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NONLINEER DINAMIK SISTEMLERDE KAOS, DALLANMA VE
FRAKTALLER

OZET

Bu calismada nonlineer dinamik sistemlerde kaos, dallanma ve fraktaller
incelenmistir. Nonlineer sistemlere giris icin gerekli olan teorik bilgiler verilmis ve
bu teorik bilgiler biyolojik sistemlerden secilen 6rneklerle desteklenmistir.

Yasadigimiz diinyada nonlineer bir yapiya sahiptir. Bicim, bilesim ve fonksiyonda
standart bir siniflamanin miimkiin olmadigi, olagan iistii bir cesitliligin oldugu bir
diinyada yasiyoruz. En yakin kisisel evrenimizde bile istedigimiz her seye
yapabildigimiz sinirsiz bir Ozgiirliige sahip degilizdir. Ciinkii dogal cevremize,
bizimle ilgili olan sosyal ve profesyonel kurumlara ve hatta kullandigimiz c¢ok
sayidaki teknolojik alete bile karmagsik baglarla bagliyizdir. Bu baglar arasinda
meydana gelebilecek kiiciik bir itme veya ¢cekme bazen giizel bazen hos olmayan
durumlar meydana getirebilir. Diger bir deyisle, etki ve tepkiler orantisal degildir.
Onemsiz bir etki fark edilir derecede biiyiik sonuglar dogurabilir. Etki ve tepki ya da
sebep ve sonuglar arasindaki bu orantisizlik “nonlineerlik” olarak adlandirilir.

Kaos ve nonlineer dinamiklerin sagladigi yeni teoriksel kavramlar basit sistemlerin
aniden meydana getirdigi karmasik davramislari anlamamiza yardim eder. Kaos
teorisinin Onemli ©zelliklerinden biriside kelebek etkisi olarak bilinen baslangic
kosullarina hassas baghliktir. Bu teori, ayrica, periyodik olmayan sistemlerin
davranisi hakkinda uzun vadede tahminlerin yapilamayacagim agiklar. Bu caligmada,
ele alinan sistemlerin kaosa gidisindeki bu 6zelliklerde incelenmistir.

Nonlineer dinamiklerin getirdigi bir diger onemli kavramda fraktallerdir. Fraktal
geometri modern bilimini, 6zellikle kaos biliminin 6nemli ugras alanlarindan birini
olusturur. Fraktal geometri ayrica, bu ¢alismada da gorebileceginiz gibi, ancak
bilgisayarlar yardimiyla gerceklestirilebilen matematiksel iterasyonlar sayesinde,
olduk¢a zengin grafik goriintiiler elde edilebilmesini de saglamaktadir. Bu sekiller
dogadaki bircok olusumun izledigi kurallar1 da izlediginden olduk¢a garip ve dogal
bir giizellikleri var. Ayrica, fraktal boyutlar dedigimiz buguklu veya kesirli boyutlara
sahip olmalar acisindan da alisilmadik 6zelliklere sahipler.

Uc boliimden olusan bu calismanin giris niteligindeki birinci boliimiinde lineer
olmayan dinamik sistemler ile ilgili temel kavramlar verilmis ve ele alinan
sistemlerin dinamiksel davramiglari ile faz uzaylari incelenmistir. ikinci boliimde,
kaos kavrami ele alinmis, ele alinan ii¢ boyutlu nonlineer biyolojik sistemlerin denge
noktalar1 analiz edilip baslangic kosullarinda yapilan kiigiikk degisimlerle
periyodiklikten kaotiklige ge¢isleri incelenmistir. Ayrica dallanma kavram {izerinde
durulmus, verilen orneklerde sistemlerin dallanma durumundaki faz portreleri
incelenmistir. Ugiincii boliimde ise fraktal ve fraktal boyut kavrami iizerinde
durulmus, ayrica Julia ve Mandelbrot kiimelerini temel alarak kompleks sistemler
incelenmistir.
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CHAQS, BIFURCATION AND FRACTALS IN NONLINEAR DYNAMICAL
SYSTEMS

SUMMARY

In this study, chaos, bifurcation and fractals in nonlinear dynamics are investigated.
Theoretical information needed to nonlinear dynamics is given and this information
is supplied with examples chosen ecological systems.

In real word we encounter nonlinearity frequently. We live in a word that is so
extraordinary diverse in composition, form and function that any standard
classification is impossible. Even within our immediate personal universe, we are not
at complete liberty to do as we please, because we are inextricably linked to our
natural environment, the social and professional intuitions with which we are
associated devices that we use. Thus a little push here, a little pull there, and major
events can occur, for some the good, and some not so pleasant. In other words, cause
and effects are not proportional. A small effect can have significant consequences;
conversely, a major effort might yield very little. Such events called nonlinear.

The new theoretical concepts which are gotten the chaos and nonlinear dynamics
help us to understand that simple systems get to merge suddenly complex behavior.
One of the characteristics of the chaos theory is sensitive dependence of the initial
condition known as butterfly effect. This theory also explains that it is impossible to
prediction about the behavior of the no periodic systems. In this study we investigate
this property in considered systems as changing the system’s parameters and initial
population.

Another important notion about nonlinear dynamics is the fractals. Actually, fractals
are wonderful images which are drawn with computer programs as a result of
mathematical equations. These images have quite strange and natural beauty because
of following the same rule with a lot of formations in nature. Fractal geometry
composes one of the important parts of the chaos. Furthermore, fractals have
fractional dimension known as fractal dimension.

In the first chapter of this study, basic definitions and examples about nonlinear
dynamics systems and dynamical behavior are given and made phase space analyses
the discussed model systems.

Chapter 2 deals with no periodicity and chaos. We discuss how periodic points
change as the system is change (bifurcation). Also, equilibrium points and sensitive
dependence of initial condition of the three dimensional nonlinear population model
systems are analyzed.

Chapter 3 deals with fractals and some complex dynamics such that Mandelbrot set.
In this section we investigate fractal dimension of some image.



1. NONLINEERLIK

Bilimsel konulara giris amaciyla kullamilan ders kitaplar, iyi tanimlanmis, harici
kosular altindaki dogal bir sistemin tek bir yolu takip edecegi ve bu kosullar altindaki
Onemsiz bir degisimin sistemin tepkisinde, yine ayn1 sekilde, 6dnemsiz bir degisime
neden olacagi fikri tizerine kurulmustur. Lineer iligkiler grafik iizerinde bir dogru

olarak ifade edilir ve bu iliskilerin mantigin1 anlamak kolaydir.

Nonlineer sistemler genellikle ¢oziime elverisli degillerdir. Akiskan ve mekanik
sistemlerde, nonlineer sartlar, genellikle insanlarin konuyu basite indirip kolay
anlasilir hale getirmek istedikleri zaman devre dis1 birakmak istedikleri 6zellikler
arasindadir. Bu tiir sistemlerdeki karmasik iligkiler nonlineerligin hesaplanmasini
zorlagtirmaktadir; aym1 zamanda da lineer sistemlerde hi¢bir zaman bulunmayan bir

davranis bicimi zenginligi yaratmaktadir [1].

1.1.Nonlineer Sistemler

Bir dinamik sistem iki bilesenden ibarettir: sistemin nasil gelistigini belirten
“dinamik™ ya da bir kural ve bir baslangi¢ kosulu ya da sistemin basladigi durum.
Dogal bir olay1 ya da bir dinamik sistemi tamimlayan en basarili kurallar sinifi

diferansiyel denklemlerdir[2].

Etrafimizdaki hareketlerin bazilari, bir saat sarkacimin sallanmasi gibi, diizenlidir,
kolaylikla anlagilir ve ifade edilebilir. Fakat bazilar1 ise, bir selalenin akis1 gibi,
diizensizdir ve daha Once belirtilen kurallara aykirnn olarak ortaya ¢ikarlar.
Matematik¢i Henri Poincare(1892) bu tiir problemlerin gercek kaynagini inceleyen
ilk bilim adamidir. Bu yiizyilin baslarinda Poincare, “Science and Method” adli

makalesinde soyle yazmigtir[3]:

“Dikkatimizden kagan cok kiiciik bir sebep, gérmezden gelemeyecegimiz ¢ok biiyiik
bir etkiye neden olabilir. Eger doganin kurallarin1 ve baslangi¢ asamasinda evrenin
durumunu kesin olarak bilseydik, sonraki herhangi bir zamanda evrenin durumunu

tam olarak tahmin edebilirdik. Doga kanunlarinin bizim icin artik hi¢bir gizliliginin



kalmadig1 bir durumda bile baslangi¢ durumunu yaklasik olarak bilmemiz, bir
sonraki durumu tahmin etmede bize imkan verirse, kurallarla yonetilen bir olayin
tahmin edilebildigini sOyleyebiliriz. Fakat bu anlattigimiz gibi degildir. Baslangi¢
kosullarindaki kiigiik farkliliklar sonucta cok biiyiiklerini tiretir. Baglangigtaki kiigiik
bir hata sonugta biiyilkk bir hataya sebep olacaktir. Boylelikle tahmin yapmak

imkansiz hale gelir ve biz tesadiifi bir olaya sahip oluruz...”

Bir nonlineer dinamik sistemi tammlamak i¢in ilk olarak bir lineer sistem Ornegini
inceleyelim. Lineer bir dinamik sistem dogrusal olarak orantili olan bir dinamik
kuralar ile sistem degiskenlerinden olusur. Lineer sistemler, problem parcalara
boliinerek ve sonra tim ¢odziimil inga etmek igin bu parcalar bir araya getirilerek
analiz edilebilir. Ornegin asagida verilen ikinci mertebeden lineer diferansiyel

denklemi goz Oniine alalim:

. (1.1)

Bu diferansiyel denklem ile tanimlanan dinamik sistem lineerdir, ¢iinkii tiim terimleri
x’ in dogrusal fonksiyonudur. x’in 2. tiirevi —x ile orantilidir. Bu lineer diferansiyel
denklemi ¢o6zmek icin, x in # ye gore ikinci tiirevinin —x’ e esit oldugu x(#) gibi bir

fonksiyon bulmaliy1z. Bu durumda olasi iki ¢oziim:

x,(t)=Sint ve x,(t)=Cost dir ve

2

%xl(t):—sint:—xl(t) ve (1.2)
t

dZ

sz(t):—cost:—xz(t) (1.3)

Boylece x,ve x, (1.1) lineer denklem sistemini saglar. Diferansiyel denklem lineer

oldugu icin bu iki ¢oziimiin toplam1 x(¢)=x,(t)+x,(f)da bir ¢oziimdiir. Bunun

dogrulugunu gosterilirse:

d’ d’ d’
d

Fx(t) = ?xl (1) +F)c2 (= —[)c1 () +x, (t)] =—x(1) (1.4)



Bu yontemle, bulunan herhangi bir ¢6ziimden yeni bir ¢6ziim elde edilebilir. Lineer
diferansiyel denklemlerin bu 6zelligi “katlama prensibi (principle of superposition)”

olarak adlandirilir.

Simdi aym1 metodu nonlineer bir sisteme uyguladifimizda neler olacagim
inceleyelim. Asagida verilen, 2. mertebeden nonlineer diferansiyel denklemi ele

alalim:

ax_ . (L.5)

Bu diferansiyel denklemin x, () ve x,(¢) gibi iki farklh ¢oziimiiniin bulunabildigini

varsayalim:

d’x d’x,  d’x,
= +
dar* dr* ar’
:—(x12+x22)
#—(x+x,> +2x,.x,) (1.6)
=—(x1+x2)2

2
=—x

Goriildiigii tizere, nonlineer denklemin ¢oziimlerinin toplanmis hali yeni bir ¢6ziim

degildir. Bundan dolay1 katlama prensibi nonlineer sistemlerde gecersizdir.

Geleneksel olarak bir diferansiyel denklem, denklemi saglayan bir fonksiyon
bulunarak ¢oziiliir ve belirli bir baslangic kosulu ile sistemin yoriingesi belirlenir.
Ayrica, bir sistemin kapali formdaki ¢oziimiinde baslangi¢ kosularinda yapilan kiiciik
bir degisimin sistemin Ongoriilen yoriingelerinde orantili bir degisim {iretecegi
beklenir. Fakat kaotik bir sistemde birbirine ¢ok yakin iki baslangic kosulu alinsa

bile uzun siireli yoriingelerde biiyiik degisimler meydana gelebilir [3].

1.2.Dinamik Sistemler

Sistem kavramini, karsilikli etkilesim icinde olan seyler(bireyler veya nesneler) ve
bunlarin arasindaki iligkilerin anlasilmasi olarak tanimlanabilir. Sistemler
modellenebilir ve bu modeller orijinal sistemin davranisin1 deneysel olarak
tekrarlayarak incelemekte kullanilir. Ornegin, dogadaki tiirler arasindaki etkilesimin

modellenmesi bir sistemdir.



Dinamik sistem, zaman i¢inde degisen bir sistem olarak tamimlanir. Dinamik
sistemler lineer ya da nonlineer olabilir. Bilindigi gibi dogrusal kavrami, basit bir
sekilde,  matematiksel = modellerin  grafik  {lizerinde  dogru  biciminde
gosterilebilmelerini belirtir. Dogrusal sistemler klasik bilimde, gercegi iyi bir sekilde
aciklamaktan ziyade, basit olmalar1 nedeniyle biiyiik ilgi gbormiis ve yaygin olarak
kullanilmistir. Biri bagimsiz digeri ise bagimhi degisken olan x ve y gibi iki
degiskenli dogrusal model basit olmakla birlikte cogu zaman gercekci degildir.
Ayrica suf basitlestirme adma, x ve y’yi diger degiskenlerden soyutlayarak
¢oziimlemeye caligsak, bilgi kiimemizde sadece iki degisken oldugunu varsaysak ve
modelimizde x’i siirekli arttirdigimizda y’de ayni1 oranda artsa bile; gercek hayatta

bunlar gecerli olmayacaktir.

Dogrusal olamayan sistemlerde girdi ve ¢ikt1 arasinda bir orant1 yoktur. Bir dogrusal
modelden sapmalar, klasik bilimde deneysel “hata”lar veya giiriiltii(noise) olarak ele
alimir. Fakat yapilan caligmalar, deneysel hatalarin 6nemli bilgiler verebilecegini

gostermektedir.

Bir dinamik sistem iki kisimdan olugur:

1) Reel ya da kuramsal bir sistemin kesin durumunu tanimlayan * durum
vektorii” ve
ii) Sistemin, verilen gecerli durumundan, zamanin bir sonraki anindaki

durumunu sdyleyen “fonksiyon”.

1.2.1. Durum Vektorleri

Yukar atilan bir topun durumu iki sayr kullanilarak tanimlanabilir: Topun yerden
yiiksekligi # ve hizi(yukann dogru) v. h ve v sayilarn biliniyorsa topun akibeti
tamamiyla belirlenebilir. (h, v) say1 c¢ifti topun durumunu tam olarak tanimlayan

vektor oldugundan dolay1 sistemin durum vektorii olarak adlandirilir. Sembolik

olarak {h} seklinde gosterilir [1].
v

Kisaca durum vektorii, bir sistemin gecerli durumunun sayisal bir ifadesidir.

Sistemin durumu vektordiir ve sembolik olarak x ile ifade edilir.



1.2.2. Bir Sonraki An: Ayrik Zaman

Bir dinamik sistemin ikinci kismi sistemin zaman i¢inde nasil degistigini gosteren bir
kuraldir. Bir diger deyisle, sistemin gegerli olan(su andaki) durumu verildiginde, bir

sonraki zaman diliminde sistemin durumunun ne olacagini bildirir.

Zaman bir ipteki boncuklar gibi, birbirini takip eden ayrik parcalarin bir siralamisidir
x(t+1) = kx(t) (1.7)

Sistemin durumu zamanla degistiginden dolayi, herhangi bir andaki durumu

tanimlayan bir notasyona ihtiya¢ duyulur. ¢+ zamanindaki sistemin durumu x(¢) ile

tanimlanir. (1.7) esitligi, sistemin baslangi¢c durumu belirsiz oldugundan, dinamik bir

sistemin tam bir tanim1 degildir. Bu nedenle sistemin tam tanimi:
x(t+1) =kx(t), x(0)=x, (1.8)

seklindedir. x, sistemin O anindaki durumunu, yani baslangi¢c durumunu tanimlar.

(1.8) esitligini tiim ayrik zamanh sistemlere uygulanabilir sekilde genelleyebiliriz.

x€ R" durum vektorii ve f:R" — R" fonksiyonu i¢in;
x(t+D) = f(x(1)) (1.9)

seklinde yazilabilir. (1.8) esitliginde n=1 ve f:R—R fonksiyonu f(x)=kx

dir. x(0) = x, baslangi¢ kosulu altinda (1.9) esitliini goz 6niine alirsak;

x(3)=f(x(2)=£(f(f(x))) (1.10)



seklinde # zamanindaki x degerini hesaplayabiliriz. f(f(x)) fonksiyonunu f7(x),

f(f(f(x))) fonksiyonunu f’(x) ve genel olarak f*(x)= f(f(f...(f(x))))

k

seklinde yazabiliriz.

1.2.3. Bir Sonraki An: Siirekli Zaman

Birgok sistem akici ve diizgiin bir sekilde ilerleyen bir zaman ile daha iyi

tanimlanabilir. Havaya atilan top 6rneginde topun bir anlik durumu x = {h} durum
v

vektorii ile verilmekte idi. Fakat siirekli bir zamanda bir sonraki anda topun
durumunun ne olacag sorusu uygun degildir. Zaman siirekli ilerlediginden dolay1 bir
sonraki an yoktur. Siirekli bir zaman1 tanimlamak amaci ile kullanilan ¢ negatif

olmayan reel bir sayidir ve sistem ¢ =0 da bagslar.

Zamanin bir sonraki ani i¢in bir kural yazilamadigindan, verilen herhangi bir anda

sistemin nasil degisecegi tammlamr. ilk olarak; top yukari dogru v hizina sahip

oldugundan, hiz tanimindan Z—h:v elde edilir. Ikinci olarak; yercekimi kuvveti
t

topu asag1 dogru cekeceginden, g pozitif bir sabit olmak {izere ? =—g elde edilir.
t

Boylece sistemdeki degisim asagidaki gibi tanimlanir:

W(t)=v(t) (1.11-1)

v'(t):—g (1.11-2)

Matrissel formda gosterilirse;

vl Lol

h(t)

x(t) = L(t)

} oldugundan



x'=f(x) (1.13)

seklinde yazilabilir. Burada f(x)=Ax+b dir ve A:B (ﬂ matrisi ve b:{ 0 }
-8

sabit vektorudir.

Gergekte, (1.13) esitligi tim siirekli zamanli dinamik sistemler i¢in genel bir
formdur. Siirekli zamanli dinamik bir sistem x(¢#)e R" durum vektoriine ve bir
f:R" - R" fonksiyonuna sahiptir ve iyi tamimli olabilmesi ic¢in bir x(0)=x,

baslangi¢ kosulu verilmelidir.
1.2.4. Dinamik Sistemlere Ait Ornekler:

1.2.4.1. Bakteriler

Bir kavanozun i¢inde besleyici bir takim maddelerle birlikte baz1 bakterilerde vardir.
Zaman igerisinde, bakteriler iirerler ve oliirler. b bakterilerin iireme orani, p de 6lim
orant olsun. Buradan bakteri popiilasyonunun biiyiimesi b-p kadar olur. Bunun

anlami; eger kavanozda bakteri var ise, bakteri sayisindaki artis oraninin (b— p)x

olmasidir. Yani; r =b— p iken

i _

=rx dr. 1.14
7 (1.14)

t =0 aninda x, bakteri ile baslarsak;
x(t)=e"x, olur. (1.15)
Bu formiil, =0 aninda x, bakteri oldugunu ve sayinin iissel olarak arttigini, fakat

zaman ilerledik¢ce bakteri sayisinin son derece biiyiik olacagini ifade eder. Yani,

% = rx basit modeli uzun donemde gercek¢i degildir.

Simdi, sabit iireme oranin b oldugunu yani, x adet bakteri varsa bunun bx ile orantili

sekilde artacagim ve Oliim oraninin px oldugunu varsayalim, boylece, eger x adet

bakteri varsa px’ ile orantili olacak sekilde azalacaktir. Bu iki ifade birlestirilirse;



ﬂsz—px2 (1.16)
dt

dinamik sistemini elde ederiz

“Bu modelde kendi kendini besleme(self-sustainig) 6zelligi var midir?” sorusunu ele
alahm. bx— px’ =0 esitligini saglayan bir X sayis1 var midir diye artyoruz. Bu 6zel
seviyede lireme/0liim orami dengededir (¢iinkil X, dx/dr=0 yapar) ve popiilasyon ne

artar ne de azalir.

(1.16) esitliginin sag tarafini sifira esitlersek:

ﬂ:bx—px2:0:>x:0 yadang
dt p

Iki adet kendi kendini besleme seviyesi oldugunu goriiriiz: ¥=0 ve ¥=5/p. Elbette
ki, bu iki deger bx— px> =0 ikinci derece denkleminin iki kokiine karsilik gelir. Bu
esitlik bir paraboldiir ve grafigi Sekil 1.1 de gosterildigi gibidir.

daxdit

bip N ¥
Sekil 1.1: (1.16) esitliginin grafigi

Ilk olarak, X¥=0"1 gz Oniine alalim. Bu kendi kendini besleme noktasidir. Bu
durumda bakteri yoktur, bu yiizden dogan ya da 6len bakteri de yoktur. Kavanozda
bundan sonra da bakteri olmayacaktir. Tabii ki en ufak bir kirlenme ile

(x>0 fakat b/ p den kiigiik ), % =bx—px> >0 olur (Sekil 1.1). Boylece, bakteri
t

sayist kavanoz kirlenir kirlenmez artmaya baglayacaktir. Bundan dolayr x=0 denge
noktas: karasizdir. Bu denge noktasinda uzak, Onemsiz pertiirbasyonlar dengeyi

bozacaktir.



¥=b/p denge noktasini gdz oniine alalm. Bu popiilasyon seviyesinde bakteriler
bi=b(b/p)=b*/p oramnda iirer ve pi*=p(h/p)*=b’/p oramnda &lir,

boylelikle dogum ve 6liim oranlar1 kesinlikle dengededir. x popiilasyonunun X =b/p

in ¢ok az iistiinde ya da altinda oldugu durumlarda ne olacagini inceleyelim: Eger x

b/ p den ¢ok az biiyiik ise, ? in negatif oldugu goriiliir.(Sekil 1). Boylece bakteri
t

sayisi b/ p in soluna ve ¢ok yakin diisecektir. Tersine, x, b/ p den ¢ok az kiigiik ise

;ﬂ nin pozitif oldugu goriiliir, bu yiizden popiilasyon b/p degerinde, artma
t

egiliminde olacaktir. b/p nin kararh denge oldugu goriiliir. X=5/p den uzaktaki

kiigiik bir pertiirbasyon b/ p ye geri donmek igin kendini dogrultacaktir.

1.2.4.2. Av-Ava lliskisi

Bir onceki ornekte, sadece tek bir tiirii iceren bir sistemin basit bir modelini
inceledik. Simdi tavsan ve onu yiyerek beslenen kurt popiilasyonlarindan olusan
karmagik bir modeli ele alalim. Tavsanlarda ki iireme, a pozitif sabiti igin,
dr/dt = ar seklinde kendi kendilerine olacaktir. Diger yandan, kurtlarin beslenmesi
icin gerekli olan tavsan sayisinda azalma oldugunda, yani kitlik durumunda, kurt

popiilasyonu, pozitif b katsayisi i¢in dw/dt =—bw seklinde azalacaktir.

Bu iki canli tiirli aynm1 ortama birakildiginda kurtlar tavsanlart yiyecektir ve sonucta
ortamda daha c¢ok kurt, daha az tavsan bulunacaktir. Kurt popiilasyon miktarmi w,
tavsan popiilasyon miktarini r ile gosterirsek, tavsan sayisi ya da kurt sayist arttikca
bu iki tiiriin karsilasma olasiliklar1 da artacagindan dolayi, tavsan popiilasyonundaki
kayip ve kurt popiilasyonunda ki artig rw ile orantilidir. Etkilesim icinde olan bu iki
tiiriin popiilasyonlarindaki degisimi tamimlayan denklemler, a, b, g, h pozitif sabitler

olmak tizere, asagidaki gibi ifade edilir:

dr

—=ar—grw 1.17-a

o 8 ( )
Dt hrw (1.17-b)
dt



a=0.2, b=0.1, g=0.002, h=0.001, =100, w,=25 kosullar1  altinda
yukaridaki diferansiyel denklem sistemi sayisal yaklagim ile ¢oziilebilir

{r, w}
350 £
300 f
250 £
200 f
150 |
100

N sy’ N ! ik’ w0

Sekil 1.2: Av ve avci popiilasyonlarinin zaman icerisindeki degisimi. Ustteki egri
av(tavsan) ve alttaki egri avci(kurt) popiilasyonunu gostermektedir.

Sekil 1.2 incelenirse, tavsan ve kurt popiilasyonlarinin siire¢ icerisinde dalgalandig
goriiliir.  Poptilasyon hareketleri periyodiktir, her 50 birim zamanda model
tekrarlanmaktadir. Kurt popiilasyonu azaldiginda, tavsan popiilasyonu yiikselmekte;
sonrasinda, besin (yani tavsan) daha bereketli hale geldiginde kurt popiilasyonu
artmaktadir. Fakat kurt popiilasyonu arttiginda ise kurtlar ¢ok fazla tavsan1 avlamakta
ve tavsan popiilasyonu azalmaktadir. Bu durum, kurdun besin maddesinde kitliga ve
kurt popiilasyonunda azalmaya neden olacaktir. Sonug¢ olarak, kurt sayisi tavsan
popiilasyonunu yeniden eski haline getirecek sekilde yeterince azaldiginda ¢evrim

yeniden baslayacaktir.

Bu siirecin dogal ¢evrimini tam anlamiyla degerlendirmek icin Sekil 1.3 deki gibi x
ekseninin tavsan sayisini, y ekseninin kurt sayisimi gosterdigi bir grafik iizerinde
tavsan ve kurt popiilasyon biiyiikliikleri cizilebilir. Faz diyagrami olarak adlandirilan
egri lizerindeki her bir nokta sistemin bir durumunu gosterir. Sistemin durumu egri

etrafinda saatin ters yoniinde hareket eden bir noktadir [1].

10



300

250

200

150

100

50

r
50 100 150 200 250 300 350 400

Sekil 1.3: Av-avci modelinin faz diyagrami. Yatay eksen av(tavsan) sayisini, diisey
eksen avci(kurt) sayisini gostermektedir.

1.3. Faz uzay1

Faz uzay1 bir dinamik sistemin miimkiin olan tiim durumlarinin birlesimidir. Bir faz
uzay1 sonlu (ideal bir yazi-tura atiminda iki durum s6z konusudur: yazi ve tura),
sayilabilir sonsuz (durum degiskenleri tamsayidir) ya da sayilamayan sonsuz (durum
degiskenleri reel sayidir) olabilir. Faz yoriingeleri ayn1 olayin ¢esitli baslangi¢

noktalarindan gegen hallerini temsil eder.

Bir baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii ile faz uzayma iz diigimii alinan yol
dinamik sistemin yoriingesi (trajectory, orbit) olarak adlandirilir. Durum degiskenleri
reel degerler aldiginda, ayrik zamanl bir sistemin yoriingesi noktalar dizisi iken

siirekli zamanl bir sistemin yoriingesi ise egridir.

Genellikle iki boyutlu diizlem ya da iic boyutlu uzayda calisilir ve kartezyen
koordinatlarda x, y ve z dogrultularina sahip olan bir noktanin durumu ozellestirilir.
Dinamik bir sistemle ugrasirken bu Ozellestirme yetersizdir, c¢iinkii dinamik
sistemlerde noktalar bir yere sabitlenmis olarak kalmazlar, hareket halindedirler yani;

noktanin pozisyonu zamana baglidir. Bunu [x(t),y(t),z(t)] seklinde yazarak

aciklariz. Dinamikler veya da hareket, asagidaki denklem kiimesi ile belirtilir:

@=5C=fl(x,y,z) (1.18)
dt

dy .

oy= 1.1
P fr(x,y,2) (1.19)
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dz .

_:Z:f}(x,y,z) (1.20)
dt

Durum degiskenleri ve onlarin tiirevlerinin olusturdugu uzaya faz uzayi denir. Zaman

ilerlerken durum uzayindaki bir nokta yoriinge olarak adlandirilan bir yol izler [4].

Durum uzayindaki “denge noktasi” (kritik nokta olarak ta adlandirilir) notasyonu
nonlineer sistemlerin dinamiklerini anlamada onemli bir rol oynar. Sadece iki ya da
daha fazla boyutlu durum uzayinda meydana gelebilen periyodik hareket limit
cevrim olarak adlandirilir. Kararlilik ya da kararsizlik terimleri, denge nokta ya da
limit ¢evrimin komsulugunda yoriingelerin nasil davrandigini anlamak igin c¢ok

onemlidir.

Zaman ilerlerken durum uzayindaki bir baslangi¢ noktasi bir yoriingeyi takip eder.
Hareket periyodik ise yoriinge kendi iizerine kapanir. Bu sekildeki kapali periyodik
hareket “cevrim” olarak adlandirilir. Bir diger baslangi¢ noktasi bagka bir yoriingenin
parcasi olacaktir. Farkli baglangic noktalarindan meydana gelen cok sayidaki

yoriinge toplulugu sistem i¢in faz portresi meydana getirir.

Tanmim (Serbestlik derecesi):Dinamik sistem teorisinde serbestlik derecesi, sistemin
dinamik durumunu belirtmek gerekli olan bagimsiz degiskenlerin sayisi olarak

tanimlanir [5].

1.3.1. Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem ile Tanimlanan Sistem

Serbestlik derecesi 3 olan bir sistemi goz Oniine alalim. Bu tiir bir sistemi
tanimlamak ic¢in x, y, z gibi iic adet durum degiskenine ihtiya¢ duyulur. sistemin
dinamiklerinin birinci mertebeden ii¢ adet diferansiyel denklem ile ifade edildigini
varsayalim. Yani; denklemler sadece, x, y, z’nin zamana gore birinci mertebeden

tiirevlerinden ibaret olsun:

x=f(x,y,2)
y=8(x,y,2) (1.21)
z=h(x,y,2)

/. & h fonksiyonlar x, y ve z degiskenlerine baghidir. Zaman degiskeni ¢ tek basina bu

fonksiyonlarda goziikmez. Bu durumda sistemin otonom oldugu sdylenir. Sistemin

12



zamana bagl hareketi iic boyutlu durum uzayinda, koordinatlar x(z), y(¢), z(¢) olan

bir noktanin hareketinin izlenmesi ile elde edilir.

|, g h fonksiyonlart1 zaman degiskeni iceriyorsa (1.21) sistemi otonom degildir.

Serbestlik derecesi 2 olan otonom olmayan bir sistem asagidaki formdadir:
x=f(x,y,1) (1.22-a)
y=g(x,y,t) (1.22-b)

Yeni bir degiskenle, yukaridaki denklemler otonom hale getirilebilir:

_di_,

z= x (1.23)
ve dinamik denklemler

x=f(x,,2) (1.24-a)
y=8(x,y,2) (1.24-b)
z=1 (1.24-c)

haline doniisiir.

Dinamik sistemler i¢in birinci mertebeden diferansiyel denklemler kullanilmasinin
temel nedeni; bu formdaki sistemlerin denge noktalarimi tespit etmemize olanak
saglamasidir. Denge noktalar1 bu sistemlerin dinamiklerinde énemli rol oynar. Denge
noktalari; durum degiskenlerinin tiimiiniin zamana gore tiirelerinin sifir oldugu
durum uzayindaki noktalar olarak tanimlanirlar. Boylelikle standart formdaki bir

denklem sisteminin denge noktalari

f(xy,2)=0
g(x,y,2)=0
h(x,y,z)=0

olarak tanimlanir. Bu {i¢ cebirsel denklemin ¢6ziimii ile sistemin denge noktalari

bulunur [5].
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1.3.2. Kesismezlik Teoremi

Durum uzayindaki denge noktasi ve yoriinge cesitlerini incelemeden 6nce temel ve
onemli bir teoremi verelim:

Teorem: Sonlu periyotlu zamanda, durum uzaymnin iki ayrnk yoriingesi kesismez ya
da tek bir yoriinge sonraki zamanlarda kendini kesmez.

Ayrik yoriinge; yoriingelerden birinin diger yoriingelerden herhangi birinin
noktalarinda baslamayacagi anlamindadir.

1.3.3. Bir Boyutlu Durum Uzay1

Bir boyutlu sistem x olarak adlandirilan tek bir durum degiskenine sahiptir. Dinamik
cesitlilik acisindan ¢ok ilging bir sistem degildir. Bir boyutlu durum uzayi i¢in

dinamik denklem asagidaki formdadir:
i=f(x) (1.25)

Durum uzay1 sadece x ekseninden olusan bir dogrudur. Denge noktalari x=0 ig¢in
karsilik gelen x degerleridir. Eger yoriinge denge noktasinda meydana gelmisse orada
kalir.

1.3.4. iki Boyutlu Durum Uzay1

Dinamik sistem x, y gibi iki adet birinci mertebeden diferansiyel denklem c¢iftinden

olusur:
x=f(x,y)

(1.26)
y=2g(x,)

Sistemin davranigi x-y durum uzayinda yoriingelere bakilarak izlenebilir. (X, 5)

sistemin denge noktalar1 olmak iizere;

0

)
)

=
!
Il

£

g(x,

>

(1.27)

0

<

esitlikleri saglanir.

14



1.3.5. Av-Avc1 Modeli

Ekoloji bilimi genel olarak, tiirlerin popiilasyon dinamiklerini daha iyi anlayabilmek
icin calismalar yapmaktadir. Besin zinciri dinamikleri hakkinda, bir av ve bir avcidan
olusan iki tiirii kapsayan basit bir modeli inceleyerek fikir sahibi olabiliriz. Av-avci
dinamiklerinin en genis kapsamli ele alindifi model Lotka-Volterra av-avci
modelidir. Bu model, asagida verildigi gibi, iki diferansiyel denklemden olusan bir

sistemdir:

x=x(a—by—Ax)

(1.28)
y=y(ex—d—py)

Bu modelde ¢ anindaki av popiilasyonu x(z), avci popiilasyonu ise y(t) ile
gosterilmistir  ve a,b,c,d, A, i sistemin parametreleridir. a ve ¢, her iki
popiilasyonda ¢ok az oldugunda, x ve y tiirlerinin iireme oramidir. Pozitif veya negatif
olabilir. Negatif olmayan b ve d sabitleri popiilasyonlarin kendileriyle etkilesimlerini
Olcer. b=d =0 ise x ve y icin Malthusian biiylime oraninin sifir oldugu varsayilir.

Pozitif ise bilyiimenin lojistik denklem ile modellendigi sdylenir. 4 ve u sabitleri

ise tiirler arasindaki etkilesimi olger.

Diferansiyel denklemlerin olduk¢a karmasik olan bu sistemi, av ve avcl
popiilasyonlarinin  zamanla nasil degisecegini ve birbirleriyle etkilesimlerini
tanimlar.

1.3.6. Duragan Hal ve Denge Egrileri

Eger sistem bir sekilde kendini durgun durumda bulursa, sonsuza kadar bu durumda

kalacaktir. Duragan durumla ilgili bilinmesi gereken ¢ok 6nemli iki gercek vardir.
2. Dinamik sistemler duragan bir durumdan daha fazlasina sahip olabilirler,
3. Duragan durumlarin hepsi kararli duragan durum degildir

Sistem kararli bir duragan durumda ise ve bu duragan durumun biraz uzaginda
pertiirbe edilirse, sistem duragan duruma geri donecektir. Duragan durumda

degiskenler (x ve y) zamanla degismez ve (1.28) esitlikleri sifira esitlenerek bulunur.
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« x=0 yada
(1.29)
e a—by—Ax=0
§=0
« y=0 yada
Y=oy (1.30)
e cx—d—-uy=0

Yukaridaki x=0 ya da y =0 esitlikleri denge egrileri (nullclines, isoclines) olarak
adlandirilir. Bu dogrular tizerindeki tiim noktalarda x ve y dengededirler. Her iki
egrinin kesisim noktast da, tiim diferansiyel denklem sisteminin dengesini
gostermektedir. Duragan durum, denge egrileri i¢in, herhangi bir noktada mevcuttur.

Bu problemde, ii¢ noktada duragan durum olma potansiyeli vardir:

e x=0,y=0
a

ox:—’ :0 131
PR (1.31)
wig  w_g

o« x= b A

wi Y= be
c+y M+

Faz uzayinda alinan herhangi bir nokta av(x) ve avci(y) popiilasyonlarin1 gosterir ve
her bir nokta iki dogrultu okuna sahiptir. Ilk dogrultu oku(sag ya da sol) av
popiilasyonunun arttigin1 ya da azaldigini ifade eder (x>0 yadax<0), ikinci
dogrultu oku ise avci popiilasyonundaki degisimi ifade eder. Her bir “isosector” iist
ya da altinda ve sag ya da solunda bir dogrultu oku vardir. Isosector, denge egrileri

ile sinirli, faz diizleminde bir uzaydir.

1.3.7. Denge Noktas1 Bulma

dx

7; = f,(X5er X,)

: (1.32)
dx

d_tn: H(x,.nx,)

diferansiyel denklem sistemini en genel formda;
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& p (1.33)
dt
olarak ifade edersek; F(X)=0 kosulunu saglayan dinamik bir sistemin X sabit

vektorii denge noktasi olarak adlandirilir. i =1,..., N i¢in

) _

= 1.34
il (1.34)

denkleminin sonucu olarak, x(#)=X sabit fonksiyonu dinamik sistemin bir
¢oziimiidiir. Genellikle, denge noktalar1 civarindaki sistemin davranisi ile ilgileniriz
ve denge noktalarmin civarindaki yoriingeler bu noktalara (1) yakinsiyor
(asimptotiksel kararlilik), (2) wraksiyor (kararsizlik) ya da (3) nokta civarinda bir
yoriingede kaliyor (kararli fakat asimptotiksel kararli degil) olabilir. Denge noktalari,
ayrica, kritik nokta olarak ta adlandirilirlar. Kritik nokta olmayan bir noktadan
baslayan bir sistem sonlu zaman sonra kritik noktaya ulasamaz. Ayrica, kritik nokta
olmayan en az bir noktadan gecen yoriinge periyodik coziime karsilik gelen bir

kapal1 egri olmadik¢a kendini kesmez [5].

1.4. Kararhlik (Stabilite) Analizi

Iki boyutlu bir sistemin stabilite tanimlar1 asagida verilmistir:
Tamm(Stabilite): u=(x(t), y(t)) durum vektoriinii tammlasin. P, =(x,,y,) kritik
nokta ve u,(t)=(x(t,),y(t,)) durum vektoriiniin baslangic degeri olsun. Pozitif

£ >0 sayist icin,

u(0) —u0|| < 9, olacak sekilde,

u(t)—u, || < Okosulunu saglayan o,
pozitif sayis1 vardir.

Yukaridaki tanim, kritik nokta civarinda baslayan bir yoriingenin yine bu civarda

kalacagi anlamindadir.
Tamim(Asimptotiksel stabilite): t — o iken, kritik noktaya yeterince yakin baglayan
tim yoriingeler bu noktaya asimptotiksel olarak yaklasiyorsa kritik noktaya

asimptotiksel kararlidir denir. Bunun anlami, lim |u(t) —u(0)|| =0 olmasidir.

o]

Bu durumlan bir 6rnek ile gérmeye calisalim:
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f(x)=x" olsun ve ayrik zamanl bir sistem diisiinelim:

x(t+1) = f(x(0) = [x(0)] (1.35)

Bu fonksiyonu 6teledigimizde ne olacagini gorelim:

Sistemin iki adet denge noktas1 vardir: 0 ve 1 ( f(x)=x yani x> =x denkleminin

¢oziimleri). Eger 6telemeye O ya da 1 noktalarindan baslarsak sistemin ilerlemedigini

goriiriiz. Oteleme islemine ilk olarak 0’a cok yakin bir say1 olan 0.1 sayisi ile

baglayalim. x”yi 6telersek goriiriiz ki;
0.1—-0.01 - 0.0001 — 0.00000001 — - -- (1.36)

t = oo iken x(t) = 0 oldugu agiktir. Bu durumda sistemin kararli ya da sistemi x,
denge noktasina ¢ok yakin bir noktadan baslattigimizda, x, denge noktasina dogru

cekildiginden, cekici denge noktasi oldugunu soyleriz.

Simdi diger denge noktas1 olan 1’i inceleyelim. Hesaplamaya, ilk olarak 1’e ¢ok

yakin bir nokta olan 1.1 noktasindan baglayalim. Bu durumda;
1.1 5121 —>1.4641— 2.14358881 = --- — 445.7916 — --- (1.37)

oldugunu goriiriiz. t — o« iken x(¢) — oo oldugu aciktir. 0.9 noktasindan baslarsak;

09—-081—--—0.0012 —--- (1.38)

Bu durumda ise x(¢) —» 0 dir. I’in yakimindaki bir noktadan bagladigimiz sistemin

I’den uzaga otelenme egiliminde oldugunu goriiyoruz bu durumda 1’in kararsiz

denge noktasi oldugunu sdyleriz [1].

Bir sistemin sahip olacagi denge noktalarimin tiirlerini tanimlarsak:

(1) Kararli denge noktasi:

X denge noktas: civarindaki tiim x, baslangic degerleri icin sistem bu civarda kalir,
ayrica; t - ooiken x(¢) — X dir.

(2) Ucu ucuna (Marginally) kararli:
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X yakimindaki tiim x, baslangic degerleri i¢in, sistem X yakininda kalir, fakat x’e

yakinsamaz.
(3) Kararsiz denge noktast:

X denge noktasi kararli ya da ucu ucuna kararli degil ise kararsiz olarak adlandirilir.
Diger bir deyisle, x’in ¢ok yakinindaki x, baslangic degerleri icin sistem X ’den

uzaklagir.

Bu durumlan agiklamak i¢in asagida verilen dort 6rnegi goz Oniine alalim. Her bir
sistem A’nin 2x2’lik bir kare matris oldugu x = Ax formundadir ve X =0 denge

noktas1 dort 6rnek i¢in de vardir.

1) A= _02 _OJ olsun. Bu durumda sistemin ¢oziimi;
x®] |e¥ 0

= X 1.39
|:x2 ()] |: 0 ¢'|" ( :

olur. t = iken e ve e, 0’a gider, dolayisiyla O kararli denge noktadir. Eger biz

bu sisteme 0’in yakinindaki herhangi bir x, vektoriinden baslarsak, sistem 0’a
yakinsayacaktir.(Gergekte, sifira yakinsamasi i¢in x,’1, 0’1n bir civarindan se¢gmek

gereksizdir. Sistem, nereden basladigimizin Onemi olmaksizin, daima sifira

yakinsayacaktir. Bu tiir denge noktalarina global kararh deriz.)

2) A= 2 0} olsun. Sistemin ¢6ziimii asagidaki formdadir:

0 1
x@®)] [e¥ 0

e ) 1.40
|:x2(t)_ {0 et}% ( )

t — oo iken e” ve €', sonsuza gider, dolayisiyla O kararsiz denge noktasidir. Sifira

ne kadar yakin basladifimizin Onemi olmaksizin, sistem daima sifirdan

uzaklasacaktir.
3) A= {0 _J olsun. Sistemin ¢oziimii;
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x| e 0
ch(t)}[o e_t}xo (1.41)

olacaktir. Bu sistemde de O denge noktasi kararsizdir. Bunun nedeni; a sifirdan farkli

bir say1 olmak iizere,
a O ... I <
Xy = { 0} Ve X, :{ } gibi iki adet baglangi¢ noktasini goz Oniine aldigimizda, ¢ — oo
a

iken, ilk baslangi¢c kosulu icin |x(t)| — oo, ikinci baslangi¢ kosulu i¢in ise x(r) =0
olmasidir. Baz1 noktalar sifirdan itilirken, bazilart sifira dogru ¢ekilmektedir. Sifira
cok yakin baslamasma karst sifirdan uzaklasan yoriingeler olmasindan dolay1 bu
denge noktas1 kararsizdir. Sifira yakin bazi baglangi¢ noktalart i¢in sistem sifira

yakinsasa bile, denge noktasinin kararsizligini degistirmez.

0 1
4) A—{_l 0} olsun.

w {cost sint

=| . } olur. Bu durumda O denge noktasi ne kararlidir ne de
—sint cost
kararsizdir. Kararli olmadigin1 gérmek i¢in O civarinda herhangi bir x, baslangic

noktasi alalim. # — oo iken sistem asla sifira yaklasmaz. 0 denge noktas1 kararsiz da
degildir. Kararsiz olmasi icin O civarinda alinan baglangic noktalarinda sistem
sifirdan uzaklasmalidir. A¢ikgasi, 0’dan belirli bir uzaklikta baslarsak, sistem sifirdan

uzaklagmayacaktir. Bundan dolay1 bu sistem ucu ucuna kararlidir.

1.5. Lineerizasyon
Bu boliimdeki amag, dinamik bir sistemin X denge noktasinin kararli ya da kararsiz
oldugunu soyleyecek bir metot gelistirmektir.

f fonksiyonu lineer ise, yani; f(x)=Ax+b formunda ise cevap son derece basittir:

A’nin 6z degerlerini kontrol ederiz.

[k olarak bir boyutlu bir sistem ( f bir degiskenli fonksiyon) ile baslayip, yiiksek

boyutlara genellestirecegiz.
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1.5.1 Bir boyutlu sistem

Bir boyutlu bir durum uzayinda ii¢ tiir denge noktasi vardir:

(1) Diigiimler(sinks-nodes): Denge noktasi, yoriingeleri yakinlarina ceker.
(2) Iticiler (sources): yoriingeleri yakinlarindan iterler.

(3) Eyer noktalar: yoriingeleri bir yandan ¢ekerken diger yandan iterler.

Bir boyutlu sistemin, tiirevinin denge noktasindaki degeri karakteristik deger ya da

df (x)

dx

X=X

0z deger olarak adlandirilir. Karakteristik degeri A ile gosterilir; A= dir.

Denge noktalarinda f(x)’in tiirevini hesaplayarak ve denge noktalarinin karakteri
belirlenir ve bu noktalarin civarlarindaki yoriingelerin davranisini saptanabilir.
Karakteristik deger sifira esit oldugunda, denge noktasinin karakterini bulmak igin
f(x)’in x’e gore ikinci tiirevi incelenir. Eyer nokta i¢in, ikinci tiirev x,’1n her iki
tarafinda da aymi isarete sahiptir. Diiglim nokta ya da itici i¢in ise, ikinci tiirev, x,
X, dan gecerken isaret degistirir. (Diiglim noktasi i¢in solda pozitif, sagda negatif,
itici i¢in ise; solda negatif sagda pozitif.)

Fonksiyonun bi¢imi ya da durumu 6nemsiz bir sekilde degistirildiginde, denge
noktas1 ayn1 karakterde kalirsa yapisal olarak kararli oldugu, karakter degistirirse ya

da bu degisiklikler altinda tamamiyla yok olursa yapisal olarak kararsiz oldugu

soylenir[5].

Tablo 1.1: Bir boyutlu sistem i¢in karakteristik degerler.

A<0 Diigiim denge noktasi

A>0 Itici denge nokta

x'= f(x)=x>—1 olsun. Bu siirekli zaman sisteminin denge noktalar1 +1 dir.

Fonksiyonun grafigi Sekil 1.4 de gosterildigi gibidir.
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20

15

10

4 = 2 4
Sekil 1.4: x'= f(x)=x"—1 fonksiyonunun grafigi

Denge noktalarin yapisini inceleyelim: Sisteme 1°den ¢ok az biiyiik bir x, degeri ile

basladigimiz1 varsayalim. Bu durumda f(x)>0 oldugundan x(¢) artar ve sonsuza

kadar da artmaya devam edecektir. Yani; 1’den gittikce uzaklasacaktir. Diger

yandan, x,, 1’den ¢ok az kiiciik ise f(x)<O0 olacaktir. Bu durumda ise, x(t)
azalacak ve ters dogrultuda 1’den uzaklasacaktir.

Simdi -1 denge noktasini gbz Oniine alalim. x, degeri, -1 den ¢ok az biiyiik ise,
f(x)<0 olur ve boylece x(t) degeri —1 e dogru azalir. x, degeri, -1 den kii¢iik

alindiginda ise, f(x)>0 olur ve —1 in listiine dogru artar.

1.5.1.1. Denge Noktasi Civarinda Taylor Serisi Lineerlestirmesi

x= f(x) fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Bir denge noktasinin yapisini
inceleyebilmek i¢in, x, denge noktasinin bir komsulugunda, f(x) fonksiyonunun

Taylor serisine acilimi kullanilabilir:

x, denge noktasinda hesaplanan tiirev degerleri i¢in,

d 1 d? 1 ;d3
f(X)=f(x0)+(x—xo)d—£+§(x—xo)2 dx{ b (rmx) dx{

o (1.42)

Birinci mertebeden daha yiiksek mertebeli tiirevler ihmal edilirse, E hata fonksiyonu

olmak lizere, asagidaki esitlik saglanir.

f(x)zj—f (x—=x))+ f(x,)+E(x—x,) (1.43)
X

X0
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x—x, iken E(x—x,) =0 olmas: beklenir. Hata fonksiyonu (x — x,) farkindan

daha kii¢lik olmalidir. Bunun anlami; x — x, iken,

E(x—x,)

X=X,

-0

olmas1 demektir. (1.30) esitliginin her iki tarafin1 (x—x,) bolersek;

SO=f0) ) E=x)

X=X X=X,

(1.44)

- . . ’ .
elde ederiz. Tirev tammindan, lim = f'(x,) dir ve x = x, iken,

SO~ f(%)
X

—X

E(x—x,)

X=X,

-0

olacaktir [1]. Denge noktasinin tanmimindan (1.43) esitligin sag tarafindaki f(x,)
terimi sifira esittir. Yoriingelerin denge noktasindan uzakligini belirten Ax=x—x,,

yeni bir degigsken olarak tanimlanabilir. Buradan

L av= f/(x)Ax (1.45)
dt

df (x)

X

gibi yeni bir denklem elde edilir. Bu ifadenin ¢6ziimii; A = oldugunda, yani

Xo

A denge noktasimin karakteristik degeri iken, x(f) = x(0)e* dur.

Buradan goriiliiyor ki; 4<0 oldugunda yoriingeler denge noktasina iissel olarak
yaklasirken (diigiim noktasi), 4 >0 oldugunda ise denge noktasindan iissel bir
sekilde uzaklasacaktir (itici). Denge noktasinin bir civart i¢in, 4’ya Lyapunov iisseli

de denir [5].

Tanim: Bir boyutlu durum uzayinda, denge noktasinin bir civari i¢cin Lyapunov

tisseli, A karakteristik degeridir.

pI/AC)) (1.46)
dx

R
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1.5.2. iki ve Daha Yiiksek Boyutlu Durum Uzay:

Bu boliimde iki ya da daha yiiksek boyutlu nonlineer sistemlerde, bir lineer

fonksiyon ile ¢ok degiskenli nonlineer bir fonksiyona yaklasim konusunu
inceleyecegiz. f:R" — R" bir fonksiyon olmak iizere, siirekli zamanlt dinamik bir
sistemin en genel formu; x"= f(x) seklindedir. f fonksiyonuna X denge noktasinin

bir komsulugunda lineer bir fonksiyonla yaklagmak istiyoruz. Yani; A, en iyi

yaklasimi veren, nxn bir matris iken;

f(x)=Ax=x)+ f(X) (1.47)
formunu arastiriyoruz. E hata fonksiyonu olmak iizere;

fX)=Ax-X)+ f(X)+E(x—-X) (1.48)

olarak yazarsak, x — x, iken,

|E(x—x0)| 5

0 (1.49)
|x—x,|

olmasin isteriz [1]. Bu yaklasimi iki boyutlu bir sistemde inceleyelim:

Sistemin dinamiklerini belirleyen denklemlerin x, y olarak belirlenen durum
degiskenleri ile birinci mertebeden diferansiyel denklemler olarak yazildigini

varsayalim. Zamana bagl bu denklemler genel olarak;

x=f(x,y)

y=g(xy)

(1.50)

formundadir. Sistemin hareketi, x-y durum uzayinda ydriingelerine bakilarak

izlenebilir. Denge noktalari,

f(xos yo) =0

8(x5,¥,)=0

(1.51)

esitliklerini saglar. Denge noktalarinin karakteri ve bu noktalarin bir komsulugundaki

yoriingelerin hareketi, f ve g fonksiyonlarinin denge noktalarinda hesaplanan

24



tirevleri ile belirlenir. f ve g fonksiyonlar1 (x,,y,) denge noktasinda

diferansiyellenebiliyorlarsa

0 )
f(x0+u,y0+v)= f(xo,y0)+al(x0,y0)u+i(xo,yo)v+Rf (”’V)’
* % (1.52)

0 )
g(x0+u,y0+v)=g(x0,y0)+a—i( O,yo)u+£(xo,yo)v+Rg (u,v).

(u,v) ¢ifti kiiciillirken R, (u,v) ve R, (u,v) kalanlani daha da Kkiigiilecektir.

Boylelikle vu® +v* — 0 iken

R, (u,v) 00 ve R, (u,v)

—_ —— 0 1.53
Nrrec RN e (9

olacaktir. Bdylece, kalan terimler (x,,y,) ile (x,+u,y,+v) arasindaki mesafenin
olciisiine, v/u” +v” , oranla ¢cok daha kiiciik kalacaktir.

(x4 ¥y), (1.50) deki sistemin denge noktasi oldugundan

f (%05 0) =8 (% %,) =0
dir. Sonug olarak, (1.52) esitligi

J )
£ (oo +v) =L Gyt L (3,30 ) v+ R, (1),
ox dy (1.54)

d d
g(x0+u,y0+v)= g(xo’yo)u"' g(x()’y())v+Rg (u’v)‘
ox dy

haline gelir. (1.50) deki sistemde x=x,+u ve y=y,+v koyarak u ve v gibi yeni

degiskenler tanitilabilir.

’ ’

x'=(x,+u) =u" ve y'=(y,+v) =v olacag: asikardir. (1.50) den

W=x'=f(xy)=f(x+u,y,+v) ve (1.55-a)

V=y=g(xy)=g(x,+u,y,+v) (1.55-b)
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elde edilir. (1.54) kullanilirsa

, 9 )
u :%(xo,yo)u+£(xo,yo)v+Rf (u,v),
(1.56)
, d )
v :—g(xo,yo)u+—g( O,yo)v+Rg (u,v).
ox dy

denklem sistemi elde edilir. Yine, (x,,y,) denge noktasmin (x,y)=(x,+u,y,+v)

komsulugu icin (1.50) denklem sisteminin ¢oziimiinde ne oldugu ile ilgileniyoruz.
Bu, (1.56) sisteminin denge noktasinin komsulugundaki ¢oziimiinii orjindekine
doniigtiiriir. Orjin komsulugundaki (u,v) degerleri icin R, (u,v) ve R, (u,v)
kalanlar ¢ok kiiciiktiir, bu nedenle kalanlar1 ihmal edilen sistem ile sistem (1.50) un

karsilastirilmas ile ilgileniriz [6].

., 0 . d .
7 = (33) 1+ S (330

: ay (1.57)
ﬁ/:_g(xo’yo)ﬂ"'_g(xo’yo)‘;-

ox dy

(1.57) da ki sistem, (x,,y,) denge noktasinda (1.50) sisteminin lineerlestirilmesi

olarak adlandirilir. Lineerlestirme dogrusal, homojen ve sabit katsayilidir. (1.56) ve
(1.57) sistemleri ayn1 ¢oziime sahip degildir fakat her birinin denge noktalarinin bir

komsulugunda ki ¢oziimler arasinda niteliksel benzerlikler olacaktir.

u:(ﬁ,ﬁ)T olmak iizere, vektor formdaki lineerizasyon u”=Ju olarak gosterilir.

Burada;
0 J
a_j;(xo’yo) %(xo’)’o)
J=J (x4 5)= % o (1.58)
(xo’yo) (xo’yo)
ox dy

dir. J(x,,y,) matrisi (x,,y,) noktasmda (f,g)" nin Jakobien matrisi olarak

adlandirilir.

Ornek 1.1: Denge noktasim karakterize etmek igin en genel av-avci modeli olan

Volterra modelini ele alalim:
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Av popiilasyonunu x(¢), avcl popiilasyonunu y(z) ile gosterirsek, av-avcer sistemi;

x=x(a—Dby)

5= y(ec+d) (1.59)

seklindedir ve tiim katsayilar pozitiftir.

Bu av-avci sistemi ilk kez Italyan matematikci Vito Volterra tarafindan incelenmistir.
I. Diinya Savasi swrasinda Italyan balikcilari, daha az avlanmaya ciktiklari
donemlerde kopek baligi ve diger avel canli tiirlerinin avlanma oraninin arttiginin,
savastan sonra avlanma normale dondiigiinde ise bu canlilar tarafindan avlanma
orant savag Oncesi seviyesine diistiigliniin farkina vardilar. Volterra bu olay1

aciklamak i¢in (1.59) denklem sistemi ile verilen av-avci modelini kurdu [6].

[k olarak bu denklem sisteminin zamana gore tiirevlerini sifira esitleyerek denge

noktalarini bulalim:

x(a—by)=0

y(=c+dx)=0 (1.60)

Bu denklem sistemini saglayan iki adet (x, y) noktas1 vardir:

(0,0) ve (xy,y,)= (2,%)

Bu denge noktalarin karakterini incelemek i¢in, iki boyutlu durum uzayina geri

doniip, (x,,y,) denge noktasinin bir komsulugunda (1.50) denklem sisteminin

Taylor serisine acilimini yazalim:

55:f(x,y)=(x—x0)gi+(y—yo)ai+...
X ay

d P (1.61)
y=g(xy) =(x—x) L+ (y-y) L+
ax ay

X, =x—x, ve y =y-y, denge noktasindan sapmayr gosteren yeni degiskenler
olmak iizere x,=x ve y, =y oldugu aciktir. Taylor acilimdaki tiim yiiksek

mertebeden tiirevler thmal edilirse;

27



X =——x+=——y

' ox, ' ay, : (162)
dg  0g '

y a_x1+_y1
X ayl

seklinde yeniden yazilabilir. (1.62) sistemi x, ve x, durum degiskenleri i¢in, birinci
mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklemlerdir. Yukaridaki notasyon

basitlestirilirse; i ve j =1,2 igin,

7, J, (1.63)

olarak yazilabilir. (1.62) sistemindeki ilk denklem zamana gore tiiretilip, ikinci

denklemi kullanarak x, yok edilirse, sadece x, ’e bagh bir denklem elde edilir.

X =[x+ % = X+ fo (X + X)) (1.64)

(1.62) da ki ilk denklem kullanilarak x, yok edilir:

X =+ )x+ (= fifu)x (1.65)

(1.65) denkleminin ¢oziimiiniin, A bir sabit, C ise # =0 anindaki baslangi¢ kosullar

ile belirlenen, zamandan bagimsiz bir sabit olmak {izere;
x,(t) = Ce* (1.66)

formunda oldugunu varsayalim. A pozitif ve reel ise yoriinge denge noktasindan
uzaklasacaktir, yani kararsiz denge noktasi olacaktir. A negatif reel bir say1 ise,

yoriinge denge noktasina yaklasacaktir, yani kararli denge nokta olacaktir.

Coziime geri doniip, (1.65) esitliginde (1.66) kullanilirsa

2’2_(fll+f22)ﬂ'+(f11f22_f12f21)=0 (1.67)

elde edilir. Bu esitlik A’nin karakteristik denklemi olarak adlandirilir. Ikinci
dereceden denklem oldugundan, asagida standart formiilii ile verildigi gibi iki adet

¢Oziimii vardir:
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1 = fll+f22i\/(fll+f22)2_4(f11f22_f12f21)
2

(1.68)

Karekok i¢indeki ifade pozitif ise, karakteristik degerler reel, negatif ise kompleks

sayidir.

(1.65)’in en genel ¢oziimii; C ve D, =0 anindaki x, ve x, baslangi¢ kosullarindan

bulunan sabitler olmak tizere,
x,(t) = Ce* + De* (1.69)
formunda yazilabilir [5].

1.5.3. Kompleks Karakteristik Degerler ve Dinamikler

Karakteristik degerler reel degil de kompleks say1 oldugunda dinamik sistemin
yoriingeleri, Sekil 1.5 de gosterildigi gibi, denge noktasindan uzaklasan ya da denge

noktasina dogru hareket eden spiral seklinde tanimlanir.

1- vy

(b)

Sekil 1.5: Karakteristik degerler kompleks oldugunda, (a) spiral diigiim ve (b) spiral
itici meydana gelir.

(1.68) esitligindeki karekokiin argiimani negatif oldugunda, karakteristik degerler

A, =RZEiQ (1.70)
seklinde yazilir.

1
R:E(fl1+f22) 1.71)
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1 2
Q:E\/‘(fn"'fzz) _4(ﬁ1f22_ﬁ2f21)‘ (1.72)

Bu durumda yoriingenin davramisini gérmek i¢in x,(f) denkleminde bu karakteristik

degerler kullanilir:
x,(1) = Ce™ + De™ = ™ [Ce"Zr + De"‘“] (1.73)

x,(0)=0 06zel durumu goéz Oniine alindiginda C =-D olur ve Euler formiilii

kullanilirsa;
e’ =cos@+isin @ (1.74)

F, x,(0) ’a bagh bir sabit olup,
x(t) = Fe™ sin(Qt) (1.75)

olarak yazilir. Bu sonugtan, salinim genligi iissel olarak artar ya da azalirken (R >0

yada R <0 durumuna bagl olarak), x,’in, © agisal hiz1 ile salindig1 goriiliir. x, de

benzer davraniglar sergiler. Farkli baslangi¢ kosullarina karsilik gelen durum uzayi
davraniglan sekil 1.5 de gosterilmistir. Daha genel baslangi¢ durumlar i¢in durum

uzay1 davranig1 aymdir: iissel olarak artan ya da azalan genlik ile salinirlar.

Sekil 1.5’in solundaki denge noktasi ic¢in, denge noktasinin i¢ine dogru donerek
gelen yoriinge spiral diigiim (odak), sagdaki denge noktasindan uzaklasan yoriinge
ise spiral-itici (kararsiz odak) olarak adlandirilir. R=0 oldugu 6zel durumda,
yoriinge denge noktasinin etrafinda kapal1 bir dongii formundadir. Bu kapali dongiili
yoriingeye ¢evrim denir. Siire¢ igerisinde, ¢cevrimin komsulugundaki yoriingeler ona
dogru cekilirse limit ¢cevrim olarak adlandirilir. Denge noktasinin tiirii ise “merkez”

dir [5].

1.5.4. Karakteristik Degerler icin Jakobien Matris

Karakteristik degerleri bulmanin daha genel ve kullanigh bir metodu, zaman gelisimli
fonksiyonlarin tiirevlerinden olusan Jakobien Matris yontemidir. Bu metot, denge
noktalar1 igin karakteristik deger bulmada istenilen boyutlu durum uzayina

genellestirilebilir. f, cok degiskenli vektor degerli bir fonksiyon olmak iizere,
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X, fix)
% || 200 (1.76)

fx)=f :
x, | | f,(0)

olarak yazilabilir. f’in Jakobieni J, f; fonksiyonlarinin kismu tiirevlerinden olusan

bir matristir:

(o o L. ]
ox;  ox, ox,

J=|® 3 o, (1.77)
afn afn af’l

Iki boyutlu bir sistem ele alindiginda, Jakobien matris asagidaki formdadur:

% %
ox; ox,
J=|u (1.78)
A oxy
I i 1.79
ox ox,

esitliginden (1.67) deki karakteristik denklem elde edilir.

Verilen bir denge noktasinin karakteristik degerleri ile ilgili degerlendirmeler

yapabilmek i¢in (1.78) Jakobien matrisinin izdiisiimii tanimlanmalidir:
Tr(J)=f,,+ 15 (1.80)

(1.68) de, karakteristik degerler i¢in ¢oziimili incelersek, matrisin izdiisiimiiniin

karakteristik degerlerin toplamina esit oldugunu goriiriiz:
A+ 4, =Tr(Df) (1.81)

Bu sadece sistemin yoriingelerinin bir ¢ekiciye dogru yigilip yigilmadigin test etmek

icin gereklidir. 7r(J) ’in isareti denge noktasinin diigiim ya da itici oldugunu belirler.
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Jakobien matrisi, sadece esas kosegen iizerindeki elemanlarin sifirdan farkli oldugu
diyagonal forma doniistiiriiliirse, sistemin 6z deger ve 0z vektorleri kolaylikla
bulunabilir. Burada 6z deger, denge noktasinin karakteristik degerleri, 6z vektor ise
birbiri ile baglantili karakteristik dogrultular anlatir. iki boyutlu durum uzay1 igin

diyagonal matris

F(;‘ 2} (1.82)

formundadir. A bu matrisin determinanti olmak tizere;
A= fifon = ko (1.83)

olur. Buradan denge noktasinin yapist Tablo 1.2 de verildigi gibi belirlenebilir.

Tablo 1.2: Iki boyutlu durum uzayinin denge noktalari

Tr(Df)<0 Tr(Df)>0

A> (1/ 4)(Tr(Df))’ Spiral diigiim | Spiral itici

0<A<(1/4)(Tr(Df))’ | Diigiim itici

A<O Eyer nokta Eyer nokta

Kisaca ozetlersek, iki boyutlu bir dinamik sistem i¢in dort durum s6z konusudur:

(1) Oz degerler aym isaretli ise denge noktasi diigiimdiir. Oz degerlerin isareti
negatif ise kararli, pozitif ise kararsizdir.

(2) Oz degerler zit isaretli ise denge noktas1 eyerdir.

(3) Oz degerler esit oldugunda, isaretleri negatif ise kararh diigiim, pozitif ise
kararsiz diigiimdiir.

(4) Oz degerler 4, =a+iff ve A4, =a—if3 gibi kompleks oldugunda o =0 ise
denge noktasi bir spiraldir. Yoriingenin kapali bir egri oldugu (periyodik

coziimler) @ =0 durumunda ise denge noktasinin tiirii merkezdir.
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Ornek 1.2: Volterra Modeli

Bu model i¢in iki adet denge noktasi bulmustuk:
(0,0) ve (c/d,a/b) (1.84)

Jakobien matris;

a—-by —bx
= 1.85
/ { dy —c+dx} ( )

(0,0) denge noktast icin;

7(0,0) {g 0 } (1.86)

Buradan karakteristik degerler 4 =a, 4, =—c bulunur. (0,0) eyer noktasidur.

(%), ¥,) =(c/d,a/b) denge noktasi igin;

J (%, v,) =L;/b _b(c)/d} (1.87)

Iz diisiim O ve determinant pozitif oldugundan, lineerizasyonun merkez oldugunu

goriiriiz. Oz degerler A, = +ivca dur.

Ornek 1.3: (1.28) sistemi ile tanitilan rekabet halindeki tiirlerin bir modelini ele

alalim:

X =(1-x-y)x,

i ( )) (1.88)
Yy =(4-7x=3y)y.
Denge noktalarini1 bulmak i¢in,

I-x—-y)x=0,

( ) (1.89)

(4-7x-3y)y=0.
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sistemi ¢oziilmelidir. (1-x—y)x=0 denkleminin ¢dziimiinden x=0 ve x+y=1
dogrularimin  birlesimi  olan x-denge egrisi bulunur. (4-7x-3y)y=0 ikinci
esitliginin ¢oziimii y =0 ve 7x+3y =4 dogrularmin birlesimi olan y-denge egrisini
verecektir. Denge noktalari bu denge egrilerinin kesisim noktalaridir: (0,0),

(0,4/3), (1,0) ve (1/3,4/3).

Sistemin Jakobien matrisi hesaplanirsa

1-2x—y —X
- . L.
7 (x.) ( Ty 4—7x—6yj (190

(1/3,4/3) denge noktasindaki Jakobien matris

J(1/4,3/4):( ~lrd _”4j

-21/4 -9/4 (1.91)

olarak bulunur. det(J ) =-3/4 oldugunda lineerizasyon orjinde bir eyer noktaya
sahiptir. Sekil 1.6 da x-y popiilasyonlarinin zamana bagl degisimleri verilmistir

{x, v} System

1
0.8

0.6
0.4
0.2

10 20 30 40 50 60 70 80

Sekil 1.6: x ve y popiilasonlarinin zamana baglh degisimleri

Ornek 1.4: Asagida verilen, av popiilasyonunun lojistik olarak arttif1 av-avci

modelini gdz Oniine alalim [6]:

x'=(0.4-0.002x-0.01y)x,

(1.92)
(~0.3+0.005x) y.

y/

Sistemin denge noktalarindan biri (60,28) dir ve bu noktadaki Jakobien matris
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-0.12 -0.6
/ _( 014 0 j (199
dir. D=det(J)=0.084 ve T =¢r(J)=-0.12 olarak bulunur. det(J)>0, tr(J)<0

ve T>—4D=-0.3216<0 oldugundan lineerizasyon orjinde spiral diigiime sahiptir.

Sekil 1.7 de x-y popiilasyonlarinin zamana bagl degisimi, sekil 1.8 de ise faz portresi

verilmistir.

{x, v}
200 ¢

175
150
125 ¢
100

System

5
50 ¢
25

20 40 60 80 100
Sekil 1.7: Av-avci popiilasyonunun zaman ¢izelgesi

System Yy System

60

A

50
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40
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) ¥
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1
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|
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Y3 ///A/M‘ﬂ\‘\\\\\\\
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B e e e e e
I o e e e R

N w

S S
P B
P I B e e

x
25 50 5 100 125 150 175 20 40 60 80 100 120

Sekil 1.8: Av avci popiilasyonunun faz portresi

Ornek 1.5: Asagida verilen sistemi goz oniine alalim:

x'=y+ax(x2+y2),
(1.94)
y'z—x+ay(x2+y2).

a=5 ve a=-5 degerleri icin sistemin orjindeki lineerizasyonunu ve sistemin

dinamiklerini kargilagtiralim.
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J(x )_ 3ax’> +ay® 14+ 2axy (1.95)
Y ~142axy ax’ +3ay’ '

Orjinde sistemin Jakobien matrisi

7(0,0) :(_01 éj (1.96)

seklindedir. Boylelikle bu noktadaki lineerizasyon

’

= (1.97)

u
vV =—u.
formundadir. Goriildiigli iizere a parametresine baglilik yoktur. Jakobien matrisin

determinanti 1 ve izdiigiimii O dir. Boylelikle lineerizasyon (0,0) noktasinda
merkeze sahiptir ve ¢6ziim egrisi orjini kusatan kapali bir egridir [6].

a=>5 igin ¢oziim egrisi Sekil 1.9’da gosterilmistir. ¢ artarken egri orjinden spiral
seklinde uzaklagsmaktadir. t — —oo iken ise egri ice dogru kivrilmaktadir. a =-5
iken ¢oziim grafigi Sekil 6 da gosterilmistir. Bu durumda sistemin zit bir davranis

gostermektedir.  — oo iken i¢e dogru kivrilmaktadir.

Sekil 1.9: Sistem (1.52)’nin a =5 ve a =-5 i¢in ¢oziimleri

Orjinin komsulugunda gergekte neler oldugunu gormek igin x(z) ve y(¢) nonlineer

sistemin bir ¢oziimii oldugunu varsayalim ve
r(0)=yx (1) + (1)’ (1.98)

fonksiyonunu ele alahm. r(t), orjin ile (x(t),y()) noktas: arasindaki uzaklik

oldugundan r >0 dir. r nin tiirevini hesaplamak icin (1.6) sistemini kullanabiliriz.
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’

r* =x(t)" +y(r)" olarak ele alalim. (rz) =2rr olur.

2 =(r?)
= (x(+ (1))
=2xx"+2yy
= 2x(y+ax(x2 + y2)+2y(—x+ay(x2 + yz)))
=2a(¥ +y*)
=2ar*

r=ar. (1.99)

(1.99) esitligi coziilebilir fakat ¢oziimiin niteliksel analizi yeterlidir. a >0 ise, (1.99)
esitligi r =0 da kararsiz denge noktasina sahiptir. # — —eo iken r(7) —0 olacaktr
yani, sekil 1.9 daki ¢6ziim egrisi orjine yakalasacaktir. ¢ arttikca orjinden
uzaklasacaktir. a<0 ise, r—>oco iken ¢oziim orjine yaklasacaktir. Bu durumda
nonlineer sistem, lineerizasyonu bir merkez iken, kendisi orjinde bir “spiral diiglime”

sahip olacaktir.
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2. PERIYODIKLIiK VE KAOS

Bu béliimde, dinamik bir sistemin, onceki boliimde ele alinan olasi ii¢ davranisinin
(denge noktasina yakinsama, iraksama ve c¢evrim) yam sira diger bir davramg tiirii

olan kaos incelenecektir.

2.1. invariant (Degismez) Kiimeler

Denge noktasinin bir komsulugunda alinan baglangic kosullar1 ile incelenen
¢coziimler lokal ¢oziim olarak adlandirilir. Denge noktasindan uzakta, herhangi bir

yerde baslayan coziimleri inceleyen metotlar ise global ¢oziimlerdir.

Global metotlarn bulmak olduk¢a zordur ve genelde, sadece bir ka¢ durum igin
gecerlidirler. Her ©zel sisteme uygulanabilen c¢oziimlerin bir kombinasyonunu
bulmak gerekir. Kullanilan bir ka¢ metot olmasina karsin onlar da her sisteme

uygulanamamaktadir. Bu boliimde bu metotlart inceleyecegiz.

2.1.1. Degismez (invaryant) Kiimeler
“n boyutlu y =f(y) sistemi i¢in degismez kiime; y =f(y) nin,y(0)e S
baslangi¢ kosulu altinda ¢oziimii y(r) ise, tim >0 i¢in y(r)e S dir”, dzelliginin

saglandig, bir § ¢ R" kiimesi degismezdir. Boylece, S baslangic degerini icerirse o

noktadan tiireyen tiim ¢6ziim egrisini icermelidir.

S kiimesi ¢2>0 i¢in ¢oziimii igerdiginden pozitif olarak degismezdir. <0 igin
¢Oziim egrisini icerseydi negatif olarak degismez olacakti. Simdi degismez kiime

orneklerini inceleyelim [6].

Ornek 2.1: Rekabet eden tiirlerin sistemini tiim denge noktalarini inceleyelim

X=(1-x-y)x,

: @1
Y'=(4-7x=3y)y.

x- ve y-eksenlerinin degismez oldugunu gosterelim.
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(2.1) sisteminin dort adet denge noktast bulunmugstu: (0,0), (0,4/3), (1,0) ve

(1/4,4/3).

(1/4,4/3) denge noktasi eyer nokta idi. Ayrica sistemin Jakobien matrisi

hesaplanmst1.
1-2x- -X
](x,y):( Y j (2.2)

Simdi, (0,0) dan baglayarak diger denge noktalarini inceleyelim. (0,0) noktasindaki

Jakobien matris

7(0,0) :((1) ?J 23)

dir. Bu diyagonal matristen 6z degerler kolaylikla bulunabilir. Buradan (0,0) noktast
diigiimdiir. (0,4/3) noktasinda Jakobien matris

J(0,4/3)= (__218/ /33 _04j (2.4)

Bu noktadaki sistemin 6z degerleri incelendiginde kararli diigiim nokta oldugu

goriiliir. (1,0) noktasinda ki Jakobien matris;

J(1,0)= (_01 :;j (2.5)

Bu denge noktasi da kararh diigiimdiir.
[lk olarak x-eksenini ele alalim. (x,,0) noktasi bu eksen iizerinde herhangi bir nokta
olsun. x(r), x’=(1-x)x denkleminin x(0)=x, ve baslangic kosulu altindaki

¢oziimii ve y(#)=0 olsun. (2.1) sisteminde yerine koyarak (x(),y(¢)) nin ¢oziim

oldugu goriiliir. Boylece, x-ekseninde baslayan herhangi bir ¢6ziim pozitif ve negatif

zaman dogrultularinin her ikisinde de yine x ekseninde kalacaktir. Aym1 durum y
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ekseninin de pozitif ve negatif olarak invaryant oldugunu gosterir. (2.1) sistemi

popiilasyon modeli oldugundan ¢dziim daima pozitif olacaktir.

2.2. Diizlemsel Sistemlerin Coziimlerinin Uzun Donem Hareketi

U kiimesinde tanimli bir sistemi ve bu sistemin U igerinde y(0) =y, gibi bir noktada

baslayan y(r) ¢Oziimiinii ele alalim. C6ziim U’nun sinirlarin1 disina ya da sonsuza

dogru hareket edebilir. Fakat # >0 durumunda U nun sinirlt bir alt kitmesinde kalan
¢Oziim egrilerine ne olduguyla daha ¢ok ilgilenilir. Simdiye kadar iki ihtimal gordiik:
inceledigimiz bircok Ornekte ¢oziim egrileri bir noktaya ya da periyodik ¢oziime

karsilik gelen kapali bir egriye yaklasiyordu.

Baz1 terminolojilere ihtiya¢ duyulabilir. Bu nedenle ilk olarak limit kiimesinin

tammini verelim: y(0)=y, da baslayan ¢oziim egrisinin tim limit noktalarinin
kiimesi y(r) ¢Oziimiiniin limit kiimesi olarak tammlamr. Bu kiime w(y,) ile
gosterilir. y(z,) > x iken f, <1, <...< seklinde o yaklasan bir dizi var ise x
noktast w(y,) da dir. Bazen, tiim ¢6ziim egrileri bir kiimenin yakinindan baslar, bu
limit kiimesi bir ¢ekici kiimedir.

Coziim egrisi tek bir noktaya yaklasiyorsa limit kiimesi bir noktadan ibarettir.
Herhangi bir diigiim, yakinindan baslayan her bir ¢6ziim egrisinin limit kiimesidir.

Bu nedenle, diigiim bir ¢ekici drnegidir.

Eger ¢oziim periyodikse ve kapali bir egri ise egri iizerindeki her nokta limit
kiimesidir. Bunu gérmek i¢in x () ¢oziimiinii ele alalim ve periyodunun T oldugunu
varsayalim. 7, keyfi bir say1 olsun. x(z,)=x(t,+7T)=x(t,+27T)=... olur. 7, +kT
dizisi sonsuza yaklasir fakat x(7,+k7T) noktalari x(7,) noktasina esittir. Bu
nedenle, x(7,) noktast periyodik ¢oziimlii egrinin limit kiimesidir. 7, keyfi
oldugundan, periyodik bir ¢Oziimiin limit kiimesinin ¢oziim egrisinin kendisi
oldugunu goriiriiz.

Nokta ve kapali egriden baska ¢6ziim egrileri var midir? Yiiksek boyutlu sistemlerde

vardir. Asagidaki teorem limit kiimeleri hakkinda bir ka¢ ©Onemli bilgiyi

icermektedir.
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Teorem 2.1: U kiimesinde tammli y" = f () sistemini ele alalim.

1. y(0)=y, da baslayan ¢oziim egrisi yine sinirh U kiimesi igerisinde kaliyorsa,
w(y,) limit kiimesi bos kiimedir.

2. Herhangi bir limit kiime pozitif ve negatif olarak invaryanttir.

w(y,) tek bir x, noktasindan ibaret olsun. Teorem (2.1) iin ikinci kismina gére, bu
tek noktalr kiime invaryattir. Yani, x, da baslayan ¢oziim egrisi yine x, da kalir.
Diger bir deyisle x, denge noktasidir. Bu nedenle eger ¢Oziim egrisi bir noktaya

yakinsiyorsa bu nokta denge noktasidir.

Pozitif ve negatif olarak invaryant olan her kiime herhangi bir noktadaki tiim ¢6ziim

egrilerini igerir. Bu tiir bir kiime ¢6ziim egrilerinin bir birlesimidir [6].
2.3. Limit Cevrimler
Yeni tiir bir ¢ekiciyi gosteren asagidaki 6rnegi inceleyelim.

X ==y+x(l-x’ =y,

, (2.6)
y =x+y(1-x>—y%).
(2.6) sistemini (r,8) kutupsal koordinatlarina doniistiirelim:
x=rcosé , y=rsinf. 2.7)
PP=x'+y’ve tan@=2 (2.8)

X
oldugu asikardir. i1k esitlik tiiretilip, (2.6) kullanilirsa:
2rr =—r?
dt

=2(xx"+ yy)
:Z[x(—y+x(l—x2—yz))+y(x+y(l—x2—y2))} 2.9)
= 2()62 + yz)(l—x2 —yz)
=2r (1 -7 )
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Boylece, r #0 i¢in
=r(1-r) (2.10)

elde edilir.

Benzer sekilde, tan @ tiiretildiginde

sec’ () :ditané’

= (xy" =’ /x
| R
(¢ )5

elde edilir. sec’(8)8 = ()c2 +y? ) / x* oldugundan

6 =1 @2.11)

olur. Boylelikle (2.6) sistemi kutupsal koordinatlara doniistiiriildiigiinde (2.10) ve
(2.11) denklemlerinden olusan basit bir sisteme doniisiir. (2.11) denkleminin
¢Oziimiinden @ =t¢+c¢ bulunur. Bunun anlami tiim ¢6ziim egrilerinin orjin etrafinda

saat yOniiniin tersine dogru spiral seklinde kivrilmakta oldugudur.

(2.10) denkleminin analizinden O ve 1 denge noktalar1 acikca goriilmektedir.
0<r<1 igin r artarken sistemin 1’e dogru artmaktadir. r>1 icin r azaldiginda ise
sistem 1’e dogru azalmaktadir. Bundan dolay1 (2.10) icin » =1 asimptotiksel kararh
denge noktasidir. (2.6) sisteminde ise faz uzayinda birim cember olan bir ¢6ziim
egrisi anlamindadir ve diger orjinden uzakta baslayan diger tiim ¢6ziim egrileri orjine
dogru spiral seklinde kivrilarak yaklasmaktadir. Boylece, birim ¢ember R’ deki

herhangi bir nokta icin limit kiimesidir.

Diger ¢oziimlerin spiral seklinde kivrilarak yaklastign kapali ¢oziim egrisine limit
cevrim denir. r— oo iken ¢Oziim egrileri limit ¢evrime dogru kivriliyorsa, bu bir
cekicidir ve c¢ekici limit ¢evrim olarak adlandirilir. #— —co iken ¢oziim egrileri limit

cevrime dogru kivriliyorsa da itici limit ¢evrim adimi alir. Coziim egrilerinin bir

yandan limit ¢cevrime yaklasirken bir yandan uzaklagmasi da olasidir [5].
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Sekil 2.1 de yukarida verilen sistemdeki x-y popiilasyonlarinin zamana bagh

degisimleri ve sekil 2.2 de ise faz portresi gosterilmistir.

{x, v} System

SN
St

=

Sekil 2.2: Sistem (2.2) nin faz portresi ve dogrultu vektorlerinin alani

2.4. Lyapunov Fonksiyonu

Global kararhilik analizinde kullanilan bu fonksiyon Alaksandr Lyapunov tarafindan

bulunmustur. Asagida verilen diizlemsel otonom sistemi goz Oniine alalim

(2.12)

Vv (x, y) , siirekli olarak diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun ve bir ¢6ziim egrisi
boyunca V nin nasil degistigini inceleyelim. Yani, (2.12) sisteminin (x(t), y(t)) gibi

bir ¢oziimiine sahip oldugumuzu varsayip, bu ¢éziime karsilik gelen V (x(1), y(t))
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fonksiyonunu ve bu fonksiyonun artan m1 azalan m1 oldugunu bulmaya calisiriz.

Bunu i¢in, V(x,y) fonksiyonunu tiirevini alirsak:

d dV dx dV dy

v , S A

dt (x(t) y(t)) ox dt+ dy dt

oV oV
=—f(xny)+—g(xy). (2.13)

ox dy

elde ederiz. Buradan

: J J
V(x,y)=a—‘;(x,y)f(x,y)+a—‘y/(x,y)g(x,y) (2.14)

bulunur. V(x,y)>0 ise V fonksiyonu (x,y) noktasina dogru olan ¢dziim egrisi

boyunca artmakta, V(x, y) <0 ise de azalmaktadir.

(2.14) esitliginin

v avY
dv=| &£ 20
& (ax ayj

oldugu goriiliir. (2.12) sistemi vektorel formda ifade edilirse, sag tarafi F =(f,g)"

vektor alani haline gelir. (2.14) esitligi

V =gradV.F (2.15)
formunda yazilabilir. (2.15) esitligindeki V., sistem (2.12) ile tammlanan
F=(f.g)" vektor alani dogrultundaki V" nin tiirevidir.

gradV , V nin hizla artig1 dogrultudaki noktalar1 gostermekteydi. V(x,y)>0 ise, V
vektor alam1 dogrultusunda artmaktadir. Yani, ¢6ziim egrisi yukariya dogru, bir tepe

olusturacak sekilde, yiikselmektedir. V(x,y)<0 oldugunda ise (x,y) de ki ¢bziim

egrisi yokus asag1 gitmektedir.
Yiiksek boyutlu sistemlere yukarida yazilanlar uygulanirsa x=(x,x,,...,x, )T ve

F(xX)=(£,(x), £o(x) e £, (x))" olmak iizere
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x'=f(x) (2.16)

seklinde bir otonom sistemi gz Oniine alahm. V (x) gibi bir fonksiyona sahip
oldugumuzu varsayalim ve bir ¢6ziim egrisi boyunca bu fonksiyonun nasil
degisecegini inceleyelim. Yani, x(t) (2.16) sisteminin bir ¢dziimii olmak iizere, £’ nin
bir fonksiyonu olarak, V(x(t)) fonksiyonunun nasil davranacagim inceleyelim.

Artan fonksiyon mudur yoksa azalan midir? Bu sorunun cevabimi fonksiyonu

tureterek bulabiliriz:

S (x(0)= L2 (+(0) 5 0

dt = E
= >S5 (5 (0) £ (x(0)- @17

(2.10) esitliginin sag tarafini1 diizenlersek

VzgradV(x).f(x)zi%(x)fi(x) (2.18)
elde ederiz ve (2.17)
%V(x(t))=V(x(t)) (2.19)

haline gelir.

Bir V fonksiyonunun x,’1igeren bir S kiimesinde tanimli oldugunu ve
V(x,)=0 ve x#x, i¢in V(x)>0 (2.20)

kosullarim sagladigin1 varsayalim. Bu tiir bir fonksiyona x, noktasinda bir

minimumu olan S kiimesinde pozitif tanimli oldugu sdylenir. V fonksiyonu iki
degiskenli ise grafigi, en azindan yerel minimum degerinin komsulugunda, bir
kaseye benzeyecektir. Tim xe S degerleri i¢in V(x)>0 ise V fonksiyonu S de

pozitif yann tammlidir. Esitsizligin tersi gecgerli oldugunda ise, V negatif tanimlh ya

ada negatif yar tanimhdir.
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Ornegin, V(x,y)=x"+y* fonksiyonu, (0,0) noktasinda minimum degerini alan ve

tim R’ de  pozitif  tamimli  bir  fonksiyondur.  Genellestirirsek,

V(x)=x’+x"+..+x°, 0 da minimumu olan, R" de pozitif tanimli bir
fonksiyondur.
x, da denge noktasi olan (2.16) sistemini goz Oniine alalim. x, da minimumu olan S

kiimesi iizerinde pozitif tanimh ve ayrica, S iizerinde V m negatif tammli oldugu V
fonksiyonunun bulunabilecegini varsayalim. Bu durumda her ¢6ziim bir tiimsekten

kayar gibi hareket edecektir ve x, noktasina gelene kadar da durmayacaklardir. Bu

x, 1n asimptotiksel kararl1 denge noktas1 olmasini gerektirir [6].

Teorem 2.2: x’' = f(x) sisteminin x, da denge noktast oldugunu varsayalim. V ise
x, m bir U komsulugunda tamimli, yani x, da minimumu olan pozitif tanimli,

siirekli olarak diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

i) V fonksiyonu U da negatif yar1 taniml ise, x, kararli denge noktasidur.
ii) V fonksiyonu U da negatif tanimli ise, x, asimptotiksel kararl1 denge noktasidir.

Ornek 2.2:

x':y+ax(x2+y2), 2.21)
y =—x+ay(x> +y>). '

sistemini goz Oniine alalim. Orjinde izole edilmis minimum noktasi bulunan

V(x,y)=x+y* fonksiyonu R’ de pozitif tanimhdir.

V()= X () £ (o) + 2 () g ()

ox dy
=2x(y+ax(x2+y2))+2y(—x+ay(x2+y2)) (2.22)
= 2a(x2 + yz)z.
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a<0 ise V, R? de negatif tanimlidir. Bu durumda orjin asimptotiksel kararli denge
noktasi olacaktir. Bu durum sistemin Jakobien’inin imajiner 6z degere sahip olmasi

durumunda, yani lineerizasyonun bir merkeze sahip olmasi1 durumunda gecerlidir.

)O)

x
-1.5 - -0. 0.5 1 1.5

Sekil 2.3: Lyapunov fonksiyonunun grafigi
2.5 . Iki Boyutlu Dinamik Sistemler: Poincare-Bendixson Teoremi

x" = f(x) iki boyutlu siirekli zamanl bir sistem olsun. Bu sistemin her bir x durumu
faz uzayinda bir noktaya karsilik gelir. Sitem x, durumunda harekete baslarsa x(t)
faz uzaymnda, yoriinge olarak adlandirilan, bir egri c¢izecektir. x, sistemin denge
noktasi ise, bu noktadan harekete baslayan sistem bu noktada saplanip kalir. Genel
olarak egri bu x, noktasma siire¢ igerisinde tekrardan dénebilir. ik doniisiin T
zamaninda oldugunu varsayarsak, 7 zamaninda sistem hareketine x, noktasinda

yeniden baslamis gibidir. £+7 zamaninda da, kesinlikle, # zamaninda oldugu yerde

olacaktir. Diger bir deyisle, herhangi bir ¢ zamani i¢in x(z+7) = x(¢) dir. Bu tiir bir
harekete periyodik hareket ve x(t+7)=x(¢) esitligini saglayan en kiiciik pozitif T
sayisina da egrinin periyodu denir.

x(t) ve x,(1) x'= f(x) sisteminin iki farkli yoriingesi ise, t—> o iken
|x1 (1) —x,(t +c)| — 0 kosulunu saglandiginda, x,(¢) yoriingesinin x, () yoriingesine
yaklastig1 sdylenir.

x’ = f(x) iki boyutlu siirekli zamanh dinamik sistemi, ¢ — coiken ii¢ farkli davrams
sergileyebilir: (1) sabit bir noktaya yakinsayabilir, (2) sonsuza iraksayabilir ya da (3)

periyodik bir orbite yaklasabilir. Bu fikir Poincare-Bendikson teoreminin temelini

olusturur.
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x =x+x,-x° ve x, =—x seklindeki bir dinamik sistemi goz Gniine alalim.
Sitemin tek bir denge noktasi vardir ve x=0 dir. Bu denge noktasindaki Jakobien

matris hesaplanirsa;

_ af/axl af/ax2 _ —3x12 +1 1
J_[ag/axl ag/axj{ -1 0} (2.23)
o= 2.24)
0)= 1o o

Oz degerler (1 +i/3 ) / 2 dir. Buradan 0’1n karasiz denge nokta oldugu goriiliir.

Syst%ﬂ

R el g g

O s
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RO Gl //-,V‘._‘\\\\ o

/v/r//'//(//'/v,,»\\

e AN A A TSI
/////////L.‘,\\\\\ '/:j/
S SO R\t
e S A TSN
/—////{ U SRR LA
B T AR N e

e TN\
I N TN
SOV L f///;:
B A s

s S a AT
///f\\\\\fl‘ﬂ/:;;;)’j///‘/

P o f \\\\\« <
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B A NC R

Yy et
AT N N a s A A
T P
e

R P e

Sekil 2.4: x = x,+x, —x’ ve x,” =—x, sistemi (0,0) da kararsiz denge noktasina
sahiptir.

0 karasiz denge noktasi olmasina ragmen, sistemin Lyapunov fonksiyonunun
V(x)=x+x,” olup olmadigini inceleyelim. 0 karasiz oldugundan V nin Lyapunov
fonksiyonu olmasi elbette ki imkansizdir. Bunu gormeye calisalim. V(x) >0 oldugu

asikardir.
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v _ovdy oV dy,

dt ox, dr Ox, dt

dx,

dr

=2x,(x, +x, — X)) +2x,(-x,) (2.25)
=2x"+2x]

=2x7(1-x7).

=2x, L +2x,
dt

dV/dt <0 olmali. |x1| <1 oldugunda dV/dt pozitif olacaktir. Diger yandan, |xl| >1
oldugunda ise dV/dt <0 olur, yani sistem 0’a dogru hareket edecektir. 1 — o iken

|x(t)| — oo mudur? |x(t)| nin yeterince biiyiik oldugunu varsayalim. |x1 (t)| biiyiik
olmayacagindan |x2 (t)| biiyiik |)c1 (t)| ise sinirl olacaktir.

x, = x, —(x, iigeren terimler)

oldugundan x,(#) smursiz oldugunda dx,/dt simrsiz olacaktir. Bundan dolay:
orjinden yeterince uzakta olan x(r) bulunamaz.

Tek denge noktast O kararsiz oldugu halde patlayict bir hareket imkénsizdir.
Poincare-Bendixson Teoremi 7 —>c iken x(7)’nin periyodik bir yoriinge haline
gelecegini ifade eder [1].

Sekil 2.5 de sistemin dinamiksel durumu, sekil 2.6 da ise x’in zamana gore degisimi

gosterilmektedir.
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Syst%ﬂ

—

Sekil 2.5: (0,0) kararsiz denge noktasinin bir komsulugunda baslayan sistem kararh
bir cevrime yaklagmaktadir.( 0’in yakinindan baglayan yoriinge, disa
dogru kivrilarak limit ¢evrime yaklasmistir.)

x System

| |

1.5

—

o
«”

-0.5

Sekil 2.6: x,’in t ye gore grafigi. Sistem aniden periyodik hale dontismiistiir.

2.6 . Dallanmalar

Bir parametre kritik noktadan (dallanma noktasi) gectiginde ¢Oziimiin yapisinda

niteliksel degisimler meydana gelir.

Lokal Dallanma Teorisi: &’ nin parametre oldugu
y=f(y.a (2.26)

sistemini goz Oniine alalim. f(y,,®)=0 esitliginin ¢oziimiinden sistemin denge

noktas1 bulunur.
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Tamimlar:

1. (y,,«) denge noktasinda Jakobien sifirsa ve ¢ok sayida dallanma bir araya

geliyorsa, (y,,o) nin dallanma noktasi oldugu sdylenir.

2. N

o’

o parametreli bir sistemdeki denge noktalarmin sayist olmak iizere,
herhangi bir (¢, —€,¢,+¢) araliginda N, sabit degil ise ¢, dallanma degeri
olarak adlandirilir ve ¢ parametresini degeri ¢, dan gecerken sistemin dallanmaya
gittigi sdylenir.

3. Bir ¢, degerinde (1) sisteminin ¢Oziimii yapisal olarak kararli degil ise, &,

dallanma degeridir [7].
2.6.1. Eyer-Diigiim (Fold) Dallanma
Y=f.)

sistemini goz Oniine alalm ve & =¢, durumunda, sistemin asagidaki Ozellikleri

saglayan y, denge noktasi bulundugunu varsayalim:

o b ) _, (2.27-a)
dy ’
2
%Zw%)i 0 ((y,,¢,) extramum noktasi ) (2.27-b)
y
o (¥0:%) (2.27-¢)
oo '

(2.27-b) ve (2.27-c)’nin isaretine bagl olarak;
1) a<aq, (a>a,) oldugunda(y,,,) komsulugunda denge noktas1 yoktur.

i1) Herbir > ¢, (a<a,) degerinde (y,,a,) 1n komsulugunda iki denge durumu

s6z konusudur. Biri kararli digeri kararsiz olan bu denge durumlart hiperboliktir.
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2.6.2. Kritik Otesi Dallanma:
y=fo) (2.28)

sistemini goz Oniine alalm ve & =¢, durumunda, sistemin asagidaki 6zellikleri

saglayan y, denge noktas1 bulundugunu varsayalim:

o o) _ (2.29-a)
dy ‘
2
—8 / (ay ‘;’a") #0 ((y,,0,) extramum noktasi ) (2.29-b)
Y
O f o) (2.29-c)
000y '

(2.29-b) ve (2.29-c)’nin isaretine bagh olarak;
1) a<a, (a>a,)durumunda y, denge noktas: kararhidir (karasizdir).

ii) Her bir a¢>¢a, (a<q,) degerinde y, karasiz hale gelir ve y,(«) kararh

(kararsi1z) denge noktasinda dallanma meydana gelir.
2.6.3. Catal (Pichfork) Dallanma:
Y=f.a) (2.30)

sistemini goz Oniine alahm ve «=¢, durumunda, sistemin asagidaki 6zellikleri

saglayan y, denge noktas: bulundugunu varsayalim:

af(;o,%) 0 (2.31-a)
y
3

J f(yg,%) 40 (2.31-b)
dy

azf()’o’ao)

0 2.31-

a0y ” ( ¥

(2.31-b) ve (2.31-c)’nin isaretine bagli olarak;
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1) a<a, (a>0a,)durumunda y, denge noktasi kararlidir (kararsizdir).

ii) Her bir a>¢, (a<q,) degerinde y, karasiz hale gelir ve y, (&) kararh

(kararsi1z) denge noktasinda iki dallanma meydana gelir.

2.6.4. Hopf Dallanma:

Hopf dallanmasi en az 2x2 lik sistemlerde meydana gelir.

,= 9 ,a’
=L ,,0) (2.32)

¥, = (3 ¥ys Q).

sistemini gdz Oniine alalim. y, =(y,.Y,) denge noktasinda sistemin Jakobien
matrisi tekil degil ise sistem bu noktada siirekli olarak diferansiyellenebilir.

2.6.4.1. Hopf Dallanma Teoremi:

(y,(e),,) denge noktasinda hesaplanan Jakobien matrisin asagidaki ozelliklere
sahip oldugunu kabul edelim:

i) Parametrenin ¢, kritik degerinde sadece imajiner kisimdan olusan 6()+tio(a)
kompleks 6z deger ciftine sahip olsun yani, @(¢,)#0 iken 6(¢a,)=0 olsun.

dﬁ(a)”

il
) dao

£0 (2.33)

a=o

ise sistem periyodik ¢6ziim ailesine sahiptir.

a, kritik noktast Hopf dallanma noktas: olarak adlandirilir. Kararhi bir ¢evrim
meydana geldiginde kritik iistii Hopf dallanmasi, diger durumda kritik altt Hopf

dallanmasina sahibizdir.

(i) ve (ii) kosullar1 nxn boyutlu bir diferansiyel denklem sisteminde uyarlanabilir.
n >0 durumunda inceleyecegimiz kompleks koklerin digindaki tiim kokler, teoremin

gerektirdigi iizere, negatif reel kisma sahip olur

53



2.6.6. Genel Kuramlar ve Ornekler

Bir 6nceki boliimde bahsedildigi iizere;

E_po (2.34)
dt

seklinde formiile edilen bir dinamik modelin denge durumundaki tim A4 6z degerleri

negatif reel kisma sahip ise sistem kararhidir. Ayrica, 6z degerlerin sayis1 modelin

boyutuna esittir. Ornegin, iki terimli bir dinamik sistem 4, ve A, gibi iki 6z deger ile

karakterize edilir.

Modelin 6zel bir parametresindeki degisim, ©z degerlerin reel kisimlarinda
negatiflikten pozitiflige dogru bir degisime neden oldugunda, denge durumunun
kararliliginda da bir degisim meydana gelir. Model parametrelerindeki degisimin 6z

degerlerde meydana getirdigi degisimde genel olarak iki durum s6z konusudur:
e A reel 6z deger O ‘1 keserek negatiflikten pozitiflige gegebilir.

e A ve A kompleks 6z deger cifti, sirasiyla, sifir olmayan iw ve —iw

degerinde imajiner ekseni keserler.
Ayrica,
e  Kararh bir diigiim, sadece eyer noktasina doniisiimle bozulabilir ve
e Kararh bir odak, sadece, kararsiz ve odak noktasina gegis ile bozulabilir.

Yukaridaki durumlardan ilki, iki tiir dallanma icin karakteristiktir: kritik Gtesi
(dallanma noktas1) ve eyer-diigiim dallanma (limit noktas1). Ikincisi ise Hopf
dallanmast i¢in bir karakteristiktir. Bu tiir kararlilik degisimi denge durumunu

karakterize eden 0z degerlerdeki degisimlere baglanir.

Kritik 6tesi ve eyer-diigiim dallanmalari, alternatif kaynaklarla beslenmenin yaninda,
ayn1 popiilasyondaki yetiskin bireylerin geng bireyleri yiyecek olarak avladigi, kendi
cinsinin etini yiyen bir yamyam tiiriiniin popiilasyon dinamikleri kullanilarak
gosterilebilir. Bu modelde x popiilasyondaki gen¢ bireylerin miktarimi, y ise
yetiskinlerin miktarin1 gostersin. Popiilasyon dinamikleri asagidaki diferansiyel

denklem sistemi ile tanimlanabilir:
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dx

I ay—ox—fxy
d’ (2.35-a-b)
dt P+ Px

(2.35-a-b) sisteminde her bir yetigkin bireyin iireme oram1 ¢ ile tanimlanirken, oy
birim zamandaki tiim yetigkin bireyler tarafindan diinyaya getirilen yavru bireylerin
toplam miktarin1 gostermektedir. & geng bireylerin gelisim hizin1 gosterirken, ox,

birim zamanda olgunlasan geng¢ bireylerin sayisint modellemektedir. Sxy ayni

popiilasyondaki geng bireyleri yiyerek beslenen yetiskinleri belirtmektedir. Yetiskin
bireylerin haricen, kendi tiirleri disinda farkli besin kaynaklar1 da aradigi

varsayllmakta ve bu yogunluk p ile gosterilmektedir. Yetigkin bireylerin 6lim
oraninin p+ fx’e esit oldugu yani, toplam besin miktar ile ters orantili oldugu
varsayllmaktadir. Orantililik sabiti u ile gosterilmektedir. Boylece uy/(p+ fx)

birim zamanda Olen yetiskin bireylerin toplam sayisim1 tanimlar. Modelde, geng
bireylerin yetiskin bireyler tarafindan avlanmak disinda baska bir 6liim sebeplerinin

olmadig1 varsayilmistir.
(2.35-b) esitliginden sabit durumdaki y yetiskin bireylerinin sayisi, X geng¢ birey

miktar1 ile pozitif olarak iliskilendirilebilir:

Sx(p+ BF)
U

y= (2.36)
Bu denge durumundaki X ve y miktarlarinin tek tiirlii tanimlandigini belirtir.
(2.35a) esitliginin sag tarafinda (2.36) esitligi kullanilip 0’a esitlenirse x denge

durumu i¢in asagidaki esitlik elde edilir:

ox(ap—p+pa-p)x-fx) _,
Y7,

Model boylece (¥,y)=(0,0) asikdr denge durumuna ve gerekli sartlari saglayan

asikar olmayan denge durumuna sahip olur:

BPX+ Bp—a)X +(u—op)=0 (2.37)
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Sx(p+ BF)
U

¥ = (2.38)

Asagida, asikar olmayan denge durumu ve bu denge durumunun kararliligi, yetiskin
bireylerin besine bagli 6lim oranini dlcen g parametresinin bir fonksiyonu olarak

incelenecektir.

M parametresinin fonksiyonu olarak denge durumundaki X ’in grafigini ¢izmek i¢in
en uygun yontem, ilk olarak x ’in bir fonksiyonu olarak # 'niin grafiginin ¢izmektir.
Bagiml degisken u ve bagimsiz degisken X arasindaki iliski asagidaki kuadratik

denklem ile verilmistir:
u=ap+ pa-p)x-pBx (2.39)

Bu parabol kolaylikla ¢izilir ve sonrasinda gerekli olan X bagimli degiskeni ve u
bagimsiz degiskeni arasindaki iligkiyi olusturmak i¢in g =X dogrusu etrafinda

dondiiriilebilir.

Bu modelin Jakobien matrisi asagida verildigi gibidir:

—6-py a-px
I=|, 240

y -
(p+pE)> PHPX

(x,¥)=(0,0) denge noktasi Jakobien matriste yerine konulursa, 6z degerler i¢in

asagidaki esitlik elde edilir:

PA+(Op+ A+ S(u—ap)=0 (2.41)

. . o . . .
Yukandaki esitlikten, —— <1 ise, asikdr denge durumunun reel fakat negatif

up

olmayan iki 6z deger ile karakterize edilecegi sonucuna varilabilir.

Bu esitsizligin sol tarafi, ¢ok diisiik popiilasyon zenginliginin sartlar1 altinda tim
hayat1 boyunca tek bir birey tarafindan diinyaya getirilen yavrularin beklenen sayisi
olarak yorumlanabilir. Popiilasyon yogunlugu diisiik oldugunda yogunluga bagl

etkiler ortadan kalkacaktir ve ne geng niifustaki 6liim orani artacak ne de yetiskin
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niifustaki 6lim oram azalacaktir (yamyamliktan dolay1). Boylece esitsizligin sol

tarafi 6miir boyunca tireme miktar1 olacaktir.

Asikar denge durumundaki (2.41) karakteristik denklem 4 =ap oldugunda denge
durumundaki kararlilik degisimini gosterir. ¢ =ap degerini asikar olmayan denge
durumunda (2.39) popiilasyondaki geng¢ bireylerin zenginlesme kosulunda yerine

-p

konulmasi (2.39) kosulunun x =0 ve x = @

¢Oziimlerini gosterir.

U =0p icin, asikdr ve asikar olmayan (2.39) denge durumu kosulu ayn1 X =0
¢Oziimiinii verir. Her iki denge durumu degerleri 4 parametresinin bir fonksiyonu
olarak c¢izilirse, (£ =ap parametre degerinde asikar denge durumunun egrisi ile

asikdr olmayan denge durumunu gosteren egrinin kesistigi goriilir. Ayrica

X = P esitligi, ¢ = ap degeri i¢in, & > p durumunda, ikinci bir pozitif, agikar

olmayan denge durumunun varligim gostermektedir [8].

. | - ®

s | :
:X

M

~

4 :
| e ,«ﬂ

Sekil 2.7: uniin fonksiyonu olarak x in karalilik grafikleri

(2.7-a-b) grafikleri, a¢<p ve &> p durumlarindaki denge durumundaki X
zenginligi ve yetiskin oliim oram1 g arasindaki iligkiyi gostermektedir. Bu iki
figiirtin her biri iki egri gosterir: Asikir denge durumunu gdsteren egri ve U
parametresinin bir fonksiyonu olarak asikar olmayan denge durumunu gosteren egri.
Bu egrilerin her biri i¢in figiirler ayrica hangi parametre degerleri icin 6zel denge

durumunun kararli hangileri icin kararsiz oldugunu gosterir. Iki figiire & ve p’ya

bagh olarak meydana gelebilecek iki ayr1 durum i¢in temsil etmektedir:
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® a<p ise, asikir olmayan denge durumunu temsil eden egri, asikar denge
durumunu temsil eden egri ile kesistikleri (&,x) noktasinin soluna dogru
kivrilir. Bu parametre degerleri igin asikdr olmayan denge durumunu
belirleyen (2.39) kosulu, 4 =ap igin negatif X =(ax—p)/f geng bireylerin
popiilasyon yogunlugunda, ikinci bir asikdr olmayan ¢oziime sahiptir. Bu
degerlendirmeye uygun olarak, X ’'niin fonksiyonu olarak g ile belirlenen

(2.39) kuadratik esitliginin X 'niin negatif degerinde maksimumu olan bir
parabol oldugu sonucuna varabiliriz. Boylece, bu kosul artan x degeri icin

M ’niin monoton olarak azaldigini belirler.

® o> p ise, asikdar olmayan denge durumunu temsil eden egri, asikir denge
durumunu temsil eden egri ile kesistigi (&, %) = (ap,0) noktasinda saga
dogru kivrilir. Bir baska deyisle, baslangicta egri 6liim orani parametresi

M °niin yiiksek degerlerine dogru uzanirken sonrasinda X ’in bir pozitif
degerinde x4 ’niin daha diisiikk degerlerine geri doner (Sekil 2.7-b). Bu
durumda g = ap igin ikinci bir X =(a— p)/f asikar olmayan denge durumu
yogunlugu vardir. a>p oldugunda X ’niin fonksiyonu olarak u ile

belirlenen (2.39) kuadratik esitlik X ’in pozitif degerinde maksimumu olan bir

paraboldiir.

X ve Yy ’niin pozitif degerlerinde (2.40) Jakobien matrisinin iz diisiimiiniin negatif
oldugu aciktir. Boylece, reel 6z degerlerden biri pozitif oldugunda asikar olmayan
denge durumu bozulabilir. Bu durumda denge durumu kararli diigiim veya odak ya

da kararsiz eyer nokta olacaktir. (2.40) Jakobien matrisinin determinanti, (2.36) y

icin ag¢ilimi uygulandiktan sonra asagidaki gibi hesaplanir:

BB’ +2B(p— o)X +(u—ap))
p+px

detJ =

(2.42)

x’in kiigiik, pozitif degerleri icin &< p oldugu siirece determinant pozitiftir.
Boylece, & < p durumu i¢in, Jakobien matrisin iz diisiimii negatif iken determinanti

pozitif oldugundan denge durumu daima kararhdir.

Diger yandan, « > p durumunda, detJ determinanti kiiciik fakat pozitif x

degerleri i¢in negatif olacagindan asikar olmayan denge durumu bir eyer noktasidir.
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=P (2.43)

oldugunda x ’niin degerlerinin artmasi ile determinantta sifira esit olmak i¢in artar.

X niin bu degerinde egri 4 'niin maksimum degerine ulastig1 ve u degerlerinin daha
altina dogru geri biikiildiigii asikar olmayan denge durumundadir. # ve X arasindaki

iliski asagidaki sekilde belirtilir:

[ (@+p) a-p
(u,x)—[ i 23 J (244)

M ’niin bu maksimum degerinde asikar olmayan denge durumu eyer noktasindan

kararli diigiime doniisiir. X arttikca Jakobien matrisin iz diisiimii negatif kalirken

determinantta artacaktir. Boylece

E>a_’0
2p

(2.45)

icin, asikar olmayan denge durumu daima kararl olacaktir [8]
2.6.6.1. Ornek 3 (Kritik Otesi Dallanma):

M niin tim degerleri icin bir eyer, bir diigiim noktasina sahip olan, asagida verilen

sistemi goz Oniine alalim:

4

X =Y,

, (2.46)
Y =—=x"—y+ux.

Sistemin denge noktalari E,=(0,0) ve E, =(u,0) dir ve bu denge noktalarina

karsilik gelen ve x =0, Mile tammlanan, 6z degerler,

E, :—%(1i1/1+4,u—8x*) (2.47)

E, =(0,0) denge noktasinda ki 6z deger:

59



A :—%(111/“4#) (2.48)

diir ve denge noktas1 4 <0 i¢in kararl spiral diigiim, # >0 i¢in eyer noktadir [9].

Transcritical Bifurcation

-0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1
u

Sekil 2.8: 4 ’niin fonksiyonu olarak denge durumunun gosterimi. Kesikli ¢izgiler
kararsiz, diiz ¢izgiler kararl1.
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Transcritical — Bifurcation {u}={ -0.300 } Transcritical  Bifurcation {uy={ -0.135}

|

u=-03 1 =-0.105

N TN S/

Transcritical Bifurcation {u}={ -0.060 } Transcritical Bifurcation {uy=( 0.000 }

\

N TN

Transcritical Bifurcation {uy=( 0.105 } Transcritical Bifurcation {u}y={ 0.300 }

\

TN

Sekil 2.9: x ’niin ¢esitli degerleri icin, denge noktasinin komsulugunda alinan gesitli
baslangic degerleri icin, sistemin faz portresi. Denge noktasi, 4 =0 icin,
sag tarafta diiglime sol tarafta eyer noktaya benzemektedir.
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E, =(u,0) denge noktasindaki 6z degerler:

A =—%(li«/l—4,u) (2.49)

dir ve denge noktast f <0 ic¢in eyer, 0 < g <1/4 igin kararh diigtim, 1/4 < ¢ igin

kararli spiral diigtimdyir.

1 #0 oldugunda bir eyer, bir diigiim nokta vardir. 4 =0 da tek bir 6z deger vardir:
0,-1)

Kritik otesi dallanmada g parametresi, 4 =0’dan gegerken E, ve E, arasinda

sistemin kararliligi degismektedir.
2.6.6.2. Ornek 4 (Kritik Otesi Dallanma ):

(2.35-a-b) yamyamlik modelinin analizinden u = ap degerinde, sirasiyla, asikar ve
asikar olmayan denge durumlarim gosteren egrilerin kesistikleri soylenebilir. 4’ niin

azalan degerleri icin asikdr denge durumunun kararliligt bu kesisim noktasinda
kararl1 bir diigiimden eyer noktasina doniisiirken, asikdr olmayan denge durumu eyer
noktasindan kararhi bir diigiime doniisiir. Diger bir ifadeyle, bu denge durumlari

kesim noktasinda kararlilik karakteristiklerini degistirirler. Her bir sabit durum, ikisi
de reel olan bir ¢ift 6z deger ile tammlanir. (£, %)= (ap,0) kesim noktasinda bu iki
0z deger ciftinden biri ( bir ¢ift asikar denge durumu ile diger ise asikar olmayan
denge durumu ile ilgili) daima negatif iken, diger ¢ift sifir degerini alir. Diger bir
ifadeyle, kesisim noktasinda iki 6z deger aym1 zamanda sifira esit olacaktir, fakat
farkli iki denge durumuna ait olacaklardir. x# degeri ¢y kritik degerinde yukaridan

asagiya diiserken asikar denge durumunun uygun olan sifir 6z degeri reel kisimlarin
pozitif oldugu kompleks yar1 diizleminin sagina dogru hareket edecektir. Es zamanl
olarak agsikar olmayan denge durumunda uygun olan sifir 6z deger sola reel

kisimlarin negatif oldugu kompleks yar1 diizleme dogru hareket eder.

U =0ap degerinde meydana gelen denge durumu karakteristiklerindeki degisimler
kritik otesi dallanma igin gostergedir. (4,x)=(0p,0) kesisim noktasi dallanma

noktasi olarak ifade edilir. Kritik Otesi dallanmalar popiilasyon dinamiklerinde
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oldukca yaygindir. Kritik Otesi dallanmanin karakteristik ozellikleri asagida
belirtildigi gibidir:
° Dallanma noktasi, modelin farkli denge durumlarini gosteren iki egrinin
kesisim noktasidir.

° Kesisim noktasinda her iki denge durumu da sifir 6z degere sahiptir.

° Kesisim noktasimna dogru giderken, sifir 6z degerlerden biri kompleks
diizlemin soluna digeri ise sagina dogru kayar. Boylece, denge durumlari

karakteristik kararliliklarini degistirir.

Bu o6zellikler sadece dallanma noktas1 komsulugundaki 6z degerlerde meydana gelen
degisime baghdir. Bundan dolayi, iki denge egrisinin kesim noktasinda

karakteristiklerin kararliliginda degisim meydana gelecektir.

2.6.6.3. Ornek 5 (Eyer-Diigiim Dallanmasi):

(2.50)

sistemini géz Oniine alalim. Bu sistem x>0 icin iki, # =0 i¢in bir denge noktasina

sahiptir. # <0 i¢in denge noktas1 yoktur [9].

L1 >0 icin 0z degerler: (i\/; ,0) dir.

Saddle -Node ¥ Bifurcation

1 L

0.5

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75 1

_l,

Sekil 2.10: x niin bir fonksiyonu olarak, denge noktasindaki x’in grafigi Diiz ¢izgi
kararli durumu, kesikli ¢izgi kararsiz durumu gostermektedir.
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M niin ¢esitli degerleri icin, denge noktas1 komsulugunda alinan ¢esitli baslangi¢

kosullart ile sitemin faz portresini ¢izdirelim.

saddle —Node Bifurcation (=t 2.00 Saddle -Node Bifurcation (n}={ 0.10}

(a) (b)
Y Y

!
| o

%

Saddle -Node Bifurcation {uy={ 0.02) Saddle -Node Bifurcation {uy={ 0.00}
(C) y
- -
Saddle -Node Bifurcation {u}={ -0.02} Saddle -Node Bifurcation {u}={ -0.10}
’ /(f)/ /
< \

Sekil 2.11: ©={2.0,0.10,0.2,0.0,-0.2,—0.10} degerleri icin sistemin durumu. Sag tarafta
kararl1 diigiim varken sol tarafta eyer nokta mevcuttur




2.6.6.4. Ornek 6 (Eyer-Diigiim Dallanmasi):

2.35-a-b) sisteminde X ,
( ) ( 1 25

asikar olmayan denge durumunu gosteren egri bir extremuma sahiptir. (Sekil 2.7-b).

2
a+ -
—):(( P ) a-p J noktasinda, > p degerleri igin

(a+ ,0)2 / 4 den cok az kiiciik olan x# degerleri i¢in eyer nokta ve kararl diigiim

gibi iki denge durumu var iken, ¢cok az biiyiikk olan g degerleri icin hi¢bir suretle

asikar olmayan denge durumu yoktur. Bu noktada, asikdr olamayan denge
durumunun kararliligr kararli diigiimden, eyer noktaya doniisiir. Egrinin extremum
noktasi limit nokta olarak adlandirilir. Limit nokta civarinda meydana gelen denge

durumu karakteristiklerindeki degisim eyer-diigiim dallanma olarak adlandirilir.
Ciinkii ¢ =(a+ ,0)2 / 4 ‘deki limit nokta degerinden gecen 4 ’niin degeri arttiginda,
eyer nokta ve kararl diigiim birlesir ve kaybolur. Kararliliktaki degisim yine reel

degerli 6z degerlerin, denge durumu egrisi limit nokta civarinda izlendiginde isaret

degistirmesi ile iligkilidir. Genel olarak asagidaki ifadeleri belirtebiliriz:

¢ Bir limit noktas1 parametre degerlerinin uzandigi denge durumu egrisinde bir

noktadir,

e Limit noktasinda eyer nokta ve kararli diigiim birbirine karisip ortadan
kaybolur ya da bagka bir ifadeyle, limit nokta civarinda denge durumu reel

degerli 6z degerler isaret degistirdikleri i¢in, kararlilig1 degisir.

Herhangi bir tiirdeki dinamik bir sistemde ¢ok sik meydana gelen limit noktalar
resmedilebilir. Limit noktasinin komsulugunda dinamiklerin karakteristikleri
modelden bagimsizdir ve denge durumunu karakterize eden 0z degerlerdeki

degisimler ile tamamiyla belirlenebilirler.

Bundan dolayi, bir modelin analizi esnasinda, bir denge durumu limit nokta gosterir
ve bu noktanin komsulundaki denge durumunu kararlilik 6zelligi hakkinda dogrudan
dogruya bilgi verir. Alternatif olarak, dinamik bir modelin sayisal simiilasyonu
esnasinda, parametre degerlerinin belirli bir araligi i¢in denge durumuna ulasilirsa
fakat parametrelerdeki kiiclik artim veya azalimlar aniden denge durumlarinin
kaybolmasina neden olursa limit noktasinin varligi ile ilgili sliphe duyulabilir.

Boylece eyer noktanin varligr baslangicta yaklasilan denge durumuna yakindir.
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2.6.6.5. Ornek 7 (Kritik Alti Hopf Dallanmasi):

Asagida verilen sistemi géz Oniine alalim:

X=—y+x(F+y +u)(1-x*-y*),

(2.51)
y=x+ y(x2 +y° +,u)(1—x2 —yz).
Sitemin denge noktasi (0,0) dir. Denge noktasinda sistemin 6z degerleri:
A, =puti (2.52)

Boylece 1 <0 degerleri igin (0,0) denge noktasi kararl spiral diigiim, #>0 igin
ise kararsiz spiral digimdiir. =0 da ise 6z degerler A, =i dir. Sadece imajiner

kisimdan olusan bu 6z degerler bir merkez (center) belirtir. ¢ =0 ’daki dallanmaya

kritik alt1 hopf dallanmasi ad1 verilir.

Kutupsal koordinatlara gecilir ise:

r':—r(—1+r2)(r2+,u),
6 =1

(2.53)

elde edilir. r=1, r= ﬁ ve negatif 4 ’ler i¢in limit ¢evrim mevcuttur. 4 <—1 icin
r= \/; deki limit ¢evrim kararli, r=1 deki limit ¢evrim kararsizdir. —1< u <0
icin r = ﬁ deki limit ¢cevrim kararsiz r =1 deki kararlidir. Buradan g 'niin —1 den
gecerken limit ¢cevrimin kritik 6tesi dallanmaya sahip oldugu goriiliir. ¢ — 0~ iken
kararsiz ¢evrim denge noktasini yutar. & >0 i¢in tekbir kararli ¢evrim vardir.

L1 <0 icin kararli denge noktasinda bulunan sistemi diisiinelim. « ’niin degerini
arttirdik¢a kararsiz ¢evrim denge noktasina dogru biiziilecektir. x sifir oldugunda

denge noktas1 karasiz olacaktir. g ’niin degerine gore sistemin kararliligini belirten

asagidaki diyagramda kesikli cizgilerde sistem kararsiz, diiz ¢izgilerde ise kararlidir.
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Subcritical  Hopf
1.5 ‘ : ;

Sekil 2.12: Sistemin u ’ye baglh kararlilig

Denge noktast yakininda alian iki yoriinge ile sistemin g’ ya bagh durumu sekil

2.13 de gosterilmistir. Kirmiz1 renk kararsiz durumu, mavi ise kararli durumu

gostermektedir.

67



Sekil 2.13:  x={-2,-1.10,-1.00,-0.5,-0.2,0.0,0.2,1.0} degerlerinde sistemin faz
portresi
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Kritik iistii Hopf dallanma i¢in asagidaki sistemi ele alalim:

= y—x(x+y7 - u),

(2.54)
Y =—x—y(x+y - u).

Sistemin sadece (0, 0) denge noktasi vardir. Oz degerler A, = g+i dir ve sistemin

denge noktasinin kararliligi kritik alti incelemesinin yapildigi sistem ile aymdir.
M niin fonksiyonu olarak sistemin kararlilik grafigi sekil 2.14 de gosterildigi gibidir.
Kesikli cizgiler kararsizhigr kararl ¢izgiler kararliligl gostermektedir.

Supercritical Hopf

0.75

0.5}

0.25

-0.25 |

-0.5

-0.75 ¢

-0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1
u

Sekil 2.14: S istemin g ’ye bagh kararlilig

Denge noktas1 komsulugunda secilen baslangic degerleri icin g ’niin ¢esitli

degerlerinde sistemin faz portresi sekil 2.15 de verildigi gibidir:
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SuperCritical Hopf y {u}={ -0.50} SuperCritical {uy={ 0.00}

A/

N

SuperCritical Hopf {uy={ 0.50} SuperCritical {u}y={ 1.00}

YN
N

-2

Sekil 2.15: u={-0.5,0.0,0.5,1.0} degerlerinde sistemin durumu

2.6.6.6. Ornek 8 (Hopf Dallanmasi):

dx

?_r(_f)_l h

t +ahx’ (2.55)
dy _ gaxy _

dt  1+ahx

Rosenzweig-MacArthur modeli olarak bilinen (2.55) modelinde, x ve y sirasiyla
av(besin) ve avci(tiiketici) popiilasyonlarin1 gostermektedir. r, avcinin yoklugunda

avin iissel olarak biiyiime oramidir. 4, avin yoklugunda, avcinin 6liim oramdir. q,
avcinin  birim zamanda saldirma orani, € ise av yok oldugunda, avcinin

yumurtalarini doniistiirmesidir. K ¢evrenin avi tasima kapasitesi, (1—x/K) ise avin
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lojistik olarak biiyiimesi olarak tanimlanir. Rosenzweig-MacArthur modeli asagidaki

sekilde 6zetlenebilir:

e Daima eyer nokta olan agikar bir denge durumuna sahiptir
(x.3)=(0.0) (2.56)

e Sadece avin bulundugu ve

U
K<K =—— 2.57
© a(e—uh) (37

oldugu siirece kararli olan (x,,y,)=(K,0) denge durumuna sahiptir. K’nin daha

biiyiik degerlerde ava baglh denge durumu bir eyer nokta olacaktir.

® Av ve avcinin pozitif degerleri i¢in, K > K oldugunda

(0 3,) = 7 €r(aK(ge—,uh)—,u)

- , 2.58
a(e—,uh) a’ (g—,uh)zK ( :

Asikar olmayan denge durumuna sahiptir. Bu denge durumu, K tasima kapasitesi

E+Uuh

s = m (2.59)

degerini astiginda, kararsiz ya da limit ¢evrim haline gelecektir.

Yukarida verilen sonuglardan, sadece ava bagli denge durumu ve asikar olmayan
denge durumunu gosteren egrilerin kesistigi ve daha sonra asikdr olmayan denge

durumunun pozitife dondiigii K = K_ degerinde kritik &tesi dallanma meydana

gelecegi kolaylikla goriilmektedir. Boylece ava bagli denge durumunun kararli

diigiimden eyer noktaya doniistiigii K = K_ degerinde bir dallanma noktas1 meydana

gelir ve asikar olmayan denge durumu tam tersi sekilde degisir.

K =K,  degerinde asikdr olmayan denge durumu kararliligi Hopf dallanmasina

dogru degistirir. Bu tiir dallanma asagidaki sekilde karakterize edilir:

® Bir kompleks 6z deger cifti imajiner ekseni, reel kisimlar1 pozitif olacak

sekilde, kompleks diizlemin sol yar1 kismindan sag yar1 kismina dogru keser,
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e Dallanmada bir limit ¢cevrim meydana gelir. Limit ¢cevrim durum uzayinda
kapali invariant bir diiglimdiir. Bunun anlami eger baslangi¢ noktasi limit
cevrimin saginda secilirse, sistemin durumu her zaman i¢in limit ¢evrim
boyunca hareket edecektir. Dallanma noktasi komsulugundaki en az bir
parametre degeri igin limit ¢evrim bir ¢ekici olacaktir, yani limit ¢evrime
yakin baslangic kosullan ile baslanirsa sistemin durumu uzun vadede, limit
cevrime yaklasacaktir. Dallanma noktasinda limit c¢evrimin genligi
baslangigta sonsuz kiiciik olurken, dallanma noktasindan kararsiz parametre

bolgesine dogru hareket edildiginde genlik artacaktir.

2.6.6.7. Ornek 9 (Kritik Alti1 Pichfork Dallanma):

Asagida verilen sistemi goz Oniine alalim:

X = Ux+x,
’

y'=-y.

(2.60)

Sitem >0 icin bir, <0 i¢in li¢c adet denge noktasina sahiptir. 4 artarken ii¢
denge noktasi bir denge noktasinda birlestigi i¢cin g =0 durumunda dallanma vardir.
M niin fonksiyonu olarak sistemin kararlilik grafigi sekil 2.16 da gosterildigi gibidir.

Kesikli ¢izgiler kararsizligi kararl ¢izgiler kararliligl gostermektedir.

’ —O.‘75 —O‘.5 —O.‘25 O O.é5 O.‘5 O.‘75 1
Sekil 2.16: S istemin # ’ye bagh kararlilig

Denge noktas1 komsulugunda secilen baslangic degerleri icin g ’niin ¢esitli

degerlerinde sistemin faz portresi sekil 2.17°de verildigi gibidir:
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Subcritical — Pitchfork y {uy={ -0.50} Subcritical — Pitchfork Y (uy={ -0.25}
2

re

X

2
R

Subcritical — Pitchfork Y {uy={ 0.00} Subcritical — Pitchfork y {uy={ 0.50}
| L /

J | ) \\

1
X X

-2 -1.5 -1 -0.5 . 1 1.5 2 -2 -1.5 1 =0: ; 1 1.5 2

il
-1. -1.

Sekil 2.17: Kritik alt1 Pichfork dallanmas1 # ={-0.50,-0.25,0.0,0.50}
2.6.6.8. Ornek 2.10 (Kritik Ustii Pichfork Dallanma):

Asagida verilen sistemi géz Oniine alalim:

=Uux—x,

=—y.

* 2.61)
Yy

Sitem <0 i¢in bir, 4« >0 i¢in li¢ adet denge noktasina sahiptir. ¢ azalirken ii¢
denge noktas1 tek bir denge noktasinda birlestigi i¢in ¢ =0 durumunda dallanma
vardir. 4 'niin fonksiyonu olarak sistemin kararlilik grafigi sekil 2.18’de gosterildigi

gibidir. Kesikli cizgiler kararsizligi kararl cizgiler kararliligi gostermektedir
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—O.‘75 —O‘.5 —O.‘25 6 O.‘25 O.‘5 O.‘75 1
Sekil 2.18: Sistemin & ’ye bagh kararlilig
Denge noktas1 komsulugunda secilen baslangic degerleri icin g ’niin ¢esitli

degerlerinde sistemin faz portresi sekil 2.19’da verildigi gibidir:

Supercritical Pitchfork {u}={ -0.500 } Supercritical Pitchfork {u3={ -0.250
Supercritical Pitchfork u}={ 0.000 } Supercritical Pitchfork ut={ 0.500 }

% e

%%‘

Sekil 2.19: 1 ={-0.50,—0.25,0.0,0.50} degerlerinde kritik iistii Pichfork dallanmasi
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2.7 Ug Boyutlu Durum Uzay1 ve Kaos

Bilgisayarlarin iiretilmesinden Once matematiksel modellerin, matematik¢iler ve
giiniin elverdigi teknoloji ile ¢oziilebilmesi igin basitlestirilmesi gerekmekteydi.
Ornegin, gezegenlerin giines etrafindaki hareketlerini tanimlayan karmagik
denklemler, gezegenlerin kendileri arasindaki ¢ekim etkileri 6nemsiz kabul edilerek

sadece giinesin ¢ekim etkisine bagl bir sisteme indirgenirdi.

Giiclu bilgisayarlar yardimi ile modelleri basitlestirmelerden kurtararak, karmagik
modellerin evrimini géormek miimkiindiir. Basitlestirmelerden kurtulan matematiksel
modeller hizla daha karmagsik ve nonlineer bir hal almakta ve davranislart genelde
basitlestirilmis lineer modellerden ¢ok farkli olmaktadir. Oldukca yeni bir bilim olan
nonlineer dinamik, ‘kaotik’ davramislar sergileyen modelleri de kapsayan nonlineer

modellerin davraniglari {izerinde ¢alismaktadir [10].
Peki, ‘kaotik’ davranis nedir?

Kaotik sistemler, diizen ve diizensizligin bir kombinasyonu olarak tanimlanabilecek
genis yelpazeli davranislar gostermektedir. Kaotik sistemlerin garip ve ongoriillemez

davraniglarinin temelde {i¢ nedeni vardir:

Birincisi; kaotik sistemler, bir onceki periyottan elde edilen c¢iktinin bir sonraki
periyot i¢in girdi olarak kullanildig1r geri-beslemeli sistemlerdir. Degiskenler
arasindaki iliski nonlineer oldugundan neden ve etki arasindaki iliski orantili
degildir.

Ikincisi; 6nemsiz gibi goriilen girdiler zaman ilerledikce sistemin davranisi biiyiik
Olclide etkileyebilirler. Bu fenomenin en popiiler versiyonu, 1960’larin basinda
Edward Lorenz tarafindan aciklanan ‘Kelebek Etkisi’ dir. Bu teoriye gore, Brezilya
yagmur ormanlarinda kanat c¢irpan bir kelebek, birkag ay sonra Atlantik
Okyanusu’nda bir kasirgaya yol acgabilir. Kelebek etkisi, bir modeldeki herhangi bir
degiskenin Onemsiz oldugu diisiiniilerek yok sayilmasinin modelin gercekligi

yansitmasina engel olacagini ileri siirmektedir.

Kaotik sistemlerin {igiincii 0zelligi ise, baslangic kosullarina olan hassas
bagimliliktir. Henri Poincare bu konu hakkinda ““ Dikkatimizden kagan kiigiik bir

neden, gormekten kacamayacagimiz bir etki yaratabilir ve biz de bu etkinin sansa
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bagli oldugunu soyleriz. Baslangic kosulundaki kiigiik farkliliklar cok biiyiik

degisikliklere yol acabilir. Tahmin yapmak imkansiz bir hale gelir...” diye yazmistir.

Bunlardan da anlasilacag iizere, bir kaotik sistemde; degiskenler arasindaki iliski,
onemsiz goriinen degiskenler ve sistemin baslangic kosullari, sistemin davranisi

acisindan biiyiik 6nem tagimaktadir.

3

Lorenz “...ben periyodik olmayan davrams oOzellikleri gosteren higbir fiziksel
sistemde Ongorii yapmanin miimkiin olmadigini artik anlamig bulunuyorum" diyerek
kaos teorisinde temel olan bir noktadan da soz eder. Lorenz’in bu ¢aligmasindan
sonra “kaos teorisi’nin aciklamaya calistig1 distan diizensiz olarak goriinen ama igsel
bir diizene sahip olan kaotik sistemlerin iki ana noktasi net olarak ortaya konulur. 1-
Baslangic durumuna hassas bagimlilik 2 - Rasgele olmama durumu. Daha acik bir
ifade ile: Diinyadaki bir¢ok olay aslinda kaotik bir yapilanmaya sahiptir ( her sey
bize 6gretildigi gibi lineer yani dogrusal degildir); bir kar tanesinin olusumu, sigara
dumaninin yiikselisi, aga¢ koklerinin gelisimi, kus siiriilerinin ucusu, denizdeki
dalgalarin hareketleri... Biitiin bu kaotik yapilanmalar kendi icerisinde bir diizenlilige

sahiptir ve rasgele degillerdir [10].

Kaotik davranis durum uzayindaki yakin yoriingelerin ayrilmasi ile karakterize edilir.

Zamanin fonksiyonu olarak, iki yakin yoriinge arasindaki ayrilma iissel olarak artar.

Kaotik davranmig iireten ii¢ ya da daha fazla boyutlu durum uzayinin 6nemli bir
ozelligi; yoriingelerin kesigsmeksizin birbirlerini sararak ve kendilerini tekrar
etmeksizin sinirh bir bolge igerisinde kalma yetenekleridir. Bu tip dinamik hareketler
garip cekici olarak adlandirilir. Eger cekici iizerindeki davranig kaotik ise yani ¢ekici
tizerindeki yoriingeler civarlarindaki yoriingelerden iissel olarak uzaklasiyorsa

cekicinin kaotik oldugunu soyleriz [5].

Yakin ydriingelerin iissel ayrilt notasyonu Lyapunov iisseli ile formal hale getirilir.
Kaotik cekici iizerindeki iki yakin yoriinge, =0 anmnda d, uzaklig: ile baslarsa,

d(t) olarak tamimlanan, ¢ anindaki iki yoriingenin birbirlerine olan uzakligi
d(t)=d,e" (2.62)
aciliminmi sagladigindan dolayi, yoriingeler ayrilir. (2.62) deki A parametresi

Lyapunov iisseli olarak adlandirilir. 4 pozitif ise hareketin kaotik oldugunu soyleriz.

76



Kaos tek bir yoriingenin davranisinda da goziikebilir. Yoriingeler durum uzayinda
kaotik bir ¢ekiciye dogru saparken, daha once ziyaret ettigi bazi noktalarin yakinina
geri donerler (o noktaya degil. O noktaya geri donseydi hareket periyodik olurdu).
Eger yoriingeler birbirlerinden {iissel olarak uzaklasiyorsa, 6zel bir komsulugunu
ikinci ziyaretinde tamamen farkli bir davraniga sahip olacaktir. Kisacasi bu davranis

“non periodicity of chaos” olarak adlandirilir.

2.7.1. Metapopiilasyon Modellerinde Baslangi¢c Kosullarina Hassas Baghhk:

Bir ekosistem icindeki yasam kompleks bir sistemdir. Ekosistemler kaotik
dinamikler iireten tiim elementlere sahiptirler. Kaos, genellikle, matematiksel
modellerle tahmin edilmesine ragmen onun dogadaki varliginin kaniti kithk ve

belirsizliktir.

Besin zincirleri de son derece basit yapili ekosistemler olmasina karsin, cok karmasik
dinamiklere sahiptirler. Uzun yillar 6nce modellenen calismalar, besin zincirlerinin
zengin dinamiklere sahip oldugunu dogrulamaktadir. Kompleks popiilasyon
dinamikleri iizerindeki calismalar neredeyse popiilasyon ekolojisi kadar eskidir. ik
olarak, Alfred Lotka(1925) ve Vito Volterra(1926), birbirlerinden bagimsiz olarak,
giiniimiizde de onlarin isimleriyle anilan, birbirlerini etkileyen tiirlerin basit bir
modelini gelistirdiler. Bu modelde, ditropik besin zincirinin, yani av-avci sisteminin,
eger avin bilylime orani sabit ve avcinin fonksiyonel tepkisi lineer ise, verilen

herhangi bir baglangi¢ kosulu altinda devamli olarak salinabildigi gosterilmistir.

Michcel Rozenweig ise Robert MacArthur ile, mezun bir 6grenci iken 1960’larda,
Lotka-Volterra denklemlerine yogunluga baglilig1 ve avcinin davramisini da ekledi.

Boylelikle, bu ekolojiksel model lineer olmayan limit ¢cevrim gostermeye baslada.

1970’1lerde ise fizik¢i Robert May, ayrik zamanli, popiilasyon yogunluguna bagls,

lineer tasvir olarak ta bilinen, son derece basit bir ekolojik model gelistirdi.

Lotka ve Volterra tarafindan yapilan ilk ¢alismalardan bu yana, ekolojideki gercekei
matematiksel model calismalari, o6zellikle tiirler ve g¢evreleri arasindaki iliskiye
dayali caligmalar, biyolojicilerin oldugu kadar matematikg¢ilerinde ilgisini ¢eken ¢ok
popiiler bir konu haline gelmistir. Farkli popiilasyon modelleri iizerindeki
incelemeler, av- avci iligkisi ve rekabet, zararlilarin ekolojiksel kontrolii gibi bir cok
farhh alanda var olan dinamik siireci anlamaya yardimci olmaktadir. Biyolojide

matematik kullaniminin artmasi biyolojinin daha nitelikli hale gelmesi igin
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kacimilmazdir. Gergekte, birgok realist biyoloji problemi, uygun matematiksel

modellerin olusturulmasi temeline dayanilarak ¢oziiliir.

Avcilar ve avlan arasindaki iligkinin dinamigi, uzun zamandir, ekoloji ve
matematiksel ekolojide yaygin temalardan biridir ve uzun siire daha 6yle olmaya
devam edecektir. Bu problemler ilk bakista matematiksel olarak ¢ok basit goziikse
bile, gercekte, cok karmasiktirlar. Literatiirde bircok farkli av-avci modeli vardir. Bu
modellerden Rosenzweig-MacArthur (Rosenzweig ve MacArthur, 1963) modeli ve

Holling-Tanner modelleri bu ¢calismada temel aldigimiz modellerdir [15].

2.7.1.1. Ozelci ve Genelci Aveilar:

Tiirler arasinda dort temel etkilesim vardir: Av-avci, rekabet, parazitsel yasam ve
mutualizm. Av-aver iliskisi en ¢ok karsilasilan etkilesimdir. ki gesit aver vardir: (i)
Spesiyalist(ozelci) aver (ii) Generalist(genelci) aver. Ozelci aver tek bir besin
maddesi ile beslenir ve bu besin maddesi olmadiginda ya da kisith miktarda
oldugunda, yani kitlik durumunda, avci popiilasyonu iissel olarak azalir veya yok
olur. Genelci avci ise alternatif beslenme seceneklerine sahiptir. En ¢ok tercih ettigi
besin maddesinin kisith miktarda oldugu durumlarda, alternatif beslenme

seceneklerine yonelir.

Rozenzweig-MacArthur modeli 6zelci avcit ve avi arasindaki iliskiyi tarif eden
modellerden birisidir. Genellikle iki biyolojik tiir arasindaki av-avci etkilesimini
tanimlamakta kullanilan siirekli zaman modelidir [Rozenzweig&MacArthur 1963;

Rozenzweig 1971]. Bu model asagidaki formda yazilir:

d—X:alX—lez— WX (2.63.2)
dt X+D

d—Yz—a2Y+ mIX (2.63.b)
dt X+D

1

Yukaridaki model, lojistik av ve 2. tiir Holling fonksiyonel tepkili, 6zelci avcidan
olusmaktadir. X ve Y degiskenleri, sirasiyla, av ve avci tiirlerinin popiilasyon

yogunlugunu gostermektedir. a, katsayisi, av popiilasyonundaki biiyiime oranini
gostermektedir, b, av tiiriiniin bireyleri arasindaki yiyecek, yer vb. i¢in rekabetin

siddetini Olgmektedir. w, Y avcisi tarafindan avlanan X av tiirliniin maksimum
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oranidir, bagka bir deyisle, maksimum avlanma oranidir. D, avin avci saldirisindan
kagma basarisim1 Olger ve avin ¢evresindeki korunma olanaklarma baghdir. a,
parametresi beslenmek i¢in av olmadiginda Y avci popiilasyonunun yok olma hizini

olger. D,, D ile benzer anlam tasimaktadr.

Holling ve Tanner tarafindan verilen agsagidaki model ise genelci aver ve avinin

dinamiklerini tamimlar:

2 _ 4z (1 —Ej _ bz (2.64.2)
dt K) Z+D,
2
W _ oy (2.64.b)
dr z

Bu modelde Z, genelci avcr igin en ¢ok tercih edilen besindir. Av ve avcel
popiilasyonlari lojistik olarak biiyiimektedir. A, Z avinin biiyiime oranidir ve K ise

avin yasadigi cevrenin onun popiilasyonunu tasima kapasitesidir. w;, av tiiriiniin

avcist U tarafindan niifus basina maksimum avlanma oranidir. ¢, U avcisinin niifus
basina iireme oranini 6lger. (2.64.b) esitliginde ki son terim, avin niifus basina
ulagilabilirligine bagh olarak, U tiiriindeki kayb1 tanimlar. Diger parametreler bir

onceki modeldekilerle ayn1 anlamlar1 tagimaktadir.

Yukaridaki 6zelci aver ve genelci avelr modellerini birbirine baglayarak asagida
inceleyecegimiz metapopiilasyon modellerini elde ederiz. Baglanti mekanizmasi,

model 1 i¢in, matematiksel olarak, ilk alt sistemin ikinci esitligine

—szzU / (Y2 + D22) teriminin eklenmesi ile gosterilebilir [18].

I Model 1
4X X —px? - X (2.65.a)
dt X+D
2

Y _ gy dX VU (2.65.b)
dt X+D, Y +D,
92 _ a7 (1—£J— mUZ (2.65.¢)
dt K) Z+D,

2
U _ oyl (2.65.d)
dt Y+7
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Bu modelde, Y bir 6zelci aveidir, yani X tiirii, Y icin tek gegerli besin maddesidir.
Bundan dolayi, X’ in yoklugunda Y iissel olarak yok olacaktir. (2.21-b) esitligindeki
son terim, genelci avel olan U tiirliniin fonksiyonel etkisini gostermektedir. En ¢ok
tercih ettigi besin maddesi olan Z tiiriiniin kitliginda alternatif bir besine yonelecektir.
(2.21.d) esitligindeki son terim Z ve Y avlarinin niifus basina elde edilebilirligine

bagl olarak U avci tiirtindeki kaybin nasil oldugunu tanimlar.

. Model 2:
D pl—n) - (2.66.)
dt x+d

2
OB (2.66.b)
dt x+d y +d,
M (1= (2.66.0)
dt u+d,
2
Dy W e, (2.66.d)
dt u+d, Vv +d,
2 2

& _wyz wyz (2.66.€)

dt y+d, Vv +d,

Bu modelde, x 1. av,y 1.avel, u 2. av, v 2. avcl ve 7 ise, 6zel olarak, 1. veya 2.

avci ile beslenen genelci aveidir. Bu modelin sematik gosterimi asagidaki gibidir:

1. Av 2. Av
A 4 A 4
1. Avcl 2. Avci
\ Genaralist /
Avci

Sekil 2.20: Model 2 ‘ nin sematik gosterimi

80



Bir sonraki boliimde, yukarida verilen, nonlineer adi diferansiyel denklem sistemleri
icin baslangic deger problemleri A. Clark tarafindan hazirlanan Dinamik Sistemler
Paketinin yardimiyla, parametre degerlerinin bir kiimesi ve baslangi¢ kosullarina

bagh olarak ¢oziilmiistiir.

2.7.1.2. Coziimler:

Bir sistemin denklemini yazmakla o sistemi anlamis olmayiz. Bu sistemlerde mevcut
olan kiicliciik nonlineerlik unsurlari sistemin gelecegine iligkin en basit pratik
sorulara bile cevap vermemizi zorlastirir. Bununla birlikte, ekolojik sistemlerin
matematiksel modelleri, bu modellerin bilgisayar simiilasyonlar1 ve bunlarin gercek
ekolojiksel verilerle kargilastirilmasi bu tiir sistemlerin kontrol edilmesinde ya da
geleceginin tahmin edilmesinde yardimci olurlar. Asagida, her iki sisteminde, ilk
olarak parametre degerlerine ikinci olarak bagslangic popiilasyonlarma hassas

baglilig1 incelenmistir.

2.7.1.3. Parametre degerlerine hassas baghlik:
i Model 1:

Bu modelde kullanilan parametre degerleri V.Rai [18] in calismasindan alinmistir.

Ve asagidaki gibidir:

a, =3, a, =0.7, w, =4, c=02, w,=01 w=1,
D =10, D, =10, w, =0.05, D, =10, A=15 K=100,
w, =0.74, D, =20, b, =0.05

Ve {X(0),Y(0),Z(0),U(0)} ={0.1,0.1,0.1,0.1}  baslangi¢ popiilasyon degerlerine
gore, parametre degerleri degistirilerek sistemin dinamikleri incelendi.

[Ik olarak Y tarafindan avlanan X avimn maksimum miktarini gosteren w
parametresine gore sistemin dinamikleri incelendi. Bu parametre degeri [0.1, 6]
araliginda 0.01 kadarlik adimla arttirildi. Ve sonugta [0.16,0.93] araliginda sistemin
davramisinin  kaotik diger yerlerde ise diizenli oldugu gozlemlendi. Sistemin
davramisindaki w parametresine hassas baglilik sekil 2.21 de gosterilmistir. Sekil
2.21(a) da w parametresini degeri 0.94 alinmistir ve sistemin davraniginin nerdeyse

limit ¢cevrim oldugu gozlenmistir. Sekil 2.21(b) de ise aym parametrenin degeri 0.93
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olarak alinmistir. Bu durumda ise sistem kaotik davranig sergilemistir. Bu sistemin w
parametre degerindeki 0.01 lik artimin sistemin davranisinda yarattigi fark bize bu

modelin w parametresine hassas bagliligim1 gostermektedir.

200

o
<

100

40

n

Sekil 2.21: (a) w=0.93 alindiginda Model 1 de verilen sistemin davraniginin 3
boyutlu xyz diizlemine izdiisiimii. (b) w=0.94 durumunda Model 1 de
verilen sistemin xyz 3 boyutlu diizlemine izdiislimii.

Aym sekilde w, parametresini degeri [0.01,0.8] araliginda incelenmistir. Bu
incelemede sistemin davranisinin  w;=0.01 ve w,e[0.7, 0.75] araliginda kaotik
oldugu gozlenmistir. Bu parametreye bagh olarak sistemin davranisi dar bir aralikta
kaos gostermektedir. Sistemin bu parametredeki degisime gosterdigi hassasiyet Sekil

2.22 de gosterildigi gibidir.
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200

100 Y
20

(a) v (b) x 0

Sekil 2.22: (a) w=1 ve w;=0.01 durumunda diger parametre degerleri yukarida
verilen ile ayn1 iken model sistem (2.65) in davranisinin 3 boyutlu xyz
diizlemine iz diistimii. (b) w= 1 ve w,= 0.02 durumunda model sistem
(2.65) in davranisinin 3 boyutlu xyz diizlemine iz diisiimii.

i. Model 2

Bu modelde kullanilan parametre degerleri asagidaki gibidir ve V. Rai[6] nin

calismasindan alinmistir.

a, =2, k=0025 d=025 c=1, w=2 d,=100 a=2 k =0025
d,=025 b=l w,=2 w=l w,=02 d,=100, w,=01

Bu parametre degerlerini esas alarak sistemin parametreye hassas bagliligini
inceleyebilmek i¢in ¢esitli parametrelerin degerlerinde kiiciik oynamalar yaptik ve

sistemin dinamiklerini inceledik.

Ik olarak b parametresini ele aldik ve b=0.95, b =0.995, b=0.998 ve b=1.0
degerlerinde sistemin davraniginin 3 boyutlu iz diisiimiinii aldik. Sonugta sistemin
davranisi ilk olarak kaotikken parametre degerindeki kiigiik artimlarla, sekil 2.23 de
gosterildigi iizere, serit halinde yart limit ¢cevrim ve son olarak limit cevrim halini

almustir.
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(b)

(c) (d) . 0.7 0

Sekil 2.23: Model sistem (2.66)’nin davraniginin, b parametresinin farkli degerlerine
gore ii¢ boyutlu xyz diizlemine iz diisiimii. (a) b=0.95 (b) 5=0.995 (c)
b=0.998 ve (d) b=1.0 olarak alinmistir. Diger parametre degerleri sabit
tutulmugtur. Sistemin davranisinin kaotiklikten limit cevrime gecisteki b
parametresine hassas bagliligi gézlenmektedir.

Ikinci olarak, ayni sistemin w, parametresine bagliligi incelenmistir. Parametre

degerine [0.1,3.0] araliginda 0.1’lik artim verilerek sistemin davranisinin nasil

degistigi gozlenmistir. Asagida verilen grafikler bu bagliligin en ¢ok fark edildigi

degerlerde sistemin davramisindaki degisimleri gostermektedir.
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(b)

‘ (d)
Sekil 2.24: Model sistem (2.66)’nin w4 parametresine hassasiyeti. Diger parametre
(d) ws=2.0

degerleri sabit tutularak w4 parametresinin degeri degistirilip sistemin
davramisinin xyz iic boyutlu faz uzaymna iz diisiimii incelenmistir.
sistemin davramiginin  kaotiklikten periyodiklige geg¢isi

Sonugta
gozlenmistir. (a) wq =1.7, (b) ws =1.8, (c) wq=1.9,

olarak alinmistir.
2.7.1.4. Baslangi¢ Popiilasyon Degerlerine Hassas Baghlik:

i
Bu sistemin baslangic kosullarina hassasiyetini inceleyebilmek igin, parametre

Model 1:
degerlerini degistirmeksizin, U genelci avcisinin baslangic popiilasyonuna kiiciik

artimlar verdik. {1k olarak sistemin baslangic popiilasyonu
Xo, Yo, Zy, Uy )=(0.1,0.1,0.1,0.1)
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olarak alindi. Bu baglangi¢ kosullart altinda sistemin davranisi limit ¢cevrim iken,

asagidaki grafiklerde goriildiigii lizere, verilen kiigiik artimlarla kaotik c¢ekici halini

aldi.

(b)

Sekil 2.25: Verilen baslangi¢ kosullar altinda sistemin davranisinin xyz-ii¢ boyutlu
faz uzayina izdiisiimii. (a) baslangi¢ popiilasyonlart (Xo , Yo, Zo , Up )
=(0.1,0.1,0.1,0.1) olarak alindi ve sistemin dinamiklerinin neredeyse
limit ¢cevrim oldugu gozlendi. (b) (Xo, Yo, Zo, Uy )=(0.1,0.1,0.1,0.15)
olarak alind1 ve sistemin U avcisinin baslangi¢ popiilasyonuna verilen
0.05’ lik artimla kaotik hale geldigi gozlendi.

ii. Model 2:

Model 1’ e uygulanan surecin aynist model 2’ ye de uygulandi ve sistemin baslangi¢
kosullarina hassasiyeti incelendi. Yalmz daha iyi bir gozlem yapabilmek icin

sistemin parametre degerleri asagidaki gibi alindu.

a,=2 k=0025 d=025 c=1, w=2 d,=100 a=2 k =0025
d, =025 b=l w,=2 w=l  w,=07, d,=100  w, =085

Av ve avet tiirlerinin baslangi¢ popiilasyonlar ise

X0, Yo ,Up Vo, Zo)=(0.3, 0.47, 0.1,0.1,0.1)

olarak alindi ve Y, baslangic popiilasyonuna verilen kii¢iik artimlarin sistemin

davramis1 iizerindeki sonuglart gozlendi. Bu incelmeler sonucunda sistemin
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davraniginin xyu- ii¢ boyutlu faz uzayina izdiistimlerini gosteren asagidaki grafikler

elde edildi.

Sekil 2.26: Model 2 ‘nin farkli baslangi¢ popiilasyonlarinda xyu-ii¢ boyutlu faz
uzayina iz diisimii. (a) (Xo,Yo ,Up Vo ,Zp)=(0.3, 0.47, 0.1,0.1,0.1)
(b) (Xo0,Yo ,Up Vo ,Z)=(0.3, 0.5, 0.1,0.1,0.1)

Grafiklerde de goriildiigii gibi, Yy baslangi¢ popiilasyonu 0.47 olarak alindiginda

sistemin davranigi ilk olarak periyodik olup daha sonra kaotik bir hal almigtir. Ayni

baslangi¢c popiilasyonuna verilen 0.03’likk artimla sistemin kaotik olan davranisi

kararli odak haline déniismiistiir.

2.7.1.5. Sonugclar:

Bu calismada, 6zelci ve genelci avc tiirlerini kapsayan, dort ve bes boyutlu iki farkl
besin zincirinin kaotik davranislar incelendi. Sayisal ¢6ziim yontemi kullanilarak bu

sistemlerin davranisinin ii¢ boyutlu faz uzayina izdiisiim grafikleri cizildi.

Tim bu grafiklerden goriildiigii iizere sistemlerin gosterdigi kaotik davranislar
alisilmis kaotik ¢ekicilerden farklhidir. Ayica, diizensiz davranig gosteren bir dinamik
sistem, parametrelerinde ya da baslangic kosullarinda yapilan cok kiiciik
degisikliklerle, aniden odak noktasi, periyodik ya da yari-periyodik hareketler gibi,
diizenli hale ge¢mektedir. Sistemlerin bu 6zelliginden dolay1 kaotik davranmis bazi

kontrol parametreleri ile modifiye edilebilir.
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2.8. Determinizm

Klasik Mekanigin (Newton Mekanigi) 6zii determinizmdir. Determinizm, “bir
fiziksel sistemin simdiki durumu, 6énceki durumunun sonucudur” der. Dolayisiyla her
olay ve hareketi dnceden belirlemek miimkiindiir. Newton’un hareket yasalarina
gore, su andaki olay ve hareket onceki olay ve hareketten ¢iktig1 gibi, bundan sonra
olacak olay veya hareket de su andaki olay veya hareketin sonucu olacaktir.
Determinizmin matematiksel dili cok agiktir. Baglangi¢ kosullarini bilince, ona uyan
analitik ¢oziimii, ¢6ziim uzayindan secebiliriz. Bu ¢6ziime f diyelim. Herhangi bir ¢
aninda sistemin durumunu biliyor isek, f fonksiyonunu biliyoruz demektir. Artik her
a i¢in f{t+a) ve f{t-a) degerlerini hesaplamak miimkiindiir. Matematiksel agidan
bakinca ¢6ziim fonksiyonunun grafigi iistiinde gerceklesen bu olgu, fiziksel agidan
bakinca soz konusu dinamik sistemin kendi yoriingesi iizerinde belli bir yerden

ileriye ya da geriye dogru hareket ettirilebilmesi demektir.

Oyleyse, determinizmin uygulanabilmesi igin, sistemin analitik ¢oziimiine ve iyi
belirlenmis baslangic kosullarina gerekseme vardir. Cok kolaymis gibi goriinen bu
is, gercekte pek cok sistem i¢in imkénsizdir. Bu imkansizlik kaos diye anilan

fenomenleri yaratir [34].

2.9. Uc Boyutlu Durum Uzay:

Dinamik bir sistem ii¢ bagimsiz dinamiksel degiskene sahip ise iic boyutlu dinamik

sistem olarak adlandirilir.

X, :fl(xl,xz,x3)

= £, (%, x,,%;) (2.67)
%=1 (x,%,,x)

fi» f,, f; fonksiyonlar1 kapalh formdadir, zamam icermezler, yani sistem

otonomdur. Iki boyutlu otonom olmayan bir sistem asagidaki formda tanimlanr:

X, :fl(xnxz’t) (2.68-a)
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%, = f, (% 5%,01). (2.68-b)

Otonom olmayan bu sistem, x,=¢ gibi iiciincli bir degiskenin tanmimlanmasiyla

asagidaki gibi otonom hale doniistiiriiliir:

X =1 (x17x2’x3) (2.69-a)
%= £, (x.x,,x) (2.69-b)
X, =1 (2.69-¢)

2.10. Uc Boyutlu Sistemlerde Denge Noktasi

(2.23) deki denklem sistemindeki zamana bagh tiirevler sifira esitlenerek denge

noktalar1 bulunur. Jacobien matrisin hesaplanmasiyla denge noktasimin karakteri

belirlenir:
KA
ox, 0x, oOx,
o, 9, I

J=|22 2 2 2.70
ox, O0x, Ox, b
| 0x, Ox, ox |

Bu matrisin hesaplanmasiyla 4, A, ve A, gibi ii¢ adet karakteristik deger bulunur.

Burada ii¢ durum s6z konusudur:

1. Ug karakteristik deger de reel ve esit degilse,
2. Ucg karakteristik deger de reel ve en az ikisi esit ise,
3. Bir reel, iki kompleks karakteristik deger varsa.

Uc ya da daha yiiksek boyutlu durum uzaylari i¢in denge noktasinin indeksinden
bahsedilir. Bir denge noktasinin indeksi reel kismi pozitif olan noktanin karakteristik

degerlerinin say1s1 olarak tanimlanir [5].

Uc boyutlu durum uzayinda dort temel denge noktasi gesidi vardr:
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1.

Diigiim: Karakteristik degerlerin tiimii reel ve negatiftir. Diiglim noktasinin
komsulugundaki tiim yoriingeler, birbirlerine sarilmaksizin, denge noktasina

dogru cekilirler.

Spiral Diigiim: Tiim karakteristik degerler negatif reel kisma sahiptir, fakat
ikisinin imajiner kismu sifirdan farklidir. Yoriingeler diigiime yaklasirken

diigiim noktanin etrafinda doner.

Itici: Tiim karakteristik degerler reel ve pozitiftir. Itici noktanin

komsulugundaki tiim yoriingeler bu noktadan ayrilir.

Spiral Itici: Tiim karakteristik degerler pozitif reel kisma sahiptir, fakat iki
tanesi sifir olmayan imajiner kisma sahiptir. Yoriingeler denge noktasindan

ayrilirken, iticinin etrafina sarilir.

Eyer nokta- 1 indeksli: Tiim karakteristik degerler reeldir. Bir tanesi pozitif
diger ikisi negatiftir. Yoriingeler yiizey iizerinde eyer noktaya yaklasir ve

egriden ayrilir.

Spiral Eyer nokta- Indeks 1: Negatif reel kisimli iki karakteristik deger
kompleks say1 ¢ifti formundadir. Yoriingeler yiizeye yaklasirken eyer nokta

etrafina sarilir.

Eyer nokta- indeks 2: Tiim karakteristik degerler reeldir. Ikisi pozitif bir

tanesi negatiftir. Yoriingeler egri tizerinde eyer noktaya yaklagir.

Spiral Eyer nokta- indeks 2: Pozitif reel kisimli iki karakteristik deger
kompleks say1 cifti formundadir. Yiizey iizerinde yoriingeler eyer noktadan

ayrilirken eyer nokta etrafina sarilir.

Teorem 2.3: y,, ¥y =f(y) otonom sisteminin bir denge noktasi ve J bu denge

noktasindaki sistemin Jakobien matrisi olsun.

i)

J'nin her 0z degerinin reel kismi negatif ise, y, asimptotiksel kararl

denge noktasidir.

J en azindan bir tane pozitif reel kissmh 6z degere sahip ise, y, kararsiz

denge noktasidir.
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2.10.1. Orana Bagh Besin Zinciri Modeli

“Orana bagh yirtict avlanma( predation)” terimi ilk olarak Arditi ve Ginzburg [19]
tarafindan avcinin beslenme orami (fonksiyonel tepkisi), klasik modellerde oldugu
gibi, sadece av yogunluguna bagli olmayip, durum degiskenlerinin, yani av ve avci
yogunlugunun, oranina da bagl oldugu durumlan tanimlamak icin kullanmilmistir.
Orana bagli modellerin bir avantaji, klasiklesmis modellerde 6ngoriilen, biyolojiksel
kontrol ve zenginlesme paradokslarina sahip olmamalardir. Arditi ve Saiah’in[20]
deneysel incelemeleri ava bagli modellerin homojen durumlarda, orana bagl
modellerin ise heterojen durumlarda gegerli oldugunu gostermistir. Onlarin
calismalarin1 temel alan, Ginzburg ve Akcakaya[21] ve McCarthy[22] dogadaki
sistemlerin ava baghliktan ziyade orana bagliliga daha yakin oldugu sonucuna

varmiglardir.

Orana bagl bir av-avci modeli genel olarak asagidaki formadadir:

X)) =xf(x)—cyp(x/y),  x(0))0,

(2.71)
¥ =(p(x/y)-d)y, y(0))0.

Eger p(x)=(mx/a+x), fix)=r(1-x/K) ise (2.71) Michaelis-Menten fonksiyonel tepkili

orana baglh av-avci modeline doniisiir:

x(z)=rx(1—ij—c Y xO0)0,
K x+ay
2.72)
y'(r){ Y —djy, Y(0))0.
x+ay

denklem sisteminin Hsu, Hwang ve Kuang[23] tarafindan yapilan analizleri
sonucunda, orana bagli modellerin ¢ok daha zengin ve biyolojiksel olarak daha
gercekci dinamikler iiretebildigi gozlenmistir. Ozellikle bu modeller zenginlesme ve
biyolojiksel kontrol paradokslarini iiretmeyecektir. Ayrica orana bagli modeller,
verilen bir av-avci etkilesiminin olast sonucu olarak iki tarafli neslin tiikkenmesine

1zin verir.

Klasik besin zinciri modelleri gercek¢i dinamikler iiretme konusunda yetersizdir. Bu
sikintiyr azaltmak i¢in asagida verilen bi¢imde ii¢ farkli tropik seviyeli orana bagl

besin zinciri modelini ele alacagiz:
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(1) = rx(l —ij _ 1 mxy x(0))0,

K) nay+x ,
. m 1 m,yz
yiy=—2 gy — X (0))0, 2.73)
a,y+x n, a,z+y
=22 _g4., 2(0))0.
a,zty

Bu modelde x,y,z swrasiyla avin avcimin ve en {istteki avcinin popiilasyon

yogunluklarin1 tanmimlamaktadirlar. i=1,2 icinn,, m,, a,, d, sirasiyla, iriin sabiti,

avcinin maksimal biiyiime orani, yar1 doygunluk sabiti ve avcinin Olim oranini
gostermektedir. r ve K ise avin biiylime orani ve tasima kapasitesidir. Bu ii¢ tiir
arasinda ki basit iligski su sekildedir: z sadece y ile beslenir, y ise x ile beslenir ve
boylelikle basit bir besin zinciri iiretirler. Bu basit besin zincirinin ayirt edici bir
ozelligi zincirdeki tiirlerden birisi yok oldugunda daha iist tropik seviyedeki

tiirlerinde yok olacagi anlamina gelen domino etkisine sahip olmasidir.

Sistem (2.73)’ ii daha sade hale getirebilmek icin, sistemi asagida verilen oranlarla

boyutsuzlastiracagiz:
x a, a,a,
t—rt, xX—=—, y—=—Y, I=>—=—z
K K Ic{l
m1—>ﬁ, d ——+, m2—>ﬁ, d, »>—=.
r r r r
Boylelikle, sistem (2.73) asagidaki forma doniisiir:
#(1) = x(1=x) =2 = F(x, ), (2.74-2)
x+y
§() =" —d y =25 = F(x,y,2), (2.74-b)
xX+y y+z
. m
d="22—d,z=F,(y.2). (2.74-c)
y+z
Burada, ¢, = il e, =% dir,

’ 2
nar ma,r
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2.10.1.1. Denge Noktalarimin Analizi

Bu boliimde yukarida verilen, orana bagl ii¢ tiirden olusan boyutsuzlagtirilmis besin
zinciri  modelinin  denge  noktalarinm  bulup,  sistemin  kararhiligini

inceleyecegiz.

Yukanidaki sistemin denge noktalarin1 bulmak i¢in denklemlerin sag taraflarini sifira

esitleriz:

x(1-x)-5% o, (2.75)
x+y

MY _gy-2X (2.76)

x+y y+z

™2 _d,z=0. 2.77)

y+z

Yukaridaki  ii¢  esitligin  ¢oziimi  ile, sistem (2.74)’in  E,(X,y,0)ve
E, (x*, y*,z*) seklinde iki adet denge noktasina sahip oldugu goriiliir. E, =(X,y,0)

denge noktasinin varligini incelersek:

l—x_9Y g (2.78)
X+y
mx
= 4, =0. (2.79)
xX+y

Bu iki esitligin ¢oziimiinden;

f:cldl—l_ml_clml yz(n/‘l_dl)(cld1+”/‘1_clml)

m mldl

(2.80)

olarak bulunur. Ey pozitif denge noktasinin varligi i¢in;

cd,

(i) ¢)l+—— yada A=

1

G Hm =G ook ASO L (i) m,)d,

m

kosullart saglanmalidir.
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E (x*, y*, z*) denge noktasinin varlify icin, (2.78), (2.79) ve (2.80)‘dan, sirastyla,

asagidaki esitlikler elde edilir:

_ x(I=x)
¢ —1+x’

mx CyZ
1 :d+ 2

x+y | y+z

— (m2 _dz)y
d,

(2.82) esitliginde z yerine (2.83) konulup, denklem diizenlenirse;

_ mm, 1
y= X
dm, +c,m, —c,d,

elde edilir. (2.81) ile karsilastirirsak:

x(1—-x) _ mm, 1y
o—-1+x \dm,+c,m,—c,d,

B= mm,
d,m, +c,m, —c,d,

dersek; x*=1-¢, (1 — lj
B

Esitlik (2.81) ve (2.83) dan ise

y*=(B—1)(l—cl+%j, z*=(m2d—_2dzj(3—1)(1—cl+%)

elde edilir

E; pozitif denge noktasinin varligi icin ise;
(i) my)d,, (ii) B>1, (iii) O{c,(B/(B-1)

kosullar1 saglanmalidir.
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2.10.1.2. Denge Noktalarimin Stmflandirilmasi

Bir sistemin denge noktalarindaki dinamiksel davranisinin incelenebilmesi i¢in her

bir denge noktasina karsilik gelen varyasyonal matris hesaplanmalidir:

O IR IR [y miis 0
ox dy 0z (x+y)° (x+y)°
S on || o md ed ey
ox dy oz (x+y)’ x+y)’ L+’ (y+2)’
oF, R O, . i my
& dy oz (y+2) (y+2° 7
i Ey denge noktast icin:
c(m—d) —cd’
1-2A+-1——- = 0
m, m,
_\2 2
JEy=| mzd) 44 (2.88)
m n
0 0 m,—d,
J Jacobien matrisinin karakteristik denklemini yazarsak:
PR 2
f(/l)=Det(J—/11)=(1—2A+cl(m,1n—2dl)—/1j(i—l—dl—,1}(_612_,1)
. 21 : (2.89)
— Cldl (m13_ dl) (dz +l)

m

f (A1) =0denkleminin koklerinden sistemin 6z degerleri agagidaki gibi bulunur:

1 1
h=——(L+IM),  A=—=(L-VM),  A=-d,+m, (2.90)
2m, 2m;
L=—cd} +d}m —m] +cm’ —dm’,
M =L +4m (c,d,(d,—m)* +dm,(d, —m)). (2.91)

E,, sistem (2.76)’un negatif olmayan denge noktas1 oldugundan,
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cd,(d,—m)’ +dm(d,—m )0 ve m)d, (2.92)
olacaktir. Boylelikle,

4m’d, (d,—m)(m (1-¢)+cd ) <0 ve (2.93)

A, = 1 (2 -M)=—4m?d (d,—m)(m(1-c)+cd,)>0. (2.94)

- 4
4m,

elde edilir.

Oz degerler reel ise, isaretleri aymdir. Diger taraftan, L>0 ise

A+4 =2 >0, (2.95)
m

1

olacaktir.

Yani kokler reel ise A4, 4,)0, her iki kok de kompleks ise R(4, ) =R(4,)>0dir.
. m,)d, oldugunda A,)0 dir ve E, itici noktadur.

. m,(d, oldugunda A, <0 dir ve Ey eyer noktadur.

Her iki durumda da E, kararsizdir.

L{0 durumunda, her iki kok de reel ise A,4,(0, kokler kompleks ise
R(A) =R(A4,) <0 dir.

. m,)d, oldugunda A4,)0 dir ve E; eyer noktadir.
. m,(d, oldugunda A, <0 dir ve Ey spiral diigiim noktadur.
ii. E| denge noktast igin:

Burada E; in varligin1 kabul edecegiz ve onun lokal kararliligini inceleyecegiz.

Yukarida verdigimiz varyasyonal matriste E;’1 yerine koyarsak:
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all a12 0

J(E)=|ay ay, ay
0 a32 a33
=Y e
(x*+y%)* (X +y%)*
Joomy® o mx® e
ey’ ()’ (yEgE)’
0 _mz*
(y*+z%)*

J’in karakteristik polinomu

fA) =det(J —AI) =(a,, —A)(ay, — A)(ay;, —A)—a,a,,(a, — ) —ayas, (a, —A)

seklindedir. Karakteristik polinomun koklerini bulmak icin f(4) =0 alinir.

A+AL+AA+A, =0

A =—a,, —ay —asy,

Az = Ayl + 01,0y, + 011033 — Q1,05 — Ay,

A3 = a12a21(133 + (111023(132 - alla22a33'

0
—c,y %2
(y*+z*)2 (2.96)
mzy*2
(y*+z%)7 7
(2.97)
(2.98)

Yukarida yazilan kiibik denklemin negatif reel kisimli koklerinin olmasi icin gerek

ve yeter sart A)0, A,)0 ve AA,)A, kosullarinin saglanmasidir. a,, de

_ x*(1—-x%)

¢ —l+x*

*

yerine koyarsak,

*
a,=x* —1+L2
(x*+y%)

elde ederiz. Aym sekilde, a,, de

mx*
x*¥4y*

*
__62
=
Z*+y>k
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kullanirsak,

*k %k
4y =y¥ ——_ GL (2.102)
(x*+y*)~  (z%+y*)

ve a,, deise

k
YT g (2.103)

y gk 2
esitligini kullanirsak,

k- 3k
__my*z (2.104)

[22% (y % +Z*)2
elde ederiz.

Eger a,,(0 ve a,,(0 ise A)0, A,)0 ve A;)0 oldugu kolaylikla goriilebilir.

2 2 2 2
AA, - Ay =—(a),) ay — ()" ay; +a,,a,,a,, = (ay,)" Ay, — a,,(ay,)” —20a,,05,03; + Ay 0,05,

T ay303,0y, — Ay, ("33)2 — 4 ("33)2 T a,5303,05,
A A, —A;)0 oldugu goriiliir.
Dolayisiyla E; asimptotiksel kararli noktadir.

2.10.1.3. Sayisal Coziimler

Bu boliimde model sistem (2.27)’iin baslangi¢ kosullarina ve parametre degerlerine
hassas bagliligin1 sayisal ¢oziim yontemleri kullanarak inceleyecegiz. Bu amagla,

model sistem (2.27)’lin parametre degerleri asagidaki gibi alinmigtir:

m =10, m,=2, d =1, d,=1, ¢=1, ¢ =1l (2.105)

(%95 Yo»20) =(0.7,0.3,0.3) baslangi¢ kosulu altinda m, ve ¢, parametre degerlerine

verilen kiiciik artimlarla sistemin dinamikleri incelenmistir.
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(a) (b)

Sekil 2.27: Parametre degerlerindeki degisimin sistemin davranigina yansimalari. (a)
Sistemin parametre degerleri m =10, m,=2, d, =1, d,=1, ¢, =1, ¢, =11.
olarak alinmis ve sistemin davraniginin limit ¢evrim oldugu gozlenmistir.
(b) Diger parametreler aym kalmak iizere m, =2.0050larak alinmis ve

sistemin dinamiklerinin yari-limit c¢evrim oldugu gozlenmistir. (c)
m, =2.005 ve ¢, =1.1alinmustir.

Yukaridaki grafikleri incelerken kullandigimiz dort farkli parametre degerleri
kiimesinde de E, denge noktasina gore sistem kararsiz eyer noktasi oldugu

gozlenmistir. E; ise

m =10, m, =201, d =1, d,=1, ¢ =1, c,=1l. (2.106)

parametre degerlerinin kiimesinde kararsiz olup parametrelerin incelenen diger ii¢

farkli kiimesinde kararlidir.

Sistemin baslangic popiilasyon degerlerine gosterdigi hassasiyeti inceleyebilmek
icin, yukarida verilen parametre degerlerini degistirmeksizin sistemin baslangic
popiilasyonlarinda yapilan kiiciilk degisimlerin = sistemin dinamiklerini nasil

etkiledigini arastirdik.
m =10, m,=2,d =1,d,=1, ¢,=1, ¢,=11 (2.107)
parametre degerlerinde,

(%95 Yo 20) =(0.2,0.3,0.3) ve (x,,¥y»2,) =(0.3,0.3,0.3)

baslangi¢ kosullan altinda sistemin dinamikleri incelendi ve asagidaki grafikler elde

edildi:

99



(a) (b)

Sekil 2.28: (a) (x,.y,.2)=(02,03,03) durumunda (b) (x,,y,2,)=(0.3,0.3,0.3)
durumunda sistemin davranisi.

2.10.1.4. Denge Noktalarmin Karsilastirilmasi

i Eo kararli, E; kararsiz

{c,,c,.d,.d,,m,m,}=1{1.0,0.1,0.2,0.2,2.1,0.1} parametre degerlerinde denge

noktalarinin koordinatlar
E, =(0.095,0.905,0.) ve E, =(0.048,0.952,-0.476), (2.108)
Bu denge noktalarina karsilik gelen 6z degerler ise

E, :{0.095+0.0917,0.095-0.091/,-0.100}, E, :{-0.136,0.110,-0.054} (2.109)

olacaktir. Coziimiin parametre kiimesi ya da baslangic kosullarinda yapilan
degisimlere hassas bagli olmadig bulunur. {1.0,2.0,1.0} baslangi¢c kosullar1 altinda

¢Oziimiin ti¢ boyutlu goriintiisii:
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(O]

0.8

Sekil 2.29: {1.0,2.0,1.0} baslangi¢ kosullar1 altinda ¢dziimiin ii¢ boyutlu grafigi

il. E; kararly, Ey kararsiz
{c,.c,.d,,d,,m,m,}={1.000,11.000,1.000,1.000,10.000,2.005} (2.110)
parametre degerleri altinda sistemin denge noktalar;

E,=(0.1,0.9,0.0), E, =(0.6514,0.3486,0.3504) (2.111)

Bu denge noktalarina karsilik gelen 6z degerler

E, :{1.005,-0.797,-0.113}, E, :{-0.0003+1.28961,—0.0003 -1.28961,-0.4458}

olacaktir. {0.70,0.40,0.42} baslangi¢ kosullar1 altinda sistemin ¢6ziim grafigi:

101



Sekil 2.30:. {0.70,0.40,0.42} baslangi¢ kosullar1 altindaki sistemin ¢dziim grafigi

0.4
0.375
0.35

0.325

Sekil 2.31: Zaman igerisinde bir noktaya dogru kiiciiliiyor.

Baslangic kosullarina verilen ¢ok kiiciik bir arttmla{0.70,0.40,0.45}, tamamen farkli

bir ¢6ziim elde ediliyor:
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Sekil 2.32: {0.70,0.40,0.45} baslangic kosullar1 altinda sistemin iic boyutlu
gorintiisii

Zaman icerisinde, bu ¢6ziim 8.23 periyotlu bir limit cevrime yaklagsmaktadir:

Sekil 2.33:  8.23 periyotlu bir limit cevrime yaklagan ¢oziimiin ti¢ boyutlu goriintiisii

Diger yandan, m, parametresinin degerinde kiigiik bir degisim yapip, parametre

degerlerinin kiimesini
{c,,c,.d,.d,,m ,m,}={1.000,11.000,1.000,1.000,10.000,1.500} (2.112)
olarak alalim. Denge noktalarinin koordinatlar;

E,=(0.1,0.9,0.0), E, =(0.467,0.533,0.267) (2.113)

Bu denge noktalarina karsilik gelen 6z degerler;
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E, :{~0.797,0.500,—0.113} (2.114)

E, :{-0.1637+1.1901,-0.1637-1.1901,0.110-0.26821 } (2.115)

olarak  bulunur. Co6ziim  baslangic  kosullarina  hassas  baghdir ve

E, =(0.467,0.533,0.267) baslangi¢ kosullar1 i¢in ¢dziimiin ii¢ boyutlu goriintiisii:

66667

66667

166667

»0.53333
166667

0.533334

0.533333

0.533333

Sekil 2.34: m, parametresine verilen 6nemsiz bir atimla sistemin ¢dziim grafigi

Sistemin baslangic kosullart E, =(0.467,0.533,0.267) degerlerinden uzakta,

{1.0,2.5,2.0} olarak alindiginda ¢6ziimiin ii¢ boyutlu goriintiisii:

2
1.5
zZ 1
0.5
0
0.8
0.85
0.9
. 0.08

Sekil 2.35: {1.0,2.5,2.0} baslangi¢ kosullarinda sistemin ¢6ziim grafigi

i, E, ve E,| karasiz:

{¢,»¢,.d,d,,m;,m,} = {1.000,11.000,1.000,1.000,10.000, 2.008} (2.116)
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parametre degerlerinde sistemin denge noktalari;

E,=(0.1,0.9,0.0), ve E, =(0.6522,0.3478,0.3500), (2.117)
Bu denge noktalarina karsilik gelen 6z degerler;

E, :{1.0080,—0.7971,-0.1129} (2.118)
E, :{0.0005+1.28937,0.0005-1.28931,-0.4467} (2.119)

olarak bulunur. E, =(0.6522,0.3478,0.3506) baslangi¢ verileri i¢in ¢Oziimiin ii¢

boyutlu grafigi giderek genisleyen bir spiraldir:

.350736

Z

.350736

.350736

<~ N_AR2TR N 247762

Sekil 2.36: E, =(0.6522,0.3478,0.3506) baslangi¢ kosullarinda sistemin ii¢ boyutlu
goriintisii.

Asagida verilen sekil sistemin zaman icerisinde nasil genisledigini gostermektedir.
Sistemin periyodu bu genisleme siirecinde neredeyse sabit bir periyot olan 4.87 de

kalmistir.
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).350738

).350737
z
).350736

).350735

Sekil 2.37:Sistem 4.87 olan periyodunu koruyarak zaman igerisinde genislemektedir.

Baslangi¢ noktasi olan E, den uzaklastik¢a sistemin ¢oziim grafigi de degismektedir:

Sekil 2.38: {0.7,1.4,0.4} baslangi¢ kosullarinda sistemin durumu

Uzun vadede sistemin ¢oziimii, 8.43 periyotlu, E, in kararli oldugu durumdaki, limit

cevrime yaklagmaktadir:

0.4
9.3
0.2
0.1 3
2
0.4 1Y
0.6
x 0.8 0

Sekil 2.39: Uzun zaman sonra ¢dziim 8.43 periyotlu limit ¢evrime yaklagmaktadir.
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{2.,2.,2.}baslangic kosullarinda ise tamamuyla farkli bir ¢6ziim elde edilmektedir:

2
1.5
Z1
0.5
0 1.5
1y 25 "y
25 % 0.5
< 1.75 0

Sekil 2.40: En iistteki aver yok oldugunda ¢oziim durmaktadir

{c,.c,,d,,d,,m,m,}={1.0,11.0,1.0,1.0,10.0,2.3} (2.120)
parametre degerlerinde ise sistemin denge noktalar

E, =(0.10,0.90,0.), E, =(0.7217,0.2783,0.3617), (2.121)
Bu denge noktalarina karsilik gelen 6z degerler;

E, :{1.3000,-0.7971,-0.1129}, (2.122)
E, :{0.0696 +1.24091,0.0696 —1.24091,0.110—0.53041} (2.123)

dir. Coziimiin baslangic kosullarina ve parametre degerlerinde yapilan degisimlere
bagli olmadig1 goriilmiistiir. {0.8,0.1,0.3} baslangi¢ kosulu altindaki ¢6ziim en iistteki

avci yok olana kadar siirmektedir:
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0.6

Sekil 2.41:  {0.8,0.1,0.3} baslangic kosulunda sistemin durumu

2.10.1.5. Sonuclar

Bu calismada, orana bagli besin zinciri modeli analiz edilmistir. Denge

noktalarindaki olasi davranislar incelenmistir.

Bir sistemin baslangic kosullarinda yapilan kiigiikk bir degisiklik sistemin
davranmiginda c¢ok biiyilkk sonuglar doguruyorsa o sistemin baslangic kosullarina
bagliligindan soz edilir. Neden ve sonug arasindaki baglanti karsilikli etkilesimlerin
karmagikligi icinde kaybolur gider. Yani non-lineer sistemler uzun vadeli tahminin
miimkiin olmadigim ortaya ¢ikarmistir. Ciinkii sistemdeki kiigiik hareketler, cogaltan
etkisiyle, sistemi yeni dogrultulara yonlendirir ve sonugta Onceden goriilmemis,

tahmin edilmemis bir yere varilir.

Bu ¢alismada incelenen orana bagl besin zinciri modelinde de baslangi¢ kosullarina

hassas baglilik gézlenmistir.

2.11. Garip Cekerler

Poincaré ‘nin 1900 yilinda ortaya koydugu kaos kavrami, meteorolojist Edward
Lorenz’in 1963 yilinda meteorolojik degisimlerin baslangic kosullarima hassas
bagimliligr diye ifade edilen gozlemlerine kadar kimsenin ilgisini ¢cekmedi. Lorenz,
ele aldig1 dinamik sistem i¢in baslangi¢c kosullarinda olusacak kiiciik degisimlerin
sonuca cok biiyiik etkiler yaptigin1 gozlemledi. Boylece, uzun siireli hava tahminleri

yapmanin olanaksiz oldugunu ortaya koydu.
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Lorenz havanin 1s1 degisimini belirlemek i¢in, birinci basamaktan ii¢ tane

diferansiyel denklemden olusan

@— —ax+ay,

dt

ﬂ=bx—y—z,x, (2.124)
dt

% =—cz+Xxy

dt

sisteminin sayisal ¢Oziimii ariyordu. Sistem dogrusal degildir (nonlineer) ve
akigkanlar dinamiginde kullanilan sistemlerin basitlestirilmis bir 6zel durumudur.

Zamani gosteren ¢ deZiskeni At=dt kadar degistiginde, Lorenz, su yaklasik islemleri

yapti:

X =x+Ax = x+dx = x+ (—axdt) + (aydt)

Y=y+Ay= y+dy=y+bxdt— ydt — zxdt (2.125)
Z=7+Az=z+dz=z—czdt +xydt

(Baslangi¢ degerleri: dt = .02, a=5,b=15,c=1)

t degistikce yeni (X,Y,Z) noktasinin {i¢ boyutlu uzayda cizdigi yoriingeyi bilgisayarla
cizmeye bagladi. Ortaya cikan grafik, kendi kendisini hi¢ kesmiyor ve iki nokta
civarina yigiliyordu. Bu yigilma noktalarina Lorenz Cekerleri (attractor) ya da Garip

Cekerler denir. Sekil 2.42 de Lorenz c¢ekicisi gosterilmistir.

§
x Lorens {rigma . T, b}:{ll.'l. PR | B _g_}

L.
VIRRETR

-1n |

15

10

an

-15 L

Sekil 2.42: Lorenz Cekicisi
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2.12. Poincare Kesiti

Boliim 1 de goriildiigii iizere, iki boyutlu dinamik sistemler tekrarlayan, periyodik
limit cevrimler ile baglantili uzun donemli hareketler gosterebilirler. Poincare kesiti
teknigi bu limit ¢evrimlerin tanimimin boyutlulugunu diisiirebilir ve daha basit

analizler yapilmasina yardimci olur.

Uc boyutlu durum uzay icin, Poincare kesiti bir Poincare yiizeyi ( iki boyutlu bir
diizlem) secerek ve verilen bir yoriingenin yiizeyi kestigi yerdeki noktalar
kaydedilerek iiretilir. Yoriingeler yiizeyi c¢aprazlamasina kestigi siirece diizlem
secimi ¢cok onemli degildir, yani ydriingeler yiizeye paralel ya da neredeyse paralel

hareket etmezler.

Yiiksek boyutlu uzaylardaki yoriingeleri ya da transformasyonlari etiit edebilmek i¢in

Poincare tarafindan asagidaki tasvir tavsiye edilmistir. Bu transformasyonda
g:P—>P
bir x noktasim1 g(x) noktasina baglamaktadir.

P diizlemi yoriingeleri kesen bir diizlem, bir yoriingenin diizlemi bir yonde deldigi
nokta ise x ise, yoriingenin bir doniis yapip gelmesinden sonra diizlemi ayn1 yonde
deldigi ikinci nokta birincinin imaj1 olur yani g(x) . Bu suretle, tam y0riingeler yerine

diizlem tizerindeki noktalar izlenir.

2.13. Periyot Katlama

Periyot katlama limit ¢evrim ile baslar. Limit ¢evrim ise, diigiim ya da diger bir
denge noktasimi iceren dallanma ile baslayabilir. Bazi kontrol parametreleri
degisirken limit cevrim kararsiz hale gelir. Periyodik limit c¢evrimin Poincare
kesitinde tek bir noktaya karsilik geldigini varsayalim. Eger karakteristik
carpanlardan biri —1 den daha kii¢iik oldugunda limit ¢evrim kararsiz hale gelirse
bircok durumda yeni hareket periyodik olur fakat orijinal hareket periyodik olmak
sart1 ile iki katli periyoda sahip olur. Poincare kesitinde bu yeni limit ¢evrim orijinal

poincare kesit noktasinin her bir yaninda olan iki nokta gosterir.

Kesim noktalarindaki bu sira degisimi orijinal limit ¢cevrimin —1’den daha kiiciik

karakteristik carpana sahip olmasi ile alakalidir. Bu ¢esit bir dallanma “flip
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dallanmas1” olarak adlandirilir. Ciinkii yeni yoriingeler bir taraftan diger tarafa,

onden arkaya donerler-cevrilirler.

Kontrol parametreleri degisirken iki periyotlu limit ¢evrim karasiz hale gelebilir ve
dort periyotlu limit ¢evrim dogurur. Periyot katlama siireci periyot sonsuz olana

kadar devam edebilir yani yoriinge asla kendini yinelemez ve kaotiktir.
2.13.1. Uc Boyutlu Besin Zinciri Modelinde Periyot Katlama:

Asagida verilen ti¢ boyutlu besin zinciri modelini ele alalim [24]

ﬁzax(l—i)——bxy ,

dt K x+d,

D ey tdiy——9, (2.126)
dt y+d,

dz

— =—fz+ gyz.

% fatgyz

(2.126) modelinde x, av popiilasyonunun, y ve z ise avci popiilasyonunun
yogunluklarin1 gostermektedir. y avcist x ile z avcist ise y ile beslenmektedir. bu
modelinb=1, c=1, d=0.05, e=1, f=1, g=0.05 4,=10, d,=10 K=50

1< a <10 parametre degerleri ve x, =0.01, y,=0.03, z,=0.03 baslangi¢ kosullari
altinda “a” parametresinde yapilan ufak degisimler asagida gosterilen periyot

katlamay1 dogurmustur.
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c, & w, ¢, g,dl,dz, bagz, L, L, kKBS, L, L, k05, 4, &, £ g, 4L, d&, E3eci5, L L, BB, L, L, BB, Eu, 6,9, d,di, Bard, L, L, RBS, L, L, RIS,

[ : ::

a =305 a =306 a =307

oG, €, dL, di, b3eg3s, L L BE, L L b, 4§ ¢ q,d, di, Barl.i
L]

JLoRES, L, L, kS

Sekil 2.43: a parametresinde yapilan ufak degisimler sonucu meydana gelen periyot
katlama.

2.14. Lyapunov Usseli ve Kaos

Belirtildigi gibi kaosun ¢ok O©Onemli bir karakteristii baslangi¢ sartlarindaki
degisikliklere hareketin asir1 derecede bagimli olmasidir. Birbirine ¢ok yakin
yoriingeler birbirinden {issel olarak ayrilirlar. Bu durum sistemin Lyapunov
kararliliginin olmadigint gosterir. Halbuki diizenli yoriingeler birbirinden zamanla

lineer olarak ayrilirlar. Yoriingelerin birbirinden ayrilma hizi Lyapunov iisselleri ile
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nitelikli hale getirilmektedir. Tanim olarak bu degerler iissel ayrilmanin ortalama

hizini belirtirle.

Lyapunov iisseli durum uzayindaki ¢ekimin ya da denge noktasindan itilimin

orantisal ol¢iisiidiir. Bir boyutlu durum uzayi i¢in x, baslangi¢ noktas: x de baslangi¢
noktasinin komsulugundan bir nokta olsun. x,(t) verilen baslangi¢c noktasindan

dogan x(z) ise baska bir baglangi¢ noktasindan dogan iki yoriinge olsun.

Zamana bagli denklem asagidaki gibi olsun:

x(t) = f(x) (2.127)

x’in x,’a yakin oldugunu varsaydigimizdan Taylor acilimini kullanabiliriz:

df (x)
dx

o

f(x):f(x())+ ()C—)C())+... (2128)

Iki yoriinge arasindaki mesafe s=x(t)—x,(tf) olur ve bu farkin degisim orani,

f(x)’in Taylor a¢ciliminda sadece ilk terimleri korursak, asagidaki gibi bulunur:

§=x—%,
=f (x)— f(x) (2.129)
9
" dx (¥=x)

Bu farkin zaman ilerledikge iissel olarak artmasini bekleriz ve
s(t) = s(0)e* (2.130)

denklemini saglayan A degerinin zaman ortalamasi bize Lyapunov {iisselini

verecektir:
.1 s

A=lim-ln— (2.131)
Sefs,

kosulunu saglayan A Lyapunov iisselini buluruz. (2.130) esitliginin zamana gore

turetirsek;
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§=As(0)e” = As, (2.132)

(2.130) ve (2.131) esitliklerini karsilastirsak;

A= df (x) (2.133)
dx

*o

buluruz. Boylece A pozitif ise iki yoriingenin birbirinden ayrildigini, 4 negatif ise

de iki yoriingenin yaklastigim goriiriiz.

Iki ya da daha yiiksek boyutlu durum uzayinda Lyapunov iisseli ile durum
uzaymdaki dogrultularin her biri icin yoriingelerin kisalma ya da agilma oram ile

ilgilenebiliriz. U¢ boyut icin ii¢ adet Lyapunov iisseli tanimlanabilir:

_oh 9%, 9
A= ox, A= ox, A= ox, (2139

En az bir pozitif Lyapunov iisseline sahip olan sistem kaotik olarak tanimlanir [5].
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3. FRAKTALLER

3.1. Giris

Fraktal, matematikte, cogunlukla kendine benzeme 0zelligi gosteren karmagik
geometrik sekillerin ortak adidir. Fraktaller, klasik, yani Eukleidesc¢i geometrideki
kare, daire, kiire gibi basit sekillerden ¢ok farklidir. Ilk olarak 1975’te Polonya asill
matematikci Beneoit B. Mandelbrot tarafindan ortaya atilan fraktal kavrami, yalnizca
matematik degil fiziksel kimya, fizyoloji ve akiskanlar mekanigi gibi degisik alanlar
tizerinde onemli etkiler yaratan yeni bir geometri sisteminin dogmasina yol agmistir.
Tiim fraktallar kendine benzer ya da en azindan tiimiiyle kendine benzer olmamakla
birlikte, cogu bu 6zelligi tasir. Kendine benzer bir cisimde cismi olusturan parcalar
ya da bilegenler cismin biitiiniine benzer. Diizensiz ayrintilar ya da desenler giderek
kiigiilen olgeklerde yinelenir ve tiimiiyle soyut nesnelerde sonsuza degin siirebilir;
Oyle ki, her parcanin her bir parcas1 biiyiitiildiigiinde, gene cismin biitiiniine benzer.
Bu fraktal olgusu, kar tanesi ve aga¢ kabugunda kolayca gozlenebilir. Bu tip tim
dogal fraktaller ile matematiksel olarak kendine benzer olan bazilari, stokastik, yani

rasgeledir; bu nedenle ancak istatistiksel olarak dlceklenirler.

Fraktallerin bir baska onemli o6zelligi de, fraktal boyut olarak adlandirilan bir
matematiksel parametredir. Bu cisim ne kadar biiyiitiiliirse biiyiitiilsiin ya da bakis
acist ne kadar degistirilirse degistirilsin, hep aym kalan fraktallerin bir 6zelligidir.
Eukleidesci boyutun tersine fraktal boyut, genellikle tam say1 olmayan bir sayiyla,

yani bir kesir ile ifade edilir. Fraktal boyut, bir fraktal egri yardimiyla anlasilabilir.

Fraktal boyut, Eukleidesci olmayan belirli bir bicimin karmasikligin1 ve sekil
niianslarini agiga c¢ikarir. Fraktal algoritma, engebeli daglik araziler ya da agaclarin
karisik dal sistemleri gibi karmagik, ¢ok diizensiz dogal cisimlerin gercektekine

benzer goriintiilerinin olusturulabilmesini olanakli kilmistir [14].
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3.2. Cantor Kiimesi

Bilinen ilk fraktal Cantor kiimesidir. Cantor kiimesini C harfi ile gosterecegiz. [0,1]

kapali araligin1 ele alalim ve bu kapali aralif1 ii¢ esit acik araliga boliip ortadaki

aralig1 yani (%,gj araligin atalim. Geriye {0,%} U {%,1} aralig kalir.

Ayt siireci tekrarlarsak: her bir araligi ii¢ parcaya boliip ortadakini atarsak

1 21 27 8
0,— V| —,— |U|—,— U] =,1
9 93 39 9
elde ederiz. Bu siireci sonsuza kadar siirdiirebiliriz. Her seferinde ortadaki agik

aralig1 atiyoruz ve kapal aralik kaliyor. Birim araligin uzunlugu 1 dir. Tlk adimda

uzunlugunun iicte birini, ikinci adimda kalanlarin uzunluklarinin iicte birini sildik.
2 k

Genellestirilirse, k. adimda 2° tane kapali araligm toplam uzunlugunu (Ej dir.

k — oo iken C kiimesinin toplam uzunlugu sifir olur. Bu siirecten sonra kiimede bir

sey kalmamis midir? Elbette kalmstir. l,— ,—,—,—,— 0 ve 1 hala C kiimesindedir.

Simdi C’nin tiim noktalarim iki farkli bicimde inceleyecegiz: Ilk olarak bir sembolik
(LR) notasyonda ve sonra geleneksel notasyonda. Sekil 3.1 de Cantor kiimesinin

geometrik yapisi gosterilmistir.

2 7
3 9
Sekil 3.1: Cantor kiimesi
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3.2.1. Cantor Kiimesinin Sembolik Gosterimi:

Birim araligin ilk parcas1 atildiginda soldakini L sagdakini R ile gosterebilecegimiz

iki parca kalir:

L:{O,l} ve R :[2,1}
3 3

L ve R pargalarinin her biri yine iki parcaya ayrilacaktir. Soldaki parcanin alt
parcalart LL = {O,é} ve LR = {%,%} ile, ayn1 sekilde sagdaki parcanin alt pargalari

da RL= {%,%} ve RR = {g,l} ile gosterilebilir. Ugiincii adimda sekiz kapali araliga

sahibizdir ve bunlar da aym sekilde LLL den RRR’e dogru adlandirilabilirler. L ve R
‘nin LLRRLRL... seklindeki sonsuz bir siralanisi kapali araliklarin i¢ ice ardilliginin

dogmasina neden olur:

LODLLSLLRS LLRR S LLRRL > -+, 3.1
Bu sekildeki bir dizinin kesisimi

LNLLNLLRNLLRRNLLRRLN--- (3.2)

bos kiime degildir ve C Cantor kiimesinin noktalarin igerir. Kesisim tek bir noktadan
daha fazlasimi iceremez, aksi takdirde tiim araligi icermis olur, bu da Cantor
kiimesinin uzunlugunun sifir olmasi gergegiyle celisir. Boylelikle Cantor kiimesinin

her bir noktasi L ve R’1n bir dizisi tarafindan tek tiirlii belirlenir.

3.2.2. Cantor Kiimesinin Geleneksel Notasyonu

Kapali araliklarin u¢ noktalarmi nasil bulacagimizi inceleyelim. LLL den RRR’a

degisen sekiz kapali aralig1 gbz Oniine alip, asagidaki araliklar1 kontrol edelim:

=2 L rL=|18 19
127727 27°27
LIR=| 2. > rRLr=| 20 2L
127727 27°27
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o= 8.7 RRL=| 2% 2
127727 127727

LRR = i,i RRR = 2_6’2 (3.3)
127727 | 127727

Bu sekiz araligin u¢ noktalarini ii¢ tabaninda yazalim:

0/27 =0.000, 18/27 = 0.200,
1/27 =0.001, 19/27 =0.201,
2/27=0.002, 20/27 =0.202,
3/27=0.010, 21/27 =0.210,
6/27 =0.020, 24/27 =0.220,
7/27 =0.021, 25/27=0.221,
8/27=0.022, 26/27=0.222,
9/27 =0.100, 27/27 =1.000,

On tabaninda nasil ki 81 sayis1 80.999999....=80.9 seklinde yazilabiliyorsa, benzer
sekilde de 4 sayissm da 3 tabaninda 0.1; seklinde yazariz. Ayrica
0.022222..., =0.02, seklinde de yazilabilir. Bu belirsizlik sadece notasyonu sonlu
olan (sonsuza kadar gitmeyen) ve son basamagi 1 olan sayilarda ortaya ¢ikar. Son

basamaktaki 1 ondalik olarak 09’a ya da iicliik tabanda 02’ye doniistiiriilebilir.
Cantor kiimesini anlayabilmek i¢in bu doniisiimiin kullanilmasi daha yararhidir. Ug

noktalara bu doniisiim uygulanirsa:

0/27 =0.000, 18/27 =0.200,
1/27 =0.0002, 19/27 = 0.2002,
2/27 =0.002, 20/27 =0.202,
3/27=0.002, 21/27 =0.202,
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6/27 =0.020, 24/27=0.220,

7/27 =0.0202, 25/27=0.2202,
8/27=0.022, 26/27=0.222,
9/27=0.02, 27/27=0.2,

Dikkat edilirse tiim sayillar 0 ve 2 rakamlarindan olugmaktadir. Bunun Cantor

kiimesindeki tiim sayilar icin dogru oldugunu sdyleyebiliriz:

X€ [0, 1] sayist ancak ve ancak sadece 0 ve 2 rakamlan kullamilarak {i¢ tabaninda

yazilabiliyorsa Cantor kiimesindedir. Bagka bir deyisle,

xeC(:)x:iajTj, Vaje{0,2} (3.4)

jl

dir. Bu ifadenin gergekligini gormeye calisalim: Ug tabanindaki ondalik kismin ilk

basamagi 1 olan sayilara ne yapabiliriz? Bu sayilar 0.1, ile 0.2,, yani 1/3 ile 2/3,
arasindadir. Ayrica 0.1, sayis1 virgiillden sonraki ilk basamaginda 1 olan bir say:

olarak g6z Oniine alinmayabilir. Ciinkii O.OE3 seklinde de yazlabilir. Uciincii
. . 12 5

siitununda silinemeyen 1 olan sayilar 33 acik araligindadir ve bunlar Cantor
kiimesi olusumunun ilk adiminda elenmistir.

Hangi sayilarin ikinci basamaginda 1 rakami vardir, yani 0.0loog, formundadir? {1k
basamaginda 1 olan sayilar1 zaten inceledigimiz i¢in 0.0loog, ve 0.21oog,

seklindeki sayilart goz oniine alahm. 0.01, ve 0.21, sayilari 0.002, ve 0.202,

formunda yazildig1 icin kontrol etmeye gerek yoktur. Ilk 1°i ikinci basamaginda olan

sayilar

001, <x<0.02, yada 0.2l,<x<0.22,

daha geleneksel gosterimle
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1 2 7 8
—<x<— yada —<x<—
9 9 9 9

formundadir. Bunlar ikinci adimda silinen agik araliklardir. Ik 1’i k. basamaginda

olan ii¢ tabanindaki sayilar C’yi olustururken k. adimda silinen sayilardir. Kalan

sayilar Cantor kiimesini olusturur. Boylelikle % =0.202020..., seklinde yazildig1 i¢in

Cantor kiimesinin bir elemanidir fakat % =0.10 Cantor kiimesinin elamani degildir.

3.2.3. Cantor Kiimesinin Fraktal Uygulamasi

Fraktallerin iki onemli ozelligi vardir: Kendi kendine benzerlik ve fraktal boyut.
Fraktal bir goriintiiniin bir kesitine yakindan bakilirsa seklin kendisi veya ¢ok benzeri

goriiliir. Ornegin Cantor kiimesinin tiimiinii ya da 2/81 ve 3/81 arasinda kalan ¢ok
kii¢iik bir pargasini inceleyelim (LLLR araligini). Bu parga orijinal modelin 1/81

oraninda kiiciiltiilmiis halidir ve C ile aym ozelliklere sahiptir.

Ikinci olarak, fraktaller fraktal boyuta sahiptir. Noktanin boyutu yoktur. Dogru veya
egri ise bir boyutludur. Bir karenin i¢ bolgesi ya da kiirenin yiizeyi ise iki boyutlu
objelere ornektir, alana sahiptirler fakat hacimleri yoktur. Cantor kiimesi gbz Oniine
alindiginda, uzunlugu olmadigindan boyutunun birden kii¢iik oldugu diisiiniiliir.
Fakat diger yandan, bu kiimede ¢ok sayida nokta vardir. Cantor kiimesinin
boyutunun olmadigin1 soylemek adil degildir.  Fraktal boyut daha sonraki

boliimlerde tekrardan ele alinacaktir [1].

3.3. Sierpinski Ucgeni

Cantor kiimesinin hammaddesi birim aralikti. Sierpinski tiggeni i¢in diizlemdeki bir
ticgen ve i¢ bolgesi ele almir. Cantor kiilmesinin ana yapisi araligin orta kisminin
atilmasma dayaniyordu. Sierpinski iicgeni i¢in, temel adim iicgenin ortasinin
cikartilmasidir. Ele alinan tiggenin kenarlarinin orta noktalar1 isaretlenir ve bu orta
noktalar birlestirildiginde dort tane es iicgen elde edilir. Merkezde kalan iiggen

karalanir, sonra da kesilip atilir. Bu kiiciik iiggen orjinalinin 4 ii oraninda bir alan

kaplar. Kalan iicgenlere ayn1 siire¢ uygulanilirsa, yani hepsinin ortasindaki ticgenler

atilip, sonsuza kadar devam edilirse sekil 3.2 elde edilir.
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Sekil 3. 2: Sierpinski ticgenleri

Sierpinski ticgenleri, Cantor kiimesinin de sahip oldugu, kendi kendini tekrar etme

ozelligine sahiptir. Alt iiggenlerin her biri orjinalinin yarist oranindadir.

Atlan her parga ;’liik bir alan birakir ve k adet parga atildiktan sona kalan alan

3

orijinalinin (z)k katidir. Boylelikle &k — oo iken Sierpinski iicgeninin alam sifir

olur. Fakat bu alan bir boyutlu bir egriden daha fazladir. O halde Sierpinksi

ticgeninin boyutu 1 ile 2 arasindadir.

3.4. Koch’un Kar Tanesi

Cantor kiimesine yakin bir yap1 uygulanir. Eskenar bir iicgen ile baslamir, fakat bu
kez licgenin i¢ bolgesi alinmaz. Uggenin her bir kenarini ii¢ esit par¢aya ayrilip
ortadaki parca atilir. Bosta kalan iki uca atilan bu parcadan birer tane baglanir ve
uclan iicgenin dis tarafinda birlestirilir. Bu uygulama iiggenin her bir kenan i¢in
sonsuza kadar tekrarlandiginda Koch’un kar tanesin elde edilir. Her adimda egrinin

uzunlugu % carpam kadar artar. Boylelikle Koch kar tanesi sonsuz uzunluga fakat

sifir alana sahip olacaktir.
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Sekil 3.3: Koch’un Kar Tanesi
3.5. Fraktal Boyut

3.5.1. Giris

Dogrunun bir, diizlemin iki, kiipiin ise ii¢ boyutlu oldugunu sdyleriz. Noktanin ise
boyutu yoktur, uzunlugu, genisligi hatta yiiksekligi de yoktur. Dogru bir boyutludur,
bu boyut onun uzunluguna karsilik gelir. Dogrunun da genisligi ve yiiksekligi yoktur.
Fakat uzunlugu sonsuzdur. Diizlem iki boyutludur, bunlar uzunluk ve genisliktir,
fakat derinlik (ya da yiikseklik) yoktur. Kiip ise iic boyutludur ¢iinkii uzunluk,
geniglik ve yiikseklik gibi tic dogrultuya sahiptir. Ayrica bu objeler kendi kendine
benzerlik 6zelligine sahiptir. Bir dogruyu her biri esit uzunlukta dort parcaya
bolebiliriz ve bunlarin her biri 4 ile ¢arpilarak orijinal par¢ca meydana getirilebilir.
Aym seklide 7 es parcaya boliip 7 carpanmi ile biiyiiltiilebilir. Genel olarak, bir
dogruyu, N carpani ile biiyiiltiilebilecek, N adet kendine benzer parcaya ayrilabilir.

Karede durum farklidir. Kare dort kendine benzer pargaya ayrilabilir. Fakat biiyiitme
carpani bu kez ikidir. Alternatif olarak, 9 parcaya boliindiigiinde carpan ii¢ olacaktir.
Kisaca kendinin kopyas1 olan N° parcaya béliinebilir ve bunlarin her birinin orijinal

sekli elde etmek igin N biiyiiltme carpam vardir. Sonug olarak bir kiip N’ tane
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kendine benzer parcaya ayrilir ve bu pargalardan her biri N biiyiiltme carpani ila

orijinal kiipiin boyutuna ulasabilirler.

Boyut basit olarak, parcalara ayrilan figiiriin N biiyiiltme carpani ile kendi kendine

benzer parcalarin sayisinin iissiidiir [21].

3.5.2. Fraktal Boyut Tammm ve Uygulamalari

Sierpinski iicgeni egriden daha kalin fakat diskten (¢cember ve i¢c bolgesi) daha

incedir. Bu boliimde bu oldukga karisik sezgisel durumu tam olarak ele alacagiz.

Sezgisel olarak boyutunu anlayabilecegimiz kesin objeler vardir. Ornegin bir egri
uzayda, biikiilse ve sarilsa bile, bir boyutlu bir nesnedir. Ici dolu bir elips ya da
kiirenin yiizeyi ise iki boyutlu objelerdir. Bir kiip ya da kiire ise li¢ boyutludur.

Noktalarin sonlu bir kiimesi ise sifir boyutlu bir kiimedir.

Peki, bir nesnenin 0.5 boyutlu olmasi ne anlama gelmektedir?

3.5.3. Kiirelerle Kaplama

Kiire teknik olarak, denge noktasindan belirli bir uzaklikta bulunan noktalarin

kiimesini tamimlamakta kullanilir ve agagidaki sekilde gosterilir:
B(x,r):{y:d(x,y)Sr} (3.5)

Yani; x’den r ya da daha az mesafede bulunan y noktalarinin kiimesidir. U¢ boyutlu
uzayda (IR*) kiire denildiginde akla yiizeyi ve i¢ bolgesi gelir. R* de yani diizlemde
ise kiire (ball) disk ile ayn1 anlamdadir yani x merkezli r yarigcapl bir ¢ember ve i¢

bolgesi. Dogruda (R ) ise, x in orta nokta oldugu [x—r,x+r| kapali araligidur.

Herhangi bir K nesnesinin boyutunu hesaplamadaki ana fikir K y1 belirlenen bir
yarigaph kiirelerle kaplamaktir. Bunun anlami bizim birlesimleri K y1 kapsayan bir
kiireler toplulugu aradigimizdir. Ve bunu miimkiin olan en az kiire ile yapmak isteriz.

N(K,r), K y1 kaplamak icin gerekli olan r yaricapli kiirelerin minimum sayisini

belirtsin.
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r=1

r=1/2

r=1/4

Sekil 3.4: Herhangi bir egriyi gittikce kiiciilen yaricapta kiirelerle kaplamak

Ornegin, K sekil 3.4 de gosterilen egri olsun. Seklin en iistiindeki egri 1 yarigapl iki
kiire ile ortiildiigiinden N (K,1)=2 dir. Bir sonraki durumda egri 0.5 yarigapl

kiirelerle kaplanmis ve 5 tane kiire kullanilmustir. Bu yiizden N (K,0.5)=35 dir. Bir

sonraki grafikte ise N (K,0.25)=10 olmaktadir. Kiirelerin yaricapini kiigiilttiikge iki
kat1 kadar daha fazla sayida kiireye ihtiya¢c duyulmaktadir. Ciinkii r yaricaplh bir
kiire 27 uzunlugunda bir egriyi 6rtmektedir. Bu durum N (K,r)o<r™" ifadesi ile
gosterilebilir.

Simdi, i¢ bolgesi ile birlikte bir kareyi kiirelerle kaplayalim. r yarigapl kag tane kiire
bir kenarinin uzunlugu 1 birim olan kareyi kaplamak icin gereklidir. r yarigapl bir

kiire 77> lik bir alan kapladigindan en azindan 1/ (ﬂrz) tane kiireye ihtiya¢ duyulur.

Karenin tiim alan1 kaplanamazsa elbette ki daha fazla kiire gerekebilir. Diger yandan,

birim kare l><l lik kiigiik karelere boliinebilir. Bir kenar uzunlugu r olan bu kiigiik
ror

kareler yaricap1 r olan tek bir kiire ile kaplanabilir. Boylece kare en cok 1/ r’ tane

kiire ile kaplanmis olur. Ozetlersek;
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L eN(K. )< (3.6)
T

ya da

N(K,r)0< r. 3.7)

K noktalarin sonlu bir toplulugu olsun. N(K,r) ne olacaktur? Bu say1 K ve r ye
baghdir, fakat bir kere r oldukga kiiciiktiir (herhangi iki nokta arasindaki uzakligin

yarisindan daha kiiciiktiir), bu nedenle N (K , r) sabittir (tam olarak K deki noktalarin
say1st kadardir). Bu durum N (K,r)o<1 yada N(K,r)e<r olarak gosterilebilir.
Son olarak R’ ii ele alahm ve birim kiipii r yarigapli ka¢ tane kiire ile

kaplayacagimizi bulalim. Kiirenin hacmi %ﬂ'r3 oldugundan, N (K ,r)>3/ (47z'r3)

olacaktir. Birim kiipii bir kenarinin uzunlugu r birim olan % adet alt kiiplere

r

bolerek, N(K,r)< 1/7* oldugunu buluruz. Béylece N (K,r)e<r~ olur.

Tablo 3.1: Geometrik sekillerin boyutu

K kiimesi K nin boyutu | N(K,r)er™
Noktalarin sonlu kiimesi | 0 r0
Egri 1 !
Kare ve ic bolgesi 2 2
Kiip (i¢i dolu) 3 73

Kompakt kiimelerin dort farkli 6rnegini géz Oniine aldik: noktalarin sonlu bir
toplulugu, bir egri, kare (i¢ bolgesi ile birlikte) ve kiip (i¢i dolu). Tablo 5.3 bulunan

sonuclart 6zetlemektedir. Sonuc olarak, herhangi bir d boyutlu K objesi igin

N(K,r)e<r™ yazlabilir.
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Tamm: N(K,r), K kompakt kiimesini kaplamak i¢in gerekli olan r yaricaph
kiirelerin minimum sayist idi. Bildigimiz boyutlardaki bir ka¢c nesne igin

N(K,r)e<r™ iliskisi incelendi.

[lk olarak (<) isaretini tanimlayalm. r reel sayisimn f ve g fonksiyonlari verilsin.

f(r)e< g(r) yazildiginda anlama:

f(r)=g(r)x(ryi igeren daha az énemli terimler).
Esitligin her iki tarafinin logaritmasi alinirsa

log f(r) =1log g (r)+log(diisiik mertebeden terimler)

Burada logaritmanin tabanm1 onemli degildir. Diisiik mertebeden terimlerin anlami

nedir? f(r) ya da g(r) den ¢ok daha kiiciik olan terimlerdir. Her iki taraf

log g () ile boliiniirse;

log f(r) 1y log (diisiik mertebeli terimler) a8)
log g (r) log g (r)

elde edilir. Diisiik mertebeli terimler g(r)’den ¢ok kiigiik oldugundan, “I1+” dan

sonraki terim kii¢iik olmalidir.

Boylece f(r)e< g(r) notasyonu formiilize edilebilir:

im o2/ () (3.9)
0 log g (7’)

Ornegin, K bir kare ise lr‘2 <N(K,r)<r7 idi. Her iki tarafin logaritmasi alinirsa
T

ve log (r‘z) =-—2logr ile boliiniirse

10g(1/7[)+1< logN (K,r) <1

< (3.10)
—2logr —2logr

elde edilir. Boylelikle r — 0 iken
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log N (K,r)

o2() 1 3.11)

olur ve N(K,r)o<r dogrulanabilir.

2

r~ den -2 yi c¢ekip cikarmak icin logaritmay1 kullanabiliriz. N (K ,r)cx r

oldugunda r — 0 iken

logN (K,r)

Clogr) 2 (3.12)

dir. “—logr” ayrica log(1/r) olarak ta yazlabilir. r sifira yakin kiigiik bir say1

oldugundan log(1/r) pozitiftir.

K kompak bir kiime olsun. K nin boyutu

dim K = fim 2N (Ko7)

3.13
0 log(1/r) G-19)

olarak tamimlanir. Fakat limitin olmadigi durumlarda K ni boyutu tanimsizdir. Oysa
fraktaller icin Otelenmis fonksiyon sistemlerinin cekicileri meydana gelirken limit

daima vardir.
Yukarida verilen tanim biraz daha sadelestirilirse:

Verilen boyut tanimini Cantor kiimesi ya da Sierpinski iicgeni gibi fraktallere

uygulayalim ve onlarin boyutlarimi hesaplayalim. Burada ki en biiyiikk zorluk

N(K,r) sayisim hesaplanmasidir. Fakat tanimi degistirmeksizin uygulama ve
hesaplamalarn kolaylagtiracak baz1 sadelestirmeler yapilabilir.

K kenar uzunlugu 1 birim olan bir kare olsun. K nin boyutunu hesaplamak igin
N(K,r)’yi bilmek isteriz, fakat bu saymn degerini tam olarak nasil elde

edecegimizi bilmeyiz. Oysaki bu saymin kesin degerinin bilinmesi gerekmez.
Yaklagimlarimiz dim K =2 ifadesinin dogrulugunu teyit etmekte oldukg¢a yeterlidir.

Kiirelerle 6rtmek yerine kareler kullanarak bu hesaplama sadelestirilebilir.
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N,(K,r), K y1 ortmek igin gereken kenar uzunlugu r olan eksene paralel kare

kutularin minimum sayis1 olarak tamimlanir. Kare kutu, kare ve i¢ bolgesi
anlamindadir. Eksene paralel ise karelerin tabanlarinin x-eksenine paralel oldugu

anlamindadir.

N_(K,r) ile ilgili iki giizel durum vardir: Ilki, hesaplanmasi N(K,r) den daha
basittir. Ikincisi ise, boyutun taniminda N ve N_ yer degistirebilirler. Nedeni
asagidaki esitsizlikte verilmistir:

N(K,r)SND(K,r)S4N(K,r). (3.14)

Bu esitsizligi kelimelerle ifade edersek:
e Kcismi n=N_(K,r) adet kutu ile ortiildiigiinde, n ya da daha az sayida disk
ile ortiilebilir.

e K n=N_(K,r) tane disk ile ortiildiigiinde, 4n ya da daha az sayida kutu ile

(1

ortiilebilir.

Sekil 3.5: N(K,r)<N_(K,r)<4N(K,r) esitsizliginin agiklamasi

Bu durumlarin dogrulugu igin sekil 3.5 incelenebilir. ilk iddia i¢in seklin sol tarafina
bakalim. K yi r kenar uzunluklu » adet kutu ile ortersek, basit bir bicimde her bir

kutu ile es merkezli r yaricapl bir disk yer degistirebilir. Boylelikle K, n adet disk
ile ortiilebilir fakat daha iyisi de yapilabilir. Bu yiizden N(K,r)<n=N_(K,r)

olacaktir.
Ikinci iddia i¢in, K’nin r yaricaph n=N(K,r) tane disk ile ortiildiigiini

varsayalim; bu durumda her bir disk, sekil 3.5’in sag tarafinda goriildiigii gibi, dort

kare kutu ile yer degistirilebilir. Bu burumda K, 4n tane kutu ile ortiilebilir, fakat

daha iyi bir durumda s6z konusu olabilir. Bdylece N_(K,r)<4n=4N(K,r)olur.
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(3.14) esitsizliginin tiim terimlerinin logaritmasi aliip log(1/r) ile boliindiigiinde

logN(K,r)<10gND(K,r)<10g4+10gN(K,r)
log(1/r) — log(1/r) log(1/r)

(3.15)

elde edilir. Son olarak r — 0 iken limit alir. Esitsizligin sag ve sol tarafindaki

terimler dim K * ya yonelirler ve boylece ortadaki terim dim K ‘ya yakinsar.

Sonug olarak, boyut i¢in iki denk tanim elde ettik: kiirelerle orttiigiimiiz N (K,r) ve

eksene paralel kutularla 6rttiigiimiiz N_ (K, r)

) . logN(K,r) .. logN_(K,r)
dim K =lim =lim . (3.16)
0 log(1/r) 0 log(1/r)

r sayist durum geometrisine uygun degilse, N(K,r) ya da N_(K,r) nin
hesaplanmasi hosa gitmez. Ornegin, r=1/2 ise, Sierpinski iicgenini drtmek icin
tam olarak iic kutuya ihtiya¢ duyulacagi asikirdir. Aymi seklide N, (K ,%):9
olacaktir. Fakat N (K ,%) 1 hesaplamak kolay degildir. Kisacasi, r nin her degeri i¢in

ise yarayan bir N_(K,r) formiiliine sahip olmak ¢ok zordur [1].

Bu durum bir bagka sadelestirme gerektirir. K nin boyutu, biliyoruz ki r — 0 iken

log Ny (K1) | gimk (3.17)
log(1/7) '

olur. Sifira dogru ilerleyen r, > r, > r,; >--- sayilarinin herhangi bir dizisi i¢in

IOgND(K,Fi) logND(K’rZ) logND(K”%)
log(1/%) ~ log(1/r) ~ log(1/n)

(3.18)

dizisi dim K ya yakinsayacaktir.

Sierpinski tiggeni (S) icin bu durumun nasil ¢alistigina bakalim. ND(S ,%):3 ve

N, (S ,%) =9 oldugunu belirtmistik. Bu sekilde devam edilirse
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N, s,lj=3,
2
v(s.2)eo
4
1
N, s,—j=27,
8
N, s,ijzsl
16

. . .. ) ) ) . o
r nin her degeri i¢in N, (S , r) icin endise etmek yerine, r nin degerlerinin, %, 4,5

gibi, uygun bir dizisi kullanilabilir. Sifira giden bu dizi azalandir. Boéylece

dim S :hmw
0 log(1/r)

I 2t
:nm—ogND(S’_ ) (k=1,2.3,.)
== Jog(1/27%)

k
= lim 1°g3k
k== log 2

— lim klog3
k== flog2

_log3 00 31585, (3.19)

- log?2

Ayni yontemle Cantor kiimesinin (C) fraktal boyutunu hesaplayalim. N_ (C ,%) =2
oldugu agiktir: Gereksinim duyulan 1 uzunluklu iki aralik (bir boyutlu kutular) L ve

R dir. N (C,$)=4 diir ( dort kutu LL, LR, RL ve RR dir.). bu sekilde devam

=)

edilirse N_(C,%)=8 ve N_(C,&)=16 bulunur. Genellestirilirse

27 > 81
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1
N, (0,3—,() =2* (3.20)
elde edilir. +,5,5--- dizisi kullanilarak bir onceki yontem ile C’nin fraktal boyutu

hesaplanabilir:

. . logN_(C,r)
dimC =llm————
0 log(1/r)

—k
:nmw (k=12.3,..)
== log(1/37)

k
~ lim 1982
k—>=]og 3

.. klog2
k== klog3

_log2 106 2~0.6309. (3.21)
log3

3.6. Julia Kiimeleri

f.(z)=7>+c fonksiyonunu goz oniine alahm. f,(z)=z esitligi ¢ozilerek f,

fonksiyonunun denge noktalar1 bulunur:

- , (3.22)

c>1 iken, f. (z)=z esitligi reel koklere sahip olmadigindan, fonksiyonun denge

noktas1 yoktur. ¢ =+ icin, tek bir denge nokta vardir. ¢ <+ igin ise denge nokta
sayist ikidir.

¢ =-66/25=-2.64 durumunu goz oniine alalim. f, fonksiyonunun denge noktalari:
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olacaktir. f, fonksiyonunun iterasyonlar i¢in tiim z, degerlerinin bir B kiimesi tiim

k’lar i¢in sinirhi olacaktir.

fX(z) otelendiginde siurli kalan tiim x degerlerinin kiimesi B,, simrlanamayan

fX(z) ler igin x in kiimesi ise U, olsun:

B, {x:

FE(2)| oo, ke (3.23)

c

U z{x:

FE(2)| oo, ko) (3.24)

B, ve U, kiimeleri birbirlerinin tiimleyenidir. Bu iki kiime arasindaki sinir J,

olarak tanmimlanir ve f, kiimesinin Julia kiimesi olarak adlandirihir. B, ise f.

fonksiyonunun doldurulmus Julia kiimesidir.

c:—% durumunda sistemin denge noktasi —% ve % dir. z=1+2i olarak

alindiginda f,,, =(1+2i )2 —% =-3.75+4i olacaktir. B, nin resmi yapilmak isterse
asagida belirtilen siire¢ uygulanir:

Her z kompleks sayist diizlemde bir noktaya karsilik gelir. B, nin her eleman i¢in
bir nokta isaretlenir ve bdylece B, nin iki boyutlu bir tasviri meydana gelir. B,
kiimesi reel ve imajiner eksenin her ikisine gore de simetriktir.

B_ kiimesi girintili ¢ikintili diizgiin olmayan bir kiimedir. Yakindan bakilsa bile bu

girintiler kaybolmaz. Sekli ne kadar yakinlastirirsak yakinlagtiralim biiyiik figiiriin

bir benzeriyle karsilasiriz. Bu kiime fraktaldir.

¢=-0.85+0.18i olarak alalim. Bunun sonucunda elde edilen figiir sekil 3.6 de

gosterilmistir.
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Sekil 3.6: ¢ =—-0.85+0.18i degeri icin Julia kiimesi

Julia kiimesini ¢izmek i¢in ¢ kompleks sayisini belirledikten sonra verilen bir z

kompleks sayist B,’de mi diye sorariz. Bu sorunun cevabi i¢in bilyiik bir k sayisi
seceriz ve ‘ f* (z)‘ biiyiik mii diye kontrol ederiz. Eger ‘ f* (z)‘ , 2 ve |c| den biyiik

"nin biiyiik oldugunu soyleriz. Genellikle (fakat her zaman degil) |C| <2

ise ‘fk(z)

oldugunda ‘f" (z)‘ >2 kosulunu gerektirir. |z|>2 ve |z[2|c| ise, k—eoiken
f*(z) nin sonsuza gittigini iddia ederiz. z den baslayarak f’yi Steledigimizde
mutlak degeri 2 den biiyiik ( ya da en azindan |c|) olan bir noktaya hicbir zaman
ulasamiyorsak, f*(z)— oo oldugunu garanti ederiz. Simdi bunun dogrulugunu
gormeye calisalim. |z| >2 (ve |Z|2|c|) oldugunu varsayalim. |z| >?2 oldugundan,

pozitif £ sayis1 igin |Z| =2+ € olur. Buradan,

f. (z)| = ‘zz + c‘ f, nin tanmimindan
> ‘zz‘ —|c| ‘zz + c‘ + |—c| > ‘zz‘ (iicgen esitsizligi)
2|22|-I4 |2|=|c| oldugundan
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=[2|(2[-1)
>|z|(1+¢) |2|=2+¢ oldugundan. (3.25)
Bu ¢ikarim kullanilarak,

£HzlZ(1+€) — e (3.26)

elde edilir ve boylece ze U, olur.

z€ B. oldugunu test etmek igin, k=1,2,3... degerleri icin f."(z) hesaplanir ve

hi¢bir zaman ‘ £r (z)‘ > max{2, c} olmuyorsa, ze B, dir. ze B, oldugunu

varsayalim: z¢ U_ olduguna karar vermeden once f, ka¢ kere Otelenmelidir? Bu

cevabi zor bir sorudur ve cevap, hesaplamay1 yapan insana baglidir: hiz ve dogruluk.

Eger hiz ¢cok 6nemliyse, k&’ nin miitevazi bir degeri (20 gibi) kabul edilebilir sonuglar
verir. Yanhs tanimlanan noktalar olacaktir (B, de oldugunu diisiindiigiimiiz fakat
gercekte U, de olan), fakat yapilan hesaplamalarin biiyiik ylizdesi dogru olacaktir.

Eger dogruluk ¢ok dnemliyse, k£’ nin biiyiik bir degeri (100 gibi) iyi sonuglar verir. Bu
durumda daha az hata yapilacaktir fakat kullanilan bilgisayar ¢ok daha uzun siire
calisacak ve resmin iiretilmesi ¢ok daha uzun zaman alacaktir. Eger Julia kiimesinin
kabaca bir resmini elde etmek istiyorsak kiiciik sayida dteleme yapmak yeterlidir.
Diger yandan, yiiksek ¢oziiniirlii bir sekil elde etmek i¢in, biiylik degerli k sayist

kullamilmalidir

Julia kiimesinin resmine renk ekleyerek dogal ve estetik olarak hosa giden bir sekil

elde edilebilir. f* (z) iterasyonu hesaplanirken, simirlarin digina ¢ikan yani mutlak
degerce biiyiik olan, f*(z) fonksiyonlarimn ilk k sayilari kaydedilir. Bu k sayisi z

noktasinin zaman kacagi olarak adlandirilir. ze B, ise biiyiik bir ‘ f* (z)‘ degeri elde

etmeyiz, bu yiizden onun zaman kagagi sonsuz olur.
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Simdi dikdortgen bir bolgedeki tiim z noktalart i¢in ekranda bir nokta isaretlemek

istiyoruz (x,,, <x<x_, ve y. <y<y ). B ninelemam olan noktalar i¢in siyah
nokta, diger tiim z noktalar1 (U, nin elamani olanlar) i¢in z’nin zamandan kagmasina

bagl olarak farkli bir renk isaretlenebilir. Ornegin, k=0 iken kirmizi nokta ve k

arttikca gokkusaginin renkleri kullanilabilir.

3.7. Mandelbrot Kiimesi

Degisik Julia kiimeleri yaratmak istenirse, ¢ 'nin bazi degerleri i¢cin B, nin fraktal bir
yap1 ve baglantili bir bolge oldugu unutulmamalidir. f. sifir noktasinda Stelenmeye
baglandiginda f.* (0) sirh kalirsa, B, kiimesi baglantili olur, fakat ‘ £ (O)‘ —> o0
ise, B, fraktal bir yapi olacaktir. Bu durum, c¢’nin hangi degerleri igin f.* (0) 'nin
sinirh kalacagi hangi degerleri icin ise sonsuza gidecegi sorusunun dogmasina neden
olur. £ (0) ’min sinirh kaldigs ¢ degerlerinin kiimesi Mandelbrot kiimesi (M) olarak

tanimlanir:

M={aeC:

£E(0)] b o0} (3.27)

Julia kiimesine uygulanan siirecin aynist Mandelborot kiimesine uygulanarak bu

kiimenin de resmi ¢izilebilir. |c| >2 ise c¢ M dir. Bunun nedenini gérmek icin
£.(0)=c olarak alalim ve mutlak degeri en azindan |c| olan ya da 2 den bilyiik olan
bir noktadan (¢) f. fonksiyonunu otelemeye baslayalim Julia kiimesindeki siirecten

dolay1 ‘ fc"(O)‘%oo olacaktir. Bazi1 k degerleri igin ‘ A (0)‘>2 bulunursa

c¢ M olur. Diger yandan, k nin biiyiik degerleri i¢in,

fr (O)‘ <2 bulunursa ce M

olacaktir.

Mandelbrot kiimesi z,,, =z  +c iterasyon fonksiyonu ile tanimlanan kompleks dizi

n+l
ile olusturulan yakinsak serilerin bolgesidir. Diger bir deyisle, basit bir algoritma ile

kompleks diizlemdeki noktalan iki kategoriye ayirmak miimkiindiir:
e Mandelbrot kiimesi icerisindeki noktalar

e Mandelbrot kiimesi disindaki noktalar
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Sekil 3.7: Mandelbrot Kiimesi

Sekil 3.7 kompleks diizlemin bir kismin1 gostermektedir. Mandelbrot kiimesine ait

noktalar siyah renkle gosterilmistir.

Mandelbrot kiimesi disindaki noktalar1 bir renkle isaretlemek de miimkiindiir. Renk,
noktanin Mandelbrot kiimesi disinda oldugunu belirlemek i¢in kag¢ tane iterasyon
yapildigina baghdir ve Mandelbrot kiimesinden uzakliklart bu renkler ile

yorumlanabilir [1].

3.7.1. Mandelbrot kiimesi ¢izimi

Kompleks diizlemde bir nokta secelim (bu sec¢ilen nokta ¢ olsun). Bu noktaya karsilik
gelen kompleks say1 ¢=x+iy formundadir. z degeri olarak sifir alip, z>+c

aciliminin degerini hesaplayalim. Sonug acikca goriildiigii tizere ¢ dir. Buldugumuz

bu degeri z’ye atayip, yaptigimiz islemi tekrarlayalim. Simdi buldugumuz sonug
¢’ +c kompleks sayisidir. Bu degeri tekrar z’ye atayip uyguladigimz siirece tekrar

ve tekrar devam edelim. Diger bir deyisle z,,, =z +c iterasyon fonksiyonunu

n+l
uygulayalim. Bu siireci ¢ baslangi¢c noktasinin diizlemdeki bir yerden bagka bir yere
gbcll olarak diisiinebiliriz. Bu iterasyonun sonucunda noktaya ne olur? Orjinin
yakininda kalacak mi1 ya da orjine olan uzakligi sinirsiz bir sekilde artarak ondan
uzaklasacak mudir? [k durumda, ¢’nin Mandelbrot kiimesine ait oldugu, diger
durumda ise ¢’nin sonsuza gittigi sdylenir ve istenirse, noktanin orjinden uzaklagma

hizina bagli olarak ¢’ye bir renk atanabilir.

Farkli bir bakis acgisindan algoritma incelenirse: Diizlemdeki tiim noktalarin sonsuz

ve Mandelbrot kiimesi tarafindan cekildigini diigiinelim. Bu
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e Mandelbrot kiimesinden uzaktaki noktalarin sonsuza dogru nigin hizla

hareket gittigini
e Mandelbrot kiimesi yakindaki noktalarin sonsuza nicin yavascga kactigim
e Mandelbrot kiimesi i¢indeki noktalarinsa ni¢in asla sonsuza kagcmadigini
anlamamiz1 kolaylastiracaktir.

Goriildiigii gibi, yukarida tamimlanan siireci uygulamak olduk¢a zordur. Ciinkii
fonksiyon sonsuz kere Otelenemeyecegi icin noktanin sonsuza gidip gitmedigini
goremeyiz. Noktanin orjinden uzakligi ikiden daha biiyiikk hale geldiyse limitsiz
olarak biiyiiyecegi anlamina gelir. Bunun sonucu olarak, noktanin orjinden uzaklig 2
degerine ulastiginda oteleme siirecini durdurulabilir. Ciinkii biliyoruz ki nokta
sonsuza gidecek ve gerceklestirilen iterasyon sayisina bagli olarak noktaya bir renk

atanabilir ( kiiclik sayidaki bir 6teleme noktanin hizla sonsuza gittigi anlamindadir).

Diger taraftan, nokta Mandelbrot kiimesine ait ise orjinden uzakligi, ne kadar
iterasyon yapilirsa yapilsin, asla ikiden daha biiyiik olmayacaktir. Nokta Mandelbrot
kiimesine ait olmasa bile onun sonsuza gidecegini ortaya c¢ikaran ¢ok biiyiik sayida
iterasyonlar gerekebilir. Ya da maksimum sayida iterasyondan sonra kiimenin

elemani oldugunu varsayabiliriz.
Diizlemdeki 6zel bir noktaya nasil renk atanacagini bir 6rnekle goérelim. Mandelbrot
kiimesinin digindaki ¢=-0.5+i noktasi ile baglayahm. z,, =z +c iterasyon

fonksiyonu tablo 3.2 de gosterilen degerleri iretecektir: (Sekil 3.28 kompleks

diizlemde karsilik gelen noktalar gostermektedir.

Tablo 3.2: Mandelbrot kiimesi ¢izim 6rnegi

Adim sayis1 | Gegerli Deger Orjine uzaklik
1 -0.5+1i 1.12
2 -1.25 1.25
3 1.06 +1i 1.46
4 -0.37 + (3.1)i 3.15
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Sekil 3.8: ¢=-0.5+i ile baslayan Mandelbrot kiimesi

Uciincii iterasyonda, noktanin orjinden uzaklig: ikiden biiyiik hale gelmistir. Bunun
anlami ¢ baglangi¢ noktasinin Mandelbrot kiimesine ait olmadigidir. Ayni siireci
Mandelbrot kiimesi i¢inden alinan ¢=0.24+0.5; sayis1 icin tekrarlayalim. Bu
durumda noktanin orjinden uzakligi asla ikiden biiyiik olmamaktadir. Maksimum
iterasyon sayisina ulastigimizda (6rnegin 200 gibi) ¢ baslangic noktasinin
Mandelbrot kiimesine ait oldugunu varsayariz ve siyah renge boyariz. Bu durumda

elde edilen noktalar ise tablo 3.3 de gosterilmistir.

Tablo 3.3: ¢=0.2+0.5i ile baslayan Mandelbrot kiimesinin degerleri

Adim say1s1 Gecerli deger Orjine uzaklik
1 0.2 +0.51 0.54

2 -0.01+ 0.71 0.7

3 -0.29+ 0.49i 0.57

4 0.05 +0.22i 0.22

5 0.15 + 0.52i 0.54

6 -0.05 + 0.661 0.66

7 -0.23 + 0.44i 0.48

8 0.06 + 0.31 0.3
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3.8. Julia Kiimeleri veMandelbrot Kiimesi Arasindaki Fark

Julia kiimeleri ile Mandelbrot kiimesi arasinda siki bir bag vardir. Onlar tiretmekte

kullanilan Steleme fonksiyonu z,,, =z +c¢ dir. Bu formiilin kullanimindaki fark

n+l1

nedir?

Mandelbrot kiimesinin resmini ¢izmek icin, kompleks diizlemin her bir ¢ noktasi igin

formiil 6telenir ve daima z, =0 ile baglanir.

Julia kiimelerinin resmini ¢izerken, z, degeri degisirken, ¢ tiim bu Oteleme siireci

esnasinda sabit bir degerde kalir. ¢’nin degeri Julia kiimesinin seklini belirler. Diger

bir deyisle kompleks diizlemdeki her nokta belirli bir Julia kiimesi ile iliskilidir.

3.9. Julia Kiimesi Yapma

Kompleks diizlemden bir nokta secelim ve bu noktayr ¢ olarak adlandiralim. ¢ ye
karsilik gelen kompleks say1 ¢ = x+iy formundadir. ¢ ile baglantili olarak asagidaki
algoritma Julia kiimesi iiretir: bu algoritma kompleks diizlemde verilen genel bir z
noktasinin, ¢ ile baglantili olarak, Julia kiimesine ait olup olmadigini belirler ve

bdylece ona atanacak renk belirlenmis olur.

z kilmeye ait ise, z, =z kullanilarak z,,, =z, +c fonksiyonu &telenir. Fonksiyon

n+l
otelendiginde z baslangic noktasina ne olur? Ya orjinin bir civarinda kalacak ya da
orijinle arasindaki mesafe limitsiz olarak artarak uzaklasacaktir. Ik durumda, nokta
Julia kiimesine aittir, diger durumda ise sonsuza gider ( sonsuz, nokta igin bir
cekicidir) ve z’ye orjinden uzaklagsma hizina bagli olarak bir renk atanabilir. ¢ ile
baglantili olarak Julia kiimesinin bir seklini elde etmek icin koordinatlar1 -2 < x <2

ve —1.5< y<1.5 araliginda degisen tiim z noktalar1 i¢in bu siire¢ tekrarlanmalidir.

Julia kiimeleri sasirtict sekillere sahip olmaktadir. Sekil 3.9’dan 3.11°e kadar ¢’nin
farkli degerleri i¢in meydana gelen Julia kiimeleri gosterilmistir. Dikkat edilirse bu

sekiller dogada var olan bircok fraktal yapi ile ortiismektedir.
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0.5 r

Sekil 3.9: ¢ =0.29+0.016i icin Julia kiimesi

0.5

-0.5

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Sekil 3.10: ¢ =-0.748+0.0725i i¢in Julia kiimesi

140




0.5 F

-1+

0.5 F

1+

Sekil 3.11: ¢=-0.16+0.74{ icin Julia kiimesi

Sekil 3.12: ¢=-1.24+0.15i i¢in Julia Kiimesi
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Julia kiimesi tiretmek i¢in kullanilan bu metot Mandelbrot kiimesi icin kullanilan ilke
aynidir. Noktanin orjinden uzakligi 2 den biiyilk olursa onun smirsiz olarak
artacagindan emin olabiliriz. Boylece, aradaki mesafe iki degerine ulastiginda
noktanin sonsuza gidecegini bildigimiz i¢in Oteleme siirecini durdurabiliriz ve
gerceklesen iterasyon sayisina bagli olarak ona bir renk atayabiliriz (biiyiik sayidaki
bir iterasyon noktanin sonsuza yavasca gittigi anlamindadir). Nokta Julia kiimesine
ait ise, orjinle arasindaki mesafe asla 2 den daha biiyiik olmayacaktir ve ne kadar
iterasyon yapildigi Onemsizdir. Maksimum sayida Otelemeden sonra noktanin
kiimenin hangi kismina ait olduguna karar verip ona gore renklendiririz. Daha fazla

iterasyon kullanildiginda sekilde ¢ok daha fazla detay olacaktir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Ekolojik sistemlerin matematiksel modelleri, bu modellerin bilgisayar simiilasyonlar1
ve bunlarin gercek ekolojik verilerle karsilagtinlmasi, bu tiir sistemlerin kontrol
edilmesinde ya da kisa vadede sistemin geleceginin tahmin edilmesinde yardimci

olurlar.

Ekolojik sistemler iizerinde yapilan deneysel ve teorik calismalar, bu sistemlerin
nonlineer dinamigin modelleri ile tanimlanabildigini gostermektedir. Giintimiiz doga
bilimlerindeki bir diger egilim, birbiriyle iligkili cok sayida basit canlinin
olusturdugu sistemlerin, ¢ogunlukla karmasik ya da kaotik olabilen hareketlerini
incelemektir. Ayni etkilesim aginin bireyleri olan tiirlerin dinamiklerinin, birbirlerine
olan etkilerinin arastirilmasi amaciyla, popiilasyon ekolojisi iizerine bircok calisma
yapilmigtir. Dogal ekolojik sistemlerdeki etkilesim agi, yonelimsel bir iligki ile
birbirine baglanan tiirlerden olusan besin zincirleri ya da besin aglaridir. Bu tiir
sistemler, genellikle, lineer olmayan tiirden bir dinamik davramis gosterirler. Pek cok
karmagik ve nonlineer sistem, bilgisayar simiilasyon teknikleri kullanilarak basariyla

incelenmistir.

Bu caligmada lineer olmayan dinamik sistemler teorisi ele alinip, popiilasyon
dinamiklerinden secilen besin zinciri modelleri ve bu modellerin dinamiksel
davraniglart incelenmistir. Bu tiir sistemlerin sahip olduklar1 nonlineerlik
unsurlarindan dolay1 baslangi¢ kosullarinda yapilan kiigiik degisimlerin ¢ok biiyiik,
ongoriilemeyen sonuclar dogurdugu ve bu nedenle sistemlerin davraniglan ile ilgili

uzun vadede tahminlerin yapilamayacagi sonucuna varilmistir.

Mandelbrot , “Bulutlar kiire degildir.”, “Daglar koni degildir.” diyerek fraktal
geometrinin 6ziinii tanimlamaktadir. Fraktal geometri, kaotik dinamik siireclerde
bicimlerinin karmagik olmasindan dolay1 garip ¢ekici olarak adlandirilan sekilleri
anlamaya ve garipliklerini kesfetmeye yardimci olmaktadir. Bu calismada, son
olarak, fraktal geometri ve fraktal boyut kavramlari {izerinde durulmus ve verilen

orneklerle bu kavramlar incelenmistir.
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Ele alinan modellerin dinamikleri Mathematica tizerinde A.Clark tarafindan

hazirlanan “Dinamik Sistemler Paketi” yardimiyla incelenmistir.
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