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KONFORMAL GEOMETRIK CEBIR iLE ROBOTLARDA TERS
KINEMATIK PROBLEM COZUMU

OZET

Robotik c¢aligmalarinda ters kinematik ¢oziimleri i¢in kullanilan yontemler ve bu
yontemlerin gelistirilmesi genis bir ¢aligma alani olusturmaktadir. Robotlar yaygin
olarak fabrikalarda, tipta, insanlar i¢in zararli olan islemlerin ger¢eklestirilmesinde
kullanilmaktadir. Robotlarin bu genis ¢alisma alaninda ters kinematik probleminin
¢ozimii ve bu c¢oOziimlerin hassasiyeti biiyiikk Onem tasimaktadir. Robotik
calismalarda kullanilan ters kinematik yontemleri ve c¢oziimleri agir matematik
islemleri i¢ermekte ve detayli bir gorsel sonu¢ sunamamaktadir. Bilgisayar
grafiklerinin gelismesi ile robotikte ters kinematik problem c¢oziimlerinin gorsel
olarak bulunmasi fikri gelismistir. Bu ama¢ dogrultusunda oncelikle bilgisayar
izerine uygulanabilecek gorsel bir matematiksel dil kullanilmalidir.

Matematikte geometrik bir cebir gelistirme ¢alismalar1 milattan 6nce tiglincii yiizyila
kadar dayanmaktadir. Oklid’ in “Elementler” adli calismasi geometrik alanda bilinen
ilk calismadir. 19. ylizyilda Hermann Grassmann dis cebir fikrini tanitmigtir. Ayni
yiizyilin sonlarina dogru dis cebir ile kuaternion cebri birlestirilerek Clifford cebri
tanitilmistir. 20. yiizyilda ise bu tezde tanmitilan geometrik cebir ve konformal
geometrik cebir tanitilmistir. 21. yilizyilin baginda bilgisayarlarin gelismesi ile
geometrik cebir bilgisayar grafikleri alanimma dahil olmustur ve bugiline kadar
geometrik cebri bilgisayar programlari ile kullanmak ve uygulama gelistirmek i¢in
kiitiiphaneler ve programlar gelistirilmis ve gelistirilmeye devam edilmektedir. Bu
tezde Dr. Christian Perwass tarafindan gelistirilen CluViz adinda bir program
kullanilmistir. CluViz programi hem geometrik cebir hem de konformal geometrik
cebir i¢in gorsel ve matematiksel sonuglar elde edebilmektedir.

Geometrik cebir, obje ve operatorleri tanimlamak i¢in vektorler ve matrislerden daha
fazla matematiksel isleme izin veren bir matematiksel dildir. Geometrik cebir; lineer
cebir, vektor cebri, kuaternionlar, karmasik sayilar gibi matematiksel dilleri
birlestirerek kullanma imkani sunmaktadir. Bu kadar fazla cebri ve matematiksel dili
icermesine ragmen gorsel oldugu i¢in basit ve kolay anlasilmaktadir. Geometrik
cebirde igerdigi bir ¢ok matematik dilinden dolayr yeni matematiksel iglemler
tanitilmistir. Bunlar i¢, dis ve geometrik ¢arpim isimleri verilen islemlerdir. I¢
carpim, vektorlere uygulanan nokta carpim islemi ile aynidir. Dig ¢arpim, bu cebir
i¢in tanimlanmis bir islemdir ve ¢arpilan iki objenin arasindaki alani kapsamaktadir.
Geometrik carpim ise i¢ ve dis carpimin kombinasyonudur. Bu islemler, cebirde
dogrudan objelere uygulanabilmektedir. Geometrik cebirde bir objenin geometrik
carpima gore tersi alinabilmektedir yani bdlme islemi yapilabilmektedir. Bolme
islemi de, geometrik cebirde dualite tanimin1 meyadana getirmektedir. Geometrik
objelerin dualitesi, objenin ii¢ boyutlu birim dereceye (el”e2”e3) boliinmesi ile
bulunabilmektedir. Bu islemler, objelere sandvi¢ operatorii uygulanmasi ile cebirde
meydana getirilen yeni 6zelliklerde bulunmaktadir. Sandvi¢ operatdrii bir objenin bir
obje ya da operator ile dnce soldan carpilmasi daha sonra ise ikinci obje ya da
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operatoriin tersi ile sagdan carpilmasi anlamina gelmektedir. Sandvi¢ operatorii
kuaternionlar cebrindeki vektorler arasi donme igin kullanilmaktadir, bu cebire de
kuaternion cebrinden gelmistir. Bu cebirdeki yeni ozellikler, objelerin iz diistimii,
rejeksiyonu, yansimasi ve en Onemlisi ise donme Ozelligidir. Kuaternion cebrinde
donme Ozelligi sadece vektorler {izerine uygulanabilirken, geometrik cebirde tiim
objelere uygulabilmektedir. Geometrik cebirde diizlem elemani olarak kullanilan
(e1"ey) ile kuaterinion cebrinde sanal uzayi tanimlayan i, j, k elemanlar1 6zellik
olarak birbirine benzemektedirler. Bu benzerlik kullanilarak geometrik cebirde ii¢
boyutlu donme tanimlanmistir. Geometrik cebirde donme islemi i¢in, donmenin
eksenini ve donme miktarin1 barindiran dénme operatorii tanimlanmistir. Donme
islemi, dondiiriilecek obje ve donme operatorii ile sandvig islemi yapilarak meydana
gelmektedir.

Konformal geometrik cebir, geometrik cebrin ii¢ boyuttan bes boyuta genisletilmis
halidir. Konformal geometrik cebirde ii¢ boyutlu uzaya ilave olarak uzayda orijin
konumunu ve sonsuzu ifade eden iki temel vektér daha eklenmistir. Konformal
geometrik cebirde dogrular, diizlemler, ¢emberler ve kiireler, bu iki temel vektor
sayesinde vektor olarak tanimlanabilmektedir. Tiim geometrik objeleri ayn1 denklem
ile ifade edebilmekten dolay1r konformal geometrik cebirde objeler arasi islem
yapma, objeler aras1 farkliliklar1 ve benzerlikleri bulma kabiliyeti gelismistir. Objeler
aras1 mesafeler geometrik cebirde gelistirilen i¢ ¢arpim islemi ile bulunabilmektedir.
Ayrica objelerin kesisim bolgeleri dis c¢arpim islemi ile bulunabilmektedir.
Konformal geometrik cebirde dualite iglemi, objelerin tanimlanabilecegi farkli bir
denklem meydana getirmektedir. Bir kiire, merkezinin bulundugu konumu ve yarigap
bilgisini igeren denklem ile ifade edilebilecegi gibi ayni zamanda dort noktanin
kesigimi veren denklem ile de ifade edilebilmektedir. Konformal geometrik cebirde
objelerin herhangi bir vektor etrafinda donme islemleri ya da herhangi bir vektor
boyunca oteleme islemleri yapilabilmektedir. Ayrica donme operatorii ve dteleme
operatorlerinin geometrik ¢arpimlari ile objelere tek bir islemle hem dénme hem
oteleme iglemi yani motor islemi kolaylikla uygulanabilmektedir.

Bu tezde konformal geometrik cebir ile robotlardaki ters kinematik probleminin
¢oziilmesi konu alinmistir. Ters kinematik ¢oziim igin jacobi ters kinematik,
geometrik ters kinematik gibi ¢oziimler literatiirde bulunmaktadir. Ayrica literatiirde
robotlarda ters kinematik problemi ¢oziim {izerine konformal geometrik cebir ile de
¢Ozlimler bulunmaktadir. Bu ¢oziimlerin bir kismi daha hizli ¢6ziime ulasmak
amaciyla yeni algoritmalar ile test edilmistir. Tezde uygulama icin sanayide yaygin
kullanilan bir robot se¢ilmis ve bu robot CluViz programi sayesinde gorsel olarak
bilgisayar programina aktarilmistir. Segilen robotun bes adet donel eklemi
bulunmaktadir. Robotlarda ters kinematik probleminin tanimi bir robotun istenilen
konuma, istenilen bir yonelimle gitmesinin ¢6ziimii ya da ¢éziimlerdir. Bu problem
tanimiyla tezde kullanilan robota, robotun mekanik 6zelliklerine ve ¢alisma uzayina
gore bir istenilen son konum ve yonelim verilmistir. Bu istekler dogrultusunda
uzayda robotun eklemlerinin bulunmasi gereken konum ya da konum olasiliklar
hesaplanmistir. Hesaplanma sirasinda robotun eklemleri iizerinde geometrik objeler
olusturularak, istenilen noktadan robotun tabanina dogru objeler arasi islemler ile
robotun eklemlerinin konumlar1 bulunmustur. Eklem konumlar1 bulunduktan sonra
eklemlerin iizerlerine robot kollar1 boyunca yeni objeler meydana getirilerek i
carpim islemi yardimiyla objeler arasi agilar yani robotun eklem agilar1 bulunmustur.
Konformal uzayda hem robotun hem de ¢alisma uzayinin goriintiilenebilmesi ile
robotun ters kinematik ¢o6ziim olasiliklar1 gorsel matematiksel olarak sonuca
kavusturulmustur.
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SOLUTION OF INVERSE KINEMATICS PROBLEM IN ROBOTICS USING
CONFORMAL GEOMETRIC ALGEBRA

SUMMARY

Methods used to solve inverse kinematics problems and development of these
methods constitute a research workspace in robotics area. Robots are used
extensively in factories, medical applications and processes which can be hazardous
for people health and life. Hence solution of inverse kinematics and precision of this
solution is very important in the view of reliability. Also new designed robots such as
modular or parallel robots, have been widespreaded in endustrial area because of
their design and flexibility. With all these developments, inverse kinematics
solutions is common and important study subject in robotics litterateur. Inverse
kinematic methods used in robotic area include heavy methematical processes and
can not present visual solution in detail. Along with evaluation of computer graphics,
an idea about obtaining inverse kinematics solution visually had arised. In the
direction of this idea, a mathematical language which can be implement over
computer has been a necessity.

Geometrical algebra has been reaserching as from B.C. third century. The study
called “Elements” is the first known study about geometry in the history. In 19th
century, the idea of exterior algebra has been introduced by Hermann Grassmann.
Towards the end of nineteeth century, Clifford algebra combined the external algebra
and quaternion was introduced by William Kingdon Clifford. Geometric algebra and
conformal geometric algebra which are presented in this thesis, introduced in the
20th century by David Hestenes.

Geometric algebra and conformal geometric algebra get involved in computer
graphics area in the conference of computer graphics in 2001. Along with evaluation
of the computer technology in the beginning of the 21th century, geometric algebra
and conformal geometric algebra started to use more frequently and until today many
programs and libraries have been developed and still are developing by researchers.
The library called “Clifford” is developed for program called Maple. This library can
be used for geometric algebra and conformal geometric algebra. Unfortunately, this
library has not visual solution for both algebras. The library called “Gable” is
developed for program called “Matlab”. This library has visual solution. On the other
hand, this library has not supported for conformal geometric algebra yet. In this
study, a program called as CluViz developed by Dr. Christian Perwass has been
used. CluViz can obtain both mathematical and visual solutions for geometric
algebra and conformal geometric algebra. At the same time, the conformal and
geometric spaces used in visual solutions have been introduced, can be served
visually to the user.

Geometric algebra is a mathematical language offering more mathematical procesess
with respect to vectors and matrices to define objects and operators. Geometric
algebra consist linear algebra, vector algebra, quaternions and complex numbers.
Altough consisting of many mathematical languages, geometric algebra is an easyly
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understandable language because of being visually. Geometric algebra consists of
“blades” which are the basic elements of this algebra. Blades have dimensions such
as one-blade, two-blade and etcetera. One-blades are three base vectors. And two-
blades are spanned by two base vectors. Renewed operations has been introduced in
geometric algebra owing to consist many mathematical language. These operations
are inner, outer and geometric operations. The inner product is the same with dot
product operator for vector algebra. The outer product is an operator relatively new
described for this algebra. The outer product’s solution embraced the area between
two objects which are applied by outer operator. The goemetric product is a
combination of inner and outer products. These mathematical operations can be
applied to objects directly. In geometric algebra, inner products makes objects lower
degrees with respect to their dimensions. Also the inner product consists the
knowledge of degree between two objects. Hence, it can be used as criteria for
perpendicularity and it can be used to find degree between objects numerically. The
outer product can be used as criteria for parallelism. The geometric product can be
applied for all objects. Also in geometric algebra, the reverse of an objects can be
found with respect to geometric product. This ability shows that divide operation
between objects can be applied in geometric algebra. The divide operation causes a
new description of an operation in geometric algebra which is “duality” operation.
The dualty of an object can be found by dividing the object by three degrees unit
blade(e1”e2”e3). Duality operator’s meaning as visually is the objects which is
describing the first object. For example the duality operator for a plane gives a line as
a solution, in this case the line is perpendicular to the plane. Implementation new
opearations together with sandwich operation to objects added new attributes to
geometric algebra. Sandwich operator means that multiplying an object with an
object or operator from left side, then multiplying with inverse of second object or
operator from right side. The sandwich operator used for rotations between vectors in
quaterinons, in this algebra the sandwich operator comes from quaterinons. The new
attributes in this algebra are projection, rejection, reflection and the most important
one is rotation operation. The projection, reflection, rejection and rotation attributes
can be applied to the objects or between objects with single operation in this algebra.
Attribute of the rotation of geometric algebra comes from quaternion algebra. In
quaternions the rotation can be applied on only vectors. The (e1”e2) used as plane
element in geometric algebra is likely to i,j,k defining imaginary space in quternion.
The square of plane elements in geometric algebra and the square of imaginary
elements in quaternions are same, both results of them are minus one. Using this
likelihood, 3-dimensional rotation has been defined in geometric algebra. In
geometric algebra, a new operator is introduced for rotation process. This operator
consists of rotation axis and degree of the rotation. The rotation process can be
applied with sandwich operator between object which will be rotated and the rotation
operator. In this algebra, the intersection area between objects can be found with
applying the duality operator to the inner products of the objects.

Conformal geometric algebra is an expanded geometric algebra from three
dimensions to five dimensions. There are two additional base vectors in conformal
geometric algebra. One of these base vectors is created to describe origin point in
conformal space. The other base vector is created to describe infinity. With these two
base vectors; lines, planes, spheres, points and circles can be described with one
single equation or intersect of objects in conformal geometric algebra. Along with
describing objects via same equation, the finding intersecting of objects and
distances between objects be simple calculations in conformal geometric algebra.
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Finding distances between objects can be realized with inner product in one step and
finding intersections of objects can be carried out with outer product in one step. The
duality operator in conformal geometric algebra, bring about a new equaiton group to
describe objects. A sphere can be introduced with an equation which consists the
location of the sphere and the radios of the sphere. Also the sphere can be introduced
by outer products of four conformal points on that sphere. Along with these two
different definition of objects bring to existence two different definition of conformal
space. These definitions are “the inner product of null space” and “the outer product
of the null space”. In CluViz programme, the user can use both of them voth
mathematically and visually. For the transion between definitions or defining the
object with the other definition, the user can use duality operator. In conformal
geometric algebra, objects can be rotated about an arbitrary line or can be
transformed through an arbitrary line. Besides with geometric product of rotation
operator R and transformation operator T, an object can be rotated and translated
with just one operation. With help of CluViz program, objects can be created in
conformal space and whole conformal geometric operations can be implemented on
whole object or one of its part.

In this thesis, the aim is finding solutions for inverse kinematics problems in
robotics. There are some solutions in literature for inverse kinematics problem, such
as inverse Jacobian kinematics and geometric inverse kinematics. Also there are
some solutions for inverse kinematics with conformal geometric algebra. Some of
these solutions are advanced for faster solution and they are tested by computer
algorithms. In this study a robot used in industry is picked and robots specifications
are embedded in CluViz program visually. The robot has five rotational joints. The
definition of inverse kinematics problem is solution or solutions of robots joints’
angles with specific desired point and orientation. With definition of inverse
kinematics problem, in this study a desired point and orientation are given to
program as inputs according to robot’s mechanical constraints and work space.
According to these inputs, the position of robot’s joints or possible positions of
robot’s joints are calculated. During the calculations, some geometric objects are
created on position of robot’s joints. From desired point to the base of robot, the
positions of robot’s joints are calculated with operations of between objects. Some
new geometric objects are created on robot’s joints to calculate angles between
objects or angles of joints. In conformal geometric algebra the solutions can be
discovered visually and mathematically.
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1. GIRIS

Robotik c¢aligmalarinda ters kinematik ¢oziimleri i¢in kullanilan yontemler ve bu
yontemlerin gelistirilmesi genis bir ¢alisma alanm1 olusturmaktadir. Robotlar yaygin
olarak fabrikalarda, tipta, insanlar igin zararli olan, kaynak ve kimyasal islemler gibi
islemlerin gergeklestirilmesinde kullanilmaktadir. Bilgisayar grafiklerinin gelismesi
ile robotikte ters kinematik problem c¢oziimlerinin gorsel olarak bulunmasi fikri
gelismistir. Bu tezde Dr. Christian Perwass tarafindan gelistirilen CluViz adinda bir
program kullanilmistir. CluViz programi hem geometrik cebir hem de konformal

geometrik cebir i¢in gorsel ve matematiksel sonuglar elde edebilmektedir.

Geometrik cebir, obje ve operatdrleri tanimlamak i¢in vektorler ve matrislerden daha
fazla matematiksel isleme izin veren bir matematiksel dildir. Geometrik cebir; lineer
cebir, vektor cebri, kuaternionlar, karmasik sayilar gibi matematiksel dilleri
birlestirerek kullanma imkani sunmaktadir. Bu kadar fazla cebri ve matematiksel dili
icermesine ragmen gorsel oldugu i¢in basit ve kolay anlasilmaktadir. Geometrik
cebir, bilgisayar grafikleri ve robotik {izerine ¢alisma ikani sunmaktadir.Konformal
geometrik cebir, geometrik cebrin li¢ boyuttan bes boyuta genisletilmis halidir.
Konformal geometrik cebirde dogrular, diizlemler, ¢emberler ve kiireler, vektor
olarak tanimlanabilmektedir. Konformal geometrik cebirde donmeler ve Gteleme
islemleri rotor ile tanimlanabilmektedir. Rotorlar herhangi bir objeye

uygulanabilmektedir.

1.1 Tezin Kapsam

Bu tezde konformal geometrik cebrin ile robotlardaki ters kinematik probleminin
¢oziilmesi konu alinmistir. Ters kinematik ¢oziim i¢in jacobi ters kinematik,
geometrik ters kinematik gibi ¢oOziimler literatiirde bulunmaktadir. Bu tezde
konformal geometrik cebrin objeler iizerinde donme ve Gteleme o6zelliklerinin ve
objeler arasi oOzelliklerinin faydalariyla ters kinematik ¢6ziim gorsel olarak

bulunmaktadir.



1.2 Literatiir

Literatiirde konformal geomatrik cebir ile ters kinematik ¢oziim igin Ornekler
bulunmaktadir. [1]’de gosterilen ¢alismada konformal geometrik cebir genel olarak
tanitilmis ve iki farkli robot kolu, iki farkli bilgisayar programi ile ters kinematik
¢Oziimii yapilmistir. Farkli programlar sonucu daha hizli bulabilmek i¢in denemistir.
[2]’de gosterilmis kaynakta bir robotun ters kinematik ¢6ziimii konformal geometrik
cebir ile bulunmus ve bilgisayar iizerinde konformal geometrik islemlerin hizlh
yapilmasi igin optimize edilmis kod Maple programi ile kullanilmistir. Bu kaynaktaki
robot alt1 eklemli insan bacagi benzetimi bir robottur.

[3]’de gosterilmis kaynakta ise farkli bir robotun ters kinematik ¢Ozimiinii
icermektedir. Bu ¢alismada kullanilan bes eklemli bir robot koludur.

[5], [6], [7], [8] ve [9] numaral1 kaynaklarda robotlarin ters kinematik ¢éziimlerine
dair konformal geometrik cebir ile farkli yaklasimlar bulunmaktadir. [10] ve [11]
nolu kaynaklarda ise konformal geometrik cebir i¢in yazilan Clifford kiitliphanesi ile
CluCalc programinin kullanimina ve matematiksel altyapilarina dair bilgilendirmeler

bulunmaktadir.



2. GEOMETRIK CEBIR

2.1 Amag

Geometrik cebir; lineer cebir, vektor cebri, kuaternionlar, karmasik sayilar gibi
matematiksel dilleri birlestirerek kullanma imkani sunmaktadir. Geometrik cebrin
miithendislikte, fizikte, goriintii isleme gibi konularda uygulamalari bulunmaktadir.
Bu boliimde geometrik cebrin tarihgesi, elemanlari, islemleri ve diger ozellikler

hakkinda bilgi verilecektir.

2.2 Geometrik Cebrin Tarihcesi

Geometrik cebir, geometrik acidan milattan &nceki Oklid geometrisine
dayanmaktadir. Ama bu tezde kullanilan hali 1844 yilina kadar gelistirilmemistir.
1844 yilinda Hermann Grassmann dis(exterior) geometrik cebir fikrini tanitmistir.
1878 yilinda William Kingdon Clifford, Grassmann’ 1n tanittig1 dis cebri ve William
Rowan Hamilton’ un kuaternionlarini arastirmistir. Kuaternionlar belirli 6teleme ve
donme islemlerini agiklamaktadir. William Kingdon Clifford bu iki cebri
birlestirerek yeni bir cebri tanitmistir. Bu cebirde Grassmann’in dis islemini biraz
degistirmistir ve geometrik islem olarak tanitmistir. 1960’11 yillarda David Hestenes,
Clifford cebrini gelistirerek geometrik cebri tanitmistir. Hestenes’ in geometrik cebri

bir¢ok bilim dalina uygulanmastir.

2.3  Geometrik Cebrin Elemanlar1

Geometrik cebir “blade” adi verilen hesaplanabilir elemanlardan olusur. “Blade”
kelimesi teknik olarak pervane kanadi anlamina gelmektedir. Bu tezde “blade” terimi
icin kanat ifadesi kullamilmustir. Ug¢ boyutlu Euclidean uzayr derecelendirilmis
kanatlari igerir. Bir skaler deger 0-kanat olur. 1-kanat {i¢ temel vektordiir (e; e2,.€3). 2-
kanat, iki temel vektor ile genisletilmis Sekil 2.1°‘de gosterildigi gibi diizlem
elemanlaridir. 3- kanat ise ili¢ temel vektor ile genisletilmis (e €24€3) lic boyutlu

elemanlardir.



e2

e3

Sekil 2.1 : 2-Kanat e1”e2 (iki temel vektor tarafindan genisletilmis).

Cizelge 2.1°de 3-boyutlu Euclidean uzayinda bulunan geometrik cebrin kanatlarinin

listesi verilmistir.

Cizelge 2.1 : 3-Boyutlu Euclidean uzayimin kanatlari.

Kanat Derece Kisaltma

1 1 0 1

2 el 1 el
3 e2 1 e2
4 e3 1 e3
5 e2"e3 2 e23
6 el”he2 2 el2
7 el”e3 2 el3
8 el”e2”e3 3 |

2.4  Geometrik Cebrin islemleri

Geometrik cebrin ii¢ islemi vardir;
e Dis carpim,
o g carpim,

e Geometrik ¢arpim.

2.4.1 Dis ¢carpim ve paralellik

Geometrik cebirde dis ¢carpimin ii¢ temel 6zelligi vardir. Bunlardan ilki ters simetri
ozelligidir denklem (2.1)’de gosterilmistir. Ikinci 6zelligi dagilma ozelligidir ve
denklem (2.2)’de gosterilmistir. Son 6zelligi ise birlesme o6zelligidir ve denklem

(2.3)‘de gosterilmistir.



aAb= —(bAa)

(2.1)
aA(b+c)=aAb+aAc (2.2)
aA(bAc)=(aAb)Ac (2.3)

Bu 6zelliklere gore bir vektoriin kendisiyle dis ¢arpimui sifirdir ve denklem (2.4)’de

gosterilmigtir.

aha= —(aAa) =0 2.4)

Bir vektor kendisine paraleldir bundan dolayi iki paralel vektoriin dis ¢capimi sifira
esittir dolayistyla dis carpim geometrik cebirde paralellik o6lgiitli olarak
kullanilabilmektedir.

2.4.1.1 Bivektorler

Bivektorler iki vektorden meydana gelen geometrik objelerdir. Bir bivektor iki
vektoriin dis carpimi ile elde edilen diizlem elemanlaridir. Sekil 2.2’de 6rnek bir

bivektor ve bilesenleri verilmistir.

Sekil 2.2 : Bivektor ve bilesenleri.

Sekil 2.2 de goriildiigii gibi iki vektoriin dig ¢arpimi diizlem elemanini yani bir
bivektorii olusturur. Matematiksel olarak ayni islemi yapilirsa; denklem (2.5) elde

edilir. Denklem (2.5)’de ¢arpma islemini agilirsa denklem (2.6) elde edilir.

c=alAb=(e;+ e) A (e;— e3) (2.5)



aAb=e ANe, —e;Ae; + e;Ae; —e; A ey 2.6)

Dis carpimda bir vektoriin kendisi ile dig carpimi sifir olmasina kuralina gore
denklemdeki sadelestirmeler gergeklestirilirse denklem (2.7)’da gosterildigi gibi

sonug elde edilir.

aAb=e Ae, —egAe, +e,Ae; — e A e
kﬁ_l )

alb= 0 —eNe +e, e — 0 (2.7)

Di1s carpimin anti-simetri 6zelligine gore denklem yeniden sadelestirilirse denklem
(2.8) elde edilir. Denklem (2.8) elde edilen bivektoriin tersi; denklem (2.9)’da

gosterildigi bulunur.

alAb= -2x(e; A ey) = —2ey, 2.8)

(@ahb)=¢ = 2x(e; A &) = 2eyy (2.9)

2.4.1.2 Trivektorler

Bir trivektdr, li¢ vektoriin dis ¢arpimi olan ii¢ boyutlu elemandir. Sekil 2.3‘de 6rnegi

gosterilmistir.

a=el + e2

b=el-e2

Sekil 2.3 : Trivektor ve bilesenleri.

Sekil 2.3’de goriilen “d” trivektoriinii matematiksel olarak hesaplanirsa denklem
(2.10) elde edilir.



d=aAbAc=(e;+ e;)A(e; — e; ) A ey

0 1]

= [—E‘lﬂ 92 + 92 A el)A83| (210)

Denklemde goriildiigii lizere a, b ve ¢ vektorlerini dis ¢arpimi ii¢ temel vektoriin dig
carpimina esit olur, “ I “ ile gosterilir ve sahte skaler (“pseudoscalar”) olarak

adlandirilir.

2.4.2 T¢ carpim ve diklik

Geometrik cebir i¢ carpim olarak adlandirilan bir isleme sahiptir ve “A.B” ile
gosterilir. Euclidean uzayinda iki vektoriin i¢ ¢arpimi vektorlerdeki skaler ¢arpimla

aynidir. Vektorlerin skaler carpimlart agagidaki denklem (2.11) ile ifade edilir.

a.b = |a||b|cos(8) (2.11)

Denklemdeki “theta” iki vektor arasindaki agiy1 ifade etmektedir. Bu denklemden de
anlasilacagl tlizere i¢ ¢arpimi vektorlerin uzunluklarimi bulmak ya da iki vektor
arasmdaki agiyr bulmak igin kullamlabilmektedir. i¢ garpim aymi zamanda dikligin
dlciitii olarak kullanilabilir. Iki dik vektoriin i¢ carpimi her zaman sifir olacaktir.

Geometrik cebirde i¢ carpim sadece vektorler icin kullanilmaz, ayn1 zamanda iki

bivektoriin ya da bir bivektor ile vektoriin i¢ ¢arpimi hesaplanabilir.

x.B

Sekil 2.4 : Bir vektor ile bivektoriin i¢ carpimi.



Sekil 2.4’de bir vektor ile bir bivektoriin i¢ carpimin bir vektér oldugu
gosterilmektedir. I¢ carpim derece diisiiren yani bivektdrden vektdre diisiiren bir
islemdir. Ornekte de goriildiigii iizere bir bivektdr ile vektdriin i¢ ¢arpimi vektor

olmustur(1.2 = 1).

2.4.3 Geometrik ¢carpim ve dualite

Geometrik ¢arpim i¢ ve dis ¢arpimin bir kombinasyonudur. Iki u ve v vektdriiniin

geometrik c¢arpimi “uv”  seklinde gosterilir ve agilimi  denklem (2.12)’de
gosterilmistir.

w=ulAv+u.v (2.12)
Geometrik ¢arpim kuralindan i¢ ve dis carpim elde edilirse denklem (2.13) ve
denklem (2.14) elde edilir.

1
u.v=g (uv + vu) (2.13)

1
ulv = > (uv — vu) (2.14)
Bunlardan yola ¢ikarak bir vektoriin karesini elde etmek igin denklem (2.15) ‘de

gosterilen sonuclar elde edilir.
¢’ =aa=alha+aa=aa
el=e e+ e.e,=e.6,=1

Tim bu verilen 6rneklere gore bir vektorle bir diizlemin i¢ carpimini hesaplanirsa
denklem (2.16)da gosterilen “-e1” vektorii elde edilir.

x.B=(es+e;).(e;Ae;) = (es5+e,).e10= e3.e15+ €r.€15

=ez.e.e1 tey.ee;=0— ey, = — ¢ (2.16)

Verilen 6rnekte de goriildiigli gibi geometrik ¢arpim sadece vektorler degil aym

zamanda geometrik sekiller icin de gegerlidir. iki bivektdr Sekil 2.5°de gosterilmistir.



Iki bivektdriin geometrik carpimi Sekil 2.6’da gorsel olarak, denklem (2.17)‘da

matematiksel olarak aciklanmistir.

C = (el + e2) el

Sekil 2.5 : iki bivektor-diizlem.

BC = (e;A ey)((e1+ex)A e3) = ejey(eAe; + ey Aes)
= erey(ere3 + eye3) = eje.e1e3 + e1e5e€3
= —eyeie.63+ eje,e,65 = —eye3 — €36; (2.17)
= —ey3 —e31 = —[(—(eshey) + eshey)]
= —[esA(—e; +eq)]
Matematiksel islemlerden de anlasildigi iizere iki bivektoriin geometrik carpimin

sonucu bir bivektor olur.

C=(el+e2)" el

B=el"e2

Sekil 2.6 : ki bivektdr ve geometrik carpimlari.



Geometrik cebirde bir vektoriin ya da kanatin tersi alinabilir ve denklem (2.18)’de

gosterildigi gibi tanimlanur.

-1 _
A4 =1 (2.18)

Bir v vektoriiniin tersi denklem (2.19) gosterildigi gibi tanmimlanir ve denklem

(2.20)’de gosterildigi gibi ispatlanr.

p1= Y
v (2.19)
v vv 1
vy Vv (2.20)
Buna gore sahte skalerin tersi —I olur, denklem (2.21)’de ispat1 gosterilmistir.
II = (e;Aeyey) (e Aeyfe;) = (e1e.e3)(e18,03) = ege 810,05 =
—£,8,038,8,85 = £,858,8,8,8; = —g,8,8,8; = —ege; = —1
S e S
1 1 1
L= -1 (2.21)

= I1(-1rt= -1t

=1t = -]
Geometrik carpimin tersi alinabilir olduguna gore geometrik objeler birbirlerine
boliinebilmektedir. Bolme islemi bagka bir isemlin tanimin1 meyadana getirmetedir.
Bir geometrik objenin dualitesi objenin sahte skalere (I) boliinmesi ile bulunur.
Denklem (2.22)‘de gosterilen A diizleminin dualitesi, denklem (2.23) ile bulunur ve

Sekil 2.7°de gosterilmistir.

A= e;A(e; +e3) 2.22)

7 = e,A(e; + 93)(919293)_1 = ey(e; + e3)(—ejeze3)
= —(ez(e1 + e3))eleze3 = —ej,e 616,63 — e,e3e,65e5 (2.23)

= —e€y€ee3 — e3ze,e,e.e3 = —€3 + eezez3 = —eé3 + eq
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A=e2 " (el +e3)

Sekil 2.7 : A diizlemi ve dualitesi
2.5  Geometrik Cebrin Ozelikleri

Geometrik cebrin iglemleri, objeler arasinda iz diisiim, yansima ve donme gibi bazi
gorsel islemleri lineer cebre gore basitlestirmektedir.
2.5.1 Iz diisiim ve rejeksiyon

Bir vektoriin (v) bir diizleme (B) gore izdiisiimii ve rejeksiyonu sirastyla denklem

(2.24) ve denklem (2.25) ile bulunur.

v.B

Yoro = g~ (2.24)
vAB

Vrej = 5~ (2.25)

v_rejeksiyon

v_projeksiyon

Sekil 2.8 : “v” vektorii, projeksiyonu ve rejeksiyonu.
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Sekil 2.8°de v vektoriinin B diizlemine gore izdiisimi ve rejeksiyonu
gosterilmektedir. V vektoriiniin izdiisimi B diizlemine gore paralel olmaktadir, v

vektoriiniin rejeksiyonu B diizlemine gore dik olmaktadir.

2.5.2 Yansima

Bir v vektoriiniin bir A diizlemine gore yansimasi denklem (2.26) bulunmaktadir

gorsel olarak Sekil 2.9°da gosterilmistir.

Av
Vyan = =7 (2.26)

V_Yyansima

Sekil 2.9 : “v” vektorii ve A diizlemine gore yansimasi.
2.5.3 Kesisme

Geometrik cebirde iki obje arasindaki kesismeleri gosterebilmek i¢in verilen operator

denklem (2.27) gosterildigi gibi tanimlanir ve Sekil 2.10°de gosterilmistir.

A*.B

(2.27)

Kesisim

B

Sekil 2.10 : iki objenin kesigimi.
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2.6 Doénme Islemleri

2.6.1 Kuaternionlar ile donme islemleri

Kuaternionlar, karmasik sayilarin ii¢ boyutlu hale genisletilmesidir. Bir yerine {i¢
farkli sanal kisimlar1 i, j ve k vardir ve bunlarin her birinin karesi -1’e esittir.

Kuaternionun tanimi ve 6zelikler denklem (2.28)‘da verilmistir.

Q=w+ix+jy+kz i?=j2=k*= -1 ij=k= —ji (2.28)
Dénme islemi i¢in kullanilan 6zel denklemlere rotor denir. ki boyutlu dénme igin

karmasik sayilarla tanimlanan rotor denklemi denklem (2.39)’da verilmistir.

R, = cos(0) + i.sin(0) (2.29)

Buradaki denkleme bakarak kuaternionlar ile ii¢ boyutlu dénme icin rotor tanimi

denklem (2.30)’da gosterildigi gibi yazilir.

R = [v.sin(0), cos(6)] (2.30)

Bir vektori ya da saf kuaternionu denklem yardimiyla denklem (2.31)’de gosterildigi
gibi dondiirebiliriz. Saf kuaternion yani vektor p=[p,0], kuaternion ise q =[S v, s]

olsun.

p' = qp = [Bv,s][p,0] = [sp + Bv x p, (=pv.p)] (2.31)

Iki kuaternionun ¢arpimi genel kuaternion yapisinda hem gercek ve sanal kismi olan
bir sonug elde edilmistir. Yukaridaki sonug i¢in bazi varsayimlarda bulunulabilir. P
vektoriinlin v vektoriine dik oldugunu varsayarsak, bu durumda p’ kuaternionun —
“Bv.p” kismi yani gercek kismu sifir olur ve sonug saf kuaternion yani vektdr olur

denklem (2.32)’de gosterilmistir.

p'=I[sp+pBvxp,0] (2.32)
Bu durumda p vektoriinii v kadar dondiirmek i¢in s’nin yerine cos(0) ve p’nin yerine
ise sin(0) konmalidir.
Bu donme islemi bir 6rnekle agiklanirsa, q kuaternionun vektor kismina dik olan p
vektoriinii 45 derece dondiirme islemi denklem (2.33)’de gosterildigi gibi olur.
Sonug k etrafinda 45 derece dondiiriilmiis saf kuaternion yani vektdr bulunmustur.

q = [cos(@),sin(0)k (2.33)
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p = [2i,0]
V2 V2 V2. 2V2
[7](,7] [21,0]: 2 Tle 0

p'=qp =
= [V2i +v2j,0]

Bu doénme islemini p ve v vektorii birbirine dik olmadiginda yapildiginda denklem

(2.34)’de gosterilen sonuglar elde edilir.

V= gi + gk p=2i
p' = qp = [sin(8) v, cos(8)][p, 0]

= [cos(8) p + sin(8) v x p, —sin(0)v.p]

V2. VZ(VZ. V2 (2.34)
=7 20 +— > <7l k>x2i,
—g(gl \/2_ > l [\/—l-i-],—l]

Sonug bir dnceki ornekte oldugu saf kuaternion degildir ve dondiiriilmiis vektor de
degildir. Dondiirme islemleri i¢in sadece vektorlerle ya da dik vektorlerle sinirli
kalamayacag1 i¢in bunun i¢in de p’=q p kuaternionu g kuaternionunun tersi ile
carpilirsa istenilen dondiirme islemi elde edilmis olur. Kuaternionun tersi ile
dondiirme islemi denklem (2.35)de gosterilmistir.

q = l—sin(@) (?1 +§k>,cos(0)l = —g(?t +§k>§l

1
= [~ k2]
P = qpa~ = [V2i 4,115 [~k V2] (2.35)

1
=S [i+k+2i+V2j — i +V2j + b, —V2 + V2]

=[i +V2j + k, 0]
Islem sonucunda saf kuaternion ve baslangi¢ p vektdriiniin mutlak degeri ile ayni bir
sonu¢ elde edilmistir. Fakat vektor 90 derece donmiistiir. Bu nedenle kuaternion ile
donme islemi yapilirken istenilen ac¢inin yarisi ile islem yapilir, denklem (2.36)‘da

gosterilmistir.

14



0= [sin(6) .cos 30)] (2.36)
Kuaternionlar ile donme 6rnekte gosterildigi gibi bir vektorii kuaternionun kendisi ile
carpip boliinmesi ya da kendisi ile ve tersi ile carpilmasi ile yapilmaktadir. Bu isleme
sandvi¢ islemi denilir. Geometrik cebirde yansima islemi de ayni sekilde
yapilmaktadir.  Kuaternionlar ile sadece  vektorlerin  donme islemleri
tanimlanmaktadir.
Dénme islemi, bir ¢ift vektoriin iki kez yansima islemi yapilmis halidir. iki birim
vektoriin geometrik carpimi iki yansima islemini igermektedir. Bundan dolay1
geometrik cebirde donme islemi yapilirken geometrik carpim islemi
kullanilmaktadir. Ayrica kuaternionlarda kullanilan i, j, k sanal kisimlar geometrik
cebirde kullanilan diizlem elemanlar1 ile benzer yapidadirlar. Sanal kisimlarin
karelerinin -1 oldugu gibi, geometrik cebirdeki diizlem elemanlarinin ((e1 " €3),
(ex"e3)(e1es)) kareleri de -1 olmaktadir. Bu sebeplerden dolay1 geometrik cebirde

kullanilan rotor ifadesi kuaternionlardan gelmektedir.

2.6.2 Geometrik cebirde iki boyutta donme

Geometrik cebirde iki normalize edilmis vektoriin geometrik ¢arpimi, bu iki vektor
arasinda bir donmeyi tanimlar(vektorler arasindaki agiyr ikiyle carparak). Bir
vektorii(a) iki boyutta dondiiriilme istenirse denklem (2.37) kullanilir. Denklemdeki

R’ ye rotor ad1 verilir ve denklemdeki R ifadesi R nin tersini ifade eder.

¢ = RaR (2.37)

a velttiriinin
dindiiriilmiis hali

a velotdri

Sekil 2.11 : 2 boyutta 6rnek dondiiriilmiis bir vektor.
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Sekil 2.11’da goriilen ornekte a ve b vektdrlerinin geometrik carpimlar1 ile R
operatdrii bulunmustur daha sonra R operatoriiniin yardimiyla a vektorii 2*© kadar
dondiiriilmiistiir. Dondiirme operatorii R, tstel fonksiyonlar yardimiyla da denklem

(2.38) yardimiyla bulunabilir.

_@

R=re 2 (2.38)

R operatoriinde i = e;Ae, seklinde tanimlanir. R operatoriinii Taylor Serisi ve
i? = —1 denklemleri yardimiyla ispat1 denklem (2.39)’de gosterilmistir.

5
S ) I G ) I G M ),

1! 2! 3! 4! 5!

* 6!
® 2 ) 4 7 6 ) ) 3
Vi 5 5 z .4 (2.39)
(%)5 @ .
— —1 q + .- = cos (E) — 1SIn <E)

2.6.3 Geometrik cebirde ii¢ boyutta donme

€69

P
Operatér R = e 2", ii¢ boyutta donmeyi tanimlar. Denklemdeki “p” karakteri
normalize edilmis diizlemi tanimlar. Bu diizlemin normalize edilmis vektorii (ya da
dualitesi) donme ekseni olarak kullanilir. Sekil 2.12°de ii¢ boyutta dondiiriilmiis bir

vektoriin 6rnegi verilmistir.

a vektorii
diizleme
Diizleme dik ore pi/3
vektir derece

dindiiriilmiis
veni vektor

Normallestirilmis
diizlem

Sekil 2.12 : Ug boyutta dénme 6rnegi.
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3. KONFORMAL GEOMETRIK CEBIR

David Hestenes konformal geometrik cebri tanitmistir[4]. Geometrik cebri
incelenirken 3 boyutlu Euclidean uzayi iizerine islemler yapilmistir. Konformal
cebirde ise bu uzay: genisleterek yeni bir uzay elde edilmektedir ve buna Konformal

uzay denmektedir. Konformal geometrik cebir 5 boyutlu bir geometrik cebirdir.

3.1 Iki Temel Vektor

Konformal geometrik cebir fazladan iki tane temel vektor icermektedir. Bunlar e, ve

e. vektorleridir. Denklem (3.1) bu temel vektorlerin 6zelliklerini igermektedir.
e2=1 e?2= -1 e,.e. =0 (3.1)

Denklemde gosterilen iki temel vektor ile farkli iki temel vektor denklem (3.2)’de
gosterildigi gibi tanimlanmigtir. Tanimlanan yeni temel vektorler ile ilgili baglantilar

denklem (3.3) gosterilmistir.

ey = E(e_ —ey) e = €_+ e, (3.2)
2 2 1
ey = e5» =0 €x-€9g = —1 e_ = e0+§e00 e,
1 (3.3)
= Eeoo — €

3.2 Konformal Geometrik Cebirde Vektorler

Konformal geometrik cebirde bir vektor denklem (3.4) ile gosterilmektedir.
Euclidean uzayinda bir nokta s = s;e; + s,e, + sze3 denklemiyle gosterilir(Kalin

harfle yazilan degerler s, R elemanidir).
S = s1e; + sye;, + sze3 + sue, + Sse (3.4)

Konformal geometrik cebirde eklenen iki farkli temel vektoriin uzaydaki objeler

arasindaki anlamlar1 Cizelge 3.1’de gosterilmistir.
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Cizelge 3.1 : Konformal cebirde fazladan temel iki vektoriin anlamlari.

s5=0 S50
54=0 Orijinde diizlem Orijinde kiire/nokta
S4740 Diizlem Kiire/nokta

3.2.1 Kiire

Konformal cebirde homojen olmayan s merkez noktali ve r yarigapli bir kiire
asagidaki denklem (3.5) gosterilmektedir. Denklemdeki s; agilimi denklem (3.6) ile
gosterilmistir. Bu denklemlerden yarigap ¢ekilirse denklem (3.7)’deki esitlik elde

edilir.
K =5+ se, + € (3.5)
1 oo 22 on_Loa o
s4=§(sl+sz+s3—r)=§(s —1°) (3.6)
r2= §>—2s, = st +s+s2-2s, (3.7)

Sekil 3.1 : Ornek bir S kiiresi.

Sekil 3.1’de S = e, + e3 — e, + €, denklemine sahip kiire gosterilmistir. Kiirenin

matematiksel denkleminden, kiirenin yarigap1 denklem (3.8) ile elde edilir.

r2=14+1-2x(-1)=4 (3.8)

3.2.2 Nokta

Konformal cebirde noktalar1 yarigapi sifir olan kiire seklinde temsil edilmektedir. Bir

homojen olmayan nokta p, denklem (3.9) ile gosterilmektedir. Bu denklemde de

18



yarigapt bulmak istenilirse denklem (3.10)’deki esitlik elde edilir. Bu sonuca gore

yarigapi sifir olan bir kiire yani nokta elde edilmis olur.

1
— 22
X—p+2p €y + €0 (39)
r= 2—2*(1 Z)=0
p 2P (3.10)

3.2.3 Diizlem

Diizlemler, yaricapi sonsuz olan kiireler seklinde temsil edilmektedir. Vektor
denkleminde ss=0 olarak alindiginda bir diizlem elde edilmis olur. Denklem
(3.11)’da (n4,n,,n3) dizleme dik vektori temsil etmektedir. “n” vektorii denklem
(3.12) ifade edildigi gibi birim vektordiir. Ayrica denklemdeki d, diizlemin orijinden
uzakligin1 ifade etmektedir. Sekil 3.2’de o6rnek bir diizlem gorsel olarak

gosterilmistir.

D = nyeq + nye; +nzez +de, (3.11)

2 2 2
ni+n; +ns; =1 (3.12)

Sekil 3.2 : Ornek diizlem gosterimi.

3.3 Konformal Geometrik Cebirde Bivektorler

Konformal geometrik cebirde ¢emberler ve ¢izgiler bivektorleri olusturmaktadir.

Cizgiler sonsuz ¢apli cemberler ile olusturulmaktadir.
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3.3.1 Cember

Konformal geometrik cebirde bir ¢ember i nokta ile tanimlanabilmektedir.
Konformal geometrik cebirde ¢cember tanimi ise ii¢ noktanin dis ¢carpiminin dualitesi
seklindedir. Sekil 3.3’de, verilen tii¢ nokta ile elde edilmis bir c¢ember

gosterilmektedir.

[ -
Sekil 3.3 : Ug noktadan olusan &rnek ¢ember gosterimi.
3.3.2 Cizgi

Cizgiler sonsuz c¢apli ¢cemberler ile gosterilebilir. Cizgiler, iki nokta ve bir de
sonsuzda bir noktanin yardimi ile tanimlanabilmektedir. Konformal geometrik
cebirdeki tanimi ise bu li¢ noktanin dis carpimlarinin dualitesi seklindedir. Sekil
3.4’de bir ¢izginin bu verilen iki nokta ve sonsuzdaki bir nokta ile gosterilimi

verilmistir.

Sekil 3.4 : Bir ¢izginin gosterilisi.
3.4 Konformal Geometrik Cebirde Dual Vektorler

Kiireleri ve diizlemleri, noktalarn dis c¢arpimlarinin  dualitesi seklinde

tanimlayabildigimiz gibi, konformal noktalarin dis carpimlar1 seklinde de ifade
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edebiliriz. Bu iki farkli tanim sirasiyla bos uzayin i¢ carpimi ve bos uzayin dis
carpimi seklinde tanimlanmaktadir. Konformal uzayda tanimlanan objelerin bos
uzayin i¢ ve dis carpimina gore gosterilisleri Cizelge 3.2°de verilmistir. Tablodan da

anlasildig1 gibi obje tanimlamalari birbirlerinin dualitesine esittir.

Cizelge 3.2 : Bos uzaym i¢ ve dis ¢garpimina gore obje tanimlari.

Obje Bos uzayin i¢ ¢arpimi Bos uzayin dis ¢arpimi
1
Nokta N=x+ Exze00 +e 0 e
. 1
Kiire K =x+§(x2 —1%)e, + € K* = NJAN,AN3AN,
Cember C = Kl A KZ C* = N]_A N2A N3
Dogm L= DlA D2 L' = N]_A N2A €

Sekil 3.5’de 4 konformal noktanin dis carpimi ile elde edilen bir kiirenin gdsterilisi

verilmigtir.

Sekil 3.5 : Bir Kiirenin 4 noktanin dis ¢arpimi olarak gosterilmesi.
3.5 Mesafeler

Konformal geometrik cebirde noktalar, diizlemler ve kiireler vektorler gibi
gosterilebilmektedir. Bu tarz geometrik sekillerin i¢ ¢arpimlari skaler bir deger elde
edeceginden dolayr mesafeleri 6lgmek i¢in kullanilabilmektedir. P ve S olarak iki
konformal vektoriin i¢ ¢garpimi P.S {i¢ farkli anlam ifade edebilir. Bunlar;

e ki nokta arasindaki Euclidean mesafesi;

e Bir nokta ve bir diizlem arasindaki mesafe;
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e Bir noktanin bir kiirenin i¢inde mi ya da disinda m1 oldugunun kararidir.

Oncelikle Euclidean uzayinda asagida tanimlanan iki vektdriin i¢ ¢arpimi agiklanirsa

denklem (3.13)’deki sonuglar elde edilir.

P.S=(p+paex + psey). (s + ss€. + S56p)

= P.S+ SyP. €+ S5P.€) F Dsfoo- S i+ DuSsf + DaSsfoo- €0+ P5fo-S+

o 0 0 0 -1 0
P5S4€0- €oq +395.'55£{§J (3.13)
-1 0

P.S= p.s— p5Sy— SsPs = D151 + D252+ P353— PsSy — SsPs

3.5.1 Noktalar arasinda mesafeler

P ve S iki nokta olarak kabul edilirse, denklem degerleri denklem (3.14) ve (3.15)
gosterilmigtir. Tanimlanan bu iki noktanin i¢ ¢arp1 denklem (3.16)’de gosterildigi

gibi bulunmaktadir.

1 2
Pa=5P%ps =1 (3.14)
1 2
So =585 55 =1 (3.15)
1 1
P.S=p.s—=s?>—=p?
p-s—5S" —5P

L 2, .2 1, 2 2
= P151+P252+P353—§(51 + 55 +53) —E(P1 + p5 + p3)
1
= —E(sf+szz+sf§+p%+p%+p§—2p151—2pzsz—2p353) (3.16)
1 2 2 2 1 2
=—§((51_p1) + (52 = p2)° + (53 —p3)°) = —E(S_P)

(s—p)? = —2(P.9)

Yukaridaki denklemlere gore iki homojen olmayan nokta arasindaki mesafenin

karesi o iki noktanin i¢ ¢carpimlarinin -2 ile ¢arpimina esit oldugu goriilmektedir.
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3.5.2 Noktalar ve diizlemler arasindaki mesafeler

P bir nokta olarak kabul edilirse denklem degerleri denklem (3.17)‘de gosterildigi
gibi olur.

1 2
Pa=5P%ps =1 (3.17)

S bir diizlem olarak kabul edilirse denklem degerleri denklem (3.18)‘de gosterildigi
gibi olur.

s=n,5,=d,s5=0
(3.18)

Bir noktanin ve diizlemin i¢ ¢arpimi denklem (3.19)’da gosterildigi gibi o nokta ve

diizlem arasindaki Euclidean mesafesini gosterir.

3.5.3 Bir noktanin kiireye gore konumunun belirlenmesi

P bir nokta olarak kabul edilirse denklem degerleri denklem (3.20)‘de gosterildigi

gibi olur.
1 2
Pa=5P%ps =1 (3.20)
S bir kiire olarak kabul edilirse denklem degerleri denklem (3.21)‘de gosterildigi gibi
olur.
1
Bir nokta ve bir kiirenin i¢ ¢arpimlart denklem (3.22)‘de gosterildigi gibi bulunur.
1 1 1 1 1
— (2 2\ 2 _ Ll 21,2 a2
P.S=p.s Z(S ) P p.s—5s +2r 5P
1 1 1 1 (3.22)
.2 _ (2 _ 2 — 222 _ (e — )2
=5 2(s 2p.s — p°) 7 2(s p)
Denklem (3.22)’den denklem (3.23) elde edilmektedir.

Denklem (3.23)’ti uzaklik terimi ile yeniden yazilirsa denklem (3.24)’de bulunan
esitlikler elde edilmektedir.
d+1r)=(s—-p)?=d?+2dr+7?

20P=8)=71r%2—=(d*+2dr +7r?) = —d? - 2dr
. (3.24)
D(@) =P.S = =2 (d+21)
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Egri ¢izimi denklemlerinin yardimiyla denklem (3.24)’den denklem (3.25)’teki iki
esitsizlik elde edilmektedir.

D(0)= 0 D(—2r) =0 (3.25)

Egri ¢izim denklemlerine gore paraboliin maksimum noktasini denklem (3.26) ile

edilir.

1
D(-r) =5r* (3.26)
Elde edilen bu denklemlere gore nokta ve kiirenin konumlarinin ihtimalleri asagida
gosterildigi gibi sonuglanir.
e P.S>0 - P noktasi kiirenin igindedir.
e P.S=0 - P noktasi kiirenin yiizeyindedir.
e P.S<0 - P noktasi kiirenin disindadir.

3.6 Kesisimler

I¢ carpimi kullanarak mesafeleri elde ettigimiz gibi dis ¢arpimi kullanarak objeler

arasindaki kesisimler elde edilebilir.

3.6.1 Iki kiirenin kesisimi

Sekil 3.6° da iki kiirenin kesisimi verilmistir. Denklem (3.27)’de gosterildigi tizere
iki kiirenin kesisimi matematiksel olarak ¢cember denklemini vermektedir.
Kirel = —0.5e, —0.5e3 —0.25 e, + €,
Kire2 = 0.5e, +0.5e;—0.25¢e, + €4
Kurel A Kire2 = 0.25 (e,Aey) + 0.25(e3Aey,) — (e, Aey) — (esAey)

(3.27)

Sekil 3.6 : iki kiirenin kesisimi.
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3.6.2 Bir dogru ve kiirenin kesisimi

Bir dogru ve kiirenin kesisimi Sekil 3.7’de gosterildigi gibi bir nokta ¢ifti olmaktadir.

Sekil 3.7 : Bir kiire ve dogrunun kesisimi.
3.6.3 Bir dogru ve diizlemin kesisimi

Bir dogru ve diizlemin kesisimi Sekil 3.8’de gosterildigi gibi bir nokta olmaktadir.

“‘hhﬁﬁhhﬁh“*mﬁ

Sekil 3.8 : Bir diizlem ile dogrunun kesisimi.
3.7 Dénme ve Oteleme

Konformal geometrik cebirde donme ve Gteleme iselemleri rotor ve Gteleme adi
verilen operatorler yardimiyla ve geometrik cebirde oldugu gibi sandvi¢ operatorii

yardimiyla yapilmaktadir.

3.7.1 Doénme

Donme operatorii olan rotor denklem (3.28)‘de tanimlanmustir.

_9,
R=e 2 (3.28)
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Denklemde belirtilen “L” normalize edilmis bir bivektordiir ve donme eksenini ifade
etmektedir. Denklemdeki “theta” ifadesi ise donme ekseni etrafindaki donme agisinin
iki katini ifade etmektedir. Denklemde belirtilen “L” herhangi bir dogru olabilir,
orijinden ge¢mesine gerek yoktur. Bir objenin donmesini gergeklestiren sandvig

operatorii denklem (3.29)‘da gosterilmistir.

Ogsndiriimis = ROR (3.29)

3.7.2 Oteleme

Konformal geometrik cebirde oteleme islemi artan bir fonksiyon ile
tanimlanmaktadir. Oteleme islemi i¢in kullanilan operatdr “T” ile gdsterilmistir ve

denklem (3.30)‘da matematiksel ifadesi gosterilmistir.

— lte'oo — 1
T =e2 =1- Eteoo (330)

Denklemde kullanilan “t” bir vektordiir ve oteleme islemi yapilacak yonii ve boyutu
icermektedir. Oteleme yapilacak geometrik obje “0” ve Oteleme isleme sandvig

operatorii yardimiyla denklem (3.31)‘de gosterilmistir.

Ostelenmis = ToT (3.31)

3.7.3 Kati cisim hareketi

Uc boyutlu hem donme hem de o6telemeyi iceren harekete kati cisim hareketi
denmektedir. Konformal geometrik cebirde hem donmeyi hem de Gtelemeyi ifade

eden operatére motor denmektedir ve ifadesi denklem (3.32)‘de verilmistir.

M = RT (3.32)

Denklemde R, donme icin kullanilan rotor operatoriinii, T ise Gteleme icin verilen
operatorii ifade etmektedir. Bir objenin kat1 cisim hareketi denklem (3.33)‘de ifade
edildigi gibi yapilmaktadir.

OkatiCisimHareketi — MoM (3.33)

26



4. TERS KINEMATIK PROBLEMI

Robotlarda ters kinematik probleminin tanimi bir robotun istenilen konuma, istenilen
bir yonelimle gitmesinin ¢6zliimii ya da ¢oziimlerdir
Bu boliimde Kuka KR 6 R900 robotunun ters kinematik ¢oziimii, konformal

geometrik cebir hem matematiksel hem de gorsel olarak verilecektir.

4.1 Robotun Teknik Ozellikleri ve Cizimi

Kuka KR 6 R900 robotu 5 adet donel eklemden olusmaktadir. Her bir eklemi birer
serbestlik derecesine sahiptir. Robotun ¢izimi ve eklemlerinin dénme yonleri Sekil
4.1°de eksenleriyle gosterilmistir. Robotun kol uzunluklar1 Cizelge 4.1°de

gosterilmistir.

Sekil 4.1 : KR6 R 900 robotunun dénme eksenleri ve semasi[12].

27



Cizelge 4.1 : KR6 R 900 robotunun uzunlulari.

Kollar Uzunluklari
1 400mm
2 455mm
3 420mm
4 80mm

4.2  Konformal Geometrik Cebir ile Ters Kinematik Coziim

Robotun konformal geometrik cebir ile ters kinematik ¢6ziimii i¢in programa giris
olarak robotun boyutlar1 donme eksenleri ve gitmesi istenilen nokta ve yonelimi
verilmektedir. Bu verilenlere gére CLUCALC programi ile robotun grafiksel olarak

gosterimi Sekil 4.2° de gosterilmistir.

Sekil 4.2 : Robotun CLUCALC programu ile gosterimi.

Sekil 4.3 : Robotun gitmesi istenilen nokta ve yonelimi.

Sekil 4.3’ te robotun gitmesi istenilen nokta ve istenilen yonelim dogrusu
gosterilmistir. Bu gosterimde robotun besinci ekleminin ucuna, ug islevci yerine

gorsel bir link eklenmistir. Farkli sekillerde ug islevcilerde istenilen yonelimler
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verilebilmesi i¢in gidilmesi gereken nokta “Pt” hesaplanirken ug iglevci boyutlar: da
hesaba katilmalidir. Burada gorsel olarak 120mm uzunlugunda bir ug islevci
bulunmaktadir. Giris olarak verilen yonelim dogrusu, robotun mekanik olarak
siirlarina uygun olmalidir, Sekil 4.3’de gosterilen L, yonelim dogrusu robotun
siirlarinda uygun degildir. Yonelim dogrusu calisma diizlemine paralel olmalidir.

Robotun ¢aligma diizlemi Sekil 4.4’de gosterilmistir.

Sekil 4.4 : Robotun ¢aligma diizlemi.

Bu ¢alisma diizlemine uygun yonelim dogrusunu bulmak i¢in, yonelim dogrusunun
calisma diizlemine gore projeksiyonu bulunmustur ve Sekil 4.5’de gosterilmistir.
Projeksiyonu bulunmasi i¢in uygulanan islem denklem (2.1)’de gosterilmistir.

_ Plane(;allsmaDﬁzlemi-Lo (4-1)
0=

PlaneCallsmaDﬁzlemi

Sekil 4.5 : Calisma alanina uygun yonelim dogrusu.

29



Robotun birinci eklemi konformal uzayda sifir noktasinda secilmistir, istege gore
degisik bir noktada da secilebilmektedir. Sekil 4.3’da siyah kare ile robotun ilk
eklemi gosterilmistir. Robotun eklem kol yapisina bakarak birinci eklem ne kadar
donerse donsiin ikinci eklemin yerini degistirmemektedir. Bundan dolayr ikinci
eklemin konumunu bulmak i¢in sekilde gosterilen ilk noktayr robotun kol uzunlugu
boyunca, kol yoniinde 6telenmelidir. Konformal cebirde 6teleme islemi igin denklem

(4.2)’de kullanilmaktadir.

4.2)

T= e 2 =1—te,

2

(13 2

Robotun kol yoénii “e;” ekseninde, uzunlugu ise 400 milimetredir. Buna gore dteleme
denklemini denklem (4.3) ile yeniden yazilmstir. Ik eklemin bulundugu nokta Py ile

gosterildiginde, P, noktas1 denklem (4.4) ile bulunur ve Sekil 4.6’ de gosterilmistir.

1
T1 =1- 540062600 (43)

P2=T1P1'f1 (4_4)

Sekil 4.6 : Robotun iizerinde ikinci eklemin gosterilmesi.

Robotun besinci eklemi yonelim ekseni etrafinda donme yaptigindan dolay1 besinci
eklemin yerini bulmak igin, robotun gitmesi istenilen “Pt” noktasi, yonelim
dogrultusunda “Lo” ii¢ islevcinin uzunlugu kadar Gteleme yaptirilarak bulunur.

Oteleme yapmak igin birim dogru kullamilmahdir yonelim dogrusunun
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birimlestirilmesi denklem (4.5)’de gosterilmistir. Oteleme denklemi ve uygulanmasi

sirastyla denklem (4.6) ve denklem (4.7)(2.1)’de gosterilmistir.

L Lo
Obirim ~ [ | (4.5)
1
Te = 1=5120L0 8 (4.6)
Ps = T,P.T,

(4.7)

Sekil 4.7 : Robotun besinci ekleminin bulunmasi.

Robotun dordiincli ekleminin  konumunun bulunmast ig¢in, besinci eklemin
konumundan kol uzunlugu kadar yarigapta bir kiire ¢izildiginde, dordiincii eklem
kiirenin yiizeyinde bulunacaktir. Sekil 4.8’de kiire ve dordiincii eklemin kesistigi

gosterilmistir.

Sekil 4.8 : Dordiincii eklem igin ¢izilen kiire.
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Robotun mekanik kisitlamalarindan dolayi, robotun dordiincii eklemi istenilen
yonelimi gerceklestirecektir. Bundan dolayr robotun dordiincii eklemi uzayda
yonelim dogrusu tizerinde bulunmaktadir. Eklemin uzaydaki tam konumunu bulmak
icin kiire ile yonelim dogrusunun kesisim noktalar1 bulunmalidir. Konformal
geometri cebirde iki objenin kesigimi dig ¢carpimla bulunmaktadir. Denklem (4.8)’de
kiire ile dogrunun kesisimi olan nokta c¢ifti bulunmustur. Sekil 4.9’da kiire ile

dogrunun kesisimi; nokta cifti gosterilmistir.

NC; = (KtureA Dogru) = Sp; AL, (4.9)

Sekil 4.9 : Kiire ile dogrunun kesigimi.

Konformal geometrik cebirde ¢iftini ayirmak i¢in denklem (4.9)[4] kullanilmaktadir.

Ne = (£/NC*.NC* + NC*)

t €. NC* (4.9

Bu denklemi bulunan nokta ¢ifti NC;’ e uygulandiginda dordiincii eklemin yeri

bulunacaktir. Dordiincii eklemin yeri Sekil 4.10°da gdsterilmistir.

Sekil 4.10 : Dordiincii eklemin konumu.
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Sekil 4.11 : Robotun genel ¢izimi.

Robotun Sekil 4.11°deki genel ¢izimine bakarak, tigiincii eklemin konumunu kiireler
ile bulunabilir. Robotun ikinci ekleminin konumunu kiire merkezi alarak, kiire
yarigapini ise ikinci eklemin kol uzunlugu alarak bir kiire ¢izilmelidir. Ayni sekilde
robotun dordiincii ekleminin bulundugu nokta kiire merkezi olarak ve tiglincii
eklemin kol uzunlugu kiire yaricapr olarak ikinci bir kiire ¢izilmelidir. Kiirelerin

cizimi Sekil 4.12°de gosterilmektedir.

Sekil 4.12 : Ugiincii eklem igin ¢izilen kiireler.

Cizimden de goriildiigii lizere iiciincii eklemin konumu kiirelerin kesisimi {izerinde

bulunmaktadir. Konformal geometrik cebire gore iki kiirenin kesisimi, iki objenin dis
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carpimi ile bulunmaktadir. Bu islem denklem (4.10) ile agiklanmis, Sekil 4.13 ile

gosterilmistir.

Kesisimpgire = Kurel A Kiire2 (4.10)

Sekil 4.13 : iki kiirenin kesisimi.

Uciincii eklemin uzayda olabilecegi konumu c¢ember iizerinde smirlandirilmstir.
Ucgiincii eklem robotun c¢alisma alani i¢inde olmalidir. Cember ile robotun ¢alisma
alanmin kesisimi ti¢ilincii eklemin konumunun olasiliklarini igermektedir. Bu islem
i¢in konformal geometrik cebirde dig ¢arpim islemi kullanilmaktadir. Denklem (4.11)

ile kesisim agiklanmistir ve Sekil 4.14°de gosterilmistir.

Kesisimyokeacirei = Alan A Daire (4.12)

Sekil 4.14 : Calisma alani ile dairenin kesisimi.
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Sekil 4.14° de gosterilen iki nokta ile de robot istenilen konuma istenilen yonelim ile
gidebilmektedir. Robot mekanik sinirlarina ya da ¢alisma uzayina bagli olarak nokta
secimi yapilmalidir. Caligma simiilasyon olarak yapildigi i¢cin noktalardan herhangi

biri secilebilmektedir.

Sekil 4.15 : Robotun genel ¢izimi.

Robotun tiim eklem  noktalarinin yeri bulundugu i¢in eklemlerin agilar
bulunmalidir. Konformal geometrik cebirde iki objenin arasindaki a1, objelerin i¢
carpimi yardimiyla bulunmustur. iki obje arasindaki aginin bulunmasi igin denklem

(2.1) kullanilmaktadir.

Obje;.0bje, )

Act = cos‘l( - -
’ |Obje,|[0bjes|

(4.12)

Sekil 4.16 : Robotun ilk ekleminin baslangi¢ konumu.
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Robotun ilk ekleminin agisinin bulunmasi i¢in robotun ilk ekleminden gegen bir alan
cizilmelidir. Konformal geometrik cebirde {i¢ nokta ile bir alan elde edilmektedir.
Bundan dolay1 robot ¢iziminde birinci eklemin konumu, ikinci eklemin konumu ve
liciincii eklemin konumu ile bir diizlem olusturulmustur. ilk eklemin yaptigi ag1
baslangigta Sekil 4.16°da gosterildigi lizere ez eksine dik diizlem ile paralel olacaktir.
Es eksenine dik olan diizlem referans olarak kullanilirsa Sekil 4.17°de gosterildigi
gibi iki diizlem arasindaki a¢1 birinci eklemin déonme agisini verecektir. Denklem

(4.13)’de gosterildigi gibi iki diizlem arasindaki ag1 60 derece bulunmaktadir.

Sekil 4.17 : Birinci eklemin agisi.

p _1( Diizlem,. Diizlem, )
1 = COS

|Diizlem, || Diizlem,| (4.13)

Robotun ikinci ekleminin agisini belirlemek i¢in robotun birinci eklemi ile ikinci
eklemi arasinda kol boyunca bir dogru olusturulur ve ikinci eklemi ile tiglincii eklemi
arasinda kol boyunca bir dogru olusturulur. Bu iki dogru arasinda denklem (4.14)
uygulandiginda ikinci eklemin agis1 52.4 derece olarak bulunmustur ve Sekil 4.18°de

gosterilmistir.

Sekil 4.18 : ikinci eklemin agist.
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0. — cos-1 ( Dogru,,.Dogru,; )
, =

|Dogru,,||Dogriu,s| (4.14)

Robotun iigiincii ekleminin agisini belirlemek igin tigiincii eklem ile dordiincii eklem
arasinda dogru olusturulmustur. Dogruy.3 ile dogrusz, arasinda denklem (4.15)
uygulandiginda iigiincii eklemin acis1 77 derece olarak bulunmustur. Ugiincii eklemin

bulunmasi Sekil 4.19°da gosterilmistir.

9. = cos-1 ( Dogru,z. Dogruz, )
3=

|Dogriys|1Dogrics,| (4.15)

Sekil 4.19 : Ugiincii eklemin bulunmast.

Robotun dordiincii ekleminin agisint belirlemek i¢in dordiincii eklem ile besinci
eklem arasinda dogru olusturulmustur. Dogrus.4 ile dogruys.s arasinda denklem (4.16)
uygulandiginda tigiincii eklemin agis1 36.5 derece olarak bulunmustur. Dordiincii

eklemin Sekil 4.20’de bulunmasi gosterilmistir.

0 — cos-1 ( Dogrusy. Dogruys )
L=

|DogrusslIDOgrigs| (4.16)
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Sekil 4.20 : Dordiincii eklemin agisinin bulunmasi.

Robotun besinci ekleminin ag¢1 degisimi robotun istenilen noktaya ulagmasini ya da
yonelimini etkilememektedir. Bu nedenle, bu robot ozelliklerine gore besinci
eklemin ac1 degisimi 6nemli degildir. Robotun sifir konumu ve ulasilmak istenilen
nokta Sekil 4.21°de gosterilmistir. Robotun gidilmesi istenilen konumu ise Sekil

4.22’de gosterilmistir.

Sekil 4.21 : Robotun sifir konumu.

Sekil 4.22 : Robotun istenilen konumu.
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5. SONUC

Glinlimiiz robotik c¢alismalarinda ters kinematik problemleri igin kullanilan
yontemler genis bir ¢alisma alani1 olusturmaktadir. Robotik ¢aligsmalar i¢in kullanilan
klasik yontemler agir matematik islemleri icermekte ve detayli bir gorsel bir sonug
sunamamaktadir. Bilgisayar grafiklerinin gelismesi ve gorsel yontemlerin artmasiyla
birlikte robotik alanindaki ters kinematik probleme gorsel bir sonu¢ ya da ¢oziim
getirilmesi fikri gelismistir.

Bu c¢alismada, robotikteki ters kinematik problemine farkli bir matematik dili ile
¢Oziim yolu bulunmasi amaglanmigtir. Bu amagla, dncelikle kullanimi ¢ok yaygin
olmayan ve daha cok bilgisayar grafikleri alaninda kullanilan geometrik cebir
tanitilmigtir. Geometrik cebir ve Ozellikleri gorsel orneklerle anlatilmis ayrica, bu
matematik dilinde meydana getirilmis yeni islemler ve ozellikleri anlatilmistir.
Geometrik cebirde kullanilan yeni islemler sayesinde objelere uygulanabilen iz
diisiim, rejeksiyon, yansima ve donme islemleri drneklerle agiklanmistir.

Geometrik cebir genisletilerek 5 boyutlu uzaya sahip olan konformal geometrik cebir
tanitilmigtir. Konformal geometrik cebirde tanimlanabilen tiim objelerin, vektor
denklemleri ile ifade edilebildigi gosterilmistir. Bu 6zellikle konformal geometrik
cebirde objeler arasindaki mesafeler ve objeler arasi iligkilerin bulunulmasi
anlatilmistir. Ayrica konformal geometrik cebirde objelerin kesisim bolgelerinin
gorsel olarak bulunmasi ve matematiksel agiklamalari verilmistir. Son olarak
konformal geometrik cebrin robotik problemlerde kullaniimasinin en biiyiik kaynagi
olan tek islemle donme ya da oteleme ya da hem donme hem Gteleme islemlerinin
meydana getirilmesi drneklerle anlatilmistir.

Dérdiincii boliimde ise robotik ters problemi i¢in sanayide yaygin olarak kullanilan
bir robot secilmistir. Robot olarak Kuka markasinin bes donel ekleme sahip olan bir
robotu sec¢ilmistir. Robotun &zellikleri ve boyutlar1 anlatilmistir. Bu robotun
konformal uzayda modeli ¢izilerek model {izerinden ters kinematik c¢oziim
bulunmustur. Robotlarda ters kinematik problemlerinde bir robotun istenilen konuma
ve istenilen yonelimle ulagmasinin yollar1 aranmaktadir. Bu amagla konformal

uzayda robota, robotun c¢alisma uzayi icerisinde bir gidilmesi istenilen nokta ve
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vektor ile yonelim bilgisi verilmistir. Bu bilgilerle robotun eklemlerinin gereken
degerleri konformal geometrik cebrin Ozellikleri, islemleri, objeleri ve obje
uygulamalar1 ile bulunmustur. Konformal uzayda hem robotun hem de ¢alisma
uzayinin goriintiilenmesi ile robotun ters kinematik sonucu ya da sonuglarinin gorsel
olarak agiklanmasi gergeklestirilmistir.

Sanayide yaygin olarak kullanilan robotlarin birgogunun ters kinematik problemleri
gerekli kisitlamalar ile ¢6zlime kavusturulmustur. Fakat insansi robotlar ya da
modiiler robotlarin bu yeni matematik diliyle ters kinematik problemlerinin ¢éziimii
ya da hareket algoritmalar1 heniiz literatiirde bulunmamaktadir. Gelecek galigmalarda
bu yeni gorsel matematik dili ile heniiz ¢6ziime kavusturulmamis modiiler robotlarin
ters kinematik coziimleri ya da insansi robotlarin hareket algoritmalar1 icgin

¢Oziimlerin bulunulmasi umulmaktadir.

40



KAYNAKLAR

[1] Hildenbrand, D. (2006). Geometric Computing in Computer Graphics and
Robotics using Conformal Geometric Algebra.

[2] Pitt, J., Hidenbrand, D., Stelzer, M. ve Koch, A. (2008). Inverse Kinematic of
a Humanaid Robot based on Conformal Geometric Algebra using
Optimized Code Generation, IEEE-RAS International Conference on
Humanoid Robots, Daejeon, Korea, 1-3 Aralik.

[3] Wang, C., Wu, H. Ve Miao, Q. (t.y.). Inverse Kinematics Computation in
Robotics Using Conformal Geometric Algebra.

[4] Hestenes, D. (t.y.). Old Wine in New Bottles: A New Algebraic Framework for
Computational Geometry.

[5] Bayro-Corrochano, E. Ve Zamora-Esquivel, J. (2007). Differential and
Inverse Kinematics of Robot Devices using Conformal Geometric
Algebra, Robotica, 25, 46-61.

[6] Kim, J. S., Ji Y. K. ve Park, J. H. (2012). Inverse Kiematics Analysis of 7-DOF
Anthropomorphic Robot Arm using Conformal Geometric Algebra,
Journal of the Korean Society for Precision Engineering, 29, 1119-
1127.

[7] Hildenbrand, D., Zamora, J. Ve Bayro-Corrochano, E. (t.y.). Inverse
Kinematics Computation in Computer Graphics and Robotics using
Conformal Geometric Algebra.

[8] Hildenbrand, D., Lange, H., Stock, F. Ve Koch, A. (t.y.). Efficient Inverse
Kinematics Algorithm based on Conformal Geometric Algebra.

[9] Hildenbrand, D., Fontijne, D., Wang, Y., Alexa, M. Ve Dorst, L. (2006).
Competitive Runtime Performance for Inverse Kinematics Algorithms
using Conformal Geometric Algebra, Eurographics.

[10] Ablamowicz, R., Fauser, B. (2005). Mathematics of Clifford-A Maple Package
for Clifford and Grasmann Algebras.

[11] Hildenbrand, D., Fontijne, D., Perwass, C. Ve Dorst, L. (2004). Geometric
Algrebra and its Application to Computer Graphics.

[12] Url-1 <http://www.kuka-robotics.com/res/sps/e6¢77545-9030-49b1-93f5-
4d17c¢92173aa_Spez_ KR_AGILUS fivve en.pdf>, alindigi tarih:
14.12.2013

41


http://www.kuka-robotics.com/res/sps/e6c77545-9030-49b1-93f5-4d17c92173aa_Spez_KR_AGILUS_fivve_en.pdf
http://www.kuka-robotics.com/res/sps/e6c77545-9030-49b1-93f5-4d17c92173aa_Spez_KR_AGILUS_fivve_en.pdf

42



OZGECMIS

Ad Soyad: Ceren AKCAN

Dogum Yeri ve Tarihi: Bursa- 09.02.1988
Adres: Kiigiikcekmece/ISTANBUL
E-Posta: cerenakcan1988@gmail.com

Lisans: Mekatronik Miihendisligi, KOCAELI UNIVERSITESI

43



44



