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IKi ELASTIK KATIDAN OLUSAN BIR SUREKLi ORTAM
ICIN AIRY GERILME FONKSiYONU VE DONEN
DiSK PROBLEMI ICIN BiR UYGULAMA

OZET

Iki veya daha fazla sayidaki maddesel ortamin birbirleri igerisinde difiizyona
ugramalart neticesinde olusan siirekli ortama karisim adi verilmektedir. Bu tiir
siirekli ortamlarin davramislar1 karisimlar teorisi olarak bilinen bilimsel disiplin
kapsaminda incelenmektedir. Karisimlar teorisi, siirekli ortamlar mekaniginin sekil
degistiren ortamlar i¢in ortaya koydugu temel yaklasimlar1 kullanarak, karisimlara ait
mekanik davraniglarin belirlenmesini ve mithendislik problemlerine uygulanmasini
amaglamaktadir. Karisimlar teorisi, biyolojik dokular ve jeolojik katmanlar gibi
dogal olusumlarin incelenmesi i¢in oldugu kadar teknolojik ihtiyaglarin karsilanmasi
icin de gereklidir. Karigimlar teorisi, bu teknolojik ihtiyaglarin karsilanmasi igin
gerekli olan teorik ve uygulama alt yapisinin hazirlanmasi agisindan Oonem arz
etmektedir.

Bu calismada, karisimlar teorisinin temel denklemleri kullanilarak, iki elastik kati
karisimindan olusan homojen bir siirekli ortam i¢in Beltrami-Michell denklemleri
elde edilmistir. Daha sonra ise Airy gerilme fonksiyonu kullanilarak 6rnek
problemler incelenmis ve sonuglara iliskin degerlendirmeler sunulmustur.

Calismada oncelikle karigimlar teorisi kisaca tanitilmis ve literatiirdeki calismalara
deginilmistir. Ardindan, karisimin kinematigine ait denklemler verilmistir. Daha
sonra, iki elastik katinin karigimindan olusan bir siirekli ortama ait lineer biinye
denklemleri, siireklilik denklemleri, karisim bilesenleri arasindaki diflizyon kuvveti
vektorii, lineer haldeki sekil degistirme-yer degistirme bagintilar1 ve lineer biinye
denklemlerinden elde edilmis olan sekil degistirme tansdrleri sunulmustur.

Ifade edilen temel karisimlar teorisi denklemleri kullanilarak, diizlem gerilme ve
diizlem sekil degistirme durumlart igin, gerekli islem ve diizenlemelerin ardindan,
Beltrami-Michell denklemleri elde edilmistir. Karisimda iki bilesen bulundugu igin
iki adet denklem elde edilmektedir. Diizlem gerilme ve diizlem sekil degistirme
durumlan icin elde edilen Beltrami-Michell denklemlerinde sadece katsayilar
birbirinden farklidir. Denklemlerin formlari birbiri ile aynidir. Buna gore, kiitle
kuvvetlerinin mevcut oldugu halde, bu iki durum arasinda sadece katsay1 degisikligi
yapilarak doniigiim saglanabilecegi anlagilmaktadir.

Diizlem gerilme ve diizlem sekil degistirme durumlari i¢in elde edilen denklemler
kullanilarak donen disk ve donen silindirik c¢ubuk problemleri incelenmistir.
Problemlerin ¢ozlimiinde, kiitle kuvvetlerinin birer potansiyelden tiiredigi
diisincesine dayanan gerilme alani kabulleri ve Airy gerilme fonksiyonu kabulleri
yaptlmistir. Diflizyon kuvveti vektoriiniin gerilme alan1 kabullerinde bir
potansiyelden tiirliyormus gibi yer almasi miimkiin olmadigindan, karisimda on
gerilmenin mevcut olmadigr kabulii yapilmistir. Bu kabul, difiizyon kuvveti
vektoriiniin sifir olmasini saglamaktadir.
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Gerilme alami kabulleri ve Airy gerilme fonksiyonlart kullanilarak gerekli iglemler
yapilmis ve karisim bilesenlerine ait gerilmeler elde edilmistir. Daha sonra, bu
gerilmeler ve sekil degistirme tansorleri kullanilarak, yer degistirme-sekil degistirme
bagmtilarinin yardimiyla yer degistirmeler elde edilmistir. Donen disk ve donen
silindirik ¢ubuk problemleri i¢in elde edilen ¢o6ziimler birbirlerine form olarak
benzemektedir. Ulasilan sonuglarda sadece katsayilar farklilik arz etmektedir. Buna
gore, bu iki problem arasinda katsayilari degistirerek donilisiim yapilmasi miimkiin
olmaktadir.

Calismada son olarak, elde edilen sonuglara iliskin degerlendirmeler yapilmistir. Bu
amagla, elde edilen sonuclar i¢in boyutsuz biiyiiklik tanimlamalar1 yapilmis ve
malzeme katsayilarinin belirli degerleri i¢cin bu boyutsuz tanimlamalara ait grafikler
sunulmustur. I¢i dolu ve i¢i bos donen disk problemi igin karisim bilesenlerine ait
boyutsuz gerilme, toplam gerilme ve karisgimin tamami i¢in tamimlanmis yer
degistirme grafikleri verilmistir. I¢i dolu diskte maksimum gerilmeler beklendigi
sekilde diskin merkezinde ortaya ¢ikmaktadir. Karigimin tamamai i¢in yer degistirme
ise merkezde sifir olup disa dogru artmaktadir. I¢i bos diskte ise radyal yondeki
gerilmeler serbest yiizeylerde sifir olarak elde edilmektedir. Maksimum gerilmeler i¢
serbest ylizeyde ortaya ¢ikmaktadir. Yer degistirme igin verilen grafik ise i¢ ¢ap ve
dis cap oranina bagli olarak degismektedir.

Ici dolu ve i¢i bos donen silindirik ¢ubuk problemi igin bilesenlere ait boyutsuz
gerilme grafikleri, toplam boyutsuz gerilme grafikleri ve karigimin tamami icin
tanimlanan yer degistirme grafikleri donen diske benzer sekilde elde edilmektedir.
Donen silindirik ¢ubukta z-dogrultusundaki gerilme bilesenleri de mevcut
oldugundan bunlara iliskin boyutsuz grafikler de sunulmustur. Bu gerilme
bilesenlerinin maksimum degerleri, i¢i dolu silindirik ¢ubukta merkezde, i¢i bos
silindirik ¢cubukta ise i¢ serbest yiizeyde olugmaktadir.

Calismada elde edilen sonugclar, iki elastik kati karigimi i¢in diizlem gerilme ve
diizlem sekil degistirme durumlar arasindaki benzerlikleri ortaya koymustur. Bu
durum elastisite teorisinden bilinen benzerlikleri hatirlatmaktadir. Donen disk ve
donen silindirik ¢ubuk i¢in elde edilen sonuclar ve ¢izdirilen boyutsuz grafikler, hem
birbirleri ile hem de tekil durum ile benzer sekilde ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumun
sonuglarin tutarliligini gostermesi agisindan 6nemli oldugu diisiiniilmektedir.
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AIRY STRESS FUNCTION FOR A CONTINUOUS MEDIUM
OF TWO ELASTIC SOLIDS AND AN APPLICATION
FOR THE ROTATING DISK PROBLEM

SUMMARY

The requirement of representing the material behaviors with permanent laws has
created a scientific branch of mechanics known as the continuum mechanics.
Continuum mechanics has grown rapidly from the 17th century. It has developed its
basic formulations for the deforming bodies and sustained them up to today. These
formulations are applicable to the continuous media that consist of only one material,
as well as to the continuous media that consist of multiple materials.

A mixture is defined as a continuous medium in which two or more different
materials are diffused. The mechanical behaviors and engineering applications of
such media are studied by the theory of mixtures, a scientific branch that uses the
basic findings of the continuum mechanics. In a continuum, which is classified as a
mixture, every constituent has its own effect that cannot be neglected. If the effects
are small enough so that they can be neglected, this continuum can be considered as
a medium of a single material. The materials that are used for many engineering
applications can be seen as this way, but there are those cases that this view is not
applicable, such as biological tissues and geological layers. The theory of mixtures is
concerned with these natural media as well as satisfying the technological needs of
the industry. Improving the properties of the existing materials and obtaining those
that have better mechanical properties, has become a major engineering branch
today, due to the developments of the industrial processes. This condition increases
the interest on the materials that consist of multiple constituents. The theory of
mixtures is of particular importance for providing the theoretical and applied
background of these kinds of materials.

The purpose of this work is to obtain the Beltrami-Michell equations in the plane
stress and the plane strain conditions for a homogeneous mixture of two linear elastic
solids. Then, it is aimed to examine some sample problems that are edifying the
plane stress and the plane strain conditions, by using the Airy stress function
formulations and previously obtained Beltrami-Michell equations

In this wok, firstly, the theory of mixtures is introduced and the publications in the
literature are referred. Following this, basic concepts and equations of the theory of
mixtures are presented.

In the second chapter of this work, the fundamental equations of a mixture are given.
The particles of the mixture in a sufficiently small volume are capable of
representing the whole mixture, namely the mixture is a continuum. The
deformations of the mixture constituents are continuous and mathematically, it is
possible to take the inverse transformation of the deformations.

XV



The certain particles in the mixture, that occupy the same volume element before the
deformation, are separated from each other and come together with the other
particles as the deformation occurs. According to this, the spatial volume is
completely filled by the constituents of the mixture. The kinematic equations of the
mixture are introduced in accordance with this idea. It is also emphasized that
throughout this work, Einstein notation is used.

The mixture is isotropic before the deformation. Assuming that the constituents of
the mixture do not chemically interact with each other and the deformations are
infinitesimally small, linear forms of the constitutive equations, diffusion force
vector, and strain tensors are presented. The strain-displacement relations and
continuity equations are also given.

In the third chapter of this work, Beltrami-Michell equations for the plane stress and
the plane strain conditions are obtained by using the given basic equations of
mixtures. The isotropy assumption for the whole mixture is extended for the each
constituent. In this case, a certain coefficient in the given equations becomes zero.
Some related terms to this coefficient vanish in the equations. In addition to this, it is
mentioned that the effect of the temperature is not taken into account for the scope of
this work. For these reasons, the basic equations are modified and the new equations,
which are valid through the rest of this work, are presented.

In the fourth chapter, the Beltrami-Michell equations in the plane stress and the plane
strain cases are obtained for a mixture of two linear elastic solids. In many cases, the
solutions of the elasticity problems are hardly obtained due to the complexity of the
equations and the amount of the calculations. Hence, the solutions are made for some
certain cases, which have specific assumptions for their own. Plane stress is one of
these special cases. Firstly, the main assumptions of the plane strain case are given
for a medium of single material and then they are expressed for a binary mixture.
After that, the explicit forms of the strain tensors are given. Then, the diffusion force
and the strain terms are written into the compatibility equations. Finally, using the
the equilibrium equations Beltrami-Michell equations are obtained for the plane
stress case. In this process, many coefficients arising from the calculations are
defined.

When considering plane strain case, firstly, the main assumptions are expressed.
Following this, the explicit forms of the linear constitutive equations, the strain
tensors, and the diffusion force vector are given due to the change of the
assumptions. Then the calculations are carried out as in the plane stress case and the
Beltrami-Michell equations are obtained. Here also, many coefficient definitions are
made. Two Beltrami-Michell equations arise for both plane stress and the plane
strain cases, since there are two constituents in the mixture.

The Beltrami-Michell equations for both plane stress and plane strain cases are very
similar to each other. They differ only by coefficients. If the body forces exist in the
problem, it is possible to transform these cases into one another by only changing
their coefficients.

In the fourth chapter, the rotating disk and the rotating cylindrical rod problems are
studied using the Airy stress functions. The rotating disk problem is an example of
the plane stress case, and the rotating cylindrical rod problem is an example of the
plane strain case.
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It is assumed that the mixture has no prestresses in it. The nonexistence of the
prestresses makes the diffusion force vector zero, so that it vanishes from the all
related terms. If the diffusion force is not zero, it should be added to the calculations
in a way that it is derivable from a potential function. However, there is no such
information in the literature that this kind of potential function exists.

In this work it is preferred to examine the hollow disk and rod, in order to maintain
the most general approach. When examining the rotating disk problem, firstly, the
brief solution for a single material is given. Then, the solution for a mixture of two
elastic solids takes place. In the solution process, firstly, the stress field assumptions
are given. Here, the body forces are considered to be derivable from known potential
functions. After using the Beltrami-Michell equations and the stress field
assumptions, biharmonic equations emerged. Providing the solutions to these
biharmonic equations, Airy stress functions are obtained. After that, using the Airy
stress functions and the stress boundary conditions, the stresses in the mixture
constituents are calculated. Since the rotating disk problem is an axisymmetric
problem, displacements of the constituents are obtained by using the appropriate
strain-displacement equations.

The same path is followed to get the solution of the rotating cylindrical rod problem.
Airy stress functions are calculated by solving the biharmonic equations. Then, the
stress components of the mixture constituents are written using the Airy stress
functions. Applying the stress boundary conditions, all of the unknown constants are
determined, thus the stress fields for the mixture constituents are obtained. The
rotating cylindrical rod is also an axisymmetric problem. Therefore, the
displacements are written using the appropriate strain-displacement equations.

In the fifth and the last chapter of this work, the dimensionless graphs for the results
of the thin rotating disk and the rotating cylindrical rod problems, are presented. For
this purpose, dimensionless definitions are made. In order to plot the dimensionless
graphs, it is necessary to know the exact numerical values of the material coefficients
that took place in the fundamental equations. Providing the numerical values from
the literature, the graphs for the rotating disk and the rotating rod are plotted and
presented. The mean displacement of the mixture is defined by an equation that is
available in the literature. Using this mean displacement equation, a new definition is
made similar to the dimensionless stress definitions.

The graphs are presented for the solid and the hollow cases of the rotating disk and
the rotating rod problems. In the solid disk case, the maximum stresses in the
constituents are at the center of the disk and the radial stresses are zero at the free end
surface of the disk. These results are compatible with expectations. The graphs of the
total stresses and the mean displacement have the same form of a single material
solid disk. In the hollow disk case, the radial stresses are zero at the both free
surfaces. The maximum stresses occur at the inner free surface. For the rotating disk
problem; the graphs are obtained very similar to the rotating disk.

The graphs that show the change of the total stresses and the mixture displacements
are also presented for some certain values of the inner radius and the outer radius
ratios. These graphs help to understand the effects of the various radius ratios.

Finally, the results of the rotating disk and the rotating rod problems are very similar
to each other. They are also similar to the single material case known from the theory
of elasticity. This situation is believed to be important for pointing the consistency of
the results obtained for a mixture of two linear elastic solids.
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1. GIRIS

Maddesel ortamlarin dis etkiler altindaki davramiglarii ve sekil degistirme
Ozelliklerini degismez kanunlar ile ifade etme istegi siirekli ortamlar mekanigi olarak
bilinen bilim dalinin ortaya ¢ikmasini saglamistir. Siirekli ortamlar mekanigi 17.
yiizyildan itibaren hizla gelismis ve sekil degistiren ortamlar i¢in genel yaklasimlari
olusturarak giiniimiize kadar ulagtirmistir. S6z konusu yaklagimlar tekil bir maddesel
ortam icin uygulanabilecegi gibi farkli 6zelliklerdeki maddesel ortamlarin bir arada
bulundugu karigimlar i¢in de uygulanabilmektedir. Birden ¢ok maddesel ortamin bir
arada bulundugu karigimlarin  davraniglart  karigimlar teorisi  kapsaminda

incelenmektedir.

Karigimlar teorisi birbirleri icerisinde difiizyona ugramis birden fazla maddesel
ortamdan tesekkiil eden siirekli ortamin mekanik davramislarinin belirlenmesini
amaglamaktadir. Karigimi olusturan bilesenlerin her birinin karisim {izerinde ihmal
edilemeyecek bir etkisi s6z konusudur. Eger ikili bir karisimda bilesenlerden birinin
etkisi digerinin yaninda ihmal edilebilecek diizeyde ise bu karisima tekil bir siirekli
ortam gozli ile bakilabilir. Mihendislik uygulamalarinin ¢ogunda kullanilan
malzemelere tekil birer siirekli ortam nazari ile bakmak kabul edilebilir sinirlari
asmasa da pek ¢ok durum i¢in s6z konusu yaklagim miimkiin olamayacaktir.
Biyolojik dokular, kompozit malzemeler, alagimlar ve yer kabugu katmanlari bu

durumlara verilebilecek O0rneklerden bazilaridir.

Mevcut malzemelerin 6zelliklerinin gelistirilerek yeni ve daha 1yi Ozellikteki
malzemelerin elde edilmesi giiniimiizde 6nemli bir miithendislik dali haline gelmistir.
Bunun en Onemli nedeni endiistriyel uygulamalardaki gelismelerin malzeme
teknolojisindeki gelismeleri zorunlu kilmasidir. S6z konusu zorunluluk ise birden

fazla bilesenden olusan malzemelerin gelistirilmesine olan ilgiyi arttirmaktadir.



1.1 Tezin Amaci ve Kapsam

Calismanin temel amaci iki elastik katidan olusan homojen bir karigim i¢in Beltrami-
Michell denklemlerinin diizlem gerilme ve diizlem sekil degistirme durumlarindaki
formlariin elde edilmesidir. Daha sonra diizlem gerilme ve diizlem sekil degistirme
durumlart i¢in Airy gerilme fonksiyonu kullanilarak 6rnek problemler incelenecek ve

sonuclar1 degerlendirilecektir.

Bu calismada, oncelikle, iki ayr1 bilesenden olusan bir karisimin kinematigi hakkinda
bilgi verilecektir. Ardindan iki elastik katidan olusan siirekli ortama ait temel
denklemler genel formlar ile ifade edilecektir. Sonraki boliimlerde tezin esas igerigi
olan hesaplamalar gergeklestirilecek ve ornek problemler ilizerindeki uygulamalari

sunulacaktir. Son olarak ise tezin sonuglar1 hakkinda degerlendirmeler yapilacaktir.

1.2 Literatiirdeki Calismalar

Arastirmacilar birden fazla bilesenden olusan ortamlar igin teorik bir alt yapinin
olusturulmasi amaciyla Onemli c¢alismalar yapmislardir. Bu amagla bilesenler
arasindaki difiizyon kuvvetinin tanimlanmasini hedefleyen ¢alismalar yapilmistir
(Atkin ve Craine, 1976; Rajagopal ve Tao, 1995). Bu c¢alismalarda karigimlar
teorisinin halen kullanilan temel kabulleri olusturulmus ve karisimin kendisini
olusturan bilesenlerin siiperpozisyonu olarak diisiiniilebilecegi ortaya konmustur.
Ancak s6z konusu c¢aligmalardan yola ¢ikilarak gerilme, sekil degistirme veya akim
alan1 gibi degerlerin elde edilmesi miimkiin olmamaktaydi. Siirekli ortamlar
mekaniginin modern yaklasimlarinin karisimlara uygulanmasi ile bu eksiklikler

giderilmistir.

Truesdell ve Toupin (1960) tarafindan yapilan g¢alismalar modern karisimlar
teorisinin baslangici olarak kabul edilmektedir. Daha sonra Eringen ve Ingram
(1965), Green ve Naghdi (1965), Bowen (1967) ve Miiller (1968) ilk karisim
termodinamigi yaklasimlarimi ortaya koymuslardir. Bunun yani sira Eringen ve
Ingram (1965) tekil ortamlarin termodinamigi i¢in gelistirilmis olan formiilasyonlari

karisimlar teorisine uygulayan ilk aragtirmacilar olmuslardir.

Kati-kat1 ve kati-akiskan karigimlari i¢in temel biinye denklemleri Green ve Steel
(1966) tarafindan ifade edilerek kati-akiskan karisimi igin gegerli olan biinye

denklemlerinin lineer halleri ortaya konmustur. Kati-kat1 karisimlari i¢in gecerli olan



biinye denklemlerinin lineer halleri ise daha sonra Steel (1967a) tarafindan elde

edilmistir.

Miiller (1968) iki akiskan karisimi i¢in belirli prensiplere dayandirdigi termodinamik
bir teori ortaya koymustur. Bu c¢alismada yogunluk gradyanlarinin biinye
degiskenlerinin arasina dahil edilmesinin gerekliligi ortaya konulmustur. Giirgdze
(1989), Green ve Steel (1966) tarafindan ifade edilen bagmtilart kullanarak Kelvin
problemini bir kati-akiskan karisimi icin incelemis ve yer degistirmeleri yoneten
diferansiyel denklemleri elde ederek bunlarin elastisite teorisindeki Navier

denklemleri ile olan benzerliklerini ortaya koymustur.

Sonsuz bir yar1 uzaydaki kati-akigkan karisimi i¢in Boussinesq problemi Giirgoze ve
Dokuz (1998) tarafindan incelenmistir. Bu ¢alismada sonsuz yari uzaya dik olarak
etki eden bir kuvvetin tesiri ile karisimda meydana gelen yer degistirme, gerilme ve
difiizyon kuvveti alanlar1 ortaya konulmustur. Giirgdze ve Dokuz (1999) tarafindan
yapilan diger bir calismada iki elastik katidan olusan bir karigim igin Kelvin
problemi incelenmis ve denge halinde karisimda olusan degisimler i¢in ¢dziim
Onerisi yapilmistir. Daha sonra Dokuz (1999b) tarafindan yapilan bir ¢aligmada iki
elastik katidan olusan bir karisimin termostatigi incelenmistir. Yine Dokuz (2005)
tarafindan yapilan bir baska calismada iki elastik kati karisitmina ait temel
katsayilarin elde edilmesi hakkinda analitik bir yaklagim ortaya konulmustur.
Svanadze (2008) tarafindan yapilan ¢aligmada, iki lineer termoelastik kati
karisimindaki diizlem dalgalar1 ve dogal frekanslar incelenmis ve diizlem dalgalar
ile dogal frekanslar arasindaki baglanti ortaya konulmustur. Iesan (2011) tarafindan
yapilan c¢alismada 6n gerilmeye ve 0n 1s1 akisina sahip elastik kat1 karisimi igin bir
teori sunulmustur. Bu teori sabit basinca maruz kiiresel bir kabuktaki

deformasyonlarin incelenmesi i¢in kullanilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR VE DENKLEMLER

Bu boliimde, oncelikle, bir karisim igin siirekli ortamlar mekanigi yaklasimlarina
dayanan temel kabuller ifade edilecek ve karisimin kinematigine ait kavramlar
sunulacaktir. Sonrasinda ise iki elastik katidan olusan bir karisim i¢in lineer haldeki
biinye denklemleri verilecek ve gerilme-sekil degistirme bagintilarinin gerilmeler

cinsinden sekil degistirmeleri ifade eden ters formu sunulacaktir.

2.1 Karisimin Kinematigi

Incelenen karisimi olusturan bilesenler siirekli ortam olarak tanimlanabiliyor olsun,
yani yeterince biiyiik bir AV hacmi igerisinde karisimi olusturan biitiin bilesenler
bulunuyor ve karigimin genelini tutarli olarak temsil ediyor olsun. Buna gore, sekil
degisiminden 6nce aynt AV hacminin iginde bulunan pargaciklar sekil degisiminden
sonra farkli pargaciklarla bir araya gelerek yer degistirmis olacaklardir. Bu
diisiinceye uygun olarak, karisimin olusturdugu uzaysal bolgenin karigimin biitiin
bilesenleri tarafindan dolduruldugu ve bu durumum sekil degisiminden sonra da

stirecegi sdylenebilir. Bu diisiince matematiksel olarak
XZX(E)(X(E),’E), §€=1,..,n (2.1)

doniistimleriyle ifade edilebilir. Burada x© karigimi olusturan bilesenlerden birine
ait maddesel hacim elemaninin sekil degisiminden onceki konumunu, x ise sekil
degisiminden sonraki konumunu gostermektedir (Sekil 2.1). Doniistimlerin fiziksel
bir harekete karsilik gelebilmesi igin siirekli olmasi ve matematiksel olarak ters

doniisiimiiniin alinabiliyor olmasi gerekir.

Karisimdaki pargaciklarin herhangi bir x konumundaki hizlar

o _ DO (x®) _0x®
Dt ot

w (2.2)

olarak tanimlanmigtir. Burada yer alan maddesel tiirev operatorii ise



Sekil 2.1 : Karisimda sekil degistirme.

DY) _20) ,  ®90)
Dt ot K oxy

(2.3)

seklindedir.

Karigim bilesenlerinin yogunluklari p (x,t) olmak iizere, karigimin ortalama hizi

n
1
W= Ez peyw® (2.4)
§=1

olarak tanimlanmaktadir. Karisimin yogunlugu p, bilesenlerin yogunluklarinin

toplamu olarak

n
p= z P® (2.5)
=1

seklinde verilmektedir. Karigimdaki pargaciklarin ivmeleri ise

,_DO(w®)

&
Dt

(2.6)

olarak tanimlanmustir.



Bu caligmada, Einstein toplama kuralina uygun olarak, tekrarlanan indis lizerinde
1’den 3’e kadar toplama yapilacaktir. indisten sonra yer alan virgiil ise kendinden

sonraki indislere gore tiirevi ifade etmektedir.

2.2 ki Elastik Kati Karisim I¢in Lineer Biinye Denklemleri

Iki bilesenden olusan bir karisimin temel formiilasyonlar1 Green ve Naghdi (1965)
tarafindan ortaya konulmustur. Green ve Steel (1966) s6z konusu formiilasyonlardan
yararlanarak iki elastik katidan olusan bir karisim i¢in lineer olmayan biinye
denklemlerini elde etmislerdir. Bu denklemlerin lineer halleri ise daha sonra Steel
(1967a) tarafindan ortaya konulmustur. Sekil degisiminden &nce karisimin

sicakligmim 6, bilesenlerin yogunluklarin sabit p, ve p, olarak dengede oldugu

ve karisgim bilesenlerinin  kimyasal olarak etkilesmedigi kabul edilmektedir.
Karigimin sekil degisiminden Once izotropik oldugu varsayilmaktadir. Bununla
birlikte sekil degisiminin sonsuz kiiclik oldugu kabulii yapilmaktadir. Buna gore
ikinci dereceden daha yiikksek c¢arpim terimleri ¢ok kiiciik degerlere sahip

olacaklarindan ihmal edilmektedirler. Yer degistirme degerleri u; ve v,, sicaklik
degisimi ise T ile ifade edilirse, ilk anda X; =Y; konumunu isgal eden ve 6,

sicakligindaki karisim pargaciklari i¢in sonsuz kiiciik sekil degistirme neticesinde
xi=Xy+u, yi=Yitvi, 6=0+T (2.7)

olarak tanimlanmakladir.

Belirtilen kabuller altinda iki elastik katidan olusan bir karisim icin lineer biinye

denklemleri ve siireklilik denklemleri
Oik = —028ik + A1emmOik + 2H1€ik + A38mmSik + 2ZH38ik
—As(hik — hyg) — v1 T (2.8)
Tk = 028k + A28mmSik + 2H28ik + A4€mmOik

+2uzeik + As(hik — hig) — 2Tk (2.9)



_ P102 08mm = P20 0emm (1) 2)
p1 =P1(1 — emm) p2 = P2(1 — 8mm) (2.11)

olarak verilmektedir (Steel, 1967a; Steel, 1967b; Iesan, 1997). Karisim bilesenlerine

ait kismi gerilme tansorleri o, ve m, olarak gosterilmistir.

n,, Truesdell ve Toupin (1960) tarafindan kullanilan “momentum katkis1” vektorii
veya diger bir ifadeyle “diflizyon kuvveti” vektoriinii temsil etmektedir. pve a,

degerleri
pP= Pp1+ P2, 0y = Az — Ay (2.12)

seklindedir. A,,.., A, W, 1,, Ly V€ v, v,,7Y, katsayilarn ise karisim bilesenlerinin
mekanik ve termal 6zelliklerine baglh olan katsayilardir. §, ise Kronecker deltasini
ifade etmektedir. Ayrica (2.8) ve (2.9) denklemlerine gore o, 6n gerilmeyi temsil

etmektedir.

Denklemlerin lineer halleri goz 6niine alindiginda e, , g, ve h, tansorleri

1 <6ui 6uk> 1 (aVi aVk) auk aVi
» Njk =

e =72\Gx, Tax) BT 2\Gy, T av /) MR T ax; oy, (2.13)

seklindedir. Biinye denklemlerindeki h, ’li terimlerin katsayisi olan A, karisim

bilesenlerinin izotropik olup olmamasi ile ilgili olan bir sabittir. Sekil degisiminden
once karisimin tamamai i¢in yapilan izotropiklik kabulu karisim bilesenleri i¢in ayr1

ayr1 yapilirsa A, =0 degerini alacaktir (Steel, 1967b).

Iki elastik kat: karisimu icin hareket denklemlerinin yerel formlari ise
Oik,i — Tk + 51F1(<1) =pufY, T o+ f_JzFl((Z) = 51f1£2) (2.14)

seklindedir. Burada F,El) ve Féz) karisimin  bilesenlerine ait kismi kiitle kuvveti

vektorlerini, f,El) ve féz) ise karigim bilesenlerine ait parcaciklarin ivmelerini



gostermektedir. Yazim ve goOsterim kolayligi agisindan tezin bundan sonraki

kisminda ElFél) =F, ve p,E? =G, olarak adlandirilacaktir.

Karigimin denge hali gbz Oniine alindiginda karisim bilesenlerine ait parcaciklarin

hiz ve ivme vektorleri sifir olacaktir. Buna gore denge denklemleri
Gik,i — Tk + Fk =0 , T[ik,i + Tk + Gk =0 (215)
olarak yazilabilir. Diflizyon kuvveti vektorii ise

_ P10 08mm n P20tz Oemm
50Xy 50Xy (2.16)

Ty

halini alacaktir.

Biinye denklemlerinden yola ¢ikilarak hesaplanan sekil degistirme tansorleri
eik = 0 EH; 6ix
111
te [E (—M3Tik + H2041) + E(A1Ttmm + B10mm) 8ix [ + a1 Tdix (2.17)

gik = —0EH, 0k

171
+ E [E (I'J‘lT[ik - u30ik) + E(AZT[mm + Bzo_mm)Sik + ar Tk (218)

olarak verilmektedir (Dokuz, 1999a). Burada E, G, H, veH, ile a, vea,,

katsayilari lineer biinye denklemlerinde yer alan malzeme sabitleri cinsinden

1

E=
(A + 20) (3% + 213) — (3h + 2113)(BAy + 2415) (2.19)
Hy =3, +23) + 2(pp + u3), Hy =3 +24) + 2(py + p3) (2.20)
3 3
A; = =My + 13 [7\1 <§7\2 + Hz) — A (57\3 + I13>] (2.21)
. 3 3
Ay = —\p5 + 1y [—7\2 (57\1 + ll1) + 23 (5)\4 + Hs) + }\4H3] (2.22)



3 3
By = =215 + 1z [_7\1 (57\2 + Hz) + A3 (57\4 + H3) + 7\4H3]

By = —A4pils + 13 [7\1 (;7\2 + Hz) + 20 — A3 (%7\4 + H3)]
G=jyp, —u5,  ar = E[y1(3A; + 212) — v2(323 + 2p3)]
arz = E[y2(3A; + 211) — y1 (324 + 2p3)]

Y1 = ar1(3A1 + 2py) + a2 (A3 + 2p3)

Y2 = ar1 (374 + 213) + a2 (32, + 21,)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

olarak ifade edilmistir (Dokuz, 1999a). Buradaki o, ve o, katsayilari, (2.17) ve

(2.18) denklemlerinden goriilecegi tizere karisim bilesenlerinin 1s1l genlesme

katsayilaridir.
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3. IKi ELASTIK KATI KARISIMI iCiN DUZLEM GERILME VE DUZLEM
SEKIL  DEGISTIRME DURUMLARINDA  BELTRAMI-MICHELL
DENKLEMLERININ ELDE EDILMESI

Bu boéliimde, oncelikle, iki elastik katidan olusan bir siirekli ortamin diizlem gerilme
durumundaki Beltrami-Michell denklemleri elde edilecektir. Ardindan ise diizlem
sekil degistirme durumu i¢in hesaplamalar yapilacaktir. Bu tez kapsaminda yapilacak
calismalarda karisim bilesenlerinin sekil degisiminden 6nce ayr1 ayri izotropik

olduklar1 kabul edilmektedir. Buna gore A, malzeme sabiti sifira esit olacaktir (Steel,

1967b). Ayrica bu tez kapsaminda yapilacak ¢aligmalarda sicaklik etkisi g6z Oniine
alinmamaktadir. Bu nedenle bir onceki boliimde verilen denklemlerin tamaminda
sicaklikla ilgili olan terimler diisecektir. Bu kosullar altinda tezin bundan sonraki

kisminda kullanilacak olan denklemler

Oik = —028ik + AemmSik + 2118k + A38mmSik + 238k (3.1)
Tk = W8k + A28mmBik + 2H28ik + A4€mmSik + ZH3eik (3.2)
T = 510(2 agmm 520(2 aemm
K 50Xy 50X, (3.3)
171
eiic = @z EH 8y + = [E (—M3Tik + H20i) + E(A1Ttmm + B10mm) Sik (3.4)
111
8ik = ~0EH 8 + & [E (W1 Tk — H30i1) + E(A2Ttmm + B20mm) Sik (3.5)

hallerini alirlar.

3.1 Diizlem Gerilme Durumunda Beltrami-Michell Denklemleri

Elastik problemlerin analitik ¢6ziimii denklemlerdeki karmasiklik ve islem
yogunlugu nedeniyle ¢ogu durumda ¢ok zor elde edilebilmektedir. Bu amagla ¢esitli

matematiksel kabuller yapilarak ve potansiyel fonksiyonlarindan yararlanilarak daha

11



kolay bir sekilde analitik ¢oziim yapilmasi saglanabilmektedir. Diizlem gerilme

durumunda tekil malzeme i¢in yapilan kabuller
Oxx = Oxx(X,¥),  Oyy = Oyy(X,y),  Oxy = Oxy(X,y) (3.6)
Oxz = Oy, = 0z, =0 (3.7)
seklindedir (Sadd, 2005). Diizlem gerilmeye karsilik gelen sekil degistirmeler ise
exx = ex(XY), ey = eyy(Xy), ey = eny(xy) (3.8)

€z = €5 (% Y): Cxz = Cyz = 0 (3.9

seklinde olmaktadir.

Iki elastik katinin karisimindan olusan siirekli bir ortam igin diizlem gerilme

kabulleri ise
Pk = oix + ik (3.10)
toplam gerilme olmak tizere
P = Px(xy), PBy= Py(xy), Py= Py&xy) (3.11)
Py= P, =P, =0 (3.12)
olarak ifade edilmektedir. P,, toplam gerilmesi iki bilesenin toplam1 olarak
Ppz = 0z + 15, =0 (3.13)
seklindedir. Karigimda 6n gerilmenin mevcut olmadigi kabul edilirse

Ozz = Tz = 0 (3.14)

oldugu kabul edilebilir.

Sekil degistirme bilesenlerinin acik hallerini yazmak i¢in (3.4) ve (3.5) denklemleri

kullanilirsa, karigimin birinci bilesen i¢in

12



1
€xx = aZEHl + E (_I'l3T[XX + HzC’xx)

E
+5 [A1 (Tt + Ttyy) + By (0xx + 0yy)] (3.15a)

1
eyy = axEH; + 2G (—HsTtyy + Ha0yy)

E
+ a [Al (T[xx + T[yy) + Bl(oxx + ny)] (315b)
E
eZz = aZEHl + a [Al (T[XX + T[yy) + Bl(oxx + ny)] (315C)
1
Exy = % (_u3nxy + uzo_xy) (315d)

bagmntilari elde edilmektedir. Karigimin diger bileseni igin ise

1
Bxx = _azEHz + % (Ulﬁxx - u3o_xx)
E
+ G [AZ (T[XX + T[yy) + B, (Gxx + ny)] (3.16a)

1
gyy = —azEH; + G (ulﬂyy - u3"yy)

E
+5 [As(Tex + Tyy) + Ba(0yx + Oyy)] (3.16b)
E
82z = _aZEHZ + a [AZ (T[XX + T[yy) + BZ(GXX + ny)] (316C)
1
Bxy = E (U-lT[xy - lvl30xy) (316d)

bagintilar1 elde edilmektedir.

Karisim bilesenleri i¢in uygunluk denklemleri tekil malzeme durumu ile benzer
sekilde

13



0%e.  0%eyy _0%eyy
dy? + 0x2 " o9xdy (3.17)

0%gxx |, 0%8yy . 0%8xy
dy? + 0x? _Zaxay (3.18)

olarak ifade edilmektedir (Sadd, 2005).

Difiizyon kuvveti vektoriinii ifade eden (3.3) denklemindeki g, ve e, terimlerinin
acik halleri g,, +9,, +g,, ve e, +e  +e,seklindedir. Bu terimler, (3.15) ve (3.16)

denklemlerinden yararlanilarak, gerilmeler cinsinden

w | 3EA;
8mm = —30,EH, + (E + G ) (T[XX + ‘I'[yy)

us  3EB;
+ (_E + G ) (O-XX + ny) (319)

1l 3EA
emm = 30, EH; + (—i + G 1) (T[XX + Ttyy)

Hy  3EB,
+ (E + T) (GXX + ny) (3.20)

seklinde yazilabilirler.

Difiizyon kuvveti vektoriinii ifade eden (3.3) denkleminde, yazimda kolaylik

saglanmasi agisindan

*

) p2=

ol | !
s=lIING

(3.21)

boyutsuz katsayr tanimlar1 yapilmaktadir. Buna gore, (3.19) ve (3.20) denklemleri

kullanilarak
Ty = ay (T[XX + T[yy)’k + aZ(GXX + O-YY),k (3.22)

olarak ifade edilir. Burada a, ve a, sabit katsayilar olup
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X W 3EA; X Hs = 3EA;
a; = [910(2 (% + G ) + p203 (‘E + G )] (3.23a)

) u, 3EB  /u, 3EB
a; = [910(2 (‘i"‘ G 2) + P23 (ﬁ + G 1)] (3.23b)

seklindedirler. Karigimin birinci  bileseninden kaynaklanan Beltrami-Michell
denklemini bulmak amaciyla (3.15) denklemleri (3.17) denkleminde yerlerine

yazilirsa
1 0%m,, 0%m 0%0y, 0%0
S|l G t 5 )t el G t e
2 dy Jx dy Jx

+E[A; V2 (T + nyy) + B,V (0yx + ny)]

0%y 0%0yy
“Ha g 3y + U2 %y (3.24)

ifadesi elde edilir. (2.15) ile verilen denge denklemlerinden yararlanarak, (3.6) ve

(3.7) diizlem gerilme kosullar1 altinda

O + 3y -1y +F;,=0 (3.25a)
do do
Xy yy
ox Toy Wt =0 (3.25b)

denklemleri yazilmaktadir. (3.25a) ve (3.25b) denklemlerinde o, ’li terimler sol

tarafta yalniz birakilir ve sirasiyla x’e ve y’ye gore tiirev alinarak taraf tarafa toplama

yapilirsa
, 020y _ (0« N omy\  (0F, N OFy\ (0?04 N 0%0yy
0x dy ox 0y ox 0y 0x? dy? (3.26)

denklemi elde edilir. (3.26) denkleminde diftizyon kuvveti vektoriinin 7, ve

bilesenleri yer almaktadir. Bunlar agik olarak
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0Ty, OTlyy 00y 00yy
TrX_al( dax + dax ta 0x + Jx (3.27a)

0 Jm d do
Ty = a; <& + J) +a; < Xy J) (3.27b)

seklinde ifade edilmektedir. (3.27) denklemleri (3.26)’da yerlerine yazilirsa

020y
0x dy

dF N dF, 0%0yy N 0%0yy
ox 0y 0x? dy? (3.28)

denklemi elde edilir. (3.28) denklemi daha sonra (3.24) denkleminin sag tarafinda

= a,V? (T[xx + T[YY) + aZVZ(GXX + GYY)

yerine yazilacaktir.

(2.15) ile verilen denge denklemlerinden yararlanilarak, bu kez

0Ty, 0Ty

0Ty, OT
a—)(y+a—;y+“y+Gy=0 (3.29b)

denklemleri yazilmaktadir. (3.28) i¢in yapilan islemler tekrarlanarak
, 0Ty _ (0 N omy\  (9Gx N A ™ N 0Ty,
0x dy ox  0dy ox  dy 0x? dy? (3.30)

denklemi elde edilir. (3.27) denklemleri (3.30) denkleminde yerlerine yazilarak

0%m
F GX; = —a,V? (nxx + nyy) —a,V? (GXX + ny)

9Gy Gy 0°my,  0%myy
- < ox + dy > B < 0x? + dy? (3.31)

denklemi elde edilir. (3.28) ve (3.31) denklemleri (3.24) denkleminin sag tarafinda

yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
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(EA1 b, — 7) V2(Toey + yy) + (EBl b, + ) V?(0xx + oyy)

s (9Gy  9Gy\ _ (9F, OF
2 \ox *ay ) 2 \ox ' oy (3.32)

denklemi elde edilir. Burada b, ve b, katsayilari

a a
b, = ?l(uz + H3)» b, = ?Z(Hz + H3) (3,33)
ifadelerini temsil etmektedir.

(3.32) denklemindeki katsayilar yeniden adlandirilarak

c, V2 (T[xx + 1Tyy) + CZVZ(GXX + 0YY)

u3 0G4 L 9% dGy Hz JF, N oFy
0x dy 0% dy (3.34)
denklemine ulagilir. Burada ¢, ve C, katsayilar1 asagidaki sekildedir.

K3 Ha
c; = EA; —b; — > ©=EB - by + > (3.35)

seklinde tanimlanmaktadir.

Ikili karigrmin diger bileseni icin de hesap yapmak iizere (3.16) denklemleri (3.18)

denkleminde yerine yazilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ﬁ 621'[XX+62T[yy U3 d O'XX+620'yy
2\ 0dy? x> 2\ ay? 0x?

2 2
0°Tyy 0“0y

M 5oy dy e dy (3.36)

+EA,V? (g + Tryy) + EB, V2 (T + Ty ) =

denklemi elde edilir.

(3.28) ve (3.31) denklemleri (3.36) denkleminin sag tarafinda yerine yazilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa
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n n
(EA2 —d+ 71) V2(Tryy + Ty ) + (EB2 —d, - 73) V2(0yy + Oyy)

W [0G, 9Gy\ s, (0F, OF,
= 2<6X+8y AR (3.37)

denklemine ulasilir. Bu denklemdeki d; ve d, katsayilar

a a
d, = _?1(111 + u3), d; = _?Z(Lh + u3) (3.38)

ifadelerini temsil etmektedir. (3.37) denkleminde katsayilar yeniden adlandirilarak
€1V (Tiex + Tyy ) + €2V (0yx + Oyy)
W [0Gy  0Gy\  pg (0F, OFy
= 2<6X+6y AR (3.39)

denklemi elde edilmektedir. Bu denklemdeki e, ve e, katsayilari

[ M3
61 =EA2_d1+7, eZ =EB2—d2—7 (340)

seklinde tanimlanmaktadir.

(3.34) ve (3.39) denklemleri incelendiginde bu denklemlerin
1 X+c,Y=P, e;X+e,Y=R (3.41)

formunda iki bilinmeyenli iki denkleme karsilik geldigi anlasilmaktadir. (3.41)

denkleminin X ve Y i¢in ¢oziimii

1
X= (—) (e,P —c,R)
€2C1 — C€q

1
Y=(———)(c;R—e;P),
(62C1 - C261> (Cl el ) (342)
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seklinde olduguna gore (3.34) ve (3.39) denklemlerindeki V? (nxx+nyy) ve

V? (GXX +(5W) terimlerinin sadece karisimin iki bilesenine ait kiitle kuvvetleri

cinsinden yazilmasi miimkiin olmaktadir. Bu islem neticesinde

0G, 0G oF, OF
2 _ X y\ _ X y
v (T[XX + T[YY) - hl < aX + ay > hZ < aX + ay> (343)

0G, 0G oF, OF
2 _ X y X y
v (GXX + ny) - h3 < aX + ay > + h4 < aX + ay> (344)

denklemleri elde edilir. Burada h,, h,, h, ve h, katsayilart

h = €zH3 + CoHy h = €My + CoH3
! 2(eycq — czeq) ' 2 2(eycq —czeq)
o +e o +e
hs 1M1 13 h, 13 1M2

= 2(ex0; — cz6y) = 2eye, — cpep) (3.45)

seklinde olmaktadir.

Boylelikle, iki elastik katinin karisimindan olusan siirekli bir ortam i¢in diizlemsel
gerilme haline ait Beltrami-Michell denklemleri elde edilmis olur. Ortam iki ayr

bilesenden olustugu i¢in iki ayr1 denklem elde edilmistir.

3.2 Diizlem Sekil Degistirme Durumunda Beltrami-Michell Denklemleri

Uzunlugu diger boyutlarina gére cok daha fazla olan bir silindir diizlem sekil
degistirme durumu icin 6rnek verilebilecek bir problemdir. Tek malzemeden olusan

diizlem sekil degistirme durumundaki cisim i¢in yapilan kabuller
exx = ex(%y), Cyy = eyy(X' y)

exy = exy(X, Y); €xz = €yz = €5 = 0 (3.46)

seklindedir (Sadd, 2005).

Iki elastik katidan olusan siirekli bir ortamn bilesenleri icin bu kabuller
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exx = ex(Xy), Eyy = eyy(X; y)
Cxy = exy(X; ), €x; = €y, = €55, =0 (3.47)
Bxx = Bx(XY), 8yy = 8yy (x,y)

Bxy = gxy(xf Y)» Bxz = B8yz =™ 8z~ 0 (3.48)

seklinde olmaktadir. Karisim bilesenlerine ait gerilmelerin agik olarak yazilmis
halleri daha sonraki hesaplamalarda kullanilacaktir. Bu amagcla diizlem sekil

degistirme kabullerinden faydalanarak (3.1) ve (3.2) denklemlerinin acik halleri

Oxx = —0p + Ay (e + eyy) + 2l exx + 23 (gxx + gyy) + 2{38xx (3.49a)
Oyy = =0z + A4 (exx + eyy) + 2l eyy + A3 (8xx + gyy) + 2U38yy (3.49Db)
Ozz = =0 + Ag (exx + €yy) + A3 (8 + 8yy) (3.49¢)
Oxy = 2W1€xy + 2U38xy (3.49d)
Oxz = Oyz = 0 (3.4%)

ve
Ty = 0 + A5 (8xx + €yy) + 228k + Aa(exx + €yy) + 2Hzex (3. 50a)
Ty = 0 + A2 (G + Byy) + 2Ha8yy + Aales + eyy) + 2Hzeyy (3. 50b)
Ty = 0 + A (8xx + Byy) + Aok + eyy) (3. 50¢)
Tlyy = 2Up8xy + 2H3zeyy (3. 50d)
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Tz = Ty, =0 (3. 50e)

olarak yazilmaktadir.

Diizlem sekil degistirme durumunda diizlem gerilme durumundakinden farkli
kabuller s6z konusu oldugundan birim sekil degistirmelerin agik hallerini de yeniden

yazmak gerekecektir. Bunlar (3.4) ve (3.5) denklemleri kullanilarak

1 E

€xx = O(ZEHl + E [_H3T[xx + P-Zcxx] + a [AlT[mm + Blomm] (3.51&)
1 E

eyy = O‘ZEHl + % [_HBT[yy + P-Zo_yy] + a [Alnmm + Blcmm] (3 51b)

1
Cxy = % [_u31Txy + uzcxy] (351C)
€xz = €y; = €z =0 (3.51d)
ve

1 E

gxx = —0EH, + E [Hl“xx - |~130XX] + a [AZT[mm + BZGmm] (3.52&)
1 E

8yy = —o,EH, + ﬁ [Hl“yy - |~130-yy] + 6 [AZT[mm + BZGmm] (3.52b)

1
8xy = ﬁ [|~11Ttxy - |~130-)<y] (3.52C)
8xz = 8yz = 82z = 0 (3.52d)

olarak yazilir. Acik halde yazilmis olan bu denklemlerde tekrarlanan indis
kullanilmasinin nedeni yazimda sadeligi korumaktir. Burada 1’den 3’e kadar toplama

sadece tekrarlanan ‘m’ indisi i¢in gegerlidir.

Diizlem gerilme durumunda ifade edilen uygunluk denklemleri ile denge denklemleri
diizlem sekil degistirme durumunda da aymi olacaktir. Ancak sekil degistirmeler ile
ilgili yapilan kabullerin farkli olmasindan dolayr difiizyon kuvveti vektoriiniin

yeniden ifade edilmesi gerekmektedir. Buna gore (3.3) denklemi
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My = piazgmm,k + p;azemm,k (3.53)

olarak ifade edilir. Diizlem sekil degistirme kabulleri g6z oniline alinirsa (3.53)

denklemi
Ty = P10y (gxx + gyy)'k + P2z (exx + eyy)’k (3.54)

halini alir. (3.51) ve (3.52) denklemlerinden yaralanarak gerekli hesaplamalar yapilir

ve olusan katsayilar yeniden adlandirilirsa (3.54) denklemi
i = ky (T[XX + nYY),k +k, (GXX + ny),k + K3Tmm ) + KaOmm (3.55)

seklinde ifade edilir. Burada

o o, « ; « X
k= G [ping —paMs]l,  kp = 3G [—pius + p2uz]
2Ea, . 2Ea, | .
ks = ol [p1A2 + p3A4], ky = e [p1iB2 + p3B4] (3.56)

ifadelerini temsil etmektedir.

Diizlem gerilme durumu i¢in yapilan hesaplarda elde edilen (3.26) ve (3.30)
denklemleri diizlem sekil degistirme durumu iginde aynen gegerlidir. Ancak bu
denklemlerdeki difiizyon kuvvetini ifade eden terimler dogal olarak farkl
olmaktadir. Bu durumda

omy 0Ty

ax T dy ky V2 (T + Ty ) + ko V2 (0 + 0yy)

+k3 V2 (Ttym) + K4 V?(01m) (3.57)

olarak ifade edilmektedir.

Iki elastik katidan olusan karisimin birinci bileseni igin ifade edilmis olan (3.17)

uygunluk kosulunda, (3.51) denklemleri yerlerine yazilarak
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H3 0%my, 07Ty LM GZGXX_I_OZGW
2 \ 0y? 0x? 2 \ dy? 0x?

B kaz‘nxy N &OZGXY
2 0Oxdy 2 0x0dy

+EA;V?(Ttym) + EB1V?(01ym) = (3.58)

denklemi elde edilir. (3.57) denklemi, (3.26) ve (3.30) denklemlerinde yerlerine
yazildiktan sonra olusan ifadeler (3.58) denkleminde yerlerine yazilir ve gerekli

katsay1 isimlendirmeleri yapilirsa

m1VZ (T[xx + 1Tyy) + mZVZ (GXX + GYY)

2 2(6, ) = M3 (6x , 9Gy) Ko (OFy  OFy

denklemi elde edilir. (3.59) denkleminde yer alan katsayilar

 Hz (Mot pgdky
m =-——-——,

. = Ha (Hz + p3)k;
2 2 272 2

(M2 + u3)ks (M2 + p3)ky

m3 = EA; — > ) m, = EB; — 5 (3.60)

seklinde tanimlanmaktadirlar.

Karigimin ikinci bileseni i¢in ifade edilmis olan (3.18) uygunluk denkleminde, (3.52)

denklemleri yerlerine yazilarak ise

H 62nxx+62ﬂyy M3 OZGXX+620yy
2\ 0Oy? dx? 2\ 0Oy? 0x?

H1 62T[xy H3 azcxy
EA,V? EB,V? =— -

(3.61)

denklemi elde edilir.

(3.57) denklemi, (3.26) ve (3.30) denklemlerinde yerlerine yazildiktan sonra olusan
ifadeler bu kez (3.61) denkleminde yerlerine yazilirsa ve gerekli katsayi

isimlendirmeleri yapilirsa
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n, V2 (T, + nyy) +1,V2(04 + ny) + n3V2(tym) + 14V2(0m)

_ I’ll aGX aGy |.l3 aFX aFy
= 7(§+a—y o\ Ty (3.62)
denklemi elde edilir.

(3.62) denkleminde yer alan katsayilar

h = M + (k2 + padky = ks + (k2 + K3k,
) 2 ’ 2702 2
+ k + k
ns = EA, + (M2 2“3) 3’ n, = EB, + (M2 2“3) 4 (3.63)
seklindedir.

Gortilecegi tizere (3.59) ve (3.62) denklemleri sadece katsayilar agisindan farklilik
arz etmektedir. Bu iki denklem karisimdaki iki farkli bilesenden kaynaklandiklari

icin ayn1 formda olmaktadir.

(3.59) ve (3.62) denklemlerindeki tekrarlanan indise sahip =, . ve o, ifadeleri
daha once belirtildigi tzere sirasiyla wn, +n, +7n, Ve o, +o, +0, toplamlarini
ifade etmektedir. Eger m,, ve o,, gerilme bilesenleri sadece =, +=n, Ve o, +o,

toplamlarinmi icerecek sekilde ifade edilebilirse (3.59) ve (3.62) denklemleri diizlem
gerilme durumunda elde edilen denklemlere benzer hale getirilebilecektir. Bu
asamadan sonra ise diizlem sekil degistirme durumu i¢in Beltrami-Michell

denklemleri kolaylikla elde edilebilecektir.

(3.49a) ve (3.49b) denklemleri kullanilarak o, + o, toplami

Oxx T Oyy = =20, +2(A1 + ul)(exx + eyy) +2(3 + |13)(gxx + gyy) (3.64)

olarak elde edilmektedir.

(3.64) denklemindeki e, +e  ve g, +g, terimleri (3.51) ve (3.52) denklemleri

kullanilarak
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1
exx T €yy = 20,EH; + T [—13 (T + Tyy) + H2(0xx + Oyy)]
2E
+ E [AlT[mm + Blomm] (3.65)

1
8xx + gyy = _zaZEHZ + E [ul(T[XX + T[yy) - u3(o_xx + ny)]

2E
+ E [AZT[mm + Bzcmm] (366)

seklinde elde edilmektedir. (3.65) ve (3.66) denklemleri (3.64) denkleminde yerlerine

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa, uygun katsay1 adlandirmalart ile

pl(nmm) + p2 (Gmm) =p3+t p4(‘lTXX + T[yy) + pS(GXX + ny) (3,67)

denklemi elde edilmektedir. Bu denklemde yer alan katsayilar
4E
P1 =" [Ay + p)A; + (A5 + p3)A]
4E
P2 = E[Oﬂ + 11)By + (A3 + p3)B;]

p3 = 20, — 40, E[(A; + py)H; — (A3 + p3)Hy]

_ us(Ar + p1) — i (Az + p3)

P4 G
_ po(Aq + p1) — us(Az + p3)
ps =1- G (3.68)
seklinde tanimlanmaktadir.
(3.50a) ve (3.50b) denklemleri kullanilarak bu kez =, +m,, toplami
Tiyx + Myy = 20, + 20\2 + uz)(gxx + gyy) + 2(}\4 + US)(exx + eyy) (369)

olarak elde edilsin. (3.65) ve (3.66) denklemleri (3.69) denkleminde yerlerine

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa uygun katsayr adlandirmalar ile

25



A1 (Mmm) + 92(Omm) = q3 + q4—(T[XX + “yy) + qS(Gxx + ny)

denklemine ulagilmaktadir.

(3.70) denkleminde yer alan katsayilar

4E
q: = G [(A4 + u3)Ar + (A; + 12)A,]

4E
q: = G [(A4 + u3)By + (A, + 1p)B;]

qz = —20; — 40, E[(A4 + u3)Hy — (A, + pp)H;]

—1— n (A + pp) — H30\4 + li3)
da G

_ us(Ag + 1p) — po(Ay + p3)
ds = G

seklinde tanimlanmaktadir.

(3.67) ve (3.70) denklemleri gdz oniine alindiginda bu iki denklemin

p1X+ p2Y = p3 + p4P + psR

q: X+ q,Y=q3+q4P +qgsR

(3.70)

(3.71)

(3.72a)

(3.72b)

formunda iki bilinmeyenli iki denklemi ifade ettigi anlagilmaktadir. Bu denklemler

coziilerek gerekli diizenleme ve katsay1 isimlendirmeleri yapilirsa

Ty, =Ty + (r; — 1)(1TXX + T[yy) +r, (O'XX + ny)

O, = So + Sl(TIXX + nyy) + (s, — 1)(0XX + ny)

ifadeleri elde edilir.

Buradar,, r,, 1, ile s, s,, S, katsayilar
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L= P3q2 — P24d3 L= P4q2 — P294 L= Psd2 — P24s
0 P192 — P24d1 ’ ! P192 — P24d1 ’ 2 P192 — P241

_ P13 — P3Q1 o = P1da =Pty . = d19s — pPsqs

N ) 1= ) 2 =
P192 — P24d1 P192 — P21 P192 — P241

(3.75)

degerlerine karsilik gelmektedir. Boylelikle m,, ve o,, sadece =, +m,, Ve o, +o,,

toplamlarini igeren terimler cinsinden ifade edilmis olur.

(3.73) ve (3.74) denklemleri g6z Oniine alinarak (3.59) denklemi yeniden yazilir ve

gerekli diizenleme ve katsayi isimlendirmeleri yapilirsa

t; V2 (Tiey + Tyy) + t,V%(0xx + Oyy) =

H3 an_i_aGy I aFX+6Fy
2\ 0x oy 2\ 0x Oy (3.76)

denklemi elde edilir. (3.76) denkleminde

tl = ml + m3r1 + m451) t2 = mZ + m3r2 + m4'SZ (3.77)

olarak tanimlanmaktadir.

(3.73) ve (3.74) denklemleri goz Oniine alinarak bu kez (3.62) denklemi yeniden

yazilir ve gerekli diizenleme ve katsayi isimlendirmeleri yapilirsa

Wy V2 (Ty + Ty ) 4 U, V2 (0xx + 0yy) =
Hi (0Gx 0Gy us (0F, OF
2 <6x * dy * 2 \ 0x * dy (3.78)
denklemi elde edilir. (3.78) denkleminde
U; =Ny + ngry + n,s,, U, = Ny, + N3y + Nys, (3.79)

olarak tanimlanmaktadir. (3.76) ve (3.78) denklemleri, diizlem gerilme durumuna
benzer sekilde iki bilinmeyenli iki denklem olarak degerlendirilerek ¢oziim yapilirsa,

diizlem sekil degistirme durumu i¢in Beltrami-Michell denklemleri
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0G, 0G 0F, OF
2 _ X y\ _ X y
\Y% (TtXX + Tryy) =v <_8x + _ay > vy <_6x + _6y>

0G, 0G oF, OF
v (GXX + ny) =—V3 < aXX + _y> + vy < aXX + _y)

ay ady

seklinde elde edilir. Bu denklemlerde yer alan katsayilar

Uz + Ly sy + thps
Vl = , VZ =
2(tyup — tyuy) 2(tyup — tyuy)
tiHg + U 3 tiHz + Uiy
V3 Vy

— 2(tyuy — tauy)’  2(tyuy — tuy)

olarak tanimlanmaktadirlar.

(3.80)

(3.81)

(3.82)

Boylece diizlem gerilme durumunun ardindan diizlem sekil degistirme durumu i¢in

de Beltrami-Michell denklemleri elde edilmis olur. Her iki durum igin elde edilen

denklemlerde sadece katsayilar farklidir. ki elastik katidan olusan bir siirekli ortam

icin kiitle kuvvetlerinin mevcut oldugu halde diizlem gerilme ve diizlem sekil

degistirme durumlari arasinda (3.45) ve (3.82) ile verilen katsayilarin degistirilmesi

ile dontisim yapilabilmektedir. Buna benzer bir durum elastisite teorisinden

hatirlanmaktadir.
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4. IKi ELASTIiK KATI KARISIMI ICiN AIRY GERILME FONKSIiYONU
KULLANILARAK DONEN DISK VE DONEN SILINDIRIK CUBUK
PROBLEMLERININ INCELENMESI

Bu boliimde, Airy gerilme fonksiyonu kullanilarak, ikili karisim i¢in donen disk ve
donen silindirik ¢ubuk problemleri incelenecektir. Bu amacla, oncelikle, tekil
malzeme igin elastisite teorisinden bilinen ¢dziim 6zet olarak verilecektir. Ikili
karisim i¢in yapilan ¢aligmalar bundan sonra sunularak aradaki fark ve benzerlikler

ortaya konulacaktir.

Donen disk problemi diizlem gerilme durumuna, donen silindirik ¢ubuk ise diizlem
sekil degistirme durumuna 6rnek olarak verilebilir. Bu iki problemin ¢dziimleri, bir
onceki bolimde elde edilen ikili karisima ait Beltrami-Michell denklemleri
kullanilarak ve Airy gerilme fonksiyonu kabullerinden yararlanilarak incelenecektir.
Gerilme fonksiyonu formiilasyonu, gerilme alani i¢in denge denklemlerini ve diger
alan denklemlerini saglayan bir kabul yapilmasi ilkesine dayanmaktadir (Sadd,

2005).

Bu boliimde incelenen problemler i¢in ikili kat1 karisiminda 6n gerilme bulunmadig:
kabul edilecektir. Bu kabul diflizyon kuvveti vektori icin rastgele bir dagilim kabulii
yapilmamas: agisindan 6nemlidir. On gerilmenin mevcut olmamasi kabulii geregi,

karisim bilesenlere ait gerilme denklemlerinde yer alan o, katsayisi sifir olacaktir.

Buna gore, (2.12) denklemi gz 6niine alinarak
az = O, )L3 = }\4, (41)
seklinde olmaktadir. (4.1) ifadesi geregi, (3.3) ile verilen diflizyon kuvveti vektorii

me =0 (4.2)

olmaktadir.
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4.1 Donen Disk Problemi

Donen disk problemi diizlem gerilme durumuna uygun bir problemdir. Bu ¢alismada

ic capr1 r=a ve dis capt r=b olmak iizere en genel durumdaki donen ince disk

diisiiniilmektedir (Sekil 4.1).

- ’ <
X \‘\\.,, o S EEERTL S i s

Sekil 4.1 : Donen disk problemi.
4.1.1 Tekil bir elastik ortam icin donen disk problemi

Ikili karisim igin dénen disk probleminin incelenmesinden &nce tekil malzeme
durumdaki ¢0ziimiin incelenmesi yararli olacaktir. Problemin ¢oziimii Beltrami-
Michell denklemi ve Airy gerilme fonksiyonu kullanilarak gergeklestirilecektir.

Diizlem gerilme durumunda tekil malzeme igin Beltrami-Michell denklemi

0F, OF
2 - _ X4y
\Y (GX+0y)— (1+U)<aX + 0y> (4.3)
seklindedir. Bu denklemin kutupsal koordinatlardaki goriiniimii ise
V2(o, + 0g) = —(1 + )(aFr+Fr+1aFe>
Or T 0p) = AT (4.4)

olarak verilmektedir (Sadd, 2005). Airy gerilme fonksiyonu F=F(x,y) ve kiitle

kuvvetleri f_ ve f, olmak iizere, kiitle kuvvetinin bir V potansiyelinden tiiredigi

diisiintilerek, gerilme alani ve kiitle kuvvetleri i¢in

0%F 0%F 0%F
oxx =251V, Oyy = ) +V, Oxy = — axay (4.5)
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fe=—7 fh=-7 (4.6)

kabulleri yapilmaktadir. Bu kabuller kutupsal koordinatlarda

_1oF 10°F . OF 6(16F>
O = 1 9r T2z TV P80 T 52 T Y 90 T "5\ 150 (4.7)
L_ov 1y
r— ar’ T (4.8)

hallerini almaktadirlar (Barber, 1992).

Kiitle kuvvetleri, sekil degisiminden Onceki merkezka¢ etkiden kaynaklandiklar

distintilerek

fr =pw, fg=0 (4.9)
olarak ifade edilmektedir. Boylece kiitle kuvveti igin ilk andaki sabit yogunluk degeri
olan p kullanilmaktadir (Sadd, 2005).

(4.8) ve (4.9) denklemleri kullanilarak integrasyon yapilirsa, kiitle kuvvetinin

tiiredigi potansiyel

1
V= -5 pw’r? (4.10)

olarak elde edilir.
(4.7) ve (4.8) denklemleri kullanilarak (4.4) denklemi

V4F = (v — 1)V2V (4.11)

olarak yeniden yazilabilir. Bu denklemde yer alan V? operatorii kutupsal

koordinatlarda

(), 10( ) 1)

2 _
Vi )= or2 r or +r2 002

(4.12)

olarak ifade edilmektedir.
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Bu durumda, (4.11), (4.10) ve (4.12) denklemleri kullanilarak

V4F = 2pw?(u—1) (4.13)

homojen olmayan diferansiyel denklemi elde edilir. Airy gerilme fonksiyonunun elde

edilebilmesi i¢in bu diferansiyel denklemin ¢6ziilmesi gerekmektedir.

Donen disk problemi eksenel simetrik bir problemdir. Bu nedenle Airy gerilme
fonksiyonu 6’dan bagimsiz olmalidir. Baska bir deyisle, Airy gerilme fonksiyonu

F=F(r) formunda radyal bir fonksiyondur. Bu tiir fonksiyonlar i¢in biharmonik

denklem

V”‘F—ld{ d[1d< dF)]}
~rdr rdr rdr 1adr (4.14)
halini almaktadir (Kaplan, 1992).

ViF =0 (4.15)

denkleminin ¢oziimii Michell tarafindan verilmistir. Eksenel simetrik durumda bu

¢Ozlim
Fh = C1 + CZ Inr + C3I‘2 + C4I‘2 Inr (416)

formuna indirgenebilmektedir. Bu ¢oziimdeki C, katsayisi, yer degistirme

bilesenlerinde 6’dan bagimsiz olmay1 engellemektedir (Barber, 1992). Disk iizerinde
her 2m kadar doniis neticesinde ayni konuma ulasildiginda ¢oziimiin degismemesi

gerekmektedir. C, katsayisim1 ihtiva eden yer degistirme alani ¢ok degerli bir

davranis sergiledigi i¢cin C, =0 alinmalidir. Cozlimii tamamlamak i¢in

VF = 64C, (4.17)

formundaki homojen olmayan denklemin ¢oziimii
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Fs = Cor* (4.18)
olarak verilmektedir (Url-1, 2011). Sonug olarak Airy gerilme fonksiyonu
F = C1 + CZ lnr + C3I‘2 + C0r4 (419)

olarak elde edilmektedir. Buna gore, (4.13) denkleminden Airy gerilme fonksiyonu

(1-v)
32

F= C;+Cylnr+Car? + pw?r? (4.20)

seklinde ortaya ¢ikmaktadir.

Airy gerilme fonksiyonu elde edildigine gore (4.7) ile verilen gerilme alani gerekli

hesaplama ve diizenlemelerden sonra

C (3+v)
O = = +2C; = pw?r? (4.21)
C, (3+v)
Ogp = — 5 +203 - 3 pw?r? (4.22)
g = 0 (4.23)

olarak elde edilir. i¢ cap1 r =a ve dis cap1 I = b olan halka seklindeki en genel disk

diisiiniiliirse, bu durumdaki sinir sartlar

O | =0n | =0 (4.24)

seklindedir. (4.24) smur kosullarinin kullanilmas: neticesinde C, ve C, katsayilari

elde edilir ve gerilme alani

(3+v) a’b?
Opr = 8 p(’oz a? +b*—r?— 2 (4.25)
B+v [, ., @+3v) , a’b?
Ogp = pw* [a®+b” — Gto) " 2 (4.26)
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66 =0 (4.27)

seklinde bulunur.

Yer degistirme bilesenlerinin elde edilmesi i¢in ise yer degistirme - sekil degistirme
bagintilarinin kullanilmasi gerekmektedir. Donen disk problemi eksenel simetrik bir

problem oldugundan u, =0 olacag: bilinmektedir. u, ’nin elde edilmesi i¢in yer

degistirme - sekil degistirme bagintilarindan

1 aue
o0 = T [ur ATy (4.28)

denklemin kullanilmasi yeterli olacaktir. Eksenel simetri geregi (4.28) denklemi

Uy
€pp = T (429)

seklinde olacaktir. Biinye denklemlerinden

1
o0 = ¢ [666 — VO] (4.30)

denklemi, elde edilen gerilme alani kullanilarak hesaplanir ve (4.29) denkleminde

yerine yazilirsa radyal yondeki yer degistirme

B+vy ,A-v) [, , @A+v), (@+v)a’b?
U = —g—pwi— rja+b —(3+U)1‘ d-v) 2 (4.31)

olarak elde edilir.

4.1.2 ki elastik katidan olusan bir karisim icin dénen disk problemi

Donen disk probleminin, Beltrami-Michell denklemi ve Airy gerilme fonksiyonu
kullanilarak, tekil malzeme i¢in ¢oziimii sunulduktan sonra iki kati karigimindan
olusan siirekli bir ortam igin inceleme yapilacaktir. ikili karisim i¢in diizlem gerilme
durumundaki Beltrami-Michell denklemleri (3.43) ve (3.44) denklemleri ile
verilmisti. Bu denklemlerin kutupsal koordinatlardaki sekli tekil durum goéz Oniine

alinarak
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Vz _ h aGr Gr 1 aGe aFr Fr N 1 aFe)
(Tt + Trgo) = 1(E+?+;%) 2(5*? T (4.32)
aG G 190G oF F 10F
2 - _ Tr  Mr 2TV S v, Y6
VZ(0rr + 00e) = h3<8r+r+r89)+h4<6r+r+r66> (4.33)

olarak ifade edilmektedir.
Karisgmmn bilesenleri i¢in Airy gerilme fonksiyonlar1 F =F(r) ve F,=F,(r)

seklinde olsun. Karisim bilesenleri i¢in kiitle kuvvetlerinin, sirasiyla, V,ve V,

potansiyellerinden tliredigi diistiniilerek, bilesenlere ait gerilme alanlarinin ve kiitle

kuvvetlerinin

10F, 1 8°F, 0%F; d (10F,
o =g etV o =5t o =5 (075) @3
19F, 1 9%F, 0%F, 0 (10F,
T =ttt Ve T =z Ve =5 (055) @)
v, 10V,
== Fo="1% (4.36)
6V2 1 aVZ
Gr=-Fr Go=~7% (4.37)

seklinde olacagi kabul edilmektedir. Karigim bilesenleri i¢in 6n gerilmenin mevcut
olmadig1 kabulii yapildigr i¢in difiizyon kuvveti vektoriinliin bir potansiyelden
tiiredigi seklindeki varsayim bu denklemlerde yer almak zorunda degildir. Verilen bu

bagintilar (4.32) ve (4.33) denklemlerinde yerlerine yazilirsa

V4F1 = —(h4 + 2)V2V1 + h3V2V2 (438)

VAF, = hyV2V; — (hy + 2)V2V, (4.39)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler Airy gerilme fonksiyonlar ile kiitle kuvveti
potansiyelleri arasindaki iliskiyi ifade etmektedir. (4.38) ve (4.39) denklemleri
kutupsal koordinatlarda ifade edilmesine ragmen kartezyen koordinatlarda da aym

formda gegerli olmaktadirlar.
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Karigim bilesenlerine ait kiitle kuvvetleri
Fr = pyo’r,  Fg=10 (4.40)

Gr = ppw’r, Gg= 0 (4.41)

seklindedir. (4.36) ve (4.37) denklemleri ile (4.40) ve (4.41) denklemleri kullanilarak

integrasyon yapilirsa kiitle kuvveti potansiyelleri

1 22

Vi = 5 P1wTr (4.42)
1 22

V= T 5 Paw7r (4.43)

olarak elde edilir.

(4.12), (4.42) ve (4.43) denklemleri kullanilarak (4.38) ve (4.39) yeniden yazilirsa
V*F; = 20%[p;(hy + 2) — pzh3] (4.44)

V*F, = 2w?[—p1h; + P (hy + 2)] (4.45)

homojen olmayan diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemler, tekil malzeme

icin ifade edilen sekilde ¢oziilerek

w2

F; = C; +Cylnr+Car? + 37 [p1(hy + 2) — p2hs] (4.46)
2,4

F, = Dy +DyInr+ Dar? + 32 [—p1hz + pa(hy + 2)] (4.47)

Airy gerilme fonksiyonlar1 elde edilir. Bu durumda, (4.34) ve (4.35) ile verilen

gerilme alanlar

C, 2r2 B
Or = 5 +2C;5 + 8 [p1(hy — 2) — pyhs] (4.48)
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C, 2r2

Gop = =5 +2C5 + ——[p1(3hs + 2) — 3zhs] (4.49)
60 = 0 (4.50)
ve
5 w?r? _
T = 5 +2D; + [—p1h; + po(hy — 2)] (4.51)
, 2.2
Moo = — 3 +2D;3 + [—3p1h; + p2(3hy + 2)] (4.52)
e = 0 (4.53)

olarak elde edilmektedir.

Karisim bilesenlerine ait gerilme alanlarinin nihai hallerinin elde edilebilmesi i¢in
yukaridaki denklemlerde yer alan sabitlerin belirlenmesi gerekir. S6z konusu
sabitlerin elde edilebilmesi i¢in en genel haldeki donen disk problemine ait sinir
kosullari

O + T =0t =0

( rr rr)rla ( rr rr)rzlb (4.54)
olacaktir. Ancak, r=a ve r =D yaricaplar karisim bilesenlerinin tiimii igin serbest
yiizeyler oldugu i¢in ve karisimda 6n gerilme mevcut olmadigi i¢in bu siir kosullari

(o] =0 =T =T =0
rrrla rrrzlb rrrzla rrrzlb (455)

olarak yazilabilir. (4.55) sinir kosullar1 (4.48) denklemi i¢in uygulanirsa

CZ (1)2 2
=z +2C; = T8 [p1(hy — 2) — pzh;] (4.56a)
C, 21,2
b2 +2C5 = — 3 [p1(hy —2) — pyh;] (4.56b)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢6ziilerek
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a’b?w?

C; = 3 [p1(hy — 2) — p2hs] (4.57a)
2 4 h2) (2
C; = _% [p1(hy — 2) — p2hs] (4.57b)

katsayilarina ulagilir. (4.55) sinir kosullar1 bu kez (4.51) denklemi i¢in uygulanirsa ve

ortaya c¢ikan denklemler ¢oziillirse

a’bw?
D, = 8 [=P1hz + P2 (hy — 2)] (4.58a)
(a2 +bHw? B
D3 = T [—P1hz + p2(hy — 2)] (4.58b)

katsayilar elde edilir.

Katsayilar elde edildikten sonra karisim bilesenlerine ait gerilme alanlar1 nihai olarak

ifade edilebilir.

n= Pz
b, (4.59)
olmak tizere, gerekli hesaplama ve diizenlemelerin ardindan gerilme alanlari
p;w?b? a\2 N2 a\2
o = o =ty =2+l [1+(5) = (5) - () | (4.60)
_ p1w’b? a\2 a2
Oge =g {[—(h4 —2) + nhs] [1 + (E) + (;) ]
r 2
— [~(3h, + 2) + 37hs] (E) } (4.61)
org = 0 (4.62)
ve
p1w%b? a\2  /r\2  a\?
Ty = 252 b, —nh - 211+ (5) - (5) - )] (4.63)
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Top = F_)lu;ZbZ {[hz —n(hy = 2)] [1 + (%)2 + (2)2]

— [3h; —n(3h; + 2)] (%)2} (4.64)

g = 0 (4.65)

olarak elde edilmektedir. Yukaridaki sonuglar tekil durum i¢in elde edilen sonuglarla
sekil olarak benzesmektedir. Bu durum donen disk problemindeki gerilme dagilimi
karakteristiginin ayni oldugunu fakat gerilme degerlerinin karigim bilesenlerine ait

ozelliklerden etkilendigini gostermektedir.

Toplam gerilme alani1 ise (3.10) ifadesine uygun olarak

3+v;,=h,—h,+2, 3+vy;=hz—h; +2 (4.66)
olmak iizere
Py = 51“:[)2 v +ne v+ () - () - ()] (4.67)
. — D1V’ flG+v)+na+wI[1+ (%)2 + (;)2]
— [(1 4 3vy) +1(1 + 3v,)] (g)z} (468)
Po= 0 (4.69)

seklinde elde edilmektedir.

Karisim bilesenlerine ait yer degistirmeler, tekil durum ile benzesim kurularak elde
edilebilir. Karisim bilesenleri icin (2.13) denkleminde verilen yer degistirme — sekil
degistirme iligkileri tekil durum ile aynm formdadir. Bu iliskilerin kutupsal
koordinatlardaki sekilleri de tekil durum ile ayni olacaktir. Buna gore, karigim

bilesenleri igin yer degistirme — sekil degistirme ifadeleri

ou, 1 dug
= [ (4.70)

U )
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_0v; 1 [ dvg

grr—g» gGGZ_Vr'i'%

- (4.71)

olarak verilmektedir. Problem eksenel simetrik oldugu i¢in u, ve v, yer

degistirmeleri sifir olacaktir. Karisim bilesenlerine ait sekil degistirmeler, (3.15) ve

(3.16) denklemleri ile tekil durum i¢in gegerli olan iligkiler goz Oniine alinarak

1 E
Crr = E (_H3T[rr + UZGrr) + E [Al (T[rr + T[GG) + Bl(orr + 069)] (4.72)
1 E
€gp = E(—Hsﬂee + K2000) + G [A; (Tt + Tgg) + By (0pr + 0g0)] (4.73)
ve
1 E
Brr = E (|J-11Trr - |J-30rr) + a [AZ (T[rr + 1-[66) + B; (Grr + 066)] (4.74)
1 E
8oo = E(Mﬂee — H30gp) + G [Az (1t + Tgg) + B (0rr + 0gg)] (4.75)

olarak ifade edilebilir.

Karisim bilesenlerine ait gerilme alanlar1 bilindigine gore u, ve v, Yyer

r

degistirmeleri, sadece (4.70) ve (4.71) denklemlerinde verilen ey, ve g, 't bagintilar

ile (4.72) ve (4.74) sekil degistirmeleri kullanilarak bulunabilir. Buna gore, radyal

yondeki yer degistirmeler

r Er
Uy = % (_Ivl3T[rr + Ivlzo_rr) + E [Al (T[rr + T[GG) + Bl(o_rr + GGG)] (476)
r Er
vy = G (W Tt — H3Oyp) + G [A, (Tt + Ttgg) + By (04 + 0gg)] (4.77)

olarak elde edilmektedir. Bu denklemler malzeme katsayilarinin sayisal degerleri
olmaksizin ¢ok uzun ve karmasik bir yapida olacaklarindan mevcut hallerinde

birakilmiglardir.

Boylelikle donen disk probleminin incelenmesi tamamlanmis olur. Donen disk

probleminde tekil malzeme ve iki elastik kati karigimi durumlar i¢in elde edilen
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sonuclar ayn1 formdadir. Iki elastik kat1 karisimi igin elde edilen sonuglar, dogal

olarak, her iki bilesenin 6zelliklerinden etkilenmis bir yapida ortaya ¢ikmaktadir.

4.2 Donen Silindirik Cubuk Problemi

Donen silindirik ¢ubuk problemi diizlem sekil degistirme durumuna uygun bir

problemdir. Bu ¢alismada, i¢ ¢ap1 r=a ve dis ¢ap1 =D olmak iizere, en genel
haldeki donen uzun silindirik ¢gubuk diistiniilmektedir (Sekil 4.2).

Y

Sekil 4.2 : Donen silindirik gubuk problemi.

Diizlem sekil degistirme durumu igin elde edilen Beltrami-Michell denklemleri
diizlem gerilme i¢in elde edilenlerden sadece katsayillar yoniinden farklilik
sergilemektedir. Donen silindirik ¢ubuk problemi ile donen disk probleminin ¢6ziim
adimlar1 birebir ayni oldugundan elde edilen sonuglarda sadece katsayilar farkli

olacaktir.

Doénen silindirik ¢ubuk probleminde Airy gerilme fonksiyonlar: i¢in biharmonik

denklemler

VAF, = —(vy + 2)V2V; +v3V2V, (4.78)

VAF, = v, V2V — (vq + 2)V2V, (4.79)

seklinde yazilmaktadir. Donen disk problemine benzer sekilde hesaplanan kiitle

kuvveti potansiyelleri yukaridaki denklemlerde yerlerine yazilarak
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V*F; = 202[p1(v4 + 2) — pav3] (4.80)

VAF, = 20%[—pyva + Pa(vy + 2)] (4.81)

homojen olmayan diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziilmesi ile

Airy gerilme fonksiyonlari

2.4

Fi = C +CyInr + Car? + 32 [p1(va +2) — pavs] (4.82)
2.4

F, = D; + DyInr + Dyr? + 32 [—P1v2 + P2 (v + 2)] (4.83)

olarak elde edilmektedir. (4.34) ve (4.35) gerilme alan1 kabulleri ve yukaridaki Airy
gerilme fonksiyonlar1 kullanilarak donen silindirik ¢ubuk problemi i¢in karigim

bilesenlerine ait gerilme alanlar1

C, r? _
O = 3 +2C3; + [p1(vy — 2) — pavs] (4.84)
C, 2.2
Ge0 = ~ 12 + 2C3 + [p1(Bvs + 2) — 3p,vs5] (4.85)
G0 = 0 (4.86)
D, B _
T = =3 +2D;3 + [—p1v2 + P2 (vi — 2)] (4.87)
D, w’r? _
Moo = ——3 + 2D; + [—3p1v, + p2(3vy + 2)] (4.88)
Tt = 0 (4.89)

olarak elde edilir. Bu denklemlerdeki katsayilarin elde edilebilmesi igin siir
kosullarinin uygulanmasi gereklidir. En genel halde, i¢ yaricap1r r =a ve dis yarigapi
r=b olan i¢i bos boru seklinde silindirik bir ¢ubuk i¢in siir kosullari, (4.55)

denklemlerinde verilen siir kosullari ile ayn1 olacaktir.
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Bu durumda, katsayilar dénen disk problemine benzer sekilde elde edilir. Gerekli
diizenlemelerden sonra donen silindirik ¢ubuk problemi i¢in karisim bilesenlerine ait

gerilme alanlar1

Orr = 510;%2 [~(vs = 2) +1vs] [1 - (%)2 -(3) - (3)2] (4.90)

+@)]

51002}32 2

o0 = o= =2 +vil |1+ (5)

— [~(3v4 +2) + 3nv3] (5)2}

b (4.91)
Orpg = 0 (492)
ve
Ty = r)lagbz [vz =n(vy = 2)] [1 + (%)2 B (g)z B (;)2] (4.93)
Top = 51(,;2b2 {[Vz vy = 2)] [1 + (%)2 + (;)2]
— [Bvz =n(3vy + 2)] (%)2} (4.94)
Mg = 0 (495)

olarak elde edilir.

Dénen silindirik ¢ubuk probleminde sifir olmayan o,, ve m,, gerilmeleri ise (3.73)

ve (3.74) denklemlerinden benzesim yolu ile

M,z = o + (1 — D (M + Tgg) + 12 (04 + 0gp) (4.96)
02z = So t 51 (T + Tgg) + (52 — 1) (04 + 0ge) (4.97)
seklinde yazilabilir.
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Yazimda sadeligi korumak icin bu denklemler mevcut hallerinde birakilmiglardir.

Toplam gerilmeler ise
3+V3=V2_V4+2, 3+V4=V3_V1+2 (498)

olmak lizere

P = 51(1;2b2 (3 +vs) + 13 +v,)] [1 + (%)2 B (%)2 ~ (%)2] (4.99)
Pog = 51“;%2 {[(3 +v3) + 13 +vy)] [1 + (%)2 + (%)2]
r 2
—[(@ 4 3v3) + n(1 + 3v,)] (B) } (4.100)
Pg= 0 (4.101)

P, =r1y+5sp+ (rl + 51 — 1)(1Trr + T[GG) + (rz +5s; — 1)(0rr + 066) (4,102)

seklinde elde edilmektedir.

Donen silindirik ¢ubuk durumundaki yer degistirme bilesenleri donen disk

problemine benzer sekilde elde edilebilir. Problem eksenel simetrik oldugu i¢in U,

ve v, yer degistirmeleri yine sifir olacaktir.

Sekil degistirmeler
Crr = i (_U3T[rr + HzGrr)
E
+ E [Al (T[rr + Tge + T[zz) + Bl(orr + Ogp + 0-zz)] (4. 103)

1
€gp = G (—H3Tgp + U2000)

E
+ E [Al (T[rr + Tlog + T[ZZ) + Bl(orr + Goo + GZZ)] (4 104)
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1

8rr = E (W4T — H30pr)
E
+ E [AZ (T[rr + Tge + T[zz) + B; (Grr + Ogp + c’zz)] (4. 105)
1

800 = 5¢ (H1Tlgg — H30pp)

E
+ E [AZ (T[rr + Tge + T[zz) + B, (Grr + Ogp + o-zz)] (4. 106)

seklinde olmaktadir. Buna gore, donen silindirik gubuk problemi igin u, ve Vv,

radyal yer degistirmeleri, donen disk probleminde hesaplandig: sekilde,

r
up = e (—H3Tige + H2000)

Er
+ E [Al (T[rr + Tge + T[zz) + Bl(crr + 0Ogp + 0-zz)] (4. 107)
ve
r
Vr = E(Hﬂee — H3090)
Er
+ E [AZ (T[rr + Toe + T[zz) + BZ(Grr + Ogo + GZZ)] (4 108)

olarak bulunmaktadir.

Donen disk probleminden elde edilen sonuglar ile donen silindirik g¢ubuk
probleminden elde edilen sonuglar olduk¢a benzer bir yapidadir. Bu iki problem

arasinda sadece ilgili katsayilar degistirilerek doniisiim yapilabilmektedir.
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5. SONUC VE DEGERLENDIRMELER

Karisimlar, farkli 6zelliklere sahip maddesel ortamlarin birlesmesiyle olusan siirekli
ortamlardir. Karisimlar teorisi bu ¢esit siirekli ortamlarin davranislarini inceleyen
bilimsel bir disiplindir. Karigimlar teorisi alaninda giiniimiize kadar pek ¢ok bilimsel
calisma yapilmis ve ortaya konan temel yaklasimlar dogrultusunda yeni ¢alismalar

yapilmaya devam etmektedir.

Bu calismada, karisimlar teorisinin temel bulgu ve denklemlerinden yararlanilarak,
iki elastik katinin karisimindan olusan bir siirekli ortam igin diizlem gerilme ve
diizlem sekil degistirme durumlarindaki Beltrami-Michell denklemleri elde
edilmistir. Daha sonra ise elde edilen bu denklemler ve Airy gerilme fonksiyonu
yaklagimi kullanilarak en genel haldeki donen disk ve donen silindirik ¢ubuk
problemleri incelenmistir. Bu amagla, karisimda 6n gerilmenin mevcut olmadigi
kabulii yapilmistir. On gerilmenin mevcut olmamas1 difiizyon kuvveti vektdriiniin
sifir olmasina ve ortadan kalkmasina neden olmugstur. Diflizyon kuvveti vektoriiniin
sifir olmamasi, bu kuvvetin bir potansiyelden tiiredigi seklindeki ek terimlerin
gerilme alan1 kabullerinde yer almasimi gerektirmektedir. Difiizyon kuvveti igin bir
potansiyel kabulii yapmak miimkiin degildir. Literatirde bu konuda bir veri
bulunmadig1 gibi potansiyel kabuliinli saglatacak ek bir kosul da mevcut degildir.
Ayrica elastisite teorisinin klasik metotlar: difiizyon etkisine maruz olmayan ortamlar
i¢in gelistirilmistir.

Bu boliimde ise onceki bolimde donen disk ve donen silindirik ¢ubuk igin elde
edilen sonuglara iliskin boyutsuz grafikler verilerek bunlara ait degerlendirmeler
sunulacaktir. S6z konusu grafiklerin sunulabilmesi i¢in karisim bilesenlerine ait
malzeme katsayilarinin bilinmesi gerekmektedir. Bu amagla, Dokuz (2005)

tarafindan yapilan calismadan, karisimda On gerilmenin bulunmadigi (o, =0)

kabuliine uygun olarak
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1

= 0.649806937, A = 26.32, A, = 4.29, A; = 0.09026783

W= 214285714, p, = 30.89, w, = 1.07, ps = —1.6981993 (5.1)

verileri alinmaktadir. Bu verilerden faydalanarak elde edilen sonuglarda yer alan n,

(2.12) denklemi g6z 6niine alinarak

35
n= 65 (5.2)

olarak hesaplanmaktadir.

Iki elastik kat1 karisimindan olusan donen disk ve dénen silindirik cubuk icin
bilesenlere ait yer degistirme degerleri serbest ylizeylerde ayni olmalidir. Bu sekilde
karisim olma 6zelligi ortadan kalkmamis olacaktir, sadece sekil degisiminden dnce
ayni konumda olan parcaciklarin ayrilarak sekil degisiminden sonra baska

parcgaciklarla bir araya gelebilmesi miimkiin olacaktir.

Karisim bilesenlerine ait yer degistirmelerin serbest yiizeylerde birbirine esitlenmesi
amaciyla (4.70) ve (4.71) denklemlerinden e, ve g, i¢in verilen ifadeler kullanilirsa
karigim bilegenlerine ait yer degistirmeler integrasyon sabitlerini igerecek sekilde
elde edilmektedir. Karisim bilesenleri i¢in serbest ylizeylerdeki yer degistirmelerin
ayni olacagi kisitlamasi bu denklemlerde uygulandiginda integrasyon sabitlerinin
¢Oziilmesi miimkiin olmamaktadir. Bunun nedeni elde edilen denklemlerin
bilinmeyen iki katsaymnin hesaplanmasi i¢in yeterli olmamasidir. Buna gore yer
degistirmeler sinirlarda ayni ise biitiin bolgede de ayn1 olmak zorundadir. Bagka bir
deyisle bilesenler ortak bir yer degistirme alanina sahip olmalidir. Bu ortak yer

degistirme tiim karisimin yer degistirmesini ifade etmektedir.

Tiim karigimin radyal yer degistirmesi

uwr = (u1 + pzur + (Mg + B3y (5.3)

olarak Dokuz (2005) tarafindan ifade edilmistir.

Gerilme ve yer degistirmeler i¢in
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tanimlar1 yapilmaktadir. Donen disk ve donen silindirik ¢ubuk problemleri i¢in bu

tanimlara uygun olarak ¢esitli grafikler verilecektir.

5.1 Donen Disk Problemi

En genel haldeki donen disk problemi i¢in elde edilen denklemlerde yer alan h,, h,,
h,, h, ile v, ve v, katsayilari, (5.1) verileri kullanilarak kendilerinden once

tanimlanan biitiin diger katsayilar hesaplandiktan sonra

hy

—1.41904, h, = 0.0122704

h; = —0.297011, h, = —1.22898

v, = 0.241251, v, = 0.122031 (5.5)

olarak elde edilmektedir.

En genel durumda, i¢ ¢ap1 r =a ve dis ¢ap1 r =b olan bir diskte farkli r/a oranlari
icin pek c¢ok grafik ¢izilmesi miimkiindiir. Burada, i¢i dolu disk i¢cin a/b=0
durumundaki grafikler ve i¢i bos disk i¢cin a/b=0.5 durumundaki grafikler
verilecektir. Ayrica, toplam gerilmelerin ve karisimim yer degistirmesinin a/b=0,
a/b=025, a/b=05 ve a/b=0.75 oranlarindaki formlarmnin bir arada
cizdirildigi grafikler verilecektir. Boylece ayni biiytiklik icin farkl i¢ ve dis cap

oranlarinda olusan degisimler net bir sekilde ortaya konulmus olacaktir.

Ici dolu dénen disk (a/b=0) igin elde edilen grafikler asagida verilmistir. (Sekil
5.1)’de goriildiigii tizere her bir bilesen i¢in maksimum gerilme diskin merkezinde
olusmaktadir. Radyal yondeki gerilmelerin serbest yiizeylerde sifir olacagini belirten
sinir kosuluna uygun olarak, her iki bilesene ait radyal gerilmeler r/b=1"de sifir

degerine gelmektedir. Diger gerilme bilesenleri ise maksimumdan baslayarak disk
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icerisinde azalmakta, serbest ylizeyde minimum degerlerine ulagsmakta fakat sifir

olmamaktadir.
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Sekil 5.1 : a/b=0 i¢in bilesenlere ait boyutsuz gerilmeler.
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Sekil 5.2 : a/b=0 igin toplam boyutsuz gerilmeler ve yer degistirme.

Toplam gerilmeler ile karigim yer degistirmesi i¢in ¢izdirilen grafikler tekil
malzemeden olusan bir disk icin elde edilecek grafikler ile tamamen ayni yapidadir.
(Sekil 5.2)’de goriildigii gibi maksimum gerilmeler diskin merkezindedir, yer

degistirme ise merkezde sifir olup uca dogru merkezkag etki ile artmaktadir.

I¢i bos donen disk (a/b=0.5) i¢in radyal gerilmeler serbest yiizeylerde sifir olmak
zorundadir. (Sekil 5.3)’te goriildiigii lizere her iki bilesen icin radyal gerilmeler
serbest yiizeyleri ifade eden r/b=0.5 ve r/b=1"de sifir olmaktadir. Diger gerilme
bilesenleri ise birbiri ile ayn1 formda maksimum degerlerinden itibaren uca dogru
gittikce azalmaktadir. Toplam gerilmeler igin ¢izdirilen boyutsuz grafik de
yukaridaki grafikleri ile benzer bir formdadir. Bu durumda toplam gerilme ve

karisimin tamamina ait yer degistirme igin verilen grafikler, elastisite teorisinden
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bilinen tekil malzemeden yapilmis i¢i bos donen disk probleminden elde edilen

sonuglar ile cok benzer bir yapida olmaktadir.
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Sekil 5.3 : a/b=0.5 i¢in bilesenlere ait boyutsuz gerilmeler.
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Sekil 5.4 : a/b=0.5 igin toplam boyutsuz gerilmeler ve yer degistirme.

(Sekil 5.4)’te goriildiigi tizere radyal yondeki gerilme serbest yiizeylerde sifirdir. Bu
durumdaki toplam maksimum gerilme ise i¢ serbest ylizeyde olusmaktadir. Karisima
ait yer degistirme ise gerilmenin en biiylik oldugu yerde en biiyiik olacak sekilde

degiserek uca dogru gittikce azalmaktadir.

Radyal yondeki toplam gerilme igin yapilan boyutsuz gerilme taniminin farkli a/b
oranlarindaki degisimi (Sekil 5.5) ile verilmistir. Buna gore a/b oran1 biiyiidiikce
gerilme degerleri azalmaktadir. (Sekil 5.5) tekil malzeme durumundaki dénen disk

ile ortiismektedir.

0 dogrultusundaki toplam boyutsuz gerilmeler (Sekil 5.6) ile verilmektedir. Bu

grafikten a/b oram biiyiidiik¢e gerilme degerlerinin arttig1 goriilmektedir.
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Sekil 5.5 : Radyal yondeki toplam boyutsuz gerilmenin degisimi.
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Sekil 5.6 : 0 dogrultusundaki toplam boyutsuz gerilmenin degisimi.
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Sekil 5.7 : W, Karisimin yer degistirmesinin degisimi.
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Karigimin yer degistirmesi i¢in tanimlanan biiytikliigiin degisimi ise (Sekil 5.7) ile
verilmistir. Yer degistirme degerleri i¢ ¢ap - dis ¢ap orani biiylidilk¢e artmakta ve
daha yatay bir seyir izlemektedir.

5.2 Donen Silindirik Cubuk Problemi

En genel haldeki donen silindirik ¢ubuk problemi icin elde edilen denklemlerde yer

alan v, v,, v,, v, ile v, ve v, katsayilari, (5.1) verileri kullanilarak

v, = —1.68085, v, = 0.0265748

vy = 0.170947, v, = —1.30517

v; = 0331741, v, = 0.851796 (5.6)

olarak elde edilmektedir. Donen silindirik gubuk problemine ait boyutsuz gerilme ve

yer degistirme grafikleri bu degerler kullanilarak cizilecektir.

I¢i dolu dénen silindirik cubuk (a/b=0) icin grafikler asagida verilmistir. Dénen igi
dolu disk i¢in elde edilen grafikler, donen i¢i dolu disk i¢in elde edilen grafikler ile
ayni formdadir. Donen silindirik ¢ubuk probleminde bilesenlere ait gerilme degerleri
donen disk durumundan biraz daha yiiksek olmaktadir. Bununla birlikte maksimum

gerilmeler yine merkezde olugsmaktadir (Sekil 5.8).
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Sekil 5.8 : a/b=0 i¢in bilesenlere ait boyutsuz gerilmeler.
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Sekil 5.9 : a/b=0 i¢in toplam boyutsuz gerilmeler ve yer degistirme.

Toplam gerilme ve yer degistirme igin ¢izilen grafikler i¢i dolu donen silindir i¢in
beklenen sekilde elde edilmistir. (Sekil 5.9)’dan goriildiigii lizere maksimum

gerilmeler merkezdedir ve yer degistirme uca dogru artmaktadir.

Dénen silindirik ¢ubuk probleminde o,, ve m,, gerilmeleri de mevcuttur. Buna gore,

(5.4) tanimlarina uygun olarak grafikleri elde edilmektedir. z-dogrultusundaki

maksimum gerilmeler diskin merkezinde ortaya c¢ikmaktadir ve kenarlara dogru

azalmaktadir (Sekil 5.10).
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Sekil 5.10 : a/b=0 igin bilesenlere ait z-yoniindeki boyutsuz gerilmeler.

I¢i bos dénen silindirik cubuk (a/b=0.5) icin ¢izilen grafikler ise i¢i bos dénen
disk ile benzer sekilde elde edilmektedir.
(Sekil 5.11)’den goriilecegi gibi serbest ylizeylerde radyal gerilmeler sifir olmaktadir.

Maksimum gerilmeler ise 0 dogrultusundaki bilesenlerde olup i¢ serbest yiizeyde

olusmaktadir.
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Sekil 5.11 : a/b=0.5 i¢in bilesenlere ait boyutsuz gerilmeler.

Toplam gerilmeler ve karisimin yer degistirmesi ise (Sekil 5.12) ile verilmistir. Elde

edilen grafikler donen disk ile benzer yapida olmaktadir.
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Sekil 5.12 : a/b=0.5 igin toplam boyutsuz gerilmeler ve yer degistirme.

Ici bos silindirik ¢ubuk durumunda, z-dogrultusundaki gerilme degerleri ici dolu
durumdakine benzer formda elde edilmektedir. Maksimum gerilme en igte ortaya

cikmakta ve kenarlara dogru azalmaktadir ancak sifir olmamaktadir (Sekil 5.13).

Donen silindirik gubuk igin radyal yondeki toplam boyutsuz gerilmenin farkli a/b
oranlarindaki degisimi (Sekil 5.14) ile verilmistir. Bu durumda radyal yondeki
toplam boyutsuz gerilmenin degisimi donen disk durumundakine benzer sekilde elde

edilmektedir.

0 dogrultusundaki toplam boyutsuz gerilmeler (Sekil 5.15) ile verilmektedir. Bu
grafik de donen disk ile benzer yapida olmaktadir.
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Sekil 5.13 : a/b=0.5i¢in bilesenlere ait z-yoniindeki boyutsuz gerilmeler.
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Sekil 5.14 : Radyal yondeki toplam boyutsuz gerilmenin degigimi.
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Sekil 5.15 : 0 dogrultusundaki toplam boyutsuz gerilmenin degigimi.
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Donen silindirik ¢ubuk icin z dogrultusundaki toplam boyutsuz gerilmelerin degisimi
(Sekil 5.16) ile verilmektedir. Buna gore a/b oram biiyiidiikce gerilme degerleri
birbirine paralel bir yapida artmaktadir.
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Sekil 5.16 : z dogrultusundaki toplam boyutsuz gerilmenin degisimi.
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Sekil 5.17 : w, karisimin yer degistirmesinin degisimi.
Karigimin yer degistirmesi kullanilarak tanimlanan biiyiikligiin farkli a/b oranlari

icin gosterdigi degisim ise (Sekil 5.17)’de sunulmustur. a/b oram arttikga

tanimlanan biiyiikliigiin degeri, donen disk probleminde oldugu gibi, artmaktadir.

Boylelikle donen disk ve donen silindirik ¢ubuk problemleri i¢in tanimlanan
bliyiikliiklere ait grafikler tamamlanmis olmaktadir. Grafikler donen disk ve silindir

problemlerinden beklenen sekillerde elde edilmislerdir.
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Toplam gerilmeler ve karigimin tamamina ait yer degistirme i¢in ¢izdirilen grafikler
tekil bir malzeme igin elde edilen sonuglari g¢agristirmaktadir. Bu durumun

sonuglarin tutarliligini géstermesi agisindan 6nemli oldugu diisiiniilmektedir.
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