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ONSOZ

Plaklar ucgak, gemi, otomobil, demir yolu araclari, doseme sistemleri, kopri gibi
yaygin uygulama alanlarinda kullanilan 6nemli yapi elemanlaridir. Bu yapilarin
titresim karakterlerinin bilinmesi tasarim asamasinda biiylik 6nem tasimaktadir. Bu
calismada plaklarin dogal frekanslart niimerik bir yontem olan diferansiyel kuadratur
metoduyla hesaplanmis ve bu frekanslara karsilik gelen mod sekilleri belirlenmistir.
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PLAK TiTRESIMLERININ DIFERANSIYEL KUADRATUR YONTEMIYLE
INCELENMESI

OZET

Bu calismada sabit kalinlikli izotropik kiris ve plaklarin diferansiyel kuadratur
metodu kullanilarak dogal frekanslar1 ve buna karsilik gelen mod sekilleri gibi
Onemli titresim karakteristikleri incelenmistir.

Birinci boliimde c¢alismanin amaci, plak titresimlerinin uygulama alanlari ve bu
titresimlerin incelenmesinin 6nemi belirtilmistir.

Ikinci béliimde konu ile ilgili daha 6nce yapilan ¢alismalar 6zetlenmistir.

Ugiincii boliimde, genel olarak kiris ve plak teoremleri, bu teoremlerin dayandig
varsayimlar ve temel baginti ve denklemler verilmistir. Daha sonra diferansiyel
kuadratur metodu tanitilmis, birinci dereceden tiirev i¢in agirlik katsayilarinin
bulunmasi konusunda 6ne siiriilen ¢esitli yaklasimlar ve bu yaklasimlarin avantajlari
ve dezavantajlar1 gosterilmistir. 1ki ve daha yiiksek dereceden tiirev i¢in agirhik
katsayilar1 hesabi1 ve grid nokta se¢imi anlatilmistir.

Doérdiincti boliimde once plak problemine gore daha basit bir 6rnek olan Kkiris
problemi incelenmis, kirigin ¢esitli sinir sartlarinda dogal frekanslar1 bulunmus ve
mod sekilleri gosterilmistir. Daha sonra ¢esitli boyutlarda ve c¢esitli sinir sartlarinda
plak titresimleri hem DKM hem de sonlu farklar metodu ile incelenmis, iki durum
icin de dogal frekanslar hesaplanmis ve mod sekilleri cizdirilmistir. Cesitli
parametrelerin degistirilmesinin plak titresimlerine olan etkisi incelenmis ve bu
etkiler yorumlanmistir. Elde edilen sonuglar her asamada sonlu farklar metodu
sonuglar1 ve bazi plaklar icin literatiirde bulunan sonuglar ile karsilastirilmistir.

Besinci boliimde elde edilen sonuglar degerlendirilmistir ve bu sonuglara dayanilarak
denilebilir ki, DKM yeterli dogrulukta sonu¢ vermektedir. DKM kullanilarak elde
edilen sonuglarin bilgisayarda gerektirdigi CPU (merkezi islem birimi) siiresi ve
¢Oziim icin harcanan zaman sonlu elemanlar yontemine gore oldukca diistiktiir.
Yeterli hassasiyette dogru sonuclar veren DKM, miihendislikte yogun olarak
kullanilan sonlu elemanlar ve sonlu farklar yoOntemlerine alternatif olarak
gosterilebilir.
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VIBRATION ANALYSIS OF PLATES USING DIFFERENTIAL
QUADRATURE METHOD

SUMMARY

In this study, free vibration analysis of isotropic beams and rectangular plates with
constant thickness have been achieved using differential quadrature method.
Differential quadrature method is an highly efficient and a newly proposed numerical
technique compared to the conventional ones like finite element, finite difference and
etc.

Before the analysis, beam and plate theories and the assumptions that based on these
theories have been introduced. The governing equations and some important
relationships have been given. Also the differential quadrature method has been
introduced. Some approximations about computation of weighting coefficient
matrices for the first, second and the higher order derivatives have been detailed. The
effect of grid point distribution on eigenvalues of differential quadrature
discretizaton has been examined.

In the first analysis section, free vibration analysis of beams which is an easier
process than a plate, has been achieved. The natural frequencies and mode shapes
have been examined for any combination of the clamped and simply supported
conditions. The free vibration of plates has been analyzed using both differential
quadrature and finite difference method. The natural frequencies and mode shapes
have been examined for any combination of the clamped and simply supported
conditions and also for the various ratio of the edges and the number of grid points.
The effects of changing various parameters to the natural frequencies and mode
shapes have been explained. The obtained differential quadrature results have been
compared to mainly finite difference method results, and for some plate
configurations compared also with the literature results.

From the results presented, it can be concluded that differential quadrature method
provides the results with adequate accuracy. Furthermore, the formulation of
differential quadrature method is simple and computer programming procedure is
also considerably straightforward. Lastly the computation time is also significantly
less than the finite element method. Consequently, differential quadrature method
seems to has the potential to be an alternative to the conventional numerical methods
like finite element and finite difference.
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1. GIRIS

Plaklar, ugak, gemi, otomobil, demiryolu araglari, doseme sistemleri, koprii gibi
yaygin uygulamalarda kullanilan 6nemli yapi elemanlaridir. Bu yapilarin dogal
frekanslarinin tespiti tasarim agamasinda oldukca onemlidir. Plaklarda, iizerinden
gecen vasitalar, depremler gibi nedenlerle veya harmonik zorlamalara maruz
sistemlerde, zorlama frekansi ile yapinin dogal frekanslarinin ¢akismasi rezonans adi
verilen ve yliksek genlikli titresimlerin olustugu bir durum ortaya ¢ikartir ki bu yap1
giivenligi i¢in olumsuz bir durum olusturur. Bu durum yer aldig1 sistemin (koprii,
bina, vs gibi) yikilmasina sebep olur. Bu nedenle bu etkilerin incelenmesi 6nemlidir.
Eger deformasyonlar 6nceden incelenip belirlenirse buna bagli olarak olusabilecek
emniyetsiz durumlara karsi tedbir alabilme imkani dogar. Boylelikle hasar tim
mekanik sistemi etkilemeden par¢a degistirilebilir ya da g¢esitli yontemlerle

saglamlastirilabilir.

1.1 Cahsmanin Amaci ve Onemi

Miihendislikte temel amag insan yasamini kolaylastiracak sistemler gelistirmektir.
Bu sistemlerin ortaya konmasindaki temel sebep insan ihtiyag¢larinin karsilanmasidir.
Gilinden giine gelisen teknoloji, insanlarin ihtiyaglariin g¢ogalmasina ve
farklilasmasina sebep olmustur. Bu ihtiyaclar1 karsilayabilmek icin gerek teorik
gerekse uygulamali ¢alismalar yapan mithendisler giivenlik ve ekonomiklik kosulunu
gozeterek bilimsel verileri uygulamak icin degisik teknikler ve yontemler lizerinde

yogunlagmislardir.

Miihendislik sistemlerinin analizi, en genel anlamda mevcut olan bir fiziksel sistemi
ifade eden matematik modelin olusturulmasi ve elde edilen denklenin analitik olarak
veya cesitli yaklasik sayisal yontemler olusturularak ¢oziilmesiyle olur. Analitik bir
¢Oziimiin yapilabilmesi icin 1yl bir matematik altyapis1 ve deneyim gereklidir.
Kurulan matematik model genellikle sistemi ifade eden bir integral denklem, kismi

tiirevli veya adi tiirevli bir diferansiyel denklemdir. Siir kosullarinin karmagiklig: ve



tiirevli diferansiyel denklemler igermesi nedeniyle bu diferansiyel denklemin ¢oziimii
¢ogu zaman analitik olarak miimkiin olmaz. Bu nedenle bu tiir denklemleri
¢Ozebilmek icin sayisal analiz tekniklerine basvurulur. Yaklasik sayisal yontemler
kullanilarak yapilan ¢6ziimlerde ise analitik ¢oziimleme i¢in gerekli olan biitiin bu
matematik altyapr deneyim ve bilginin yaninda hizli ve kapsamli bir hesaplayici
gereklidir. Bilgisayar teknigindeki gelismelerle denklemlerin matris formda ifade
edilebilmesi bu tiir sayisal analiz yontemlerinde biiylik bir gelismeye sebep olmustur.
Bu gelismeler sayesinde sonlu elemanlar, sonlu farklar, sinir elemanlar, varyasyonel
hesap, Euler, Rayleigh-Ritz metodlar1 gilinlimiize kadar etkin bir sekilde
kullanilmistir. Cogunlukla sayisal analiz yontemlerinde yeterli dogrulukta ¢oziimler
elde etmek icin zaman veya uzay bolgesi belirli araliklara boliinerek ¢éziime birkag
adimda veya cogu zaman ardisik iterasyon c¢oziimleri yapilarak sonuca ulasilir.
Bilgisayar teknolojilerinin giinden giine gelismesi bu yontemlerin verimliligini ve
cesitliligini arttirmigtir. Yontemlerin gerektirdigi hesaplayici ihtiyaci, ¢oziim igin
harcanan zaman, CPU (merkezi islem birimi) siiresi, denklemlerin stabilitesi,
kullanilan grid nokta sayisi, ¢6ziim i¢in gereken On islemler ve ¢6zlim i¢in harcanan
para bagka bir deyisle ekonomik olmasi gibi faktorler yontemden yonteme degisir ve
giinimiizde bu faktorler en az gereksinimle optimum sonug¢ alinabilmesi igin

gelistirilmektedir.

Bu c¢aligmada, sayisal analiz yontemlerinden Richard Bellman tarafindan gelistirilen
ve ilk defa “Differential Quadrature” terimi ile tanitilan Diferansiyel Kuadratur
Metoduyla bir sistemin diferansiyel formda elde edilmis yonetici denklemlerinin
mevcut smir deger kosullarini da saglayacak sekilde ¢oziimii yapilmstir. izotropik
malzemeden imal edilmis gesitli boyutlardaki dikdortgen plaklarin ve kiriglerin
cesitli sinir sartlarinda titresim analizini yapmak i¢in gerekli olan formiilasyon elde
edilmis, daha sonra bu formiilasyon diferansiyel kuadratur metodu kullanilarak
yapinin serbest titresimleriyle ilgili dogal frekanslari ve mod sekilleri bulunmus ve

incelenmistir.



2. DKM KONUSUNDA YAPILAN CALISMALAR

Miihendislik problemlerinde giiniimiize kadar sonlu farklar ve sonlu elemanlar gibi
cok fazla grid nokta sayis1 kullanarak ¢6zliim yapan birgok sayisal analiz yontemi
uygulanmistir. Bununla birlikte bazi pratik uygulamalarda, kismi diferansiyel
denklemler o degisken bolgesinde alinan birkag belirli nokta ile ¢oziilebilir. Bu tiir
pratik uygulamalarda dahi sonlu elemanlar ve sonlu farklar gibi yiiksek dereceli
olmayan yontemler, yeterli dogrulukta sonuglarin alinabilmesi i¢in ¢ok fazla grid

noktas1 kullanimi gerektirir.

Diferansiyel kuadratur metodu, birkag grid nokta sayisi kullanarak yeterli dogrulukta
sayisal sonuglarin elde edilmesini saglayan daha verimli bir yontem bulma arayist
sonucunda Richard Bellman [1] tarafindan ortaya koyulmus bir yontemdir. Bellman
integral kuadratur metodunda kullanilan prosediirii takip ederek DK metodunu
gelistirmistir. DK metodunda bir fonksiyonun verilen bir ayrik noktadaki uzay
degiskenine gore kismi tiirevi, o degisken bdlgesinin biitiin ayrik noktalarindaki
fonksiyon degerlerinin agirlikli bir lineer toplamiyla ifade edilir. Bellman’a gdre bu
yontemde en Onemli islem adimi herhangi bir dereceden tiirev icin agirlik
katsayilarinin hesaplanmasidir. Bellman birinci dereceden agirlik katsayilarinin
hesaplanmasi igin iki tiir yaklasim onermistir. Bunlardan ilki cebirsel bir denklem
sisteminin ¢dziimiinii gerektirir. Ikinci yaklasimda da ise basit bir formiil yardimiyla
agirlik katsayilart bulunur ancak ikinci yontemde grid noktalarinin koordinatlari

otelenmis Legendre fonksiyonunun koklerinden segilir.

Bellman’ dan sonra Mingle [2], Civan ve Sliepcevich [3,4], Jang [5] Diferansiyel
Kuadratur Metodunu c¢esitli miithendislik problemlerine uygulamislardir. Jang [5]
agirlik katsayilarini hesaplayabilmek igin grid noktalarinin koordinatlarinin rastgele
secilebilmesine izin veren Bellman’in birinci yaklasimini kullanmistir. Ancak bu
yontemde kullanilan cebirsel denklem sistemi nokta sayisi fazla alindiginda,
katsayilar matrisinin ¢ok biiyiik olmasina yol agmaktadir. Bu da matris islemlerini
zorlastirmakta, ¢ok fazla nokta sayis1 kullanilarak yapilan analizlerde ¢oziimsiizliige

neden olmaktadir. Bu engelleri ortadan kaldirmak i¢in Quan ve Chang [6] ve Wen ve



Yu [7] test fonksiyonu olarak Langange interpolasyon fonksiyonlarini kullanarak,
birinci ve ikinci dereceden tiirev i¢in agirlik katsayilarini hesaplayan bir formiilasyon

gelistirmiglerdir.

Shu ve Richards [8] ve Shu [9] agirlik katsayilarini hesaplayabilmek i¢in bulunan
tim metodlar1 yiiksek dereceden polinom yaklasimi analizi ve lineer vektor
yaklasimi1 analizi altinda genellestirilmis bir yontem gelistirmislerdir (GDK).
Genellestirilmis diferansiyel kuadratur metodunda birinci dereceden agirlik
katsayilar1 grid nokta se¢imi konusunda herhangi bir kisitlama yaratmayan basit bir
formiilasyon ile bulunmaktadir. Yiiksek dereceden tiirev icin agirlik katsayilari ise
yine ayni bagintidan yararlanilarak bulunmustur. GDK metodunun en biiyiik avantaji
grid nokta sayis1 seciminde herhangi bir kisitlama olmadan agirlik katsayilarinin
hesaplanabilmesidir. Genellestirilmis Diferansiyel Kuadratur Metodu Shu [9] ve Shu
ve Richards [8,10,11] tarafindan sivi akig problemlerine, Du, Lim ve Lin [12,13]

tarafindan yapisal problemlere uygulanmistir.

Diferansiyel Kuadratur Metodu ile ilgili 6ncii caligmalar ve yapisal mekanik ile ilgili
uygulamalar Bert [14,15,16], Wang ve Bert [17], Wang, Bert ve Striz [18,19]
tarafindan yapilmistir. Ayrica Du, Lim ve Lin [12,13] , Laura ve Gutierrez [20] ve

Wen ve Yu [21] bu konuda ¢alismalart mevcuttur.

Diger sayisal analiz yonemleri gibi Diferansiyel Kuadratur Metodu da diferansiyel
denklemleri, cebirsel denklem takimlarina indirgeyerek c¢ozer. Bu denklem
takimlarini ¢ozebilmek ic¢in sinir sartlarinin uygun bir sekilde denklemlere dahil
edilmesi gereklidir. Her sinirda tek bir siir sartinin oldugu durumlarda bu sinir
sartin1 yerine koyma islemi oldukca basittir ancak bir sinirda birden fazla sinir
kosulunun oldugu durumlarda sinir sartlarimi yerine koyarken birgok sayisal
zorluklarla Kkarsilagilir. Navier-Stokes denklemleri buna bir Ornektir. Yonetici
denklem ikinci dereceden olmasina ragmen, her sinir i¢in biri Dirichlet tipi ve biri de
Neumann tipi olmak iizere iki adet sinir sart1 vardir. Bu sinir sartlarint dogru bir
sekilde uygulayabilmek i¢in Shu [9] iki sinir sartini, iki tabakali niimerik sinir
sartlarina doniistiirerek ¢ozen bir yaklasim Onermistir. Bir baska ornek ise kiris veya
plak titresim analizinde, yonetici denklemin dordiincii dereceden ve her sinir i¢in iki
sinir sartinin  oldugu durumdur. Bu tip yapisal mekanik problemleri igin sinir
sartlarinin  uygulanmasi1 asamasinda birgok yaklasim  gelistirilmistir. Bu

yaklagimlardan biri Bert [14] ve Jang [5] tarafindan Onerilen “d-teknigi”dir. Bu



teknikte iki sinir noktasina & kadar uzaklikta noktalar alinir ve sinir sartlar1 bu sinir
noktasinin kendisine ve ona ¢ok yakin olan § noktasina uygulanir. Sonug olarak sinir
sartlarindan biri tam olarak saglanirken diger & noktasinda yaklasik olarak saglanir.
Bu teknikte iki temel sorun vardir. Bunlardan biri 6 noktasinin alinan degere gore
sonucu etkileyebilecegidir. Bu sorunu ortadan kaldirmak i¢in 6 ¢ok kiiciik, L plak
veya kirig boyu olmak tizere, 0.0001L den daha biiyiik olmamak sartiyla se¢ilmelidir.
Ancak burada da olusan bir diger sorun ¢ degerinin bu kadar kii¢iik se¢ilmesinin DK
metodunda agirlik katsayr matrislerinin ¢oziime uygun bir bicimde ¢ikmamasina

sebep olmasidir. Sonug olarak, elde edilen ¢oziimler yeterli dogrulukta degildir.

O-tekniginde karsilagilan bu problemleri ortadan kaldirabilmek amaciyla Wang ve
Bert [15] , Malik ve Bert [22] baska bir yaklasim 6nermislerdir. Bu yaklagima gore
tiirevli ifadeler igeren sinir sartlart agirlik katsayr matrisinde yerine koyularak islem
yapilmistir. Bu sekilde modifiye edilmis agirlik katsayr matrisleri elde edilmis ve
yonetici denklemde modifiye edilmis agirlik katsayilart kullanilarak ¢oziim
yapilmistir. Bu yontem kiris ve plaklarda dogru sonuglar vermistir ancak simnir
sartlarinin uygulanmasinda birtakim kisitlamalara sebep olmustur. Bu yontemle A-A
smir sartlart i¢in yanlig sonuglar elde edilmis, ayrica basit mesnetli plak

problemlerinde de bazi frekanslar bulunamamastir.

Sinir sartlarimin uygulanma asamasinda iki yontemde de olusan sorunlar1 ortadan
kaldirabilmek i¢in Shu [23] baska bir yaklasim Onermistir. Bu yaklasima gore
gelistirilen formiilasyonlarla sinir sartlart dogrudan yonetici denkleminde yerine
koyularak ¢6ziim yapilmistir. Bu yontemde gerek o6-tekniginde gerekse modifiye
edilmis agirlik katsayilar1 teknigindeki eksiklikler giderilmistir. 8-teknigindeki gibi
yaklagik sinir sartlart kullanilmamus, biitlin sinir sartlar1 tam olarak saglanmis ve
modifiye edilmis agirlik katsayilari teknigindeki gibi siur sartlarinin se¢iminde
herhangi bir kisitlamaya sebep olmamistir. Sinir sartlarinin denkleme dahil edilmesi

Kiris ve plak titresimleri incelenerek anlatilmistir.

Shu [24] , Diferansiyel Kuadratur Metodu ile ilgili bir kitap yazmis ve bu kitapta
konu biitiin incelikleriyle ele alinmistir. Yontemin matematiksel temelleri, agirlik
katsayilarinin hesaplanma yontemleri, literatiirlerde ele alinan farkli yaklagimlar ve
bu yaklasimlarin avantajlar1 ve dezavantajlari, yontemin akiskanlar ve kati cisimler

mekaniginde, 1s1 problemlerinde, kimyasal problemlerde, lineer olmayan analizlerde,



dalga analizlerinde ve daha bir¢ok karmagik problemde uygulanist detayli bir sekilde

anlatilmastir.

2000 yilindan sonra bu kitabin da yardimiyla diferansiyel kuadratur metodu
caligmalar1 hiz kazanmig ve birgok miihendislik probleminin ¢6ziimiinde
kullanilmaya baslanmistir. Giiniimiizde diger sayisal analiz yontemlerine gére daha
az grid nokta sayist kullanmasi dolayisiyla daha az CPU (merkezi islem birimi)
stiresi gereksinimiyle tercih edilmeye baslanan bir yontem olmustur ve siirekli olarak

miihendislik problemlerinde uygulama alanlar1 gelistirilmektedir.



3. DIFERANSIYEL KUADRATUR METODU

Diferansiyel kuadratur metodu, diferansiyel denklemleri ¢dzmek i¢in kullanilan
nliimerik bir tekniktir. Bu ¢alismada DKM kiris ve plak denklemlerine uygulanmustir.
Bunun i¢in dncelikle klasik kiris ve plak denklemleri, dayandigi varsayimlar temel

bagint1 ve denklemler a¢iklanmaistir.

3.1 Klasik Kiris Teorisi
Kiriglerde deformasyonun kinematigini birgok kiris teorisi gelistirilmistir. Klasik
kiris teorisi asagidaki kabullere dayanmaktadir [28].

* Diizlemsel simetri: Kiris, boyunca uzanan diiz bir eksene sahiptir ve kesit alaninda

eksenel bir simetri s6z konusudur.

» Diklik sarti: Kiris boyunca orta diizleme dik olan dogrultular, deformasyondan

sonra da dik kalirlar, sekil degistirmezler.

* Genleme enerjisi: Kiris elemanlarmin i¢ genleme enerjileri sadece egilme

deformasyonlarinda 6nem kazanir. Diger tiim etkiler ihmal edilmektedir.

* Lineerlestirme: Kiris kalinli§1 boyunca olusacak donme ve deformasyonlar ihmal

edilebilir. Boylece diisey yondeki normal ve kayma gerilmeleri hesaba katilmaz.

Orta Diizlem

Sekil 3.1: Kiris geometrisi ve eksen takimi.



Sekil 3.1°de kiris geometrisi ve eksen takimi x-y-z koordinat sistemi, x eksenindeki
kiris uzunlugu L, y eksenindeki kiris genisligi a ve z eksenindeki kiris kalinligi h

olarak gosterilmistir.

? _ (4 e

V V+dV

W

Sekil 3.2: A-B mesnetli kiris ve kiris elemana.

Sekil 3.2’de M (x,t) egilme momenti, V (X,t) kesme kuvvetidir. Birim uzunluga etki
eden dis kuvvet ise f(X,t) dir. Kiris elemanina etki eden eylemsizlik kuvveti ise
asagidaki denklemde verilmistir.

o°w
atz

PA(X)dx (x,1) (3.2)

z yoniindeki hareket denklemi,
R
—(v+dV)+ f(x,t)dx+V = pA(x)dx?(x,t) (3.2)

Burada p kiitle yogunlugu ve A(x) ise kiris kesit alanidir. y eksenine gére moment

esitliginden,

(M +dM) —(V +dV)dx+ f(x,t)dx%—M =0 (3.3)

Elde edilir. dV = %/dx ve dM = %Vldx yazilirsa, denklem (3.2) ve denklem (3.3)

su sekilde yazilir.

2
- 200+ 1) = pAC) T (X (3.4)
%(x,t) _V(xt) =0 (3.5)

V =0M /0ox yazilirsa denklem asagidaki gibi olur.



_9 ZM (3.6)

Euler-Bernoulli Kiris teoreminde egilme momenti ile ¢okme arasindaki iliski

sOyledir,

M (x,t) = EI (x) (x t) (3.7)

Burada E Young modiili, I(x) ise kirisin y eksenine gore eylemsizlik momentidir.
Denklem (3.6) ve denklem (3.7)’den kuvvet etkisi altindaki kiris i¢in asagidaki

sonugclar elde edilir.

2

62
ox?

{EI (X)— (x t)} + pA(x) (x,t) = f(x,t) (3.8)

Denklem homojen bir kiris i¢in indirgendiginde, su denklem elde edilir.

El 82—‘1’1"(x,t) + pAaai—‘z’V (x,t) = f(x1) (3.9)

Serbest titresim igin, f(X,t) =0 olur. Boylelikle hareket denklemi su hale gelir.

0w o*w
2 (x 0+ poe

c (x,t) =0 (3.10)

Burada ¢ = E—L olarak tanimlanir. Lineer elastik bir kirisin egilmeli durum igin
\ o

serbest titresim denklemi asagidaki gibi olur.

o? o*w o*w
El A =0 3.11
ox? ( ox? J T (3.41)

3.2 Kilasik Plak Teorisi

Kiriglerin statik ve dinamik davranis analizlerinin dayandig teoriler plak ve kabuk
yapilar i¢in gelistirilen teoriler ile paralellikler tasimaktadir. Bu kabuller,

* Malzeme homojen izotropik ve lineer statiktir. Hooke kanununa uygundur.

* Sekil degistirmeden (deformasyon) 6nce plagin orta diizlemine dik olan dogrular

sekil degistirmeden sonra da dik kalirlar.



* Plak kalinlig1 genisligine oranla ¢ok (en az 10 kat1 kadar) kiigiiktiir.
* Orta diizleme paralel diizlemlere etkiyen normal gerilmeler o, ihmal edilebilir.

seklinde verilen Kirchoff varsayimlarina dayanmaktadir. Bu varsayimlardan yola
cikarak 3-boyutlu global yer degistirme alan bilesenleri plagin orta diizlem
bilesenleri  cinsinden, {g-serbestlik  dereceli  2-boyutlu plak teorilerine
indirgenmektedir [27].

q.y) o Eleman
. 7 X
/ 1
f:l_//
/
7 AT //* 4“;
- 2
I
f——ﬁ——"-}+-—'———1

Ohrta viizey

Zow

Sekil 3.3: Yanal yiikklenmis dikdortgen plak.

Ince, dikddrtgen bir plagin titresim, egilme ve burkulmasini yéneten diferansiyel

denklemler sirasiyla;

4 4

oW, , 0V aW—phww (3.12)
x' oxtoy? | oy

4 4

oW, , 0w LW _akx.y) (3.13)
OX ox*oy? ay D

4

o'W o'w aw Paw (3.14)

ax“+ ox*oy? ay * ox®

Seklinde verilir. Burada w plagln orta diizleminin deplasmanl p plak malzemesinin

......

D =Eh®/12(1—v?) ile verilir. v Poisson orani, E elastisite modiiliidiir. Py ise plak

kenarlarina etkiyen eksenel basing yiikiidiir [27].
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3.3 Diferansiyel Kuadratur Metodu

Diferansiyel kuadratur metodu, 1971 yilinda Richard Bellman tarafindan diferansiyel
denklemleri ¢ozmek icin gelistirilmis sayisal bir yontemdir. Bu yontem ilk olarak
integral kuadratur metodundan hareketle bulunmus ve 1992 yilindan itibaren
yontemin cesitli formiilasyonlarla gelistirilmesiyle giinlimiize kadar bircok
miihendislik probleminin ¢ézlimiinde kullanilmistir [24].

fX“’(xi):% =iAj f(x,) i=12..N (3.15)

Xi =1

Burada x; degisken bolgesindeki ayrik noktalari f(x;) bu noktalardaki fonksiyon
degerlerini, Aj; birinci dereceden tiirev i¢in bu degerleri fonksiyon degerlerine
baglayan agirlik katsayilarini belirtir. Diferansiyel kuadratur metodu uygulanirken

dikkat edilmesi gereken dnemli nokta agirlik katsayilarinin hesaplanmasidir [24].

Agirlik katsayilarimin  hesabi karsilik gelen koordinat yonlerinde fonksiyonel
yaklasimlar ile gerceklestirilir. Bu fonksiyonlara test fonksiyonu denir. Segilen test
fonksiyonlarmin tiirline gore agirlik katsayilarinin hesaplanmasi iki temel yaklagimla
olur. Bunlar yiiksek dereceden polinom yaklasimi (Polinomal Diferansiyel Kuadratur
metodu) ve Fourier seri a¢ilimi yaklagimidir. Bu calismada yiiksek dereceden

polinom yaklagimi kullanilmistir [24].

Yiiksek dereceden polinom yaklasimi Weierstrass birinci teoremine dayanir. Bu
teoreme gore “ f(x) (a,b) araliginda taniml siirekli bir fonksiyon ise, n sonsuza

gittikge f(x)’e yakinsayan bir Py(X) vardir” seklinde tanimlanir. Bu teorem,
N-1

f(x) =Py (x) =D ¢ x* (3.16)
k=0

seklinde ifade edilir. Bu esitlikteki cy sabitleri asagidaki denklem sisteminin

¢ozlilmesiyle bulunur [24].

Co +Cy X +CoX,” 4+ Cpyy X, = F(X)
2 N-1
Co+C X, +CoX, 4.+ CyyX, = F(X,) (3.17)

Co +C Xy +CyXy~ o4 Cy Xy = F(Xy)

11



Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinantt Vandermonde formunda
oldugundan tekil bir ¢dziime sahiptir. Bununla birlikte N’nin biiyiik degerleri i¢in
¢Ozlim yapilirken NxN boyutundaki matrisin tersinin alinmasi ¢esitli zorluklar yaratir
bu nedenle ¢; ,c1 ,C2, ... ,en katsayilarmi belirleyebilmek oldukga giictiir ve
sonuclarin hassasiyeti nokta sayisi arttikca azalmaktadir. Bu giigliikkleri gidermek,
metodun kullanim alanini genisletmek ve uygulanabilirligini kolaylagtirmak igin

Langrange interpole edilmis polinomlar1 kullanilmistir. Buna gore fonksiyon su hale

gelir,
P00 =D 1 (4) () (318)
Burada,

_ M (x)
O M T o) o)
M (X) = (X=X )(X =X, )...(X =Xy ) (3.20)
M@ (x.) M(x)in x = x; noktasindaki tiirevidir.
M® (Xi) = (Xi o X1)---(Xi - Xi—l)(Xi - Xi+l)"'(xi - XN) = ﬁ(xi - Xk) (3.21)
I, (X) fonksiyonunun 6nemli bir 6zelligi

Lk =i

l (%) :{O,k i (3.22)
olmasidir.

3.3.1 Birinci dereceden tiirev i¢in agirhk katsayilarinin hesaplanmasi

3.3.1.1 Bellman yaklasimlari

Bellman birinci dereceden agirlik katsayilarmin hesabinda iki temel yaklasim

onermistir. Bu iki yaklasimda farkl: test fonksiyonlar1 kullanmistir [24].

[k yaklasimda test fonksiyonu olarak,

g, (x)=x, k=01.,N-1 (3.23)

12



seklinde bir polinomal fonksiyon kullanmistir. Bu denklem bize N tane test
fonksiyonu verir. Denklem (3.15)’e gore Ajj icin i ve j degerleri 1 den N’ye kadar
degerler alir. Boylelikle toplam NxN adet agirlik katsayisi elde edilir. Bu katsayilar,

N adet test fonksiyonunun N adet noktaya uygulanmasiyla elde edilir.

3400
ZN:Ainj =1 , i=12,., N (3.24)

Y AXS =k.xi k=23..,N-1

]
=

Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinantt Vandermonde formunda
oldugundan tekil bir ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla N’nin biiylik degerleri i¢in ¢oziim
yapilirken NxN boyutundaki matrisin tersinin alinmasi bir takim zorluklar dogurur.

Bu nedenle bu yaklasimda N genellikle 13°den kii¢iik segilir.

Bellman’in Onerdigi ikinci yaklasim da birinciye benzer sekildedir ancak bu

yaklagimda farkli bir test fonksiyonu kullanilmistir [24].

_ Ly (X) _
9, (x) = O k=12,.,N (3.25)

Burada L, (x) N’nci dereceden 6telenmis Legendre polinomu ve LS (x), L, (X) ’nin
birinci dereceden tiirevidir. X, Otelenmis Legendre polinomunun kokii olarak secilir
ve bu denklem N adet x,,X,,X,,..., Xy grid nokta i¢in uygulanirsa agirlik katsayilar

i¢in su ifadeler elde edilir.

LY (%)

A= x —Xj)Lﬁ)(Xj) , 1# ] icin (3.26)
1-2x,
A = m (3.27)

Bu esitlikler kullanilarak agirlik katsayilari1 hesaplanabilir ancak grid noktalarinin
koordinatlar1 6telenmis Legendre polinomunun koklerinden se¢ilmek zorunda oldugu
i¢cin bu esitlikler sadece 6zel bir durumu yansitir. Basit uygulamalarda ilk yaklasim

tercih edilir.

13



3.3.1.2 Quan ve Chang yaklasimlari

Quan ve Chang [24] test fonksiyonu olarak daha dnce de deginildigi gibi uzun matris
islemlerine gerek duymadan uygulanabilen Langrange interpole edilmis
polinomlarmi kullanmislardir.

M (x)

TR k=12,.,N (3.28)

g, (x) =

Burada M (x) ve M ®(x,)denklem (3.20) ve denklem (3.21)’de verilmistir.

M®(x,) M(x)in x = x, noktasindaki tiirevidir.

Denklem (3.28)’deki test fonksiyonu N adet grid nokta i¢in uygulandiginda asagidaki

ifadeler elde edilir.

1 NCOX = X, L
= | | ' , J#1 igin 3.29
Ay X; = % i X; =X, J ¢ ( )

Aiizz L

k=L Xj — X

(3.30)

Bu yaklasimla agirlik katsayilart grid nokta se¢iminde herhangi bir kisitlama
olmadan hesaplanabilir.
3.3.1.3 Genellestirilmis Shu yaklasimi

Shu [24] dort temel polinom tipini esas alarak biitiin yaklagimlari kapsayan bir

yontem gelistirmistir. Bu temel polinomlar sdyledir,

r(x)=x-1 , k=12,.,N (3.31)
_ Ly (x) _

rk(x)_(x—xk)UNl)(xk) , k=12,..,N (3.32)
_ M () _

rk(x)_(x—xk)M(l)(xk) , k=12,.,N (3.33)

nx)=1, rX)=x-x_)nh,x, k=23.,N (3.34)

Buarada L, (x) N’nci dereceden Legendre polinomu, M (X)ise denklem (3.20)’de

tanimlanmistir. Bu temel polinomlart kullanarak agirlik katsayilari ig¢in Onerilen

ifadeler soyledir,

14



M @ (x;)

A = (% —x M @) ) , 1# ] icin (3.35)
iAii =0 veya Aii=— iAU (3.36)

Burada M®(x) denklem (3.21)’de tanimlanmustir.

3.3.2 iki ve daha yiiksek dereceden tiirev icin agirhk Kkatsayillarmin

hesaplanmasi

Ikinci dereceden agirlik katsayilarmin hesaplanmasi icin Quan ve Chang [24]
Langrange interpolasyon polinomlarini test fonksiyonu olarak kullandiktan sonra

elde edilen ifadelerin tiirevini alarak asagidaki sonuglar1 elde etmislerdir.

B, =~ (ﬁxi—xk](i ! ] i = j icin (3.37)

Xi =X Wkanksi X5 = X Ni=timij X — X

B"=2Nzl{ L (EN: L H (3.38)

kth=i | X X U=kesl=i Xj — X

Genellestirilmis yaklasima gore ikinci dereceden tiirev igin agirlik katsayilari

sOyledir.
1 S
B, =2A;| Ai — | I # ] igin (3.39)
i i
N N
D> B, =0veya B, =— > B, (3.40)
j=1 j=1,j=i

Diferansiyel kuadratur metodu n’inci dereceden bir fonksiyona uygulandiginda, X;

noktasi i¢in ifade su hale gelir.

of
fO(x)=—
() ==

:ZN:AiE”)f(xj) . i=12,..,N (3.41)

X

Bu durumda Aﬁ”) n’inci dereceden tiirev i¢in agirlik katsayis1 hesabinda su sonug

elde edilmistir.

Ai(-n_l)
AP =n A AT - —— (3.42)
Xj = X

15



N N
Z; A" =0 veya ATi=- A (3.43)
J:

=L =i

Bu denklemlerde i,j=1,2,...,N ve n=2,3,...,N-1 arasinda almr. iki ve daha yiiksek
dereceden tiirev i¢in agirlik katsayilari, birinci dereceden tiirev igin elde edilen
ifadelerin tiiretilmesiyle bulunabilecegi gibi matris ¢arpimlar1 yontemiyle asagidaki

formda da hesaplanabilir.

Bij = Z A Akj (3.44)
Cij = i Ay Bkj (3.45)
Dij = i Aikaj (3.46)

3.3.3 Grid nokta sayis1 ve secimi

Diferansiyel kuadratur yontemiyle bir miihendislik problemini ¢dzebilmek icin
oncelikle grid nokta tiiriinii ve sayisi1 belirlenmedir. Bu yontemle elde edilen
sonuclarin hassasiyetinin bazi problem tiirlerinde smir kosullarina bagli oldugu
goriilse de genel olarak secilen grid noktalarinin tiiriine ve dagilimima baghdir. ki tip

nokta dagilimi vardir [24].

* Lineer grid dagilimi: Her bir koordinat yoniinde esit aralikli secilen grid

dagilimidir. Ny ve Nynokta sayis1 olmak iizere,

X, = i=12.., N, (3.47)

"N, -1
-1 .
y, = NJ - i=12.,N, (3.48)
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v
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Sekil 3.4: iki boyutlu bélge icin lineer grid dagilimu.

Esit aralikli grid noktalar1 kullanilmasi hesaplama kolaylig1 saglamasi ve basit bir
sekilde uygulanabilmesi agisindan avantaj saglar ancak yapilan caligmalar bu nokta
dagilimimin secilmesiyle sonuclarin hassasliginin bazi problem tiirlerinde artip

bazilarinda azaldigini1 gostermistir [24].

» Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagilimi: Smir sartlarinin uygulandigi noktalara

dogru siklasan grid dagilimidir. Ny ve Ny nokta sayis1 olmak iizere,

1-co -1 p
N, -1

X, = . ,i=12..N, (3.49)
1-co -1 P
N, -1 _
y, = > . J=12.,N, (3.50)
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=1 2 3 N

Sekil 3.5: Iki boyutlu bdlge i¢in Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagilima.

Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagilimi smir kosullarinin uygulandigi noktalara

dogru siklasan bir dagilim oldugu i¢in ¢oziime daha cabuk yakinsamayr saglar.

Hassas ve giivenilir sonuglar verir [24].
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4. DK METODUNUN KIiRi$ VE PLAK TiTRESIMLERINE
UYGULANMASI

Bu ¢alismada sabit kalinlikli izotropik malzemeden yapilmis plak ve kirisin serbest
titresimleri DK metodu ile incelenecektir. Izotropik malzeme &zellikleri, elastisite
modiilii E=210GPa, Poisson oran1 v=0.3 ve yogunluk p=7800kg/m® olarak alinmustir.
Yontemin daha kolay bir sekilde anlasilabilmesi i¢in yontem oncelikle iki boyutlu
plak problemine gore daha basit bir problem olan tek boyutlu kiris problemine
uygulanmistir. Dogal frekanslar ve karsilik gelen mod sekilleri gibi 6nemli titresim

karakteristikleri incelenmisgtir.

4.1 DK Metodunun Kiris Titresim Problemine Uygulanmasi

Lineer elastik bir kirisin egilmeli durum i¢in serbest titresim denklemi,

2 2 2
0 (EI 0 WJ+,0Aa Yoo (4.1)

ox? ox? ot?
olarak bilinir. Burada pA kiitle, t zaman parametresidir. Bu denklemin
boyutsuzlastirilmasiyla asagidaki denklem elde edilir.

d*w

i ~Q°W =0 (4.2)

Burada , X=x/L boyutsuzlastirllmis koordinat, L kiris boyu, Q° = pAL*®’/El
boyutsuz frekans, o titresim frekansi, pA birim uzunluk basina kiitle, El egilme
rijitligidir. Bu denkleme DKM uygulanmasiyla agagidaki denklem elde edilir.

N
> DW, =QW, (4.3)

k=1

Burada D dordiincii dereceden tiirev igin agirlik katsayisi, W., i=12,..,N,

fonksiyonun o grid noktasinda aldig1 degerdir. Birinci , ikinci {igiincii ve dordiincii
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dereceden tiirev icin agirlik katsayilarini veren matrisler sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanir.
[~ o )
C1,1 C1,2 . . . Cl,N—l
() () (1)
C2,1 CZ,Z . . . C2,N—1
A=
) 1) (3]
CN—l,l CN—1,2 ot CN—1,N—1
@) () @
_CNJ CN2 o CNN—l
[~ (2 %)
Cl,l Cl,Z . . . Cl,N—l
(2) (2) (2
CZ,l C2,2 ot C2,N—1
B =
(2) (2) ()
CN—l,l CN—1,2 . . . CN—l,N—l
(2) (2) (2
L CN,l CN,2 . . . CN,N—l
[ ~3) (3) (3)
C1,1 Cl, 2 . . . Cl, N-1
(3) (3) (3)
Cz,l C2,2 ' ' ' C2,N—l
C=
(3) (3) 3)
CN—l,l CN—1,2 ' ' ' CN—l,N—l
(3) (3) 3)
L CN,l CN,2 ' ' ' CN,N—l
[ A4 (4) (4)
Cl,l Cl, 2 ' ' ' Cl, N-1
(4) (4) (4)
C2,1 C2,2 ' ' ' C2,N—1
D=
(4 (4) (4)
CN—1,l CN—1,2 ' ' ' CN—1,N—1
(4) (4) (4
L CN,l CN,2 ' ' ' CN,N—l

Sinir sartlari ise asagidaki sekildedir.

Basit mesnetli ug igin,

@
Cin
(1)
Con

&)
IR

@)
Chn |

(2)
Cin

@)
CZ,N

(2)
Cnoan

(2)
Chin |

®)
Cl, N

@)
C2, N

(3)
Cnoan

(3)
Chn |

(4)
Cin
(4)
Con

(4)
Cnoan

(4)
Chn

20

(4.4)

(4.5)
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d’w d’w
W(0)=0 7|X:0 =0 Ve W(1)=O WL(:]‘ =O (48)
Ankastre mesnetli ug igin,
W(0)=0 d—\)’(v|x_0:0 veW(@) =0 d—\)’(v|x_l=o (4.9)

Denklem (4.3)’ilin sinir sartlarinin da dahil edilerek ¢oziilmesiyle boyutsuz frekans
degerleri elde edilir. Smir sartlarinin denkleme uygulanma asamasinda birgok
yaklasim mevcuttur ancak ankastre ve basit mesnetli sinir sartlarinin cesitli
kombinasyonlar1 i¢in Shu’nun Onerdigi ve yliksek hassasiyette sonuglar veren

yontem su sekildedir [24].

Ankastre ve basit mesnetli sinir sartlarinin herhangi bir kombinasyonu i¢in DK

metodu uygulanirsa su denklemler elde edilir.

W, =0 (4.10a)
N

D> cidw, =0 (4.10b)
k=1

W, =0 (4.10c)
N

el w, =0 (4.10d)
k=1

Burada nO ve nl uygulanacak sinir sartlarina gore 1 veya 2 olarak almir. Ornek
olarak,

n0=1nl=1— ankastre - ankastre

n0=1nl=2 — ankastre - basit mesnet

n0=2,nl=1— basit mesnet - ankastre

n0=2,nl=2 — basit mesnet - basit mesnet

Yukarida verilen sinir sartlarindan (4.10a) ve (4.10c) denklemleri (4.3) denkleminde
kolayca yerine konulabilir. Ancak tiirevli ifadeler olan (4.10b) ve (4.10d)
denklemlerinde verilen smir sartlarimi (4.3) denkleminde yerine koymak zor bir
islemdir. Bu sinir sartlarinin hepsinin (4.3) denklemini saglayabilmesi i¢in (4.10b)

ve (4.10d) denklemleri ortak ¢oziilerek, W, ve W, _, icin asagidaki ifadeler elde

edilir.
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W, = ﬁ : tZ_::Axm-wk (4.11a)
1 ne2

W, = N kz AXKN -W, (4.11b)

Burada,

AXKL=c{ e, — ol o (4.12)

AXKN =3 ¢ —c(2? ¢ (4.13)

AXN =c) e —¢5” -y (4.14)

olarak bulunur. Denklem (4.11)’e gére W, ve W, _, W, ,W,,..,W,_, cinsinden ifade
edilmistir. Denklem (4.10)’da 4 adet sinir sart1 verilmistir. Bununla birlikte N adet
bilinmeyen W,,W,,..,W, vardir. Bu dort adet siir sartinin (4.3) denklemini
saglayabilmesi i¢in (4.3) denklemi N-4 noktaya uygulanmalidir ki bu da (4.3)
denklemi X, X,,..., X_, grid noktalarina uygulanarak olur. Bunun igin (4.10a),

(4.10c) ve (4.11) denklemleri (4.3) denkleminde yerine konur ve asagidaki ifade elde

edilir.
N-2
CW, =QW, ,i=23.,N-2 (4.15)
k=3
Burada,
c® . AXK1+c® . - AXKN
C3 _ Ci(’i) _ i,2 i,N-1 (416)

AXN
olarak bulunur.

Denklem (4.15) N-4 bilinmeyen i¢in N-4 adet esitlik verir. Denklem (4.15) 6zdeger

problemi formunda yazilir.
bW o'W (4.17)
Detf =0 (4.18)

(N -4)x(N —4) boyutundaki F: katsayilar matrisinin determinanti  sifira

esitlenerek serbest titresimlerin boyutsuz dogal frekanslar elde edilir.
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4.2 DK Metoduyla Elde edilen Kiris Dogal Frekanslar1 ve Sonuclarin

Karsilastirilmasi

Boliim 4.1 de verilen ifadeler, Ek A.1, EK A.2, EK A.3 Ek A.4 ve Ek A.5 te kodlar
verilen Matlab programi kullanilarak (N nokta sayisini gostermek iizere) N’yi
degistirerek ve ilgili satirlarda farkli sinir sartlar i¢in farkli ifadeler yazilarak N=7 ,
N=10, N=15 ve N=30 i¢in lineer ve Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagilimi
durumlarinda ¢oziilmiistiir. ilk bes dogal frekansla ilgili elde edilen sonuglarla
literatlirdeki sonuclarin karsilagtirilmasi Cizelge 4.1, Cizelge 4.2 ve Cizelge 4.3’te
gosterilmistir. Cizelgelerde ankastre mesnet “A” , basit mesnet “B” ile
gosterilmistir. A-A mesnetli kiris i¢in ¢oziim yapildiginda ¢izelge 4.1°deki sonuglar

elde edilir.
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Cizelge 4.1: A-A kiris icin elde edilen boyutsuz frekans katsayilar1 (Q).

Chebyshev-Gauss

Lineer grid L obatto grid Kaynak [24]
Q 22.9586 22.5604 22.3733
Q) 49.2950 58.4237 61.6728
N=7 Q3 72.8759 87.8954 120.9034
Q 199.8594
Qs 298.5555
Q4 22.3594 22.3723 22.3733
Q, 60.8338 61.5963 61.6728
N=10 | Q3 123.5385 120.9034
Q4 236.0434 199.8594
Qs 255.7144 298.5555
Q 22.3733 22.3733 22.3733
Q) 61.6702 61.6728 61.6728
N=15 | Q3 120.7642 120.9021 120.9034
Q4 218.5820 199.9365 199.8594
Qs 253.5904 299.3886 298.5555
Q 22.3733 22.3733 22.3733
Q) 61.6728 61.6728 61.6728
N=30 | Q3 120.9034 120.9034 120.9034
Q 199.8594 199.8594 199.8594
Qs 298.5555 298.5555 298.5555

B-B mesnetli kiris i¢in ¢oziim yapildiginda cizelge 4.2°deki sonuglar elde edilir.
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Cizelge 4.2: B-B kiris i¢in elde edilen boyutsuz frekans katsayilar1 (Q).

Lineer grid Chebyshev-G-auss Kaynak [24]
Lobatto grid

() 9.9591 9.9165 9.8696
Q, 31.1769 35.0542 39.4784
N=7 Q3 54.5062 62.2066 88.8264
Q 157.9137
Qs 246.7401

()] 9.8676 9.8693 9.8696
Q 39.1580 39.4174 39.4784
N=10 | Qs 92.8422 88.8264
Q4 197.3083 157.9137
Qs 246.7401

() 9.8696 9.8696 9.8696
Q, 39.4778 39.4784 39.4784
N=15 | Qs 88.7725 88.8249 88.8264
Q 166.8761 158.0619 157.9137
Qs 222.2928 248.4716 246.7401

()] 9.8695 9.8696 9.8696
Q, 39.4782 39.4784 39.4784
N=30 | Qs 88.8268 88.8264 88.8264
Q 157.9139 157.9137 157.9137
Qs 246.7399 246.7401 246.7401

A-A mesnetli kiris i¢in ¢oziim yapildiginda ¢izelge 4.3’deki sonuglar elde edilir.
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Cizelge 4.3: A-B kiris icin elde edilen boyutsuz frekans katsayilar1 (Q2).

Lineer grid Chebyshev-G.auss Kaynak [24]
Lobatto grid

()] 15.4890 15.4460 15.4182

Q, 39.4863 44.4765 49.9648

N=7 Q3 65.4138 78.0648 104.2477
Q 178.2697

Qs 272.0310

()] 15.4104 15.4170 15.4182

Q 49.6357 49.9216 49.9648

N=10 | Qs 109.2703 104.2477
Q 284.0631 178.2697
Qs 272.0310

(O] 15.4182 15.4182 15.4182

Q, 49.9631 49.9648 49.9648

N=15 | Qs 104.2050 104.2471 104.2477
Q 196.4614 178.4642 178.2697
Qs 223.8927 273.1126 272.0310

()] 15.4185 15.4182 15.4182

Q, 49.9648 49.9648 49.9648

N=30 | Qs 104.2476 104.2477 104.2477
Q 178.2697 178.2697 178.2697
Qs 272.0310 272.0310 272.0310

Dogal frekanslar (N —4)x(N—4) boyutundaki | katsayilar matrisinin
determinant1 sifira esitlenerek bulundugundan ve bulunan bazi dogal frekanslarin
kompleks cikmasi nedeniyle N’nin kiigiik degerleri i¢in ilk bes dogal frekanstan
bazilar1 bulunamamaktadir. Sonuglar incelendiginde, tek boyutlu bir problemde
Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagiliminin lineer grid dagilimina oranla az da olsa
daha hassas sonuglar verdigi goriilmiistiir. Nokta sayisinin arttirilmasiyla referansa

gore hatalar sifir bulunmustur ve elde edilen sonuclar oldukga tatmin edicidir.

Sekil 4.1°de iki ucu ankastre mesnetli kirisin serbest titresimleri i¢in mod sekilleri

verilmistir.
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Sekil 4.1: Kiris mod sekilleri.
4.3 DK Metodunun Plak Titresim Problemine Uygulanmasi

Ince dikdértgen bir plagin tiresimini ifade eden diferansiyel denklem,

0w o'w  o'w

5 2oy + ¥ = pho’w (4.19)

olarak verilir. Burada w plagin orta diizleminin deplasmani, p yogunluk, h plak

kalinlig1, ® dogal frekans1 gostermektedir. Esitlik boyutsuzlastirildiginda,

o'W Y 0*W Y O*W

= QW 4.20
oX* OX20Y? oy* (4.20)

denklemi elde edilir. Burada X=x/a ve Y=y/b boyutsuz koordinatlar, a ve b plak

kenar uzunluklari, A=a/b plak kenar uzunluklarinin birbirine oranidir. € boyutsuz
frekans, Q=wa’,\/p/D ve D=Eh*/[120-v?)] egilme rijitligidir. E ve v
sirastyla elastisite modiilii ve Poisson oranidir. Bu denkleme DKM uygulanmasiyla

asagidaki denklem elde edilir.
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i D, W, ; +24° i i B, 1Bk Wik +4° i D, W, =QW,, (4.21)
k=1 k1=1 k2=1 k=1

Kiris probleminde A, B C ve D agirlik katsayilar1 (4.4), (4.5), (4.6) ve (4.7)
denklemlerinde verilmistir. Bu denklemdeki B ve D plagin y eksenindeki sirasiyla
ikinci ve dordiincii dereceden agirlik katsayilaridir. Ayni sekilde y ekseninde birinci ,
ikinci, tigtincli ve dordiincii dereceden tiirev igin agirlik katsayilarin1 veren matrisler

sirastyla asagidaki gibi tanimlanur.

=) =) =) =)
C1,1 Cl,Z . . . C1,N—1 C1,N
=) =) =) =)
CZ,l CZ,Z . . . C2,N—1 CZ,N
A= (4.22)
=) =) =) =)
CN—l,l CN—1,2 . . . CN—l,N—l CN—l,N
=) =) =) =)
L Cni Cn )2 - Cyna Cnon |
) =(2) =(2) =(2)
Cl,l C1,2 . . . Cl, N-1 Cl, N
=(2) ) =(2) =(2)
C2,1 C2,2 . . . C2,N—1 CZ,N
B=| . S . . (4.23)
=(2) =(2) =(2) =(2)
CN—l,l CN—1,2 . . . CN—1,N—1 CN—l,N
=(2) =(2) =(2) =(2)
L Cni Cn .2 -+« Cyna Cnon ]
M =@) =(3) =(3) =) ]
Cl,l Cl, 2 ' ' ' Cl, N-1 Cl, N
=(3) =(3) =(3) =(3)
Cz,l C2,2 ' ' ' C2,N—1 CZ,N
cC=| . S . . (4.24)
=(3) =(3) =(3) =(3)
CN—l,l CN—l,2 ' ' ' CN—l,N—l CN—l,N
=(3) =(3) =(3) =(3)
L Cni Cn .2 -+ Cyna Cnon |
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[ =) =(4) =(4) (4)
Cl,l C1,2 ' ' ' Cl,Nfl Cl,N
=(4) =(4) =(4) =(4)
C2,1 C2,2 ' ' ' C2,N—1 CZ,N
D= (4.25)
=(4) =(4) =(4) =(4)
CN—l,l CN—l,2 ' ' ' CN—l,N—l CN—l,N
=(4) =(4) =(4) =(4)
L Cni Cn.2 N M Cnon ]

Agirlik katsayilar1 hesabinda x ekseni ve y ekseni i¢in nokta sayilari esit alinirsa
agirlik katsayilar1 da esit ¢ikar. Ancak x ve y dogrultular i¢in farkli sayida nokta ile

hesap yapilirsa agirlik katsayilart birbirinden farkli olacaktir.
Sinir sartlar asagidaki sekildedir,

Basit mesnetli ug i¢in,

X=0ve X=1de
dw d 2w
W(0)=0 d)(—2|Xz0 =0 Ve W(1)=O d)(—2|le= (426)
Y=0ve Y=1de
d2w d’w
W(O):0 dY—ZyZOZO VeW(1)=O dY—zy:l: (427)
Ankastre mesnetli ug igin,
X=0ve X=1de
W(0)=0 d—W|X:0=O ve W(@) =0 d—W|X:l=0 (4.28)
X X
Y=0ve Y=1de
W (0)=0 d—Vy\y_():o ve W) =0 d—V\:’\y_l:o (4.29)

Denklem (4.21)’in smir sartlarinin da dahil edilerek ¢oziilmesiyle boyutsuz frekans
degerleri elde edilir. Sinir sartlarinin denkleme uygulanma asamasinda birgok
yaklasim mevcuttur ancak ankastre ve basit mesnetli smir sartlariin
kombinasyonlar1 i¢in Shu’nun o6nerdigi ve yiiksek hassasiyette sonuglar1 veren

yontem su sekildedir [24].
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Ankastre ve basit mesnetli simir sartlarinin herhangi bir kombinasyonu i¢in DK

metodu uygulanirsa su denklemler elde edilir.

Biitlin sinir noktalarinda W, j =0, Wy i =0, W,;=0, W, =0 (4.30a)
N

X=0da  >cfPW, ;=0 (4.30b)
k=1
N

X=1de  >c{YW,,; =0 (4.30c)
k=1
M

Y=0da > "W, =0 (4.30d)
k=1
M

Y=1de > cyPW, =0 (4.30e)
k=1

Burada n0, nl, m0 ve ml ankastre sinir gart1 i¢in 1, basit mesnet sinir sart1 i¢in 2
alinir. Yukarida verilen sinir sartlarindan (4.30a), (4.21) denkleminde kolayca yerine
konulabilir ancak tiirevli ifadeler olan (4.30b), (4.30c), (4.30d) ve (4.30e)
denklemlerinde verilen sinir sartlarini (4.21) denkleminde yerine koymak zor bir
islemdir. Kirig probleminde oldugu gibi ayni1 prosediir izlenerek (4.30b) ve (4.30d)

denklemleri ortak ¢oziillerek W, ; ve W, , ; i¢in asafidaki denklemler elde edilir. Bu

denklemler Sekil 4.2 ‘de o semboliiyle gosterilen grid noktalarini belirtir.

W, :ﬁ-z:AXKl-Wk’j =34, M =2 (4.31a)
1 .

Wy | =N kZ:;AXKN W, o, j=34.,M=2 (4.31b)

Burada,

AXKL =} - iRy — iR - CRY (4.32)

AXKN =c;5” -cy —cfi e (4.33)

AXN = -2, el 434
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ic Noktalar

Simr

Yakm Noktalar

I=1 2 3 N-Z N-1 N

Sekil 4.2: Dikdortgen plakta i¢ ve yakin noktalar.
Ayni gekilde (4.30c) ve (4.30¢) denklemleri ortak ¢oziilerek W, , ve W, , , igin

asagidaki denlemler elde edilir. Bu denklemler Sekil 4.2°de o semboliiyle gosterilen

grid noktalarin belirtir.

1 & :
W, =———-. AYK1-W. , 1=34,.,N=-2 4.35a
i,2 AYM é ik ( )
1 M-2
i =— . AYKM -W. , j=34,.,N=-2 4.35b
iM-1 AYM kZ:;: ik J ( )
Burada,
AYK1=cJ? e\ — W Sl (4.36)
AYKM =c3? e —ef” -7 (4.37)
AYM =¢"7 -ciP —c52 - e (4.38)

Sekil 4.2°de dort kosedeki m semboliiyle gosterilen noktalar i¢in (4.30b), (4.30c),
(4.30d) ve (4.30e) denklemleri ortak ¢oziilerek asagidaki dort denklem elde edilir.

1 1 N-2 M-2
W, =—-H—-: AXK1- AYK1-W 4.39a
2,2 AXN AYM 1;23 |<22:3 k1,k2 ( )

<

2

N-2 M-

LL AXKN - AYK1-W (4.39b)
k1,k2

AXN  AYM (= = ’

N-12 —

N

1 1 N-2 M-

W, = AXK1- AYKM -W, 4.39c
2,M-1 AXN AYM ~ k1,k2 ( )
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1 N-2 M-2

Wyiima = AN AYM > 3 AXKN - AYKM ‘W, ,, (4.39d)

k1=3 k2=3

Bu denklemlerde, karistirllmamasi amaciyla daha 6nceden bulunan AXK1 ve AXKN
ifadelerindeki k indisi k1 olarak, AYK1 ve AYKM ifadelerindeki k indisi k2 olarak
degistirilmistir. Artik biitlin bu smir sartlart denklem (4.21)’de yerine koyularak

asagidaki 6zdeger denklem sistemi elde edilir.

N-2 M-2
chk, +222)° D CWyy s +14Zc W, = QW | (4.40)
k1=3 k2=3

Burada,

(4 (4

¢y - AXK1+c() ., - AXKN
Cl — Ci(i) _ i,2 i,N-1 (441)

' AXN
C, = g @XKLC$W+AXKN-dﬁ4<CQ)_
ikl jk2 AXN Jvk2

€YK1.c% + AYKM - qﬂl/ca)+

AYM . (4.42)
€XK1- AYKL-c) -c) + AXKN - AYK1-c%_ ¢

—+
AXN - AYM
€XK1-AYKM -¢% -c%, , + AXKN - AYKM -c3 -c%
AXN - AYM

A%, @

¢l - AYKL+T{}) ;- AYKM
C,=cfy -2 —— (4.43)

AYM

olarak bulunur. Denklem (4.40)’ta @ —4 x @1 —4_ adet bilinmeyen vardir. Bu
sebeple denklem —4:>< “ —4: adet noktaya uygulanmalidir. Bu noktalar Sekil
4.2’de i¢ noktalar olarak gosterilen 3<i<N-2 ve 3< j<M -2 noktalardir.

Denklem (4.40) 6zdeger problemi olarak yazilir.
FwWiorw (4.44)
Detp =0 (4.45)

(N—-4)x(M —4) boyutundaki i: katsayilar matrisinin determinant1 sifira

esitlenerek serbest titresimlerin boyutsuz dogal frekanslari elde edilir.
Bu ifadeler EK A.6 daki Matlab program kodlariyla, her bir islem adimi igin

fonksiyon dosyalar1 olusturularak ¢oziilmiis, son olarak elde edilen ¢oziimler baska

32



bir programda isleme sokularak istenilen sonuglar elde edilmistir. Kullaniciya
kolaylik saglamak amaciyla biitin kodlar, istenilen smir sartlari, x ve y
dogrultularinda istenilen nokta sayisi, istenilen plak boyutu, istenilen frekans sayisi
kullanic1 tarafindan girilmek suretiyle boyutsuz dogal frekanslari hesaplayan ve bu
frekanslara karsilik gelen mod sekillerini gosteren bir arayiiz olusturulmustur.
Bulunan sonuglar literatiirdeki sonuglarla karsilagtirilmistir. Ayrica kiyaslama
yapabilmek amaciyla plak denklemi sonlu farklar metoduyla da analitik olarak

¢Oziilmiis, boyutsuz dogal frekanslar hesaplanmis ve yine DK metoduyla elde edilen

sonugclarla karsilastirilmistir.

Panel

M point - 30 KOtype: |C -: Xntype: |s5 = Ratic of a/h : 25

M poirt : 30 YOtype - [ -] ¥mtype: |55 -] Mumber of Freg; 20

Select Method | GDQ - . Calculate

1. frequency =23.2774
2. fregquency =28.3582 B

»

3. frequency =32.3583
4. frequency =41.7768
5. fregquency =54.7431
6. freguency =62.5593
7. frequency =68.5105
5. frequency =71.1949
9. fregquency =72.8489
10 frequency =52.1365
11 frequency =51.0424
12 frequency =94 5853
13 frequency =110.3234

m

14 frequency =114.2133
15 frequency =122.1954
16 frequency =126.1203
17 frequency =129.4057
18 frequency =132.7E8 S

Plot Selected Freguency's Surface

Sekil 4.3: Arayiiz.
4.4 Sonlu Farklar Metodu

Sonlu farklar metodu sayisal tirev alma islemine dayanmaktadir. Tim fark

yaklasimlari
F(y) = f(x)+%(y—x)f'(x)+%(y—x)2 f”(x)+§(y—s)3f”'(x)+o«y—x)4>

(4.46)
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ile tanimlanan Taylor agilimi ile elde edilir.

y = X+ Ax olsun,

f (X+ AX) = f(X) + Axf'(X) WL%(AX)2 f"(x) +%(Ax)3 f7(x) +O((AX)")

Bu ifade f'(x) i¢in ¢o6ziildiigiinde,

f(X+ AX) — f(x)_i
AX 2

f'(x) = (Ax) £7(x) —%(AX)2 f"(x)+0((2x)°)

hata

Hata O(AX) ¢ok kiiciik kabul edilirse,

f(x+AX) - f(X)
AX

f/(x) =

[leri sonlu farklar ifadesi elde edilir.

y = X+ Ax olsun,
F(x— AX) = f (x) - Axt '(x)+%(Ax)2 f "(x)—%(Axf £7(x) + O((A%)*)

Bu ifade f'(x) i¢in ¢oziiliirse,

F/(x) = f(x)—;ix+Ax)+%

(Aax) £"(x) —%(Ax)z £7(x) + O((A%)?)

hata

Hata O(Ax) ¢ok kiigiik kabul edilirse,

f(X)— f(X+AX)

f(x) = o

Geriye sonlu farklar ifadesi elde edilir.

Denklem (4.50) , denklem (4.47)’den tiiretilirse,
f(X+Ax)— f(x—Ax) =2(Ax) f'(X) + % (AX)* £ "(x) + O((AX)°)

f(x+Ax) - f(x-Ax) 1
2(AX) 6

f'(x)= (AX)? £ "(x) +O((AX)*)

hata

f(Xx+AX) = f (X — AX)
2(AX)

f(x) =
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(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)



veya

1 1
f(x+=AxX)— f(x—=Ax
( > )— f( > )

f(x) = . (4.56)

Merkezi farklar denklemi elde edilir.

Iki Boyutlu bélge iizerinde gosterilirse, u iki bagimsiz degiskenli fonksiyon, x ve y
bagimsiz degiskenler olmak iizere, bu fonksiyonun x; ve yj noktasindaki degeri

ui,=(Xi,y;) olur.

G-LjAD]  Gj+D| (+1,/+1)

Gl | Gl |

v G-1jD| GyD] GrLjn]

x <« Ax —»>|<— Ax —

Sekil 4.4: Iki boyutlu bolge.

u(x,y) fonksiyonu Sekil 4.4’te gosterildigi gibi serbest degiskenleri Ax ve Ay gibi esit

araliklarla siralanan bir bolge tizerinde verilsin. x; Ve Yj noktasi civarinda uj+1j Ve Uiy

degerleri,
2 A2 3 A3 4 A4
by s O (1 2 (' 2 @
2 A2 3 A3 4 A4
u.,1.=u..—Axa—“+(AX) ou_(Ax) a“+(AX) ou (4.58)
TR OX 21 ox2 A ot 4 oxt
Burada,
2 2 3 3 4 4
O(Ax) = N” °U (AX)” O (AX)” O'u (4.59)

21 ox? 3 oxt 4 oxt

hata mertebesini vermektedir.

Denklem (4.57) ve denklem (4.58)’den asagidaki iic baginti ¢ikar.
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5_U U —U;

= WL o(AX 4.60
5 (AX) (4.60)
ou U —Up;

—=—"—"+0(AX 461
5 (AX) (4.61)
ou Ui Uiy 2

=1 4 O((Ax 4.62
x 5 ((Ax)%) (4.62)

Burada denklem (4.60) ileri sonlu farklar, denklem (4.61) geriye sonlu farklar ve
denklem (4.62) merkezi farklar denklemidir. Benzer sekilde y ye gore kismi tiirev

asagidaki sekilde bulunur.

ou Ui U

=T T o(Ay) (4.63)
oy Ay

ou Ui;—U,

T TR o(Ay) (4.64)
oy Ay

ou U —U, 2

—=——""+0((A 4.65
& 2ny ((Aay)*) (4.69)

Ikinci tiirev ise denklem (4.57) ve denklem (4.58)’in toplanmasiyla asagidaki sekilde

bulunur.

Q% Uy —2U;; + Uiy 2
=— : =+ O((Ax 4.66
o ()’ ((Ax)%) (4.66)

Fonksiyonun y ye gore ikinci kismi tiirevi benzer sekilde asagidaki gibi bulunur.

o%u Ui —2U;; +U;

. 2 1+ 0((Ay)? 4.67
& &) +0((4y)7) (4.67)

Karisik tiirev ise denklem (4.65)’te verilen birinci tlirevin merkezi fark bagintisi

kullanilarak asagidaki sekilde bulunur.

d’u  ou ,ou ou
oyox = 5(&) = —[( ). 1~ (&)i,j—l] (4.68)

o°u _ o°u _ Uity s ~ Uiy jur — Uiy j U

Y = 2y0x = 4AXAy —— 4+ O[(Ax+ Ay)“] (4.69)

u fonksiyonunun x e gore ligiincii, dordiincii ve karisik tiirevlerinin hesaplanmasi ve

sonuclar1 asagidaki gibidir.
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Uclinct tiirev,

o°u_au,0'u, 1 ol 8%l 2
=— = — + O[(AX
o ox ax) ZAX[(BXZLM ax2|i_“] )]

e U, —2U.,.+2U_,. —U_

6 li — i+2,] i+l ] ; i-1] i-2,j +O[(AX)2]

OX 2(AX)

3 u..,—2u .. —U .. —U .

6 l; — i,j+2 i,j+1 3|,J—1 i,j-2 +O[(Ay)2]

oy 2(Ay)
Karisik tiirev,

ou o 0% 1 8% o%u

2@y L2 2y ofax ayy]

oxoy“~ Ox oy 2AX "oy oy oy oy

3
ou _ Uit ja _2ui+1,j +Uiy 4 —U

i 22U, —U
i-1,j+1 i-1,]j i-1,j-1 + O[(AX + Ay)z]

oxoy* 2(Ax)(Ay)*?
Karisik tiirev,
3 2 2 2
Cu 2@y L2 2o )]
oy oy y i,j+l i,j-1
o%u _ Ui ja _2ui,j+1 Uiy — Uyt 2ui,j—1 —Uiy +O[(Ax+Ay)2]
dyox® 2(Ay)(AX)*?
Dordiincti tiirev,
o'u 0% 0%, 1 34l o%u o%u
= = -2—| +2—1 1+O[(Ax)*
ox*  ox? (6x2 (AX)? [(8x2 X, o i_l’j] L(Ax)°]
64l: _ Upsp j — AUiyg _6ui,j4_4ui—1,j TUi o +O[(AX)?]
OX (AX)
641: _ Ui j+2 _4ui,j+1 +6ui,j4_4ui,j—l +U; +O[(Ay)2]
oy (Ay)
Karisik tiirev,
o'u 1 0% o%u o%u
ik (ay)? [(8x2| 2o o, JrOUax ]
y i, j+1 i ij-1
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(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)



o'u N Uisg jaa — 2ui,j+1 N 2ui+1,j +4ui,j B 2ui—l,j Uiy — 2uivi-l Ui
oy*ox® (A)°(Ay)*
+0[(A%)°]

(4.81)

Yukarida verilen denklemlerden yararlanilarak , denklem (4.78), (4.79) ve (4.80)
boyutsuz plak denklemi olan , denklem (4.20)’ye uygulanir ve 6zdeger problemi
formunda yazilarak ¢oziiliirse, sonlu farklar metoduyla plagin boyutsuz dogal

frekanslari elde edilir.

45 DK Metoduyla Elde Edilen Plak Dogal Frekanslar1 ve Sonuclarin

Karsilastirnlmasi

Boliim 4.3 te DK yontemi ile uygulamasi gosterilen plak titresim problemi, bu tezin
eki olarak CD’de verilen Matlab program kodlar1 kullanilarak dogal frekanslar
hesaplanmistir. Daha 6nce kirig probleminde de goriildiigii gibi, hesaplama agisindan
zor olmasina ragmen daha hassas sonuglar verdigi i¢in plak titresimleri incelenirken
Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagilimi kullanilmigtir.  Cesitli sinir sartlari igin
nokta sayilariin arttiritlmasiyla, farkli boyutlardaki plak titresimleri i¢in bulunan
sonuglarla, kaynak [26] da Leissa tarafindan analitik yontemlerle bulunan sonuglarin
ve sonlu farklar yontemiyle bulunan sonuglarin karsilastirilmasi yapilmistir.
Cizelgelerde basit mesnet i¢in “B” ankastre mesnet i¢in “A” kullanilmistir. Cizelge
4.4’te A-A-A-A plagin farkli boyutlarda ve farkli grid nokta sayilariyla bulunan ilk

bes dogal frekansi verilmistir.
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Cizelge 4.4: A-A-A-A dikdortgen plagin boyutsuz dogal frekanslari (Q).

)=a/b Q Q Qs Q Qs
12x12 | 23.6447 | 27.8104 | 354141 | 46.4513 | 63.0906

20x20 | 23.6438 | 27.8069 | 354172 | 46.6714 | 61.4954

2/5 30x30 | 23.6438 | 27.8069 | 354171 | 46.6713 | 61.4950
Kaynak[26] | 23.648 | 27.817 | 35.446 | 46.702 | 61.554

SFM 235199 | 27.6059 | 359854 | 457261 | 59.5995

12x12 | 27.0058 | 41.707 | 66.1303 | 66.4652 | 79.8194

20x20 | 27.0049 | 41.7038 | 66.1243 | 66.5219 | 79.8049

2/3 30x30 | 27.0049 | 41.7038 | 66.1243 | 66.5219 | 79.8049
Kaynak[26] | 27.010 | 41.716 | 66.143 | 66.,552 | 79.850

SFM 26.8556 | 41.3163 | 654128 | 65.4456 | 78.8434

12x12 | 35.9861 | 73.3988 | 73.3988 | 108.2305 | 131.4177

20x20 | 359852 | 73.3939 | 73.3938 | 108.2165 | 131.5808

1 3030 | 35.9852 | 73.3938 | 73.3938 | 108.2165 | 131.5808
Kaynak[26] | 35.992 | 73.413 | 73.413 | 108.270 | 131.640

SFM 357811 | 72.6312 | 72.6312 | 106.8901 | 129.2463

12x12 60.763 | 93.8408 | 148.7931 | 149.5466 | 179.5936

20x20 | 60.7611 | 93.8335 | 148.7797 | 149.6743 | 179.5611

3/2 3030 | 60.7611 | 93.8335 | 148.7797 | 149.6742 | 179.5611
Kaynak[26] | 60.772 | 93.860 | 148.820 | 149.740 | 179.660

SFM 60.425 | 92.9617 | 147.1789 | 147.2526 | 177.3977

12x12 | 147.7794 | 173.8151 | 221.3384 | 290.3207 | 394.3165

20x20 | 147.7736 | 173.793 | 221.3573 | 291.6962 | 384.3461

5/2 30x30 | 147.7736 | 173.793 | 221.3571 | 291.6958 | 384.344
Kaynak[26] | 147.800 | 173.850 | 221.540 | 291.890 | 384.710

SFM 146.9996 | 172.5369 | 218.6586 | 285.7883 | 372.4966
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A-A-A-A kare plakta ilk alt1 dogal frekansa karsilik gelen mod sekilleri Sekil 4.5°te

gosterilmistir.

5.mod 6.mod

Sekil 4.5: A-A-A-A plak mod sekilleri.

Cizelge 4.5’te A-A-B-B plagin farkli boyutlarda ve farkli grid nokta sayilariyla

bulunan ilk bes dogal frekansi1 verilmistir.
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Cizelge 4.5: A-A-B-B dikdortgen plagin boyutsuz dogal frekanslari (Q).

A=a/b Q1 Q) Q3 Q4 Qs
12x12 16.848 21.3575 29.2008 | 40.2072 51.454
20%20 16.8475 21.3573 29.2255 | 40.4933 | 51.4504
2/5 30%30 16.8475 21.3573 29.2255 | 40.4933 | 51.4504

Kaynak[26] | 16.849 21.363 29.236 40.509 51.457

SFM 16.7979 | 21.2583 | 28.9638 | 39.8469 | 51.0875

12x12 19.9516 | 34.0201 | 54.3661 | 57.3759 | 67.7896

20%20 19.9512 | 34.0199 | 54.3636 | 57.5077 | 67.7898

2/3 3030 19.9512 | 34.0199 | 54.3636 | 57.5077 | 67.7898

Kaynak[26] | 19.952 34.024 54.370 57.517 67.815

SFM 19.8899 | 33.8183 | 53.9857 | 56.8441 | 67.2609

12x12 27.0544 | 60.5396 60.7877 92.8338 | 114.2017

20%20 27.0541 | 60.5385 | 60.7861 | 92.8361 | 114.5563

1 30%30 27.0541 | 60.5385 | 60.7861 | 92.8361 | 114.5563

Kaynak[26] | 27.056 | 60544 | 60.791 | 92.865 | 114.570

SFM 26.9695 | 60.1338 | 60.3857 | 92.1031 | 113.1115

12x12 44.891 76.5452 | 122.3234 | 129.0957 | 152.5265

20%20 44.8903 76.5448 | 122.3182 | 129.3924 | 152.527

3/2 30%30 44,8903 | 76.5448 | 122.3181 | 129.3924 | 152.527
Kaynak[26] | 44.893 76.554 122.330 129.410 152.580
SFM 447522 | 76.0911 | 121.4677 | 127.8992 | 151.337

12x12 105.3002 | 133.4843 | 182.5049 | 251.2952 | 321.5875

20%20 105.297 | 133.4833 | 182.6597 | 253.083 | 321.5651

512 30x30 105.297 | 133.4833 | 182.6596 | 253.083 | 321.565

Kaynak[26] | 105.310 133.520 182.730 | 253.180 | 321.600

SFM 104.987 | 132.8643 | 181.024 | 249.043 | 319.2972

A-A-B-B kare plakta ilk alt1 dogal frekansa karsilik gelen mod sekilleri Sekil 4.6 da

gosterilmistir.
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5.mod 6.mod

Sekil 4.6: A-A-B-B plak mod sekilleri.

Cizelge 4.6’da B-A-B-A plagin farkli boyutlarda ve farkli grid nokta sayilariyla

bulunan ilk bes dogal frekans1 verilmistir.
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Cizelge 4.6: B-A-B-A dikdortgen plagin boyutsuz dogal frekanslari (Q).

A=a/b Q4 Q) Q3 Q Qs

12x12 12.135 18.9659 | 27.9537 40.483 41.3849

20%20 12.1347 18.3647 | 27.9657 40.75 41.3782

2/5 30%30 12.1347 | 18.3647 | 27.9657 40.75 41.3782
Kaynak[26] | 12.135 18.365 27.966 40.750 41.378
SFM 12.104 18.2378 | 27.5834 | 39.8328 | 41.1976

12x12 17.3731 | 35.3456 45.433 61.9869 | 62.3209

20%20 17.373 35.3445 | 454294 | 62.0544 | 62.3131

2/3 30x30 17.373 35.3445 | 454294 | 62.0544 | 62.3131

Kaynak[26] | 17.373 35.345 45.429 62.054 62.313

SFM 17.3099 | 35.0269 | 45.2164 61.042 61.8296

12x12 28.9504 54.745 69.3293 | 94.5898 | 101.9498

20%20 28.9509 | 54.7431 69.327 94.5853 | 102.2162

1 30%30 28.9509 | 54.7431 69.327 94.5853 | 102.2162

Kaynak[26] | 28.951 | 54.743 | 69.327 | 94.585 | 102.216

SFM 28.8255 | 54.4716 | 68.6419 | 93.7316 | 101.3142

12x12 56.3481 | 78.9847 | 122.9498 | 146.2733 | 170.1169

20%20 56.3481 | 78.9836 | 123.1719 | 146.2677 | 170.1112

3/2 30%30 56.3481 | 78.9836 | 123.1719 | 146.2677 | 170.1112
Kaynak[26] | 56.348 78.984 123.172 | 146.268 | 170.111
SFM 56.0849 78.581 | 122.1585 | 144.759 | 168.4314

12x12 145.484 | 164.7392 | 202.093 | 258.9896 | 376.3007

20%20 145.4839 | 164.7387 | 202.2271 | 261.1052 | 342.147

512 30x30 145.4839 | 164.7387 | 202.2271 | 261.1053 | 342.1442

Kaynak[26] | 145.484 | 164.339 | 202.227 | 261.105 | 342.144

SFM 144.7836 | 163.9074 | 200.8467 | 258.1576 | 335.7833

B-A-B-A kare plakta ilk alt1 dogal frekansa karsilik gelen mod sekilleri Sekil 4.7°de

gosterilmistir.
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Sekil 4.7: B-A-B-A plak mod sekilleri.

Cizelge 4.7°de B-B-B-B plagin farkli boyutlarda ve farkli grid nokta sayilariyla

bulunan ilk bes dogal frekansi1 verilmistir.
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Cizelge 4.7: B-B-B-B dikdortgen plagin boyutsuz dogal frekanslar (Q).

A=a/b Ql Qz Q3 Q4 .Q5

12x12 11.4487 | 16.1863 | 24.0529 | 34.7326 | 41.0593

20%20 11.4487 | 16.1862 | 24.0818 | 35.1358 | 41.0576

2/5 30x30 11.4487 | 16.1862 | 24.0818 | 35.1358 | 41.0576
Kaynak[26] | 11.4487 | 16.1862 | 24.0818 | 35.1358 | 41.0576
SFM 11.4375 | 16.1518 | 23.9475 | 34.7333 | 40.9018

12x12 142561 | 27.4161 | 43.8665 | 49.2377 | 57.0258

20%20 14.2561 | 27.4156 | 43.8649 49.348 57.0244

2/3 30x30 14.2561 | 27.4156 | 43.8649 49.348 57.0244
Kaynak[26] | 14.2561 | 27.4156 | 43.8649 | 49.3480 | 57.0244
SFM 14.2422 | 27.3374 | 43.7064 | 48.9921 | 56.8017

12x12 19.7392 | 49.3494 | 49.3494 | 78.9568 | 98.4154

20%20 19.7392 49.348 49.348 78.9568 98.696

1 30x30 19.7392 49.348 49.348 78.9568 98.696

Kaynak[26] | 19.7392 | 49.3480 | 49.3480 | 78.9568 | 98.6960

SFM 19.7199 | 49.1842 | 49.1842 | 78.6485 | 97.9073

12x12 32.0762 61.682 98.6996 | 110.7848 | 128.3081

20x20 32.0762 61.685 98.696 111.033 | 128.3049

3/2 30x30 32.0762 61.685 98.696 111.033 | 128.3049

Kaynak[26] | 32.0762 | 61.6850 | 98.6960 | 111.0330 | 128.3049

SFM 32.0949 | 61.5091 | 98.3395 | 110.2323 | 127.8037

12x12 71.5546 | 101.1641 | 150.3306 | 217.0788 | 256.6204

20%20 71.5546 | 101.1634 | 150.5115 | 219.5987 | 256.6097

5/2 30%30 71.5546 | 101.1634 | 150.5115 | 219.5987 | 256.6097

Kaynak[26] | 71.5564 | 101.1634 | 150.5115 | 219.5987 | 256.6092

SFM 71.4847 | 100.949 | 149.6721 | 217.0829 | 255.6364

B-B-B-B kare plakta ilk alt1 dogal frekansa karsilik gelen mod sekilleri Sekil 4.8’de

gosterilmistir.
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Sekil 4.8: B-B-B-B plak mod sekilleri.

Yukaridaki ¢izelgelerde de goriildiigli gibi 12x12 nokta sayisiyla bile oldukga hassas
sonuclar elde edilmistir. Ayrica nokta sayisi arttirildikca sonucglarin daha ¢ok
yakinsadig1 belirlenmistir. Asagidaki grafikte dort kenar1 basit mesnetli kare plagin
DKM ile nokta sayisina, literatiirdeki sonuglara ve sonlu farklar yontemine gore

dogal frekans degerleri verilmistir.
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Sekil 4.9: Mod — Dogal frekans grafigi.

Sekil 4.9°daki grafikte goriildiigli gibi nokta sayisi arttikga bulunan sonuclarin
hassasiyeti de artmistir. Sonlu farklar metoduna goére ve verilen literatiir sonuglarina

gore oldukca yakin degerler bulunmustur.

DK metoduyla, x ve y yoniinde 30%30 nokta alinarak A =1/3 oranindaki dikdortgen
plagin ankastre ve basit mesnetli sinir sartlarinin ¢esitli kombinasyonlar1 i¢in elde
edilen sonuclar asagidaki cizelgede verilmistir. Ilk 10 boyutsuz dogal frekanslar

hesaplanmis, sonlu farklar metoduyla bulunan sonuglarla karsilastirilmistir.
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Cizelge 4.8: Dikdortgen plagin boyutsuz dogal frekanslari(Q).

Mod B-B-B-A B-B-A-B
DKM SFM DKM SFM
1 11.1411 11.1247 16.252 16.209
2 14.8657 14.811 18.9012 18.8434
3 20.9015 20.7286 23.6463 23.5236
4 29.1686 28.7235 30.6681 30.366
5 39.6358 38.6678 40.0152 39.3297
6 40.6611 40.4974 50.9093 50.289
7 44.1965 43.9886 51.6743 50.5571
8 50.0535 49.7214 53.7758 53.4059
9 52.2932 50.4325 58.6464 58.2087
10 58.1956 57.5867 65.6157 63.0835
Mod A-A-A-B A-B-A-B
DKM SFM DKM SFM
1 23.0848 22.9702 22.9938 22.8826
2 25.4169 25.2724 25.0436 24.9181
3 29.7873 29.5434 28.9509 28.7673
4 36.5244 36.0333 35.1038 34.754
5 45.748 44,7585 43.6922 42.9742
6 57.4418 55.5812 54.7431 53.3399
7 62.5553 61.8876 62.4955 61.8344
8 65.2459 64.5369 65.0079 64.3274
9 69.8573 68.3028 68.2148 65.6751
10 71.5768 69.0369 69.327 68.5804
Mod A-A-A-A B-B-B-B
DKM SFM DKM SFM
1 23.1963 23.0766 10.9662 10.9555
2 25.8593 25.6878 14.2561 14.2293
3 30.7417 30.4175 19.7392 19.643
4 38.0936 37.4249 27.4156 27.1331
5 47.965 46.6492 37.2852 36.6118
6 60.3041 57.9115 40.575 40.4198
7 62.6217 61.9462 43.8649 43.6936
8 65.509 64.7654 49.348 47.9649
9 70.4385 69.53 49.348 49.1073
10 75.0406 70.9977 57.0244 56.5974
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Cizelge 4.8’de de goriildigi gibi DK metodu ile sonlu farklar metodu
karsilastirildiginda oldukg¢a yakin sonuglar alinmistir. Burada ilk 10 mod x ve y

dogrultusunda 30x30 nokta i¢in hesaplanmaistir.

Buraya kadar olan uygulamalarda x ve y ekseni i¢in esit nokta sayilar1 kullanilmistir
ancak bu caligmada x ve y eksenlerindeki noktalar esit alinmadigr zaman bunun
dogal frekanslara olan etkileri de incelenmistir. Dort kenar1 ankastre ve dort kenari
basit mesnetli kare plak i¢in x ve y ekseninde sirasiyla 30 ve 20 nokta sayis1 alinarak
¢Oziim yapilmistir. Bu durumda boyutlar1 26x16 olan [S] matrisinin determinanti
sifira esitlenerek 6zdeger problemi ¢oziilmiis, ilk bes mod literatiir sonuglariyla ve

sonlu farklar yontemiyle elde edilen sonuclarla karsilastirilmistir.

Cizelge 4.9: 30%20 nokta ile bulunan boyutsuz dogal frekanslar (Q).

A-A-A-A
Mod
DKM Kaynak [26] SFM
1 35.9852 35.992 35.6492
2 73.3938 73.413 71.7904
3 73.3938 73.413 72.4974
4 108.2165 108.270 106.06
5 131.5808 131.640 126.7382
B-B-B-B
Mod
DKM Kaynak [26] SFM
1 19.7392 19.7392 19.7071
2 49.348 49.3980 48.9799
3 49.348 49.3980 49.1714
4 78.9568 78.9568 78.4442
5 98.696 98.696 96.8799

Cizelge 4.9°da gosterildigi gibi noktalar1 ¢6ziim i¢in yeterli sayida almak kaydiyla ,
x ve y yoniinde farkli sayilarda nokta almanin DK metodunda herhangi bir
¢Ozlimsiizliige neden olmadig1 ve sonuglarin yeterli hassasiyette oldugu goriilmiistiir.
Bu sekildeki ¢oziiniirliiglin x ve y eksenlerinde farkli oldugu durumlardaki mod
sekilleri dort kenar1 ankastre ve dort kenari basit mesnetli kare plak i¢in sirasiyla

Sekil 4.10 ve Sekil 4.11°de gosterilmistir.
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5.mod 6.mod

Sekil 4.10: 30x20 nokta i¢in A-A-A-A plak mod sekilleri.
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Sekil 4.11: 30x20 nokta i¢in B-B-B-B plak mod sekilleri.

Sekil 4.10 ve Sekil 4.11°de goriildiigii gibi 30x20 nokta icin ¢oziim yapildiginda
kaynak [26] ve sonlu farklar metoduna gore ¢ok yakin sonuglar elde edilmesine
ragmen, mod sekilleri farkli ¢ikmistir. Ayrica noktalar esit alindi§inda daha 6nceden
goriilen kare mesh yapilar1 yerine bu problemde x ve y yonilinde nokta sayisi esit

alinmadigi i¢in dikdortgen mesh yapilar1 goriilmistiir.

51




52



5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada plaklarin titresim karakteristikleri ele alinmistir. Bu konularda yapilan
daha onceki ¢alismalar incelenerek plak ve kiris teorileri ig¢in yapilan kabuller ve

¢Ozlim yontemleri 6zetlenmistir.

Plak denklemine goére daha basit bir uygulama olmasi nedeniyle oncelikle kiris
problemi ele alinmistir. Her bir sinir sart1 kirig denklemini saglayacak sekilde A-A,
A-B ve B-B mesnetli kiris i¢cin hem lineer grid dagilmi hem de Chebyshev-Gauss-
Lobatto grid dagilimi kullanilarak DKM denkleme uygulanmis, Matlab programinda
yazilan bir kod vasitasiyla agirlik katsayilar iki tiir nokta dagilimi icin ayri ayri
hesaplanmistir. Baska bir program dosyasinda, hesaplanan agirlik katsayilari
denkleme dahil edilerek, farkli sinir sartlar1 ve farkli nokta sayilari i¢in ¢oziilmiistiir.
Dogal frekanslar hesaplanmis, A-A kiris i¢in mod sekilleri gosterilmistir.
Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagiliminin lineer grid dagilimina gore daha hassas
sonuglar verdigi goriilerek plak titresimleri i¢in Chebyshev-Gauss-Lobatto grid

dagiliminin kullanilmasi uygun goriilmiistiir.

Plak titresimlerinin hesaplanabilmesi i¢in farkli sinir sartlar1 plak denklemine dahil
edilerek DKM plak denklemine uygulanmistir. Matlab programinda farkli simir
sartlar1 i¢in fonksiyon dosyalar1 olusturulmus, bu hesaplanan verilerin plak
denkleminde kullanilabilmesi i¢in biitlin bu veriler bagka bir program dosyasina
aktarilmis ve dogal frekanslar hesaplanmistir. Kullanic1 i¢in kolaylik olmasi
amactiyla degistirilebilecek biitlin parametrelerin (x ve y yoniinde alinan grid nokta
sayisi, plak boyutu, hesaplanacak frekans sayisi vs. gibi) klavyeden kullanici
tarafindan girilmesiyle, frekanslar1 hesaplayan ve mod sekillerini gosteren bir arayiiz

olusturulmustur.

A-A-A-A, A-A-B-B, B-A-B-A, B-B-B-B mesnetli, boyutlar1 2/5, 2/3, 1, 3/2 ve 5/2
oranindaki plaklarin 12x12, 20%20, 30x30 grid nokta sayis1 alinarak DKM ile dogal
frekanslar1 hesaplanmis, literatiir sonuglariyla karsilastirilmistir. Ayrica bagka bir
sayisal analiz yontemi olan sonlu farklar metodu ile de plak denklemi ¢oziilmiis,

dogal frekanslar bu yontem ile de hesaplanip ii¢ sonu¢ karsilagtirilmis ve sonuglarin
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olduk¢a yakin oldugu, ¢ogu durumda hata miktarinin %0.00 oldugu goriilmiistiir.
Plak titresimlerine ait mod sekilleri gosterilmistir. Ayrica nokta sayilarinin
artmasiyla yontemin daha hassas sonucglar verdigi belirlenmis ve grafikte

gosterilmistir.

Ankastre ve basit mesnetli sinir sartlarinin biitiin kombinasyonlart i¢in ydntemin
dogru sonug¢ verip vermeyecegini anlayabilmek amaciyla boyutlar1 1/3 oranindaki
dikdortgen plak icin biitiin sinir sartlar1 uygulanmis ilk 10 dogal frekans hesaplanmis
ve literatiirde bulunmayan sonuglar oldugu i¢in sonlu farklar metoduyla hesaplanan
sonuclarla karsilastirilmis ve iki yontemle de hesaplanan sonuglarin birbirine ¢ok
yakin oldugu goriilmiistiir. Hata miktarinin ilk frekans degerlerinde ¢gogunlukla %0.5
civarinda oldugu en fazla hata miktarmin ise 10. frekans degerinde ve %5.38

oraninda oldugu gorilmiistiir.

Son olarak, daha 6nceden x ve y yoniinde farkli grid sayilart kullanilarak yapilan
¢Oziimlerin olmamasi bu durumun sonucu nasil etkileyecegini diisiindiirmiistiir ve
bunu gormek amaciyla 30x20 grid nokta sayisi almmarak A-A-A-A ve B-B-B-B
mesnetli kare plak i¢cin ¢Oziim yapilmis, literatiir sonuclariyla ve sonlu farklar
yontemi kullanilarak elde edilen ¢oziimlerle karsilastirilmistir. Hata miktarinin
cogunlukla %0.00 oraninda oldugu goriilmiistiir. Buna gore ¢6ziim igin yeterli nokta
sayist alinmasi kosuluyla farkli koordinat yonlerinde farkli grid nokta sayilarinin
kullanilmasimin ¢éziimii etkilemedigi sonucuna varilmistir. Ayrica bu durumdaki
mod sekilleri incelenmis ve frekanslar x ve y yoniinde esit sayida grid noktasi alinan
durum ile ayn1 bulunmasina ragmen mod sekilleri farkli ¢ikmistir. Bu duruma ait

mod sekilleri gdsterilmistir.

Akigkanlar ve kati cisimler mekanigi, siirekli ortamlar mekanigi gibi uygulamali
alanlarda diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii biiyiikk 6nem tagimaktadir. Giiniimiizde
sonlu elemanlar ve sonlu farklar metodu daha hassas sonuglar vermekte ancak
yiiksek sayida grid nokta gerektirmektedir. Bu ise ¢6ziim icin gerekli olan
hesaplayici kapasitesi ihtiyaglarini ve analiz siiresini arttirmaktadir. Esit grid nokta
sayist kullanildiginda DK metodunun, sonlu farklar metoduna gore daha hassas
sonuclar verdigi belirlenmistir. Bu yontem kabuk gibi 3 boyutlu yapilarin
denklemleri, statik dinamik ve burkulma analizleri, termal analizler veya lineer
olmayan analizler i¢in kullanilmakta ve gelistirilmektedir. Metodun goriinen tek

dezavantaji ¢ok yiiksek grid nokta sayilari i¢in agirlik katsayilarinin hesaplanmasinda
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olusan giicliiklerdir ve bu agirlik katsayilarinin ¢ok biiyiik boyutta matrisler olmasi
islem siiresini uzatmakta hatta bazi durumlarda hesaplanamamasma sebep
olmaktadir. Agirlik katsayilarinin hesab1 i¢in daha basit yaklasimlar gelistirilerek

yontemin daha yaygin uygulama alanlarina sahip olabilecegi diisiintilmektedir.
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EKLER

EK A.1: DKM Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagilimi i¢in agirlik
katsayilarin1 hesaplayan MATLAB program kodu

EK A.2 : DKM lineer grid dagilimi i¢in agirlik katsayilarini hesaplayan
MATLAB program kodu

EK A.3 : A-A kiris i¢in dogal frekanslar1 hesaplayan MATLAB program kodu
EK A.4 : A-B kiris i¢in dogal frekanslar1 hesaplayan MATLAB program kodu
EK A.5 : B-B kiris igin dogal frekanslar1 hesaplayan MATLAB program kodu

ve son olarak plak dogal frekanslarini hesaplayan MATLAB program kodu bu
tezin eki olarak CD’ye kaydedilmistir.
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EKA1

function [A]=DQM (N)

o\©

chebyshev-gauss- lobatto grid noktalari kullanilarak DQM ile
.dereceden tirev icin
agirlik katsayilarini bulan fonksiyon

o°

o\°
N

.dereceden tlirev icin B=A*A
.dereceden tlirev icin C=A*B
.dereceden tlrev icin D=A*C olarak bulunur.

o° o
[ISNNOV)

for 1i=1:N
X(11)=0.5*(1-cos ((1i-1)*pi/ (N-1)));

end
M=1;
for 1i=1:N
for jj=1:N
if ii~=37
al=(1/(X(33)-X(ii)));
for k=1:N
if k~=ii & k~=7]
M=M* (X (11) =X (k)) /(X (33)-X(k)) ;
end
end
a(ii,jj)=al*M;
M=1;
end
end
end
A=a;

satirtoplam=sum (A, 2) ;
for 1i=1:N

A(ii,ii)=-satirtoplam(ii);
end

A=A;
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EKAZ2

function [A]=DQM lineer (N)

o\

lineer grid noktalari kullanilarak DQM ile 1.dereceden tiirev ic¢in
agirlik katsayilarini bulan fonksiyon....

o\

o\

2 .dereceden tirev icin B=A*A
3.dereceden tlrev icin C=A*B
4 .dereceden tlrev icin D=A*C olarak bulunur.

o\

o\

for 1i=1:N
X(ii)=(ii-1)/(N-1);

end
M=1;
for 1i=1:N
for jj=1:N
if ii~=37
al=(1/(X(33)-X(ii)));
for k=1:N
if k~=ii & k~=37
M=M* (X (1i)-X(k)) /(X (33)-X(k));
end
end
a(ii,jj)=al*M;
M=1;
end
end
end
A=a;

satirtoplam=sum(A,2);
for 1i=1:N

A(ii,ii)=-satirtoplam(ii);
end

A=A;

61



EKAS3

% N=30 AA kiris
clear all

clc

N=30;

A=DQM (N) ;
B=A*A;

C=A*B;

D=A*C;

satl=A(1,
satl(:,1)=
satl (:
satl(:,1)=
satl (:

sat2=A (N,
sat2 (:
sat2(:,
sat2(:
sat2(:

D = ee o
[ I T B

EREEERERRREER %
= =1 = I —

— Yo — Yo — Yo — e

~ ~

sut2= D( , N-

AXKl=satl*A(N,N-1)-A(1l,N-1)*sat2;

AXKN=A(1,2) *sat2-satl*A(N,2);

AXN=A (N, 2) *A(1,N-1)-A(1,2) *A (N, N-

1);

C3=M- ( (sutl1*AXK1l+sut2*AXKN) /-AXN) ;

format long
sqrt (eig (C3))
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EKA.4

% N=30 AB kiris
clear all

clc

N=30;

A=DQM (N) ;
B=A*A;

C=A*B;

D=A*C;

satl=A(1,
satl(:,1)=
satl (:
satl(:,1)=
satl (:

sat2=B (N,
sat2 (:
sat2(:,
sat2(:
sat2(:

D = ee .
[ I T A

EREEERERREER %
I I (e

— Yo — Yo — Yo — e

~ ~

sut2= D( , N-

AXKl=satl*B(N,N-1)-A(1,N-1)*sat2;
AXKN=A(1,2) *sat2-satl*B (N, 2);
AXN=B (N, 2)*A(1,N-1)-A(1,2)*B(N,N-1);

C3=M- ( (sut1*AXK1l+sut2*AXKN) /-AXN) ;

format long
sqrt (eig (C3))
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EKAS5

% N=30 BB kiris
clear all

clc

N=30;

A=DQM (N) ;
B=A*A;

C=A*B;

D=A*C;

satl=B (1,
satl(:,1)=
satl (:
satl(:,1)=
satl (:

sat2=B (N,
sat2 (:
sat2(:,
sat2(:
sat2(:

D = ee o
[ I T B

EREEERERRREER %
= =1 = I —

— Yo — Yo — Yo — e

~ ~

sut2= D( , N-

AXKl=satl*B(N,N-1)-B(1,N-1) *sat2;

AXKN=B (1, 2) *sat2-satl*B (N, 2);

AXN=B (N, 2)*B(1,N-1)-B(1,2) *B (N, N-

1);

C3=M- ( (sutl1*AXK1l+sut2*AXKN) /-AXN) ;

format long
sqrt (eig (C3))
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