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SONLU TIPTEN KURESEL GAUSS TASVIRINE SAHIP KURESEL ALT
MANIFOLDLAR

OZET

Sonlu tipten alt manifoldlar fikri, 1970 yillarimin sonlarina dogru B.Y. Chen
tarafindan ortaya atilmis ve Oklidiyen ve yar1 Oklidiyen uzaylarinin alt manifoldlarinin
incelenmesinde ¢ok genis olarak kullanilan bir kavram olmustur. ¢ : M — E" bir M
Riemann manifoldundan EV Oklid uzayima tanimlanmis diizgiin bir tasvir olsun. Eger
¢ tasviri ¢ = ¢ + 3| ¢, seklinde sonlu bir spektral acilima sahip ise, ¢’ye sonlu tipten
bir tasvir denir. Burada c, EV icinde sabit bir vektdr ve ¢,’ler ise sifirdan farkli EV
degerli Laplasiyen operatoriiniin, A, 6z vektorleridir. Yani, 4; < --- < A; olmak iizere
A¢, = A,¢; denklemini saglar. ¢ tasvirinin spektral agiliminda k tane sabit olmayan
terim varsa, ¢ tasviri k-tipinden olarak adlandirilir. Ayrica sonlu tipten kavrami
Chen ve Piccinni tarafindan Oklidiyen uzaylarm alt manifoldlar1 iizerinde taniml
tiirevlenebilir tasvirlere genisletilmistir. Bu tasvirler arasinda alt manifoldlarin Gauss
tasvirleri oldukca 6nemli yer tutmaktadir. Sonlu tipten Gauss tasviri alt manifoldlarla
ilgili calismalarda 6nemli bir ara¢ olarak kullanilmistir. Chen ve Piccinni sonlu tipten
Gauss tasvirine sahip alt manifoldlarla ilgili makalede 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
kompakt hiperyiizeyler siiflandirilmis ve E” Oklid uzaymda kompakt bir yiizeyin
1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin

S?%(r) ¢ B? c B™ veya S'(a) x S'(b) c E* ¢ E™ olmasidir seklinde énemli bir teorem
elde etmislerdir. Daha sonra kiiresel alt manifoldlarin, aslinda kiiresel Gauss tasviri ile
daha yakin iligkili oldugu gézlenmistir. Chen ve Lue ise sonlu tipinden kiiresel Gauss
tasvirine sahip kiiresel bazi alt manifoldlart siniflandirmastir.

Bu tez calismasinin temel amaci ise, sonlu tipten kiiresel Gauss tasvirine sahip kiiresel
alt manifoldlar ile ilgili teoremleri incelemektir. Ayrica kiiresel hiperyiizeylerin kiiresel
Gauss tasviri ile 1lgili yeni sonuglar elde edilmistir.

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir ve birinci boliimde tezin temelini olugturan sonlu
tipten alt manifoldlar ve Gauss tasvirinin tarihsel gelisimi hakkinda kisaca bilgi
verilmektedir.

Ikinci boliimde elde edilen bulgulara hazirlhk amaciyla, ortalama egrilik vektorii,
minimal manifoldlar, Laplasiyen operatorii, izoparametrik hiperylizey gibi temel
tanimlar, Gauss ve Weingarten formiilleri ve alt manifoldlarin temel denklemleri olan
Gauss, Codazzi ve Ricci denklemlerinden bahsedilmistir. Ayrica ispatlarda kullanilan
Cartan’nin Yardimci Teoremi ve Erbarcher’in Indirgeme Teoremine yer verilmistir.
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Ucilincii boliimde ise sonlu tipten alt manifoldlarin temel tanimi verilmistir. k-tipinden
ve sifirli k-tipinden alt manifoldlarin tanimlart agiklanmigtir. Bir alt manifoldun veya
bir tasvirin sonlu tipten olduguna karar vermek icin kullanilan temel teoremlere yer
verilmistir. Son olarak, bu boliimde verilen tanimlar ve teoremler, E* icine daldirilmig
bir carpim yiizeyi olan tor yiizeyine uygulanmis ve S*(1) igine daldirilmis Clifford
minimal tor yiizeyinden bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde, Oklid uzayma daldirilmis alt manifoldlar icin Grasmaniyen
manifoldu yardimiyla Gauss tasviri tanimlanmigtir. Geri kalan kisimda ise Gauss
tasvirinin Laplasiyeninin hesaplar1 verilmistir. Gauss tasvirinin birinci Laplasiyen
ifadesinin yardimiyla, Gauss tasvirinin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
alt manifoldun normal konneksiyonunun diiz ve Oklid uzay1 i¢indeki ortalama egrilik
vektoriiniin paralel olmasidir sonucu ¢ikarilir. Boliimiin devaminda 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip alt manifoldlarla ilgili teoremlere yer verilmistir. Oklid uzayinin bir alt
manifoldunun Gauss tasvirinin 1-tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, manifoldun
skaler egriliginin sabit, normal konneksiyonunun diiz ve ortalama egrilik vektoriiniin
paralel olmasidir. Ayrica 1-tipinden Gauss tasvirine sahip yiizeylerin siniflandirmasini
veren teoreme yer verilmistir. 2-tipinden Gauss tasvirine sahip alt manifoldlar i¢in
Gauss tasvirinin ikinci Laplasiyen ifadesi verilmistir ve drnek olarak Veronese yiizeyi
incelenmistir.

Besinci boliimde, kiiresel alt manifoldlarin kiiresel Gauss tasviri ele alinmigtir. Kiiresel
alt manifoldlarin kiiresel Gauss tasviri, Obata’nin tasviri yardimiyla tanimlanir.
Dordiincii boliimde tanimlanan Gauss tasviri ile kiiresel Gauss tasvirinin geometrik
davramglar farklidir. Ornegin; Oklid uzaymnin her kompakt alt manifoldunun Gauss
tasviri kiitlesel simetrik iken kiiresel kompakt alt manifoldlarin kiiresel Gauss tasviri
genellikle kiitlesel simetrik degildir. Dordiincii boliimde yapilanlar kiiresel Gauss
tasvirine uygulanmistir. Benzer sekilde kiiresel Gauss tasvirinin Laplasiyeninin
hesaplar1 verilmistir. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve ™!, m-boyutlu E”
Oklid uzaynin birim hiperkiiresi olsun. x : M" — S$”! izometrik daldirmasinin
kiiresel Gauss tasvirinin harmonik olmast icin gerek ve yeter kosul, x izometrik
daldirmasinin total jeodezik olmasidir. Ayrica 1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip
alt manifoldlarla ilgili 6nemli teoremlere yer verilmistir. Kiiresel bir alt manifoldun
kiiresel Gauss tasvirinin kiitlesel simetrik 1-tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
alt manifoldun sabit skaler egrilikli ve diiz normal konneksiyona sahip kiiresel minimal
olmasidir. Ayrica S™! kiiresinin i¢inde total jeodezik olmayan bir yiizeyin kiitlesel
simetrik 1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
bu yiizeyin tamamen total jeodezik S* c S™! icinde kalan Clifford minimal tor
yiizeyinin agik bir parcast olmasidir. Son olarak, 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine
sahip Veronese ylizeyinden ve eskenar minimal tor yilizeyinden bahsedilmistir.

Tezin son boliimiinde, E"*? Oklid uzaymnin ™' hiperkiiresi icinde minimal olmayan
izoparametrik bir hiperyiizeyinin kiiresel Gauss tasviri ele alinmig ve yeni sonuclar
elde edilmistir. Ilk olarak, S"*! birim kiiresi iginde sifirdan farkli ortalama egrilige
sahip her yar1-ombilik olmayan izoparametrik hiperyiizeyi, kiitlesel simetrik 2-tipinden
Gauss tasvirine sahip oldugu ispatlanmustir. S™! birim kiiresinin her total jeodezik
olmayan, yari-ombilik hiperyiizeyi sifirli 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip
oldugu gosterilmis ve en son olarak S* kiiresinin yiizeyleri ile ilgili bir siniflandirma
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teoremi verilmistir, yani, M, S*(1) kiiresinde ortalama egriligi sabit yari-ombilik
olmayan bir yiizey ise M ylizeyinin kiitlesel simetrik 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine
sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, M yiizeyinin a # b olmak iizere

Sl(a) x S'(b) c $*(1) yiizeyinin agik bir pargasi olmasidir.
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SPHERICAL SUBMANIFOLDS WITH FINITE TYPE SPHERICAL GAUSS
MAP

SUMMARY

In late 1970’s B.Y. Chen introduced the notion of finite type submanifold of a
Euclidean space. Since then the finite type submanifolds of Euclidean spaces or
pseudo-Euclidean spaces have been studied by many geometers, and many interesting
results have been obtained. Let M" denote a Riemannian n-manifold with Laplacian
operator A. A smooth map ¢ : M" — E" of M" into the Euclidean N-space is
said to be of finite type if it admits a finite spectral decomposition, ¢ = ¢ + Zle o,
where c, is a constant vector in N-dimensional Euclidean space, ¢,’s are non-constant
EVN-valued maps such that A¢, = A,¢, with A; < --- < A;. Otherwise, it is said to
be of infinite type. When the spectral decomposition contains exactly k non-constant
terms, the map ¢ is called k-type. Then, Chen and Piccini extended the notion of finite
type to differentiable maps, in particular, to Gauss map of submanifolds. Finite type
Gauss map is useful tool in the study of submanifolds. Chen and Piccinni characterized
and classified compact hypersurfaces with 1-type Gauss map. Also, they proved that
a compact surface M in a Euclidean space E” has 1-type Gauss map if and only if
M is one of the following surfaces: a sphere S*(r) ¢ E* ¢ E™ or the product of two
plane circles S!(a) x S'(b) c E* c E™. Later, Chen and Lue introduced the spherical
submanifolds with finite type spherical Gauss map. They gave some classification
theorems on spherical submanifolds with finite type spherical Gauss map. It was
believed that for spherical submanifolds the concept of spherical Gauss map is more
relevant than Gauss map which was initiated by Chen and Piccinni. The geometrical
behavior of these Gauss maps are different. For instance, Gauss map of every compact
Euclidean submanifold is mass-symmetric; but the spherical Gauss map of a spherical
compact submanifold is not mass-symmetric in general.

The main aim of this thesis is to study finite type spherical Gauss map of spherical
submanifolds, in particular, spherical hypersurfaces with 2-type spherical Gauss map.
We obtain some new results on such hypersurfaces in the last chapter.

This thesis contains six chapters. In the first chapter, we give a brief historical overview
of the development of finite type submanifolds and finite type Gauss map.

In the second chapter, we give some basic definitions of the notions that are used in
the sequel such as parallel vector field, mean curvature vector, minimal submanifolds,
Laplacian operator and isoparametric hypersurfaces. If the principal curvatures of
hypersurface are constants, then the hypersurface is called isoparametric hypersurface.
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A submanifold of Riemannian manifold is called minimal if its mean curvature vector
vanishes identically. Similary, if second fundamental form of the submanifold of
Riemannian manifold vanishes identically, this submanifold is called totally geodesic.
The Laplacian operator on a submanifold M of Riemannian manifold is given by
A = (Ve — ee;), where V is the connection of the submanifold M and ey, ..., e,
is a local orthonormal tangent basis on M. We also give formulas of Gauss and
Weingarten, the fundamental equations of submanifolds such as Gauss, Codazzi and
Ricci equations. Moreover, we mention Cartan’s Lemma and Reduction Theorem of
Erbarcher.

In the third chapter, we study finite type submanifolds of Euclidean space and we give
definitions of finite type, k-type and null k-type. If for one of A4, ..., A, A; vanishes
identically in the spectral decomposition of a smooth map, it is called null k-type.
We give certain theorems about finite type submanifolds and finite type smooth maps.
Finally, in this chapter, we give the example of product submanifold such as flat torus
and the standart imbedding of Sl(v%) X sl(%) in S? is also called Clifford minimal
torus.

In the forth chapter, we give the definition of Gauss map by using properties of
Grassmanian manifold, G(n,m), which consists of linear n-subspaces of E”. Gauss
map v : M" — G(n,m) associated with immersion is the map which carries each

p € M to linear n-subspaces of E™ obtained by parallel displacement of the tangent
space T,M". A spherical finite type map ¢ : M — S¥ ! c E" of a Riemannian
manifold M into SV7! is called mass-symmetric if the vector ¢ in its spectral
decomposition is the center of S¥~!. In the remaining part of this section, we give
a computation of the first Laplacian of Gauss map. The Laplacian of the Gauss map
of a submanifold of Riemannian manifold implies the following results: Let M be a
submanifold of m-dimensional Euclidean space E™. Then the map v : M — G(n, m)
is harmonic if and only if M has parallel mean curvature in E”. Another result is
thatif v = iov : M — G(n,m) — SV~!' c EV, where i is the inclusion map
and N = (’Z), then the map ¥ : M — S"7! is harmonic if and only if M has flat
normal connection and parallel mean curvature vector. Furthermore, a characterization
theorem for submanifolds with 1-type Gauss map is given with the proof. Let
x : M — E" be an isometric immersion of a compact, oriented Riemannian manifold
M into m-dimensional Euclidean space E”. Then the Gauss map v : M — A"E" is
of 1-type if and only if M has constant scalar curvature, flat normal connection and
parallel mean curvature vector in E”. In addition, we give theorem which classifies
surfaces with 1-type Gauss map. A compact surface of m-dimensional Euclidean space
E™ has 1-type Gauss map if and only if it is one of the following surfaces: a sphere
S2(r) c E* c E™ or the product of two plane circles S'(a) x S!'(b) c E* c E™. Also we
mention that a compact hypersurface of (n+1)-dimensional Euclidean space has 1-type
Gauss map if and only if this hypersurface is a hypersphere in (n+1)-dimensional
Euclidean space. In the end of this section, we give calculation of the second Laplacian
of Gauss map to classify minimal surfaces of S”~! and we also give the definition of
k-standard immersion ; of a 2-sphere S? in S%*. It is well-known that k-th standard
immersion is an minimal immersion of S? into S%*. If k is odd, it is an imbedding and if
k is even, it is a two-to-one map. For k = 2 the standard immersion, i, : Sz(%) —> S*is

xviii



called Veronese surface and we give explicit expression of Veronese surface. Veronese
surface is a compact minimal surface in S* C B’ with 2-type Gauss map.

In the fifth chapter, we give the definition of the spherical Gauss map of a spherical
submanifold M" in S™~! by using Obata’s map which carries p € M" to the totally
geodesic n-sphere of S™! determined by the tangent space T,M". As in the forth
chapter we give a computation of the first Laplacian of the spherical Gauss map. We
also mention the harmonicity of Gauss map. Obata’s map of an isometric immersion
x : (M",g) — S™! of a Riemannian n-manifold is a harmonic map if and only
if x is a minimal immersion. The spherical Gauss map of an isometric immersion
x : (M",g) — S™ ! is harmonic if and only if the immersion x is totally geodesic.
We state some theorems on the classification of spherical submanifolds with 1-type
spherical Gauss map. A submanifold of S™~! has mass-symmetric 1-type spherical
Gauss map if and only if it is a minimal submanifold of S"~! with constant scalar
curvature and flat normal connection. Moreover, a non-totally geodesic surface in ™!
has mass-symmetric 1-type spherical Gauss map if and only if it is an open portion of
the Clifford minimal torus lying fully in a totally geodesic 3-sphere S* ¢ S™~!. An
n-dimensional submanifold of $"~! has non-mass-symmetric 1-type spherical Gauss
map if and only if it has constant scalar curvature and it is immersed in a totally
geodesic (n+1)-sphere S"*!' ¢ S™! as a hypersurface with nonzero constant mean
curvature. Finally, we mention that the Veronese surface in S* is the only spherical
minimal surface with mass-symmetric 2-type spherical Gauss map and the equilateral
minimal torus in S° is the only minimal spherical surfaces with non-mass-symmetric
2-type spherical Gauss map.

In the last chapter, we obtain some new results on the spherical Gauss map of spherical
hypersurfaces. It is known that there are some examples about null 2-type map in
Euclidean space. For example, null 2-type surfaces in E?® are circular cylinders.
On the other hand, example about null 2-type spherical map or submanifold is not
known. Chen and Lue concluded that every isoparametric minimal hypersurface
of S"*! has 1-type spherical Gauss map. Thus, we are especially interested in the
isoparametric spherical hypersurfaces with finite type Gauss map. First , we calculate
the second Laplacian of spherical Gauss map if the submanifold is non-minimal and
isoparametric hypersurface of S"*!. Then by using this calculation we prove that
every non-psuedo-umbilical isoparametric hypersurface of S"*! with non-zero mean
curvature in $"*! has mass-symmetric 2-type spherical Gauss map. We give example
about non-psuedo-umbilical isoparametric hypersurface with non-zero spherical mean
curvature. For instance, the product manifold S"*(a) x SkK(b) < S"'(1) with
a # b and a®> + b*> = 1 is a isoparametric non-pseduo umbilical hypersurfaces in
S™1(1) and thus it has 2-type mass-symmetric spherical Gauss map. Furthermore,
every non-totally geodesic and psuedo-umbilical hypersurface of S"*! has null 2-type
spherical Gauss map. For example, every small sphere S"*!(1) is a pseudo-umbilical
isoparametric hypersurface of S"*!(1) which has null 2-type spherical Gauss map.
Finally, we give a classification theorem on surfaces in S°. That is, we prove that
every non-pseduo-umbilical surface with constant mean curvature in the unit sphere S*
has mass-symmetric 2-type spherical Gauss map if and only if it is an open portion of
the product of the plane circles S'(a) x S'(b) ¢ S*(1) for a # b and a® + b* = 1.
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1. GIRIS

Sonlu tipten alt manifoldlar tanimi 1970’li yillarin sonlarina dogru B.Y. Chen
tarafindan tamtildiktan sonra geometri ile ugrasan pek cok kisi tarafindan yogun
olarak calisilmig ve olduk¢a 6nemli sonuglar elde edilmistir. 1996 yilina kadar bu
alanda yapilmig olan calismalar, B.Y. Chen tarafindan derlenerek bir rapor olarak
yayinlanmigtir[1]. Bu tarihten sonrada, bu konulari iceren farkli dogrultularda yapilmig
cok sayida yayinlar bulunmaktadir[2,3,4]. Sonlu tipten kavrami daha sonra alt
manifoldlar iizerinde tamiml diferansiyellenebilir tasvirlere genisletilmistir. Ozellikle
sonlu tipten Gauss tasvirleriyle ilgili onemli caligmalar yapilmigtir. Chen ve Piccinni
sonlu tipten Gauss tasvirine sahip Oklid uzaylarinin alt manifoldlar1 iizerine genel bir
caligsma yaparak sonlu tipten Gauss tasvirine sahip alt manifoldlar teorisinin temelini
olusturmustur ve 1-tipinden Gauss tasvirine sahip kompakt yiizeylerin siniflandirma
teoremini vermislerdir[5]. Daha sonra ise kiiresel alt manifoldlar i¢in Gauss tasvirinin
ozellikleri incelenirken aslinda kiiresel Gauss tasvirin kiiresel alt manifoldlarla yakin
iligkisi oldugu goriilmiistiir. Chen ve Lue ise sonlu tipten kiiresel Gauss tasvirine sahip
kiiresel alt manifoldlarla ilgili caligmalar yapmistir ve Gauss tasvirine benzer sekilde
1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip kiiresel alt manifoldlarla ilgili siniflandirma
teoremleri vermistir. Ayrica S"*! hiperkiiresinin minimal izoparametrik hiperyiizeyinin
1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahiptir sonucuna ulasilmistir. Bununla beraber
ayni ¢alismada 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip kiiresel minimal yiizeylerin

siniflarini iceren 6onemli sonuglar elde etmislerdir[6].

Bu tezde B"*? Oklid uzayinm S"*! hiperkiiresi icinde minimal olmayan izoparametrik
bir hiperyiizeyinin kiiresel Gauss tasviri ele alinmig ve bu tiir hiperyiizeylerin
2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica 3-boyutlu birim
kiire icinde bulunan bir yiizeyin 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip olmasiyla

ilgili stniflandirma teoremi elde edilmistir.






2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

M, m-boyutlu bir M Riemann manifoldunun izometrik olarak daldirilmis bir alt
manifoldu olsun. M ve M manifoldlarinin metrik tensorleri, sirasiyla, g ve 2 ile
Levi-Civita konneksiyonlar ise, sirasiyla, V ve V ile gosterilsin. g metrigi, § metrik
tensoriinden indirgenmistir.

X ve Y, M manifoldunun teget vektor alanlar1 ve &, M manifoldu iizerinde tanimli bir

normal vektor alani olmak iizere
VyY = VY + (X, Y) 2.1

Ve

Vxé = —A:X + Dyé (2.2)

formiillerine, sirastyla, M manifoldunun Gauss formiilii ve Weingarten formiilii denir.
Burada, Az, M manifoldunun & normal vektorii dogrultusundaki sekil operatoriinii ve
D ise M iizerine indirgenen normal konneksiyonu gostermektedir.

Tanim 2.1 M manifoldunun herhangi bir X teget vektorii icin Dxé = 0 ise & normal
vektor alanina paralel vektor alani denir.

Tanim 2.2 M manifoldu tizerinde tanimh H = %trh normal vektoriine M manifoldunun
M igindeki ortalama egrilik vektorii denir.

Tamm 2.3 H ortalama egrilik vektorii 6zdes olarak sifir ise M’ye M manifoldunun
minimal alt manifoldu denir.

Tanmim 2.4 M alt manifoldu iizerinde / ikinci esas formu dzdes olarak sifir ise M’ye M
Riemann manifoldunun total jeodezik alt manifoldu denir.

Tanim 2.5 Eger M manifoldunun herhangi X ve Y teget vektorleri icin
hX,Y) = g(X,Y)H

ise M’ye M’nin total ombilik alt manifoldu denir.

Bu temel tanimlardan sonra geri kalan kisimda, temel denklemlerden ve teoremlerden



bahsedilecektir.
R ile M manifoldunun egrilik tensorii gosterilsin. Bu durumda, M manifoldunun

herhangi X, Y, Z teget vektorleri i¢in egrilik tensorii
RX,Y)Z = VxVyZ = VyVyZ — Vix 1 Z 2.3)

olarak tanimlanir. M alt manifoldu da bir Riemann manifoldu oldugundan R egrilik

tensorli benzer sekilde
R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ - Vxy/Z
olarak tanimlanir. (2.1) formiilii (2.3) denkleminde kullanildiginda
R(X,Y)Z =Vx(VyZ + h(Y,Z)) = Vy(VxZ + h(X, Z))
- (VixnZ + WX, Y1, Z))

=R(X,Y)Z + h(X,VyZ) - h(Y,VxZ) - (X, Y],Z)

+ Vxh(Y,Z) — Vyh(X,Z) (2.4)
ifadesi elde edilir. (2.2) formiilii g6z 6niine alindiginda (2.4) denklemi

R(X, Y)Z :R(X, Y)Z - Ah(Y,Z)X + Ah(X,Z)Y
+ X, VyZ) - h(Y,VxZ) - [X, Y], Z)
+ Dxh(Y,Z) — Dyh(X,Z) (2.5)
sekline doniisiir. (2.5) denkleminde ilk ii¢ terim egrilik tensoriiniin tegetsel bileseni,

geri kalanlar ise normal bilesenidir. Bu nedenle, (2.5) denkleminin bir W teget vektorii

ile i¢ carpimi alindiginda
RX,Y;Z,W) = R(X,Y; Z,W) + g(h(X, Z), (Y, W)) — g(h(X, W), h(Y,Z))  (2.6)

elde edilir. Burada, R(X,Y;Z, W) = g(R(X,Y)Z, W) ile gosterilmistir. (2.6) ifadesi

Gauss denklemi olarak adlandirilir. R(X, Y)Z egrilik tensoriiniin normal bileseni ise
(RX, V)2)* = (Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X, Z) 2.7)

dir. Burada (Vxh)(Y,Z) = Dxh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) olarak ifade edilmistir.

(2.7) denklemine ise Codazzi denklemi denir.



& ve n normal vektor alanlart olmak tizere M alt manifoldunun normal egrilik tensorii

RX, Y;&,m) =8(VxVyé, n) — 8(VyVx€, ) — 8(Vixné, 1)
=- g(ﬁx(AfY)a n + g’(ﬁxDYf, n)

+ 8(Vy(AeX),n) — &(VyDxé, 1)

— &(Dxxié,m)
=—8(h(X,A:Y),nm) + g(h(Y,AeX), m)
+ &(DxDyé,n) — §(DyDxé,n) — 8(Dix.vié, 1n) (2.8)

olarak yazilir. Eger RP(X,Y)é = DxDyé — DyDxé — Dix yi€ ile M alt manifoldunun

normal konneksiyonuna kars1 gelen egrilik tensorii gosterilirse, (2.8) denkleminden
RP(X,Y;€,1m) = RXX, Y3 €,1) + g([Ag, A))(X), Y) (2.9)

elde edilir. Burada [A, A)] = A:A, — A,A; dir. (2.9) denklemine ise Ricci denklemi
denir.
M cevreleyen uzay1 sabit k egriligine sahip ise (2.6), (2.7) ve (2.9) temel denklemleri,

strastyla,
RX,Y;Z, W) =k[g(X, W)g(Y, Z) — g(X, Z)g(Y, W)]
+ Z(WX, W), (Y, Z)) - (h(X, Z), h(Y, W),
(Vx)(Y,Z) =(Vyh)(X, Z),
RP(X,Y;n,6) =g([A¢, A))(X), Y)

sekline indirgenir.

Bundan sonraki kisimda kullanilan indislerin araliklar1 asagidaki gibi tanimlanmigtir:
1<ABC,...<m; 1<i,jk,...<n; n+1<rs,t,...<m.

€1y €, €ni1,...,e, vektorleri M alt manifoldu lizerinde tanimlanmig ortonormal
yerel bir cati alan1 olsun dyleki ey, .. ., e, vektorleri M manifolduna teget, e,,1, ..., ey,
vektorleri de M alt manifolduna normal olsunlar. Bu ey, ..., e, vektorlerine kars1 gelen

1

dual cati alam w', ..., w™ ile gosterilsin. M alt manifoldunun e; teget vektorii ve e,

normal vektoriiniin X teget vektoriine gore kovaryant tiirevleri

Vye; = Z wl(X)es,  Vxe, = Z wl(X)e,
A A



ile ifade edilir. Bu durumda, M manifoldu icin 1. Cartan yap: denklemi
dw® = —Zw‘g/\wB, wh = —wh
B

2. Cartan yapi denklemi ise

dwy = —Zwé A W + @,
C
1 ~ ~ -
A _ A C D A A
Dy = EZRBCD(“) A", Rpep + Rppe =0

C.D
ile verilir.
Yardimci1 Teorem (Cartan) vy,...,v,, r-boyutlu V vektor uzaymin lineer bagimsiz
elemanlari olsun. wy, ..., w, r-vektorler olsun. Eger ,._ w; Av; =0ise, i =1,...,r

icin w; = Z;:l a;v;j dir. Burada, a;j = aj; dir.

Dual bir formlar M alt manifolduna kisitlanirsa " = 0 olur. Yani
0=do =-) iAo (2.10)

elde edilir. Cartan yardimci teoremi goz oniine alindiginda (2.10) denkleminden
wj = ¥ h 0 yazil.

Benzer sekilde M alt manifoldu i¢in 1. ve 2. Cartan yapt denklemleri, sirasiyla,

dwi:—Zw;ij, w{:—w;
J
ve
i i i i1 i
dwj = —Zwk A a)’;- + Qj, Qj = > ZRjklwk A
3 kol
ile verilir. (2.6) denkleminde ifade edilen Gauss denklemi lokal koordinatlarda,

Rl = Ry + Z(h?khZ-z = hyh'y) (2.11)

olarak yazilir. Benzer sekilde, ¢cevreleyen uzayin sabit egrilikli olmas1 durumunda (2.7)

Codazzi denklemi ve (2.9) Ricci denklemleri sirasiyla

Mg = T
W = ehly— ) (hwile) + Wywie) + ) hjwi(e) (2.12)
I s



Ve

ij"tik

RP(ej, e e,,0,) =< [Ar, Ajle;, e >= Z(h,*khfj — h;;h3) (2.13)

olarak verilir.

Egrilik tensoriinde daraltma yapilarak Ricci tensorii ve skaler egrilik elde edilir. M"
alt manifoldunun Ricci tensorii ve skaler egriligi, sirasiyla, R = 3; R;ik veS =2 R;
olarak tanimlanir. Eger M alt manifoldunun boyutu 2 ise Gauss egriligi skaler egriligin
yarisina esittir.

Cevreleyen uzay m-boyutlu E™ Oklid uzay1 ise (2.11) denkleminden
S =n?H - Al (2.14)

elde edilir. Burada, |H|* ve ||h||, sirasiyla, E™ uzay: icinde M" alt manifoldunun
ortalama egrilik ve 2. esas formun normlarinin karesidir. Ozel olarak, M" alt manifoldu
S™=1 birim hiperkiiresinin i¢ine daldirilmig ise M" alt manifoldunun S™! hiperkiiresi
icindeki ortalama egrilik vektorii H ve 2. esas formu / ile gosterildiginde, (2.14)

denklemindeki skaler egrilik ifadesi
S =n(n—1)+n? AP - |4 (2.15)

seklini alir. Ayrica, M" alt manifoldunun S"! hiperkiiresi icindeki ve E” Oklid uzay1

icindeki ortalama egrilik vektorii ve 2. esas formu arasindaki iligkiler
H=H-x, hXY)=hX7Y)-gXY)x (2.16)

denklemleriyle verilir.

Tanmm 2.6 M, M"' Riemann manifoldunun daldirilnug bir hiperyiizeyi olsun.
M hiperyiizeyinin biitiin asal egrilikleri sabit ise, M hiperyiizeyine izoparametrik
hiperyiizey denir.

Tanmm 2.7 Bir M Riemann manifoldunun metri8i tarafindan, M iizerinde indirgenen

Laplasiyen operatorii

A= (Voei—eie) (2.17)



ile tanimlanir. Burada, V Riemann konneksiyonunu gostermektedir.

Ayrica f, g € C*(M) olmak iizere iki fonksiyonun ¢arpiminin Laplasiyeni
A(f.g) =Af.g+ fAg—2 < gradf,gradg > (2.18)

olur.

Tanim 2.8 M, M" Riemann manifoldunun izometrik olarak daldirilmig bir alt
manifoldu olsun. Bir p € M noktasinda M’ nin normal uzayinin,

Imh = span{h(X,Y)|X,Y € T,M} seklinde tammlanmg alt uzayina, birinci normal
uzay1 denir.

Erbacher Indirgeme Teoremi [7] v : M — M(c), baglantili n-boyutlu bir M
Riemann manifoldundan, sabit c egrilikli (n+ p) - boyutlu bir M Riemann manifolduna
izometrik bir daldirma olsun. Eger birinci normal uzayi, Imh, normal demetin
konneksiyonuna gore paralel oteleme altinda sabit kaltyorsa ve boyutu l ise,

w(M™) < N™ olacak sekilde M"P(c) manifoldunun total jeodezik bir N"' alt

manifoldu vardur.



3. SONLU TiPTEN ALT MANIFOLD TANIMI VE TEMEL TEOREMLER

¢ : M — EY bir M Riemann manifoldundan E¥ Oklid uzayina tanimlanmis diizgiin

bir tasvir olsun. Eger ¢ tasviri

p=c+ >y ¢ (3.1)

seklinde sonlu bir spektral agcilima sahip ise, ¢’ ye sonlu tipten bir tasvir denir. (3.1)
denkleminde k tane sabit olmayan farkli terim varsa, ¢ tasviri k-tipinden olarak
adlandirilir. Burada ¢, EV i¢inde sabit bir vektor ve ¢,’ler ise sifirdan farkli EV degerli
Laplasiyen operatoriiniin, A, 6z vektorleridir. Yani, 4; < --- < A; olmak iizere
A¢, = A,¢,; denklemini saglar. Eger A;’lerden biri sifir ise, ¢ tasvirine sifirli k-tipinden
tasvir denir. ¢ tasviri M’den EV Oklid uzayina izometrik bir daldirma ise, M’ye sonlu
tipten alt manifold denir.

SN=! merkezi orjinde olan birim hiperkiire olsun. Kiiresel sonlu tipten

¢ : M — SN! c EV tasvirinin (3.1) denkleminde gosterilen spektral a¢iliminda
¢ vektorii SV! hiperkiiresinin merkezi ise, yani, sifirsa ¢ tasvirine kiitlesel simetrik
tasvir denir. M manifoldu kompakt oldugunda ¢ tasvirinin kiitlesel simetrik olmasi

icin gerek ve yeter kosul, fM ¢dV = 0 olmasidur.

Teorem 3.1 [5] x, bir kompakt M manifoldundan EN Oklid uzayina izometrik bir
daldirma olsun. H, M alt manifoldunun EN uzay: icindeki ortalama egrilik vektorii

olmak iizere,

(i) M’nin sonlu tipten bir alt manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul, Q(A)H = 0

olacak sekilde Q(t) gibi trivial olmayan bir polinomun olmasudr.

(ii) M sonlu tipten bir alt manifold ise, P(A)H = 0 esitligini saglayan P(t) gibi en

kiiciik dereceli tek bir monik polinom vardir.



(iii) M k-tipinden bir manifold ise, P(t) polinomunun derecesi k’ya esittir.

Ayni1 sonuclar H ortalama egrilik vektorii yerine x — ¢ konuldugunda da gecerlidir.

Teorem 3.2 [5] ¢ : M —> EN kompakt M manifoldundan BN uzaywna diizgiin bir tasvir

ve T = div(deg) de ¢ tasvirinin gerilim alant olsun. Bu durumda

(i) ¢ sonlu tipten bir tasvir olmasi icin gerek ve yeter kosul, Q(A)r = 0 olacak

sekilde trivial olmayan Q(t) gibi bir polinomun olmasidtr.

(ii) ¢ sonlu tipten bir tasvir ise, P(A)t = 0 olacak sekilde en kiiciik dereceli P(t) gibi

tek bir monik polinom vardir.
(iii) ¢ k-tipinden bir tasvir ise, P(t) polinomunun derecesi k’ya esittir.

Ayn1 sonuglar 7 yerine ¢ — ¢ konuldugunda da gecerlidir.

Bu iki teoremdeki monik P polinomuna, sonlu tipten olan M alt manifoldunun veya
sonlu tipten ¢ tasvirinin minimal polinomu denir.

Ornek (Carpim alt manifoldu)

M ve M, sirastyla, E" ve E™ Oklid uzaylarmin kompakt iki alt manifoldu olsun. Bu iki
manifoldun ¢arpim alt manifoldlarinin sonlu tipten olmasi icin gerek ve yeter kosul, iki
manifoldun da sonlu tipten olmasidir. Ayrica, bu manifoldlarin ikisi de 1-tipinden ise
carpim manifoldlart 1-tipinden veya 2-tipindendir. Ornek olarak T2 diiz tor yiizeyi
diisiiniiliirse, T2 tor yiizeyi, yaricaplar1 farkli olan iki diizlem ¢emberin kartezyen

carpimina izometriktir. Yer vektorii x : 72 — E*
x = x(u,v) = (acosu,asinu,bcosv,bsinv)

seklinde verilmis olan tor yiizeyi i¢in

e (—sinu,cosu,0,0), er = (0,0, —sinv, cosv)

(=bcosu,—bsinu,acosv,asinv), ez = (acosu,asinu,bcosv,bsiny)

€3

vektorleri bir ortonormal ¢ati alam olusturur. Burada a,b > 0 ve a® + b* = 1 dir.
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Gerekli hesaplamalar yapilarak

- 1

V,er = —(-cosu,—sinu,0,0)
a

- 1

Ve,er = E(O’ 0, —cosv, —sinv)

?elez = Ve2e1:0

elde edilir. V,e; = <?eie J-,el>el + <?eie j,ez>e2 ifadesi kullanilirsa, i, j = 1,2 i¢in
Viej = Ywi(eder = 0 oldugu kolaylikla goriiliir. Yani, wi = —w, = 0 dir. Ayrica,
(2.1) ve (2.2) formiilleri kullanilarak 2. esas formun e3 ve e4 vektorleri dogrultusundaki
bilesenleri

b a
h?l = ;’ hgz = _E’ h;‘l = hgz =-1, h?z = hi‘z =0

olarak bulunur. Bu durumda, 72 torusunun E* Oklid uzay icindeki ortalama egrilik

vektorii
1 1 1 1
H = E(; cos u, - sin u, 5 cos v, 5 sin v) 3.2)
dir. (2.17) denklemindeki Laplasiyen operatorii secilen ortonormal c¢ati alani i¢in
1 & 1 &

a2 o> b2
sekline doniisiir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda H ortalama egrilik vektoriiniin 1.

ve 2. Laplasiyeni, sirasiyla, asagidaki gibi bulunur:

AH 1( 1 1 1 1 )
=—(—cosu, — sinu, — cos v, — sin v
2 Cl3 3 b b3 (3 3)
1,1 1 ’
A’H :E(E cosu, — s sin u, ' 75 cos v, > sin v)

Burada iki durum s6z konusudur:
1. Durum: a = b olsun. Bu durumda AH ve H paraleldir. Dolayisiyla, T2 tor yiizeyi
1-tipinden bir alt manifoldur.
2. Durum: a # b oldugu durumda, (3.2) ve (3.3) denklemlerinden

A’H - ( : blz)AH+ lb H=0
bagintis1 elde edilir. Teorem 3.1 goz Oniine alindiginda, T2 tor yiizeyi 2-tipinden bir alt
manifolddur. Bu 6rnek i¢in Teorem 3.1°1 saglayan P(¢) polinomu

1 1 1
P(l):l‘z—(—'i'ﬁ) W

11



olur ve P(t)’nin kokleri de al—z ile bl—z dir.
Bu ornekte, a® + b* = 1 oldugu i¢in x(T?) C S*(1) olur ve T2 tor yiizeyi S*(1) kiiresi
icindeki ortalama egrilik vektorii

~ 1,b a

H = 5(5 - 5)63 (3.4)

1
V2

minimal olur. S? i¢ine daldirilmig S' (%) X Sl(%) yiizeyine Clifford minimal tor yiizeyi

olarak bulunur. Egera = b = ise H sifirdir, yani, bu yiizey S* hiperkiiresi icinde

denir.
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4. SONLU TIPTEN GAUSS TASVIRINE SAHIP ALT MANIFOLDLAR

Bu boliimde, sonlu tipten Gauss tasvirine sahip alt manifoldlarla ilgili sonuglar

verilecektir.

4.1 Gauss Tasviri

V, E™ uzaymnda yonlendirilmis n-boyutlu bir diizlem olsun. Bu V diizleminin
yonlendirilmig bir ortonormal bazi ey, ..., e, ile gosterilsin. Bu durumda

e1 N ... N e, normu 1 olan ayristirllamayan bir n-vektordiir ve bu n-vektorii
V diizleminde bir yonlendirme belirler. Tersine diisiiniildiigiinde, normu 1 olan
ayristirtlamayan herhangi bir n-vektdr, E” uzayinda yonlendirilmis tek bir tane
n-boyutlu diizlem belirler. Sonug¢ olarak, E” uzayinda orjinden gecen n-boyutlu
diizlemleri gosteren G(n, m) Grasmaniyen manifoldu, N-boyutlu A"E" = EN Oklid
uzay1 i¢inde normu 1 olan n-vektorlerle tanimlanabilir. Burada N = (':) dir. Ote
yandan, SV~!, merkezi orjinde olan EY uzayinda birim hiperkiire olmak iizere, G(n, m),
Grasmaniyen manifoldu bu birim hiperkiirenin n(m-n)-boyutlu bir alt manifoldudur.
Yani, G(n,m) c S¥~! ¢ EN olacak sekilde i : G(n, m) — SV~!icine tasviri vardir.

x : M — E™, n-boyutlu, kompakt ve yonlendirilmis M Riemann manifoldundan E"
Oklid uzayina tanimlanmig izometrik bir daldirma olsun. ey, ..., e, vektorleri, M nin

bir ortonormal cati alan1 ise, M manifoldunun Gauss tasviri
v:M — Gm,m) c S"! c BN = A"E" 4.1)

her p € M i¢in v(p) = (e; Aex A ... A e,)(p) seklinde tanimlanir[5]. Burada M’nin
teget vektorleri dx’in goriintiisii ile tantmlanmusgtir.

Yardimc1r Teorem 4.1 [S5] E” uzayimin kompakt ve yonlendirilmis bir M alt
manifoldunun v : M — SN~ Gauss tasvirinin kiitlesel simetrik olmasi, bu tasvirin

vo kiitle merkezi ile SN~! hiperkiiresinin merkezinin cakismasidir. Yani, vy vektoriiniin
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stfir olmasidir.
Bu boliimiin geri kalan kisminda (4.1) denklemi ile tanimlanmig v Gauss tasvirinin
Laplasiyeni, (2.17) formiilii yardimiyla hesaplanacaktir. Bunun i¢in ilk olarak v

tasvirinin e; dogrultusundaki tiirevi hesaplanir:

ev = ellethexAN...Ney)
= Zel/\ez/\.../\ Veei A...A ey 4.2)
: S~
J Jj—inci

(4.2) denkleminde (2.1) formiilii kullanilirsa,

eiV:Zel /\ez/\.../\(Zw’}(e,-)ek+2hfje,)/\.../\e,, 4.3)
J k r

j—inci

elde edilir. Heri = 1,...,ni¢ine; A e; = 0 ve wf = 0 oldugu (4.3) denkleminde

kullanildiginda
V= hieyNexA...N e A...ANe, 4.4
e;v ; €1\ e .e. . e 4.4)
’ J—inci

bulunur. Benzer islemler yapilarak

eieiv:ei(thjelAeg/\.../\ e, /\.../\e,,)

Jr Jj—inci
:E eihi)et Nex Ao N ep A Aey

pr j—inci
!
+thjwk(e,-)e1/\ez/\.../\ e;. N...AN e A...Ae,

JkLr k—inci j—inci

+Zh{jh§ke1/\e2/\.../\ e, AN...N e A...ANeg,
S~—— S~
k—inci Jj—inci

—Zh;jhfjel AeyA...Ne,
Jr

Jik.r,s

+ Z hjwi(eer Nea A... N eg A...Ne, (4.5)
s Jj—inci

elde edilir. Ayrica

(Ve,.e,-)v = Z wf(e,-)ek(el ANesAN...Ne,)
3
= wa(e,-)h,tjel/\ez/\.../\ e, AN...ANe, (4.6)
Jk j—inci
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bulunur. (4.5) ve (4.6) ifadeleri kullanilarak (2.17) formiiliinden v tasvirinin

Laplasiyeni

Av = Ze(h erANeayN...N e A...Ne,
——
Ljor Jj—inci
—Zhwk(e)el/\ez/\ AN e AN e A ANey,
i, jk,0r

k—inci Jj—inci

_Zhlj ,kel/\62/\.../\ es N...N e N...Ney

Ljkr.s k—inci j-inci

+Zhrh eyNesN...Ney,

l]r

—Zh wieer Aex N...N e; A...Neg,
——

B jinci

"‘Zw(e)hkjel/\ez/\ A e Al ANey 4.7)
——

ik jinci

olarak yazilir. (4.7) ifadesinde (2.12) denklemi, ||A|* = Y; il jh; ve
nD, H =}, h .e, kullanilirsa,

ii, ]

Av:—nZel/\ ADHN...N\ey,

— § hhyer A .. es A A e A...Ae,+|HPvy  (4.8)
\\/—/ S~——
Ljkors k—inci j—inci

elde edilir. (2.13) ve (4.8) denklemlerinden asagidaki yardimci teorem ifade edilir.
Yardimci Teorem 4.2 [5] x : M — E", yonlendirilmis n-boyutlu bir M Riemann
manifoldundan E™ Oklid uzaywna izometrik bir daldirma olsun.

v: M — G(n,m) C A"E™ Gauss tasvirinin Laplasiyeni

Av=—n) el A... ADGH A ... Aey+IIhIPy
i

+ ZRD(ej,ek;er,es)el/\.../\ e, AN...N e A...Negy, 4.9)
; S~ ~——
Jks<r k—inci j—inci

ile verilir.

v tasvirinin e; dogrultusundaki tiirevi M manifoldunun teget uzay1 ile G(n,m)
manifoldunun teget uzayi arasinda bir tasvirdir. Yani, e;v Grasmaniyen manifolduna
tegettir. Sonug olarak (4.4) ifadesi yardimiyla, (4.9) denklemindeki birinci terimin

G(n, m) manifoldunun teget uzayina, geri kalan terimlerin ise G(n, m) manifoldunun
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normal uzayina ait oldugu goriiliir. Bu bilgiler ve Yardimci Teorem 4.2 kullanilarak
asagidaki iki sonug verilir.

Sonug 4.1 [8] M, E™ uzaywn bir alt manifoldu olsun. v : M — G(n, m) tasvirinin
harmonik olmasi icin gerek ve yeter kosul, M manifoldunun BE™ Oklid uzaymmda paralel
ortalama egrilik vektoriine sahip olmasudir.

i : G(n,m) — SN!icine tasviri géz oniine alindiginda asagidaki sonug verilir.
Sonuc 4.2 [S] M, E™ uzayin bir alt manifoldu olsun.

v =iov: M — G(n,m) — SN7! tasvirinin harmonik olmast icin gerek ve yeter kosul,
M manifoldunun normal konneksiyonun diiz ve ortalama egrilik vektoriiniin paralel

olmasidir.

4.2 1-Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Alt Manifoldlar

Teorem 4.1 [5] x : M — E" kompakt ve yonlendirilmis bir M Riemann
manifoldundan m-boyutlu E" Oklid uzayina tammlanmugs izometrik bir daldirma olsun.
v : M — A'E"™ Gauss tasvirinin I-tipinden olmast icin gerek ve yeter kosul,
M manifoldunun skaler egriliginin sabit, normal konneksiyonunun diiz ve ortalama

egrilik vektoriiniin paralel olmasudrr.

Ispat. M manifoldunun Gauss tasviri 1-tipinden ise bu tasvirin Laplasiyeni 4, reel
say1 olmak iizere Av = A,v denklemini saglar. Bu ifade (4.9) denklemi ile
kargsilastirildiginda v tasvirinin 1-tipinden olmasi icin gerek ve yeter kosul, DH = 0,
RP = 0 ve ||h|| =sabit olmasidir. Yani, M nin ortalama egrilik vektoriiniin paralel ve
normal konneksiyonunun diiz oldugu sonucu ¢ikar. Ayrica DH = 0 olmasi ortalama
egrilik vektoriiniin uzunlugunun sabit oldugunu da gosterir. Bu durumda (2.14)

denklemi yardimiyla M manifoldunun skaler egriliginin de sabit oldugu goriilir. O

M, B Oklid uzayinin hiperyiizeyi ise asagidaki teorem verilir.
Teorem 4.2 [5] E™! uzayimin kompakt bir M hiperyiizeyinin 1-tipinden
v : M — A'B"™' Gauss tasvirine sahip olmast icin gerek ve yeter kosul, M

hiperyiizeyinin bir hiperkiireden ibaret olmasidur.

Ispat. M, E"' uzaymin bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda (2.13) denklemi
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kullanilarak R? = 0 oldugu, yani, M hiperyiizeyinin normal konneksiyonunun diiz
oldugu soylenir. Bu yiizden Teorem 4.1’den M hiperyiizeyinin 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, M hiperyiizeyinin sabit ortalama
ve skaler egrilikli olmasidir. Ayrica, E"*! uzaymm kompakt bir M hiperyiizeyinin
sabit ortalama egrilige ve sabit skaler egrilige sahip olmasi ancak ve ancak M nin bir
hiperkiireden ibaret olmasi sonucu [Sonug 6.1,9] kullanilirsa, M hiperyiizeyinin Gauss
tasvirinin 1-tipinden olmast icin gerek ve yeter kosul, M yiizeyinin E"*! uzaymn bir

hiperkiiresi olmasidir sonucuna ulagilir. O

M, S™!' ¢ E™? hiperkiiresinin bir hiperyiizeyi olsun. M hiperyiizeyinin yer
vektorii M’ye normaldir ve paraleldir, yani, normal kovaryant tiirevi 6zdes olarak
sifirdir. ~ M’nin E™? uzayindaki karsit boyutu 2 oldugundan, M’nin normal
demetini olusturacak diger birim vektor de paralel olur. Dolayisiyla M’nin normal
konneksiyonu diizdiir. Bu durumda Teorem 4.1 kullanilirsa M hiperyiizeyinin Gauss
tasvirinin 1-tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun, M hiperyiizeyinin sabit
ortalama egrilikli ve sabit skaler egrilikli olmas1 sonucu ¢ikar. Bu ve Teorem 2[10]
kullanildiginda asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 4.3 [5] M, S™! hiperkiiresinin kompakt bir hiperyiizeyi olsun. M
hiperyiizeyinin 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, M ’'nin

asagidakilerden biri olmasidir:
(a) B™? Oklid uzaywmn kiitlesel simetrik 2-tipinden alt manifoldu,
(b) S™! kiiresinin kiiciik hiperkiiresi,
(c) S™! kiiresinin sabit skaler egrilikli minimal hiperyiizeyi.

Asagidaki teoremde 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olan ylizeyler tamamiyle
siniflandirilmasgtir.

Teorem 4.4 [5] M, E™ icinde kompakt bir yiizey olsun. M yiizeyinin I-tipinden Gauss
tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, M’nin asagidaki yiizeylerden biri

olmasidir:

(a) ryarigapl 2-boyutlu bir kiire, S*(r) C E* C E™, veya
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(b) Yaricaplari a ve b olan iki diizlem cemberinin carpimi, S'(a) x S'(b) c E* C E™.

Ispat. Ilk olarak M kompakt yiizeyinin teoremin ifadesindeki yiizeylerden biri oldugu
varsayilsin. S%(r) ve S'(a) x S'(b) yiizeylerinin normal konneksiyonlari diiz, ortalama
ve skaler egrilikleri sabit oldugundan, Teorem 4.1’den dolay1, bu yiizeylerin 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip oldugu goriiliir. Tersine olarak, M, 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip kompakt bir yiizey ise DH = 0, R? = 0 ve skaler egriligi sabittir. Hem
kompakt hem minimal bir yiizey olmadigindan H sifirdan farklidir. Bu nedenle Teorem
2.1[11,p.106]den M yiizeyi ya S™! hiperkiiresinin minimal bir yiizeyidir veya

E® ¢ E" yada S* c E" icinde kalmaktadir. Eger M yiizeyi S"~! hiperkiiresinin
minimal bir yiizeyi ise ve R? = 0 oldugundan M yiizeyi S* ¢ E* c E™ icinde
kalir[Agiklama 2.1,11,p.115]. Sonug olarak, M yiizeyi ya E* ya da S° iginde
kalmaktadir. Eger M yiizeyi E® i¢inde ise Teorem 4.2 kullamlarak M’nin S?(r) C E?
hiperkiiresinden ibaret oldugu goriilir. Eger M yiizeyi S* < E* icinde kaliyorsa,
Teorem 4.3’den M yiizeyinin ya E? i¢inde bir kiire, ya S* kiiresinin sabit Gauss egrilikli
minimal ylizeyi veya S* C E* iginde 2-tipinden bir yiizey oldugu sonucu ¢ikarilir.
Eger M, S kiiresinin sabit Gauss egrilikli minimal bir yiizeyi ise M yiizeyi yaricaplar
aym olan iki diizlem ¢emberinin ¢arpimidir[12]. Eger M, S* hiperkiiresinin 2-tipinden
bir yiizeyi ise M kiitlesel simetriktir[Teorem 2,10]. Bu nedenle siniflandirma teoremi
kullanildiginda [13,p.279] M yiizeyinin yarigaplar: farkli olan iki diizlem ¢emberinin

carpimindan ibaret oldugu gosterilmis olur. m|

4.3 2-Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Alt Manifoldlar

Bu boliimde 2-tipinden Gauss tasvirine sahip ylizeylerden bahsedilecektir. Bunun i¢in
oncellikle A%y ifadesi hesaplanacaktir.

x : M — E™ kompakt yonlendirilmis M yiizeyinden E” uzaymna tanimlanmis
izometrik bir daldirma olsun. M, merkezi orjinde olan S™~! hiperkiiresinin icinde
kalan bir yiizey oldugu varsayilsin. Bu durumda yer vektorii x, S™~! hiperkiiresinin
birim normal vektoriidiir. ej,es,...,e, = x ortonormal cat1 alan1 olarak secildiginde
(2.2) formiiliinden 47} = —6;; ve w;" = 0 oldugu goriilir.

M, S™ ! hiperkiiresinin minimal yiizeyi oldugu varsayilsin. Birinci normal uzay:
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Imh’m boyutu 3’den kiiciiktiir. e3 ve e4 vektorlerinin /mh icinde kaldig1 varsayilirsa,

secilen ortonormal cati alanina gore sekil operatorleri
A5 = ... = Am_1 = O, Am =-] (4.10)

olur. (4.10) ifadesinden dolay1 r,s # 3,4 icin RP(e;, ej; e, e;) sifira esittir. Ayrica
H=0 oldugundan (2.16) denkleminden DH = 0 oldugu goriiliir. Sonug olarak (4.9)
denklemindeki Laplasiyen ifadesi

Av = ||hl|Pe; A es + 2KPes A ey 4.11)

sekline doniisiir. Burada K” = RP (e, ; €3, e4) = h3,hi, — It} 3, dir.
Geri kalan kisimda gosterim kolayligr i¢in indislerin araliklar1 asagidaki gibi

alinmasgtir:
1<i,j,k<2; S<a,p,y<m; 3<rst<m.

Yardimc1 Teorem 4.2 [5] Yukaridaki hipotezler altinda (4.11) denkleminin

Laplasiyeni

A*v =2(AK” + 2KP(|h* = 1) + Z:(Ilwgll2 +llw§lP))es A ey

+{AAIP + |1l + 4(KP)Jer A e

— 2eillhlP) (e, A ey + her Aey)

+ 4(eiKD){hl-3jej Aes+ h?je3 Aej—ws(e)e, Ney—wy(ees A ey}
— 4KP{h,wS(e)) — B wi(enle; A eq

= 2KP{(V.,wh)e; + ofy(enwi(en) — wilenwi(e)leq A es

- 2KP{(V o we; + Wy(enwi(e) — wilew(eles A eq (4.12)

ile verilir.

Simdi, S™! ¢ E™ kiiresi icinde 2-tipinden Gauss tasvirine sahip kompakt minimal
yiizey ornegi verilecektir. Ornek verilmeden énce S** kiiresi icindeki 2-boyutlu S?
kiiresinin k-1nc1 standart daldirmasinin, i, genel tanimi verilecektir.

k dogal say1 olmak iizere, yaricap: r, = (k(k + 1)/2)'/? olan S?(r;) kiiresinin kiiresel
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koordinatlar1 (6, ¢) ile gosterilsin. E? Oklid uzayi icinde S*(ry) kiiresinin koordinatlart

asagidaki gibidir:
X=rycos¢, y=rysingcost, z=r;sin¢gsiné.

EZ+! Oklid uzayinin koordinat sistemi (ug, u1, . . ., ) olmak iizere, S?(r;) kiiresinden

S? kiiresine tammlanmus ¢ k-inc1 standart daldirmasi

(re/ VE).BQ.P,?(COS ®)

Uo

u; 7¢.BL.P)(cos ¢). cos(if),
Ueyi = 14.BL.Pi(cos ¢). sin(if) i=1,...,k

olarak tanimlanir. Burada Legendre fonksiyonlari

J 2j/2dk+j 2Nk .
P =(1-1) %[(l—t)], J=0,1,...,k

ile Bi fonksiyonlar ise

i1 k= P12k + Dy
By = [ : ]
kK126L (k+ j)i2n

olarak tanimlanmustir. i tasviri, S?(r;) kiiresinden S* kiiresine tanimlanmis minimal

. j=0,1,....k

izometrik bir daldirmadir. Eger k tek dogal say1 ise ¢ bir 1-1 izometrik daldirmadir.
Ancak k cift ise ¢, bire iki tasvirdir. i, izometrik daldirmasin1 kullanarak Veronese
yiizeyi agsagidaki gibi tamimlanir.

Herhangi bir k dogal sayisi i¢in S%*, E**! Oklid uzaymda bir birim kiire olsun.
Ui @ S2(K) — S? izometrik daldirmasina Veronese-Boruvka kiiresi denir. Burada
K = ﬁ dir. ¢ daldirmasinda k = 2 olarak alinirsa, ¢, : Sz(%) — S*(1) tasvirinin
tanimladig1 yiizeye Veronese yiizeyi denir. Yani, ¢, tasviri Sz(%) kiiresinin iizerindeki
(x,y,2) ve (—=x,—y, —z) noktalarim1 S* kiiresinin iizerindeki aym noktaya tasir. Bagka
bir deyisle, Veronese yiizeyi i, tasvirinin tammladig1 S* kiiresinin igine daldirilmig
reel projektif diizlemdir.

(x,y,2), B* uzaywmn, (uy, us, us, us, us) de E> uzaymim dogal koordinat sistemi olmak

iizere S*(3) kiiresinden S* C E° kiiresine , minimal izometrik daldirmasi kapal

olarak
¥z Xz Xy X =y
u = @, M2:$ M3:$, Uy = 2\5,
Us = é(f +y? =27 (4.13)
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seklinde tanimlanir. (4.13) denklemindeki gibi tanimlanmis Veronese yiizeyi icin

gerekli uzun hesaplamalar yapilarak

10
hP* = =, KP=-Z 4.14
Il = = 3 (4.14)

bulunur. (4.14) degerleri (4.11) ve (4.12) denklemlerinde kullanilirsa,
4

Av:—§e3/\e4+?e1/\e2
5 56 116 4.15)
AV:—363/\€4+T€1/\€2

elde edilir. (4.15) denklemi kullanildiginda

14
A%y — ?Av + gv =0 (4.16)

denklemine ulagilir. Bu durumda Teorem 3.2 gozoniine alindiginda (4.13)
denklemindeki gibi tammlanmus ¢, : S*(3) — S§* c E’ standart daldirmasinin
2-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu goriiliir.

Bu boliimde M alt manifoldunun teget vektorleri yardimiyla tanimlanmis Gauss
tasviri, normal vektorler aracilifiyla da tanimlanabilir. Bu tanim kullanilarak kiiresel
hiperyiizeylerin Gauss tasviri ile ilgili elde edilmis sonuglara [14] makalesinden

ulagilabilir.
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5. KURESEL GAUSS TASVIRINE SAHIP KURESEL ALT MANIFOLDLAR

Bir 6nceki boliimde Gauss tasvirinden detayl bir sekilde bahsedilmistir. Bu boliimde
ise eger M alt manifoldu E”™ Oklid uzayia degil de S"~! hiperkiiresine daldirildiginda

Kiiresel Gauss tasvir olarak adlandirilan tasvirin detaylar verilecektir.

5.1 Kiiresel Gauss Tasviri

S™=1, merkezi orjinde olan, E” uzayinin birim hiperkiiresi olmak iizere,

x : M" — S™! bir M Riemann manifoldundan S™! kiiresine izometrik bir
daldirma olsun. M" manifoldu lizerindeki bir p noktasindaki 7,(M) teget uzayinin
ortonormal bir bazi ey, ..., e, vektorleri ile gosterilsin. Burada her teget vektor x’in
diferansiyelinin goriintiisii ile tanimlanmustir. x, ey, ..., e, vektorleri E” uzay1 icinde
(n+1)-boyutlu lineer bir alt uzay belirler. Bu n+1 tane vektoriin belirledigi alt uzay
ile S”! kiiresinin kesisimi, n-boyutlu total jeodezik bir kiire verir. M" manifoldu
lizerindeki bir p noktasini, bir n-boyutlu total jeodezik S* c S™! kiiresine gotiiren
tasvire Obata tasviri denir[15]. Bu n-boyutlu total jeodezik kiire, (n+1)-boyutlu lineer
alt uzay tarafindan tek tiirlii belirlendiginden, bu tasvir G(n + 1,m) Grasmaniyen
manifoldlarina genigletilebilir. Yani, x : M" — S™! kiiresel daldirmasina karsilik
gelen Obata tasviri

v:M"— Gn+1,m)

her p € M noktasi i¢cin v(p) = (xAej A...Ae,)(p) olarak tammlanir. Ayrica, N = ( " )

n+1

olmak iizere, G(n + 1,m) Grasmaniyen manifoldu SV¥~! birim hiperkiiresinin bir alt
manifoldu oldugundan G(n+1,m) ¢ S¥~! c EN olacak sekilde i : G(n+1,m) — SN¥~!

icine tasviri vardir. v ile 7 tasvirlerinin bilegkesi olarak tanimlanan v tasviri
V=xAeiA...Ae,: M — G+ 1,m)c S"' cEN (5.1)

Kiiresel Gauss tasvir olarak adlandirilir[6].
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(5.1) ifadesindeki gibi tantmlanan kiiresel Gauss tasvirinin Laplasiyenini hesaplamak

icin (2.17) denklemi kullanilmalidir.  Bunun i¢in ilk olarak ¥ tasvirinin e;

dogrultusundaki tiirevi hesaplanir:

e(xANelN...Ne,)

D
=
I

k—inci

Ve,.x/\el/\.../\e,,+2x/\e1A.../\?eiek A...Ne,.
k

(5.2)

(5.2) denkleminde (2.1) formiili, i = 1,...,nicine; A e; = 0 ve w§ = 0 kullanilirsa,

D
<
|

k

——
k—inci

Zh{kx/\el/\.../\ e, AN...Ney,
rk

olarak bulunur. Benzer islemler yapilarak,

——
k—inci

—eieiiz—ei(thkx/\el A...N e /\.../\en)
rk

:—Z(e[(hfk)x/\el/\.../\ e, AN...Ne,
rk

k—inci
+hieNerN...N e AN...Ne,
N——
k—inci
k
+thkwj(e,-)x/\el Ao..N e AN...AN e A...Ae,
J Jj—inci k—inci

+thkhfjx/\el/\...A es A..A e A...Ae,
J»S ‘ N

J—inci k—inci

——
k—inci

—h;kh;kx/\el/\.../\en+thkwﬁ(ei)x/\el/\.../\ es A...
s

elde edilir. Ayrica, (5.3) denklemi kullanilarak

(Veiei)f/ = Zw{(ei)ejﬁ
J

= Zw{(e,-)h;kx/\el/\.../\ e, AN...Ne,
- S~——
Jirk k—inci

A ei/\el/\.../\e,,+2x/\el/\.../\(Zwi(e,-)el+2h;ke,)/\...
) r

A ey,

(5.3)

re)

(5.4)

(5.5)

bulunur. (2.12), (5.4) ve (5.5) denklemleri gdz Oniine alindiginda, kiiresel Gauss
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tasvirinin Laplasiyeni

AV =nH Aej A ... Ae, + APV

—an/\el/\.../\ek_l/\Dekl-AI/\ekH/\.../\en

k
—Zh{jhka/\el/\.../\ e A A e A...Ae, (5.6)
& ~—— S~
Ljkr,s k—inci Jj—inci

seklinde elde edilir. (5.6) denkleminde (2.16) ve (2.13) esitlikleri kullanildiginda

Ay

WAV +nH Aep A ... Ae,

- an/\el/\.../\ek_l/\Dekﬁ/\ekH/\.../\en

k
+ E RigxANetA...A eg AN e A Aey (5.7)
4 ~—— ——
Jlerss k—inci J—inci

olarak bulunur.
Onerme 5.1 [6] x : (M",g) — S™ ! izometrik bir daldirma olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler soylenir:

(a) v:(M",g) — G(n+ 1,m) Obata tasvirinin harmonik olmasi icin gerek ve yeter

kosul, x : (M", g) — S™ ! izometrik daldirmasinin minimal olmasidur.

(b) v . M",g) — EGH) Kiiresel Gauss tasvirinin harmonik olmas icin gerek
ve yeter kosul, x : (M",g) — S™ ! izometrik daldirmasimin total jeodezik

olmasidrr.

ispat. e, NejN...Ne,vexNeiA...Ne, A...Ne, vektorleri G(n+ 1, m) Grasmaniyen
manifoldunun teget uzaymnin bir bazini olustururlar. Bu durumda Obata’nin tasviri
harmonik ise (5.7) denklemine bakildiginda bu baz vektorlerini iceren ifadelerin sifir
olmasi gerekir. Yani, H# = 0 dir. Tersi icinde aym ifadeler dogrudur. Ancak
(b) sikkinda kiiresel Gauss tasviri, EGH) Oklid uzayma tanimlandigindan bu tasvirin
harmonikligi, (5.7) denkleminin sifira esit olmasinit getirir Bu da x izometrik
daldirmasinin total jeodezik oldugunu gosterir. Bu durum icinde ifadelerin tersi de

dogru oldugundan gosterilmek istenen ifadeye ulagilir. O

Gauss tasviri ile kiiresel Gauss tasvirinin geometrik davraniglari farklidir. Ornegin;

Oklid uzaynin her kompakt alt manifoldunun Gauss tasviri kiitlesel simetrik iken
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kiiresel kompakt alt manifoldlarin kiiresel Gauss tasviri genellikle kiitlesel simetrik

degildir.
5.2 1-Tipinden Kiiresel Gauss Tasvirine Sahip Kiiresel Alt Manifoldlar

Teorem 5.1 [6] S"™! kiiresinin herhangi bir alt manifoldunun kiitlesel simetrik
I-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip olmast icin gerek ve yeter kosul, bu alt
manifoldun sabit skaler egrilikli ve diiz normal konneksiyona sahip S™' kiiresinin

minimal bir alt manifoldu olmasidur.

Ispat. M, "' kiiresinin kiitlesel simetrik 1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip
bir alt manifoldu olsun. Bu durumda, M’nin kiiresel Gauss tasviri ¥, 4, sabit olmak
izere AV = A,V denklemini saglar. Bu ifade, (5.7) denklemiyle kiyaslanirsa M alt
manifoldunun kiitlesel simetrik 1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip olmasi icin
gerek ve yeter kosul, H = szk = 0 ve ||fl||2 = sabit olmasidir sonucu c¢ikarilir.
Ayrica (2.15) denkleminden de M alt manifoldunun sabit skaler egrilige sahip oldugu

goriiliir. O

Teorem 5.2 [6] S"™! kiiresinin icinde total jeodezik olmayan bir yiizeyin kiitlesel
simetrik 1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip olmast icin gerek ve yeter kosul,
tamamiyle total jeodezik S® < S™ ' kiiresinin iginde kalan Clifford minimal tor

yiizeyinin agik bir parcast olmasidir.

Ispat. ilk olarak ' kiiresinin iginde total jeodezik olmayan bir yiizeyin Clifford
minimal tor yiizeyinin acik bir parcasi oldugu kabul edilsin. Clifford minimal tor
yiizeyi kiiresel Gauss tasvirinin Laplasiyeninin Ay = 29 denklemini sagladigindan,
bu yiizeyin kiitlesel simetrik 1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip oldugu goriiliir.
Tersine, Teorem 5.1 kullanildiginda bu yiizeyin sabit skaler egrilikli ve diiz normal bir
konneksiyona sahip minimal bir yiizey oldugu goriiliir. S”~! kiiresinin bu 6zellikleri
saglayan sadece 2 tane minimal yiizeyi vardir: Total jeodezik 2-boyutlu kiirenin agik
bir parcasi ve Clifford minimal tor yiizeyinin acik bir parcasi. Teoremin kabuliinden

dolay1 bu yiizey Clifford minimal tor yiizeyinin agik bir parcasidir. m|
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Teorem 5.3 [6] S™! kiiresinin n-boyutlu bir alt manifoldunun kiitlesel simetrik
olmayan I-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu
manifoldun skaler egriligi sabit ve total jeodezik S"' C S™! kiiresinin icine sifirdan

farkly sabit ortalama egrilige sahip bir hiperyiizeyi olarak daldirilmasidir.

Ispat. x : M — S™', n-boyutlu M Riemann manifoldundan S”~! kiiresine
tanimlanmig izometrik bir daldirma olsun. Ik olarak, M” manifoldunun, S$"!
kiiresinin kiitlesel simetrik olmayan 1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip bir alt
manifoldu oldugu varsayilsin. Bu durumda, c bir vektor ve A, reel say1 olmak iizere
kiiresel Gauss tasviri AV = A,(V — ¢) esitligini saglar. Bu denklemin e; dogrultusunda
tiirevi alinirsa,

(AV); = 4,(V); (5.8)

elde edilir. Burada e;(.) = (.); notasyonu ile gOsterilmigtir. Diger taraftan (5.7)

denkleminin (2.1) denklemi ve RO+ R, = 0 kullamildiginda gerekli hesaplamalar

yapilarak asagidaki denklem elde edilir:

——
k—inci

> N2\ =~ 12
ei(AV) =(IRIP)7 + IRIP Y Hyx Ney AL A e AL Ne,
rk

+2nDe,.I—AI/\e1A...Aen+n2h{klf1Ae1A...A e, A...Ne,

——
rk k—inci
—nZw'j‘-(e,-)x/\el/\.../\ej_l/\ ex NejgN...AND,HN...Ne,
- SN—— ——
#k j-inci kinci

—nZh{ijel/\.../\ej_lA e, NejyiA...ADHNA... Ne,
ik M

Jj—inci k—inci
+nZ<AD€kge,-,ek>f/—an/\el /\.../\DeiDekI:I/\.../\en
k ™
k—inci
+Z((el-jok)x+R§jke,~)/\elA.../\ e AN...N e A...Ney,
- —— ——
1.8,k k—inci J—inci
D D R A AN e ALA e AN e AlAe,
4 S~ S~ S~——
s jki# I—inci k—inci j—inci

+le)xNer AN e A A ey A A e /\.../\en}

—— —— ——
I—inci k—inci Jj—inci
r t t r
+ E (R wy(e) — Rpwie)xANeg Ao AN e ALooA e Ao Ngy,
r.s,j.k k—inci Jj—inci
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Burada, ispat iki duruma ayrilir:

1. Durum: A = 0 olsun. Bu durumda, (5.9) denklemi

ei(AV) =IWBIFT + AP Y Hyx Aey A=A e, A Ae,

——
rk k—inci
+Z((e,-jok)x+R;jke,~)/\el/\---/\ es N--N e AN---ANey
r.s,jk k—inci Jj—inci
t
+ZZR§jk{hﬂerl/\---/\ e N-N eg N AN e A--Ne,
rs jkl# I—inci k—inci J—inci
+Zw?(e,-)x/\e1/\~--/\ en AN e A A e A---Aey
~—— S~—— S~
h I-inci k—inci j—inci
t t
+ Z(szka)s(e,-)—stkwg(e,-))x/\el AN e NN e A...ANeg,
r.s,jk k—inci Jj—inci

(5.10)

sekline doniisiir. (5.3), (5.8) ve (5.10) denklemleri karsilagtirildiginda ||fz||? =R = 0
oldugu goriiliir. Bu durumda, ||iL|| sabittir ve M" manifoldunun normal konneksiyonu
diizdiir. (2.15) denklemi kullamildiginda M" manifoldunun skaler egriliinin sabit
oldugu sonucu cikar. Dolayisiyla, Teorem 5.1°den M’nin kiiresel Gauss tasviri ¥
kiitlesel simetrik 1-tipindendir. Teoremin kabuliinden bu bir celigkidir.

2. Durum: H # 0 olsun. De,I:I Ael A ... A e, terimi sadece ¢;(AV) ifadesinde
goziiktiigiinden (5.3), (5.8) ve (5.9) denklemlerinden DH =0 oldugu sonucu ¢ikarilr.
Bu durumda, M" manifoldu S”! kiiresi icinde paralel sifirdan farkli ortalama egrilige
sahiptir. Yani, A sabittir. Dolayisiyla, (5.9) denklemi

ei(AV) :nthkﬁ/\el A..hNegNe Negg A...Ney,
rk

12\ 712
+ (IR + AP D Rix Aer A Nexi Aey Aega A... Ae,
rk

+Z{(e,-Rij)x+R;jke,-}/\e1/\.../\ e, N...N e A...ANe,

- —— ——
r8, )k k—inci Jj—inci
+ E g R;jk{hﬁlx/\el/\.../\ e AN e, A A e A...Ae,
: —— —— ——
s jkl# I-inci k—inci j—inci

e Ner AN e A A ey A A A e /\.../\en}
——

—— ——
l—inci k—inci Jj—inci
r 12 t r
+ E (stku)s(ei) - stka)s(e,-))x AertA...AN e AN...N ¢ AN...ANeg,
.8, Jik k—inci j—inci

(5.11)
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haline indirgenir. (5.3), (5.8) ve (5.11) denklemlerinden ||fz|| sabit oldugu sdylenir.
H ve ||| sabit oldugundan (2.15) ifadesinden de skaler egriligin sabit oldugu sonucu

cikarilir. Ayrica
n th,fl/\el Ao Ahe g ANe Negi Ao . Ney
rk

+ ZRZikei/\el/\.../\ e AN...N e A...Ne,=0 (5.12)
’ ~—— ~——
k—inci Jj—inci

1,8, j.k
dir. Burada H = |H|e,., olarak alinirsa, (5.12) denkleminden r, s > n + 2 icin R’ = 0
dir. Ayrica DH =0 oldugundan RZ;;(I = 0 dir. Yani, M" manifoldunun S”! kiiresi

icinde normal konneksiyonu diizdiir. Bu yiizden (5.12) ifadesi

m—1
Z Zh{kenﬂ ANegA...ANe_1ANe,Negy A...Ne, =0 (5.13)

r=n+2 k
sekline doniisiir. (5.13) denkleminden birinci normal uzaymin, Imh, e,,; vektori
tarafindan gerildigi goriiliir. Erbarcher’in Indirgeme Teoreminden M" manifoldunun,
total jeodezik S™*! c S™! kiiresinin igine daldirildig1 gosterilmis olur.

Tersine, teoremin varsayimlari altinda (5.9) denklemi

ei(AV) = P Y hx Aer AL Nei Aey e AL A (5.14)
rk

olur. Dolayisiyla, (5.3) denklemi kullanilirsa e;(Av) = ||fz||2e,-(f/) olarak yazilir. Yani,
¢ sabit bir vektor iken A(¥ — ¢) = ||A|[*¥ dir. M" manifoldu, sabit skaler ve ortalama
egrilikli oldugundan (2.15) denkleminden ||ﬁ|| sabit oldugu goriiliir. Yani, ¥ tasvirinin
Laplasiyeni A, sabit olmak iizere A(V — ¢) = A,v denklemini saglar. Bu ifade de, M"
alt manifoldunun kiitlesel olmayan 1-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip oldugunu

gosterir. O

5.3 2-Tipinden Kiiresel Gauss Tasvirine Sahip Kiiresel Alt Manifoldlar

Bu boliimde 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip Veronese yiizeyi ve eskenar
minimal tor yilizeyinden bahsedilmistir. Asagidaki teorem ile 4. boliimde (4.13)
denklemi ile tanimlanmis Veronese ylizeyinin kiiresel Gauss tasviri ile ilgili bir sonug

verilir.
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Teorem 5.1 [6] M, S™! kiiresinin minimal bir yiizeyi olsun. M yiizeyinin, tamamiyle

total jeodezik S* C S™! kiiresinin icinde kalan Veronese yiizeyinin agik bir parcasi

olmasui icin gerek ve yeter kosul, M yiizeyinin kiitlesel simetrik 2-tipinden kiiresel Gauss

tasvirine sahip olmasidir.

Ispat. ilk olarak, M? yiizeyinin (4.13) denklemindeki gibi tanimlanmis Veronese

yiizeyinin acik bir parcasi oldugu varsayilsm. S2(V/3) kiiresi icin

X = \/gsin( )cos( ),
y = \/gsin( )sin( ),
V3 cos (%)

2l=2ls
2l

&l

|
Il

kiiresel koordinatlar secilirse, g metrik tensorii ve A Laplasiyen operatorii

g = du*+sin’ (%)dv2

1 0 0? i
@ COt(%)m + @ + CSC2 (L)—

halini alir. Ayrica M yiizeyi igin

0 u
e = —, €y = CSC (—

ou

fer,en) = 22, her,en) = —

W V3 V3

vektorleri S?( V3) tizerinde ortonormal bir cati alani olusturur. Gerekli hesaplamalar

yapilarak
1
h?l = héllz = _3 h?z = héltl = _hgz =0
2 u A 4
Wt =2w? = —cot(—)w?, |A|> = -2KP ==
3 1 \/g ( \/g) 3

bulunur. (5.15) ifadesinde bulunanlar (5.7) denkleminde kullanildiginda,

AV=—=V—=xANesANe
3 3 3 4

elde edilir. (5.16) denkleminin Laplasiyeni alinirsa

32 56
AW ="V——=xAesAey

3 3
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bulunur. Daha sonra

. 4
vV, = §V+§X/\€3/\€4,
. 1
VYV = gV-gX/\€3/\€4
tasvirlerinin Laplasiyenlerinin AV, = % ve Ay, = 47, ifadelerini sagladig1 goriiliir.

Dolayisiyla, v tasvirinin spektral agilimi ¥ = #; + ¥, olur. Bu ifade (3.1) denklemiyle
kargilastirildiginda ¥ tasvirinin kiitlesel simetrik 2-tipinden oldugu sonucuna varilr.
Ispatin geri kalan kisminda gosterim kolaylig1 igin indislerin araliklar1 asagidaki gibi

alinmustir:
1<i,jk1<2; 3<rst<4; 5<5aB,y<m-1.

Tersine olarak, x : M?> — S™ !, kiitlesel simetrik 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine

sahip minimal bir yiizey olsun. e,,1, ..., e,_1, e, vektorleri

em=x, A,=...=A4, , =0

€m—1

olacak sekilde segilebilir. Bu se¢im altinda A,, = —I ve (r,s) # (3,4),(4,3) olmak

lizere R’ , = 0 olur. Bu durumda (5.7) denkleminden

AV = ||iz||217 +2KPx Aes Aey
KP = Z(h3 h s ) (5.18)

elde edilir. ||fz||§ = el ve K? = ;K" notasyonu kullanildiginda (5.18)

denklemindeki ifadenin Laplasiyeni
27 =(AAIP + 1YY + 2(KP AP + AKP)x Aes A e
+2KPA(x Aes Aes) =2 ) IRV,
-4 Z Kfﬁej(x Aes A ey)
olarak bulunur. Ayrica, (2.1) formiilii kullanilarak
ei(x Nes Ney) =e; A e3 /\64—Zh-3-x/\e3 A e;
—Zh x/\e3/\el+Za) (ej))x Ney Ney

+ Z wy(e)x NesNe, (5.19)

a

31



hesaplanir. (2.12) ve (5.19) denklemleri kullanildiginda
Ax Aes A ey) =2KP7 + (2 + [IAIP + Z [ Z lwP)x A es A ey

- 22(1)3(6])6] ANey Ney— ZZ wy(e;) ANes Ae,

+Zhl”x/\e,/\e4 Zh XAe N es

+ ZZ(h wy(e;) — l-ja)3(ej))x Ae; N e,

+ Z(e,-(a)3 (e))x ANes Ae,—ej(wy(e))x AesAey)
e

= D @iepwile) + ) ahle)while)x Aes A,
i B

+ ) (@iepwsie) + ) wliepuhileNr nes ey (520)
Jar B

bulunur. (2.12), (5.18), (5.19), (5.20) ve M yiizeyinin S”! kiiresi icinde minimal

oldugu goz oniine alindiginda, kiiresel Gauss tasvirinin ikinci Laplasiyeni

v =(AlAIP + 1A + 4(KP)*)7
+ [2AKP + 2KP(201RIP + 2+ ) (1P + lfIP))}x A es A ey
B

- 22 IRIEGS x A ey A e, — B x Aex Ae,)

D13 4
+4ZKJ-(hijx/\e,-/\e4—hijx/\e,~/\eg—e‘,-/\e3/\e4)
+4KP Z(h?’- wy(ej) — hfng‘(ej))x Aei e,

+4KDZw (ej)ej Nes A e, —4KDZa) (ej)ej Ne3 A e,

J Jha

+2 3 {KP((Ve,5)e; — witepwsie)) — ) ahilepwlite))
B

Ja

D
+2K; wg’(ej)}x Aey A e,

-2 Z {KD((Veja)Z)ej - a)i(ej)a)g(ej) - Z wﬁ(ej)wﬁ(ej))
B

J

+ 2Kfa)i(ej)}x Aes A e, (5.21)

olarak elde edilir. Diger taraftan, M ylizeyinin kiiresel Gauss tasviri, kiitlesel simetrik

ve 2-tipinden ise A, # A, i¢in Av, = 1,V, ve Ay, = A,¥, olacak sekilde ¥ kiiresel Gauss
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tasviri, ¥ = ¥, + ¥, spektral agilimina sahiptir. Yani,
A*9 = (A, + A)AV — 2,4,7 (5.22)

vardir. (5.21) ile (5.22) denklemleri karsilagstinldifinda e; A e3 A e, ve e; A e, A ey
terimleri sadece A”¥ ifadesinin iginde goziiktiigiinden K’w¢ = KPw} = 0 sonucu
cikarilir. Burada iki durum s6z konusudur:

(a) M? yiizeyinde K? = 0 dir veya

(b) M? yiizeyinin U gibi bazi bos olmayan acik alt kiimelerinde w} = w} = 0 ve
KP # 0 dir.

1. Durum: M? yiizeyinde K = 0 olsun. Bu durumda M?, S* ¢ $"! total jeodezik

kiiresinin minimal yiizeyi oldugundan (5.18) ve (5.21) denklemleri, sirasiyla,
Av = APy (5.23)
ve

N> =A|RIPY + ||l

+2 3 eI x A ey Aes — B x Aey Aes) (5.24)
i

haline indirgenir. (5.22), (5.23) ve (5.24) denklemleri karsilastirildiginda
IR, + WRIRY = IR, = IAIGAS, = O

bulunur. Dolayisiyla, ||fz|| sabittir. Bu durumda Teorem 3.2°den ¥ tasvirinin 1-tipinden
oldugu sonucu ¢ikar. Ancak M yiizeyinin kiiresel Gauss tasviri ¥, 2-tipinden oldugu
varsayimdan dolay1 bu bir celigkidir. Yani, K? sifira esit olamaz.

2. Durum: M? yiizeyinin U gibi baz1 bos olmayan acik alt kiimelerinde
a=35,...,m-liginw§ =wj; =0ve KP # 0 olsun. U iizerindeki birinci normal demet

Imh ranki 2 olan normal demetin paralel bir alt demettidir. Bu yiizden U, S* c §"!
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total jeodezik kiiresi i¢cinde minimal bir yiizeydir. Bu durumda, (5.21) denklemi

7 ={AlIAI* + |IAl* + 4(KP)H9
+4KP( + AP x A es Aes + 2AKPX A es A ey

+2 Z ||fz||§(hijx ANey Ae, — hgjx Aei Aey)

—421{ e]/\e3/\e4—Zh XAeiNey

—th/\e3/\e (5.25)

doniisiir. e; A e3 A ey terimi sadece A?v ifadesi icinde goziiktiigiinden (5.18), (5.22)
ve (5.25) denklemlerinden K”’nin sabit oldugunu sonucu ¢ikar. Eger KP =sabit ise,

(5.25) ifadesi

v ={AlAI + ||All* + 4(KP)H
+AKP{ + AP} x A e A ey

+2 3 WRIRG x A ex A, —Isx A Aey) (5.26)

Jr
olarak yazilir. (5.18), (5.22) ve (5.26) dan U’nun sabit egrilige sahip oldugu sodylenir.
Dolayisiyla, U, Veronese yiizeyinin acik bir parcasidir[16]. Yani, siireklilikten dolay1

biitiin M? yiizeyi Veronese yiizeyinin agik bir pargasi oldugu gosterilmis olur. O

Simdi S° kiiresi i¢inde tanimli eskenar minimal tor yiizeyinden kisaca bahsedilecektir.

y : B — E° tasviri

_ _ V3t + i V3t +s V3t —s
y(s,t)—\/g(cos( N ),s ( N )cos( N ),

) cos V2s, sin \/Es) (5.27)

sin (2

gbz oniine alinsin. (5.27) denklemindeki verilen j tasviriden diiz 72 tor yiizeyinden
S3 ¢ ES kiiresine tanimlanmus bir y izometrik daldirmasi verir. (5.27) denkleminden
indirgenmis 7 tor yiizeyi iizerindeki metrik tensorii g = ds*> + df* dir. Ay = 2y
oldugundan y : T?> — S° izometrik daldirmas1 minimaldir. Bu minimal tor yiizeyi

eskenar minimal tor yiizeyi olarak adlandirilir.
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Teorem 5.2 [6] S"~! kiiresinin bir minimal yiizeyi, tamamiyle total jeodezik S° c S™!
kiiresi icinde kalan eskenar minimal tor yiizeyinin agik bir parcasi olmasi igin gerek ve

yeter kosul, bu minimal yiizeyinin kiitlesel simetrik olmayan 2-tipinden kiiresel Gauss

tasvirine sahip olmasidir.
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6. 2-TIPINDEN KURESEL GAUSS TASVIRINE SAHIP iZOPARAMETRIK
KURESEL HIPERYUZEYLER

Bu bolimde 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip izoparametrik kiiresel
hiperyiizeyler incelenecektir. Oklid uzayinin sifirli 2-tipinden tasvirlerine ait rnekler
bilinmektedir. Ornegin; 3-boyutlu Oklid uzayinda ¢embersel silindirin yer vektorii
sifirli 2-tipinden bir tasvirdir[3,17,18,19]. Ancak bilindigi kadariyla, kiiresel olup
sifirhi 2-tipinden tasvir veya alt manifold ornegi mevcut degildi. Bu c¢alismada bazi
1zoparametrik kiiresel hiperytizeylerin kiiresel Gauss tasvirinin sifirli 2-tipinden oldugu
gosterildi.

S"*! kiiresi iginde minimal olmayan ve izoparametrik bir M hiperyiizeyi alinsin. M
hiperyiizeyinin E"*2 i¢indeki normal vektorleri e, ve €, = X oldugundan ve e,,, = x
vektorii normal uzayda paralel oldugundan e, vektorii de paraleldir. Dolayisiyla, M
hiperyiizeyinin normal uzay: diizdiir, yani, R* = 0 dir. M’nin S"*! kiiresindeki &
ortalama egriligi sabit ve H = &e,,; oldugu icin H kiiresel ortalama egrilik vektorii de

paraleldir. Dolayisiyla DyH = 0 elde edilir. Boylece, (5.7) denkleminden
AV = ||AIP*7 + nde s Aey A ... e, (6.1)
elde edilir.
Yardimar Teorem 6.1 M, S™! kiiresinin minimal olmayan izoparametrik bir
hiperyiizeyi olsun. Bu taktirde, M iizerinde tamimli v = e,.1 A e; A ... A e, tasvirinin
Laplasiyeni
AV = nav + ny (6.2)

ile verilir.
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Ispat. ¥ tasvirinin e; dogrultusundaki tiirevi alinirsa

ev = ele, i NetN...Ney)

Veeni1 A e /\.../\en+Zen+1 NetAN...ANVgei N...Ne,
: S~
J j—inci
elde edilir. Simdi, (2.1) ve (2.2) formiilleri kullanilirsa,
e;v :( - Z hf;rlej + Z w,’m(e,-)e,) AejA...Ne,

J r
+Zen+1 A ey /\.../\(Zwlj‘-(e,-)ek+2hfjer)/\.../\en
j k r

Jj—inci
: Sari Toin . o nel _ o2 _ n+2 _ o
bulunur. Heri = 1,...,ndegeriigine; Ae; = 0, 7 = 77 = 0 ve hij = —0;;
oldugundan, gerekli islemler yapilirsa
ey = hie i NegAN...N e A...Ne
i ijén+l 1 e r v n
S Jj—inci

= —e i NegN...N x AN...Ne,
i—inci
bulunur. Benzer islemler yapilarak
—eieiv =ejepay Ny AN... N X A...Ney)
i—inci
=—HWHeAey A A_x A Ae,
i—inci
+Zw§.(e,~)en+1 AN € A...AN X A...Ne,

J

j—inci i—inci

+ne, . ANepA...Ne, (6.3)

elde edilir. Ayrica

(Ve,'el')‘_/

Z w!(epe,v
J

Zw{(ei)(—enﬁ/\el/\.../\ X A...Ney)
J

Jj—inci

—Za){(ei)enﬂ/\el/\.../\ X A...Ae, (6.4)
J

j—inci

bulunur. (6.3) ve (6.4) ifadeleri (2.17) denkleminde kullanilirsa

Af/:n&f/+m‘/—Zw;(e,-)en+1 AertA...A X A...Ae,

~——
i,j Jj—inci
—Zw{(e,-)enJ,l/\el/\.../\ X A...Ae, (6.5)
i,j Jj—inci
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ifadesine ulagilir. a)lj + a)j. = 0 olmasindan dolay1, (6.5) denkleminden (6.2) elde

edilir. O

Teorem 6.1 S™! birim kiiresi icinde sifirdan farkli ortalama egrilige sahip her
yari-ombilik olmayan izoparametrik hiperyiizeyi, kiitlesel simetrik 2-tipinden kiiresel

Gauss tasvirine sahiptir.

Ispat. M, S"*! birim kiiresinin sifirdan farkli ortalama egrilige sahip izoparametrik

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda (6.1) formiilii gecerlidir ve ||fz|| ve & sabittir. Boylece,

A

H = ae,,, gbzoniine alindiginda, Ay’nin Laplasiyeni

A%y A(IRIPY + név)

A(IRIP7) + A(nav)

AIPAY + naAv (6.6)

olur. (6.2) denklemi (6.6) denkleminde yerine yazilirsa,

A% IAIPAY + na(n@v + ny)

WAIPAY + (n@)*9 + n*&v

WAIPAY + (n@)* + n(AV — ||A|I*7)

WAIPAY + (n&)*y + nAv — nl||h|*y

(1A* + n)AY + (n@)* — nllAl*)7

elde edilir. Sonug olarak
A* = (I1AI7 + n)AY + n(|AlI> = né®)y =0 (6.7)

bulunur. M hiperyiizeyinin Laplasiyen operatorii i¢in P(A)v = 0 olacak sekilde bir 2.
dereceden P(A1) polinomu bulunmus olur. Bu durumda Teorem 3.2 goz Oniine alinirsa
M hiperylizeyinin kiiresel Gauss tasvirinin 2-tipinden oldugu soylenir.

Ispatin devaminda bu tasvirin kiitlesel simetrik oldugu gosterilecektir.  P(A)
polinomunun kokleri 4; ve A, olsun. v, 2-tipinden bir tasvir ise, i = 1,2 i¢in AV; = A;¥;

ve A; > 0 olacak sekilde

V=c+Vi+W
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spektral acilimi vardir. ¥ tasvirinin kiitlesel simetrik bir tasvir olmasi i¢in ¢ vektoriiniin

sifir olmas1 gerekir. (6.7) denkleminden A; ve A, i¢in

A+ A, = AP +n (6.8)

L2 = (|l = né?) (6.9)

yazilir. A Laplasiyenin dzdegerleri (6.8) ve (6.9) denklemlerinden
_ AP +n~ VD _ AP +n+ VD

-2 T2
seklinde elde edilirler. Burada D = (||h||2 — n)? + 4n?4? dir. Bu ifadelere bakilarak
A;’nin pozitif oldugu kolaylikla goriiliir. Ancak A, pozitif olabilmesi icin 4, ile A,
carpiminin, yani, (6.9) denkleminin sifirdan biiyiik olmasi gerekir. n||h||> - (n&)? ifadesi

hesaplanirsa,

nllhl* = (n@)?* =n(hTNY? + n(Rs'Y? + ..+ n(RY — (R + RS+ L+ R?

_n(hn+l) + (hn+l) +.. .+ n(i’\lgzl)z

= (BT = ('Y — = (')

= 2l it - 2k -~ 2l

=20 e = 2l B — = 20 it — = 2R
=(R = Y+ (T R L+ (il'g;_l])(n_l) — hy?
_ Z(hnH hn+1 (6.10)

i<j
bulunur. M yari-ombilik olmayan bir hiperyiizey oldugundan i # j i¢in fz:ﬁ“ * fl;’j“
dir. Yani 4,0, = nl|h|? - n?a* > 0 dir. O halde, 1, > 0 ve 4,4, > 0 oldugundan
Ay > 0 oldugu goriiliir. Buna ek olarak, Av; = 4,7, ve Av, = A,¥, sartlarin1 saglayan
v ve ¥, tasvirleri de belirlenir. Bu tasvirler ¥ ve v tasvirlerinin lineer birlesimi olarak
diistintiliirse, ¥, = a;V + a,v ve ¥, = b1V + b,v olarak yazilabilir. Bu durumda uygun

katsayilar agsagidaki denklemler yardimiyla belirlenir:

AV = 4" =  a1AV + a AV

/11(61117 + 6121_/),

a(|h|P7 + na&v) + ay(n@v + ny) =

(@Bl + apn@)v + (a1nd + an)y =
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Buradan (||fz||2 — Ay)a, + nda, = 0 ve naa; + (n — A)a, = 0 denklem sistemi bulunur.
Ancak bu iki denklem lineer bagimlidir. Benzer sekilde AV, = A,¥, denkleminden de
(||fz||2 — )by + nab, = 0 ve nab; + (n — A,)b, = 0 denklem sistemi elde edilir. Bu
denklemler de lineer bagimlidir. Dolayisiyla katsayilar1 belirleyebilmek i¢in iki tane

daha denkleme ihtiya¢ vardir. Diger taraftan, ¥ = ¥, + ¥, oldugu goz Oniine alinirsa

vV = (Vv + ay) + (b1V + byv)

= (Cl] + bl)l') + (Clz + bz)l_/

yazilir ve buradan da a; + by = 1, a, + b, = 0 iki tane denklem elde edilir. Elde edilen

denklem sistemleri kullanilirsa katsayilar

. on—A _n—lliz||2+\/5 _ona nd
“@o= - 2D az_/h—/lz__\/ﬁ
b A —n _ |l ~n+ VD by o MO _ nd

A — A 2VD L—-A4 D

olarak bulunur. Bu durumda,

o _n=lhP+ VD na

v v (6.11)
1 2D VD
hI?-n+ VD i
j, WP —n+ VD | nét | (6.12)
2VD vD
bulunur. i = 1,2 i¢in Ay; = A;9; olacak sekilde ¥ = ¥, + ¥, spektral acilimi

bulunur. Bu ac¢ilim (3.1) denklemiyle kiyaslandiginda ¢ vektoriiniin sifir oldugu aciktr.
Sonug olarak, M hiperyiizeyinin ¥ kiiresel Gauss tasvirinin kiitlesel simetrik 2-tipinden

oldugu goriiliir. O

Ornegin; a # b ve a> + b> = 1 olmak iizere, M" = S"*(a) x S¥(b) c S"*'(1) ¢arpim
hiperyiizeyi, $"*! kiiresinin bir yari-ombilik olmayan izoparametrik hiperyiizeyidir.
Dolayisiyla, kiiresel Gauss tasviri kiitlesel simetrik 2-tipindendir.

Teorem 6.2 S"*'(1) kiiresinin her total jeodezik olmayan, yari-ombilik hiperyiizeyi

stfirli 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahiptir.

Ispat. Bir hiperyiizey icin (2.12) Codazzi denklemi

121

ety = (W' = K Ywl(en, i+ j (6.13)
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b+l = "+ i # j olmasindan dolay:

olarak yazilabilir. Teoremdeki varsayimdan, yani, A, i

e;j(l*") = 0 dir. Bu durumda M hiperyiizeyinin A

un

ey S€kil operatoriiniin 6zdegerleri
sabitlerdir. Bu da M’in izoparametrik bir hiperyiizey oldugunu sdyler. Yani, ¥ kiiresel
Gauss tasvirinin Laplasiyeni (6.7) denklemini saglar. M yari-ombilik bir hiperyiizey
oldugundan (6.9) sifira esit oldugu goriiliir. O halde A;’lerden biri sifira esittir. A; sifir
olarak alinirsa, (6.11) ve (6.12) denklemleri
B 2n
V= ———=(
IAI> +n + VD

5, = 2 U@F_"+Vﬁv+mw)
2=

WAl +n + VD 2
olarak elde edilir. Burada M hiperyiizeyinin sifirli 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine

v —av) (6.14)

(6.15)

sahip olabilmesi i¢in Ay, = 0 saglamalidir. (6.14) denkleminin Laplasiyeni alinirsa,
2n
AV = —————(AV - @A)
"R +n+ VD

(6.1), (6.2) denklemleri ve 1,1, = n(llilll2 — n@?*) = 0 oldugu kullanilirsa,

2n ~
Ay, = —————(|AI*V + nav — &(nav + nv))
: A2 +n+ VD
2 .
= ——————llAl’ - (n@)*)7 =0
A2 +n+ VD

bulunur. Sonu¢ olarak M hiperyiizeyi sifirli 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine

sahiptir. O

Ornegin, S™! kiiresinin kiigiik kiireleri, S"™*! icinde yari-ombilik olan izoparametrik
hiperyiizeylerdir. ~ Dolayisiyla bu hiperyiizeylerin kiiresel Gauss tasviri sifirh
2-tipindendir.

Teorem 6.3 M, S3(1) kiiresinde ortalama egriligi sabit ve yari-ombilik olmayan bir
yiizey olsun. Bu taktirde, M yiizeyinin kiitlesel simetrik 2-tipinden kiiresel Gauss
tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, M yiizeyinin a + b olmak iizere

S(a) x S1(b) c S3(1) yiizeyinin acik bir pargasi olmasidur.

Ispat. ilk olarak M yiizeyinin, a # b olmak iizere S '(a) x S'(b) c S3(1) yiizeyinin

acik bir parcgasi oldugu kabul edilsin. Dolayisiyla, M’nin yer vektorii

x = x(u,v) = (acosu,asinu, bcosv,bsinv)
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seklinde yazilir. M yiizeyi i¢in

e3 = (=bcosu,—bsinu,acosv,asinv), e; = (acosu,asinu,bcosv,bsinv)

vektorleri ortonormal bir cati alani olusturur. Bu durumda gerekli hesaplamalar

yapilarak
b
h?l = P hgz =~
3 _b o

2 4
wi=w,=0, w =-w w
1 3 ’ 1 a ’ b

olarak bulunur. Ayrica bu yiizeyin Gauss egriligi, S* ve E* icindeki ortalama egrilik

> h?z = hzll2 =0, hirl = h§2 =-1
(6.16)

RS S

vektorleri, sirasiyla,

K detAe3 + detAe4 = h?]hgz + hzltlhAZLZ = 0’

. 1,6
A= 53

Ve

1,/b
H= (e 2e)

seklinde bulunabilir. Buradan, M yiizeyinin kiiresel minimal olmayan izoparametrik
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Teorem 6.1°den M yiizeyi kiitlesel simetrik 2-tipinden
kiiresel Gauss tasvirine sahiptir.

Tersine, teoremin varsayimlari altinda (5.7) denklemi
AV = |h|*7 + 2H A e; A ey = ||hIPY + 2a7 (6.17)

halini alir. M’nin ortalama egriliginin uzunlugu sabit oldugundan & bir sabittir.

Yardimci Teorem 6.1 kullanilarak (6.17) denkleminin ikinci Laplasiyeni hesaplanirsa
A% = AP + 249)
= A(IAIPY) + 2aAY

= AP + IRPAT =2 > eillhlP)ev + 28(247 + 27)
= AQRIPY7 + IRPAT =2 > ellhlP)ei? + (26)*7 + 2(A7 - |I7I*7)
= AURIP)Y + IRIPAY =2 > ei(lhlP)ew + (267 + 2A7 - 2[Ihl7

= (IRIP +2)A7 + (AGRIP) + 26)* = 201AIP)7 = 2 ) eillhlP)e;s  (6.18)
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elde edilir. Kiiresel Gauss tasviri 2-tipinden ise
A*9 = (41 + LAV + 44,7 (6.19)

denklemi saglanir. (6.18) ile (6.19) karsilastirilirsa, 4, + A, = ||}Az||2 + 2, yani
IAI? = A1+, —2 olur. A;+ A, sabit oldugundan, ||| sabit oldugu goriiliir. Bu durumda

(6.18) denklemi
A% = (JAI? + 2)A7 + (2&) - 2[1hIP)7

seklini alir. ||fL||2 sabit oldugundan (2.15) denkleminden skaler egrilik sabittir. Iki
boyutlu alt manifoldlar icin Gauss egriligi skaler egriligin yaris1 oldugundan Gauss
egriligi de sabittir. M ylizeyi lizerinde normal demetin e;, e, = x seklinde bir yerel
ortonormal bazi secilebilir. detA,, = 1 ve M ylizeyinin Gauss egriliginin sabit olmasi
e; vektorii dogrultusundaki sekil operatorii matrisinin determinantinin, yani h? lhgz
¢arpiminin sabit oldugu sonucunu verir. Eger &3, ile h3, toplamlari ve garpimlari
sabit ise i3, ve h3, sabittir. Diger bir deyisiyle M yiizeyi izoparametrik bir yiizeydir.
Dolayisiyla, (6.13) Codazzi denklemi sifira esit olur. M, yari-ombilik olmayan bir

hiperyiizey oldugundan (6.13) denkleminin sifira esit olmasi w? = —w; = 0 oldugunu

gosterir. Bu taktirde Gauss egriligi sifirdir. Yani, K = i3 h}, + 1 = O dan i, = —é
bulunur. h?l = u dersek, h;z = _,l, olur. Ayrica, e3,e4 = x normal bazindan, M’nin

normal konneksiyonunun diiz oldugu aciktir. Yani, wi = 0 dir. M yiizeyi icin elde

edilenler bir arada yazilirsa

1
h?l =M, hgz = _;’ h?z = hzllz =0, h?l = hgz =-1,

1
2 4 _ 3_ 000 4_ _ 1 3 _ 2 4 2
1 5=0, w=pw, w=-w, w=-—-w, w,

u

w; = w

oldugu goriiliir. Boylece, M yiizeyinin w® konneksiyonlari (6.20) ile verilen
S'(a) x S'(b), a # b, tor yiizeyinin konneksiyonlari ile ¢akisir. Alt manifoldlarin temel
teoreminden, M yiizeyi yerel olarak S!(a) x S!(b) tor yiizeyinin acik bir pargasina yerel

olarak izometriktir. O
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