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OZET

Bazi basit deterministik dinamik sistemlerin bile 6nceden kestirilemezlik
anlaminda rastgele davramglar ortaya koydugu bilinmektedir. Bu durum
“deterministik kaos” olarak adlandilir. Deterministik kaotik bir siireci
digerlerinden ayirabilmek igin sikhikla kullamilan kriterler; gii¢ spektrumu,
otokorelasyon fonksiyonu, Poincaré tasviri, Lyapunov istelleri ve fraktal boyut
degeridir.

Verilen bir siirecin deterministik kaotik olup olmadigim belirlemede kapasite,
bilgi, korelasyon vb. boyut degerleri kullanilmaktadir. Bunlardan korelasyon
boyutu hesaplanmasindaki kolaylik nedeniyle 6zellikle tercih edilmektedir.
Grassberger - Procaccia Algoritmasit (GPA), korelasyon boyutunun hesaplan-
masina esas teskil eden “korelasyon integrali"nin bulunmasi igin pratik bir
yontemdir. Korelasyon integralinin, Slgekleme bdlgesinin egimi korelasyon
boyutuna karsi gelir. Ancak, uygulamada kullanilan veri sayisinin yetersiz-
ligi, giirlilti icermesi- ve Olgekleme bolgesinin  segiminde yapian hatalar
fraktal boyut degerinin yanliy tahmin edilmesine yol agmaktadir. Tek bir
durum degigkeninden hareketle olugturulmug faz uvzaylan1 ile calisiimas:
durumunda, yukarida belirtilen hata kaynaklarina gecikme zamam ve
embedding boyutunun yanliy segilmesi de eklenecektir. Ayrica yalmz bir
sayinin, karmagik bir dinamigi tek bagina yansitmasi beklenemez. Bu ne-
denle fraktal boyut degerinin, incelenen siire¢ hakkinda daha fazla bilgi
tagiyacak gekilde ele alimasi geregi ortaya ¢itkmaktadir.

Bu cabymada, korelasyon integralinin hesaplanmasinda kullanilan uzaklik
matrisinden her satirda ve diyagonale paralel her bandda bir korelasyon
integralinin ara degerleri hesaplanmigtir. Bu iki farkh yaklagim sirastyla,
Satir Tarama Yaklasgimi (STY) ve Band Tarama Yaklagimi (BTY) olarak
adlandirimigtir.  Olgekleme bdlgesi sabit tutularak, ara korelasyon integralle-
rinin verdigi egimler bulunmugtur. Elde edilen egim degerlerinin, hesaplamada
kullanilan satir/bant sayisina gére degisimi cizilmigtir. Bu sekilde elde
edilen korelasyon boyutuna yakinsama egrilerinin incelenen siire¢ hakkinda
Onemli bilgiler verdigi gbzlenmigtir.



FRACTAL DIMENSION VARIATION AS A CHAOTIC BEHAVIOUR
CRITERION AND ITS APPLICATION TO DYNAMICAL SYSTEMS

SUMMARY

- Chaos theory has opened new horizons in science and is already considered by
many as one of the most important discovery in the twentieth century after
relativity and quantum mechanics.

Deterministic chaos denotes the irregular or chaotic motion that is generated by
nonlinear systems whose dynamical laws uniquely determine the time evolution
of the system state from previous history. In recent years, it has become clear
that chaotic phenomena are abundant in nature and have far-reaching conse-
quences in many branches of science, and especially in dynamic meteorology.

According to dynamical system theory time evolution of a phenomenon can be
given by its trajectories in the phase space. Coordinates of this space are
spanned by the variables which are necessary to specify the time evolution of the
system. Any trajectory in this space represents the time evolution of a given set
of initial conditions. In some systems, trajectories initiated from different phase
space points eventually converge and stay on a distinct pattern. This kind of a
pattern attracting all trajectories is called “attractor”. Systems that develop
deterministically have low dimensional attractors such as point, limit cycle and
tour. These types of attractors can be characterised by an integer dimension. An
important property of these attractors is that all trajectories converging on it stay
at a constant distance from each other and this property imposes long term
prediction of the system under study.

It has been shown for many dynamical systems that their attractors are not
topological. These attractors are called “fractal set” and can be characterised
by a noninteger dimension. In literature, these kind of attractors are referred to
as “strange (or chaotic) attractors”. The most important characteristic of the
chaotic attractors is their exponential divergence of nearby trajectories. This
implies that system is sensitive to initial conditions and consequently long term
predictions become impossible.

By using a time series of a single state variable, it is possible to reconstruct
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phase space. Before applying reconstruction procedure we need some informa-
tion (i.e. dimension) related with the attractor. The new phase space can be
formed by adding an extra independent coordinate until no more information
about the process is gained.

One of the independent coordinates mentioned above is taken as the time series
itself. The remaining coordinates are formed by its (m-1) derivatives or, in the
discrete case, the (m-1) lagged time series shifted by (m-1) multiples of the
correlation time 7, at which correlations between coordinates become zero.

There are some criteria for chaotic motion, as follows:
i) Time series behave erratically,
ii) Autocorrelation function decays exponentially,
iii) Power spectrum has broad band noise at low frequencies,
iv) Poincaré map fills some region of space completely and irregularly,
v) At least one of the Lyapunov exponents is positive,
vi) Dimension of attracting set is fractal.

The first three criteria are functions of time ¢, delay time 7 and frequency w.
Any time series gives only a simple idea about the underlying system. It is not
possible to distinguish two time series sampled out from deterministic chaotic or
stochastic processes.

The autocorrelation analysis is valid under two important assumptions which are
that:

- the probability density function (PDF) of the given data is normal,

- the autocorrelation function is a means of measuring the linear dependence
between two time series which originate from the same series with the delay
time 7.

It is a well known fact that PDF of the most data encountered in applications
are not normal. In such cases, autocorrelation analysis will give results different
from the expected values.

Although the power spectrum is a reliable method for periodicity, it is not
effective for determining whether the chaotic time series is sampled out from a
deterministic system or not. Broad band noise in power spectra can arise from
stochastic or deterministic processes, but the decay in the spectral power at high
frequencies is different for the two cases.

Poincaré map transforms a continuous system into a discrete system. If a phase

space is spanned by the m state variables, we can cut this space by an (m-1)
dimensional space called hyperplane. For phase space with dimension m>3, it
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is not possible to examine the Poincaré section at least visually. In addition,
Poincaré sections of forced systems are very similiar to each other. For
example, Poincaré map of the chaotic and nonchaotic behaviour of quasi-period-
ically forced van der Pol equation can not be distinguished easily. Only the last
two criteria give numerical results, so they are regarded as more objective tools
than the others.

Lyapunov exponents (4;) measure the rate of exponential divergence or
convergence of nearby trajectories in the phase space. In other words, Lyapunov
exponents are used to determine whether the system is sensitive to initial
conditions or not. In three dimensional phase space, the largest Lyapunov
exponent is negative for a point attractor, zero for a limit cycle ( periodic
attractor) and n-torus as well as positive for chaotic attractor.

For system where the equations of motion are explicitly known and linearized
equations exist, there are straightforward techniques for computing a complete
Lyapunov spectrum. In case of experimental data, it is still difficult to measure
the Lyapunov exponents.

In Euclidean space, dimension is the minimum number of coordinates needed
to specify a point uniquely. In contrast, the dimension of a dynamical system is
the number of state variables needed to specify the dynamics of the system. All
of these dimensions are integer so they can not characterise a chaotic attractor.
However, almost all chaotic attractors have fractal (noninteger) dimension.
There are fifferent dimension definitions such as capacity, information,
correlation dimension etc. Two main uses of these dimensions are:

- To distinguish chaotic and nonchaotic attractors,

- To determine the minimum number of state variables that are needed to

specify the dynamics of the underlying system.

If the points on the attractor are almost uniformly distributed in the phase space
then the difference between dimensions are insignificant. On the other hand,
some subsets of the attracting set are visited more frequently than the others,
then a nonuniform distribution of points will be obtained. Although the capacity
dimension is not sensitive to frequent visit of some locations by the trajectory in
the phase space, it is strongly dependent on the geometry of the attractor.
Contributions of the frequently and rarely visited volume elements to the
capacity dimension remain the same.

On the other hand, the correlation dimension is sensitive to the relative
frequency of the visit. In brief, due to this sensitivity to the dynamics of the
process, it is convenient to use the correlation dimension, which is given by
where p; is the relative frequency of the typical trajectory that enters the i
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volume element. To obtain correlation dimension by using eq. (1) one must
estimate p, values especially through the box counting tecnique. As this
technige is not practical in application, a fast algorithm was proposed by
Grassberger-Procaccia (GPA). Consider the set {X;, i=1,..,N} of points on the
attractor, i.e. X;=X(z+i7) with a fixed time increment 7 between the measure-
ments. In this algorithm “correlation integral” is given by

C(e)=Lim ——2 2 0(e- |X,-X,]) @)
N-=| N2i7 J=1
i%f !
where 0 (y) is the Heaviside step function defined as
41 »0 3
80) '{ 0 y<0 ®

In order to obtain corre]atlon dimension from eq. (1), it is necessary to know the
relationship between E(Pi) and C(¢). It is easily shown that such a relationship
expressed as

N(e)

C=Y_ p} @)
i1

Finally, combination of egs. (1) and (4) leads to

dg = Lim 12 €@
e0 Lne

©®)

As the value of ¢ decreases, clearly the number of paired correlations will
decrease as well, and hence,

C(e) = g% (6)

If we use sufficient number of noise free data points, plot of In C(e) versus
In(e) will give a linear part called “scaling region”. Slope of this region is the
estimated value of the correlation dimension dg (v is also frequently used
notation). A noninteger value of v indicates chaotic behaviour; the underlying
dynamics is deterministic and shows a sensitive depedence on the initial
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conditions. There are some problems in calculating the correlation dimension.
Noisy and limited number of data, difficulties in determining the scaling region
exactly, errors arising from computer experiments etc. cause biased estimation
of v. Above all, it looks unrealistic that a single number can fully describe the
complex structure of a strange attractor. This implies that the value of fractal
dimension must be handled so that it carries more information about the
dynamical system under study.

In applications, GPA is the most frequently used algorithm to estimate the
fractal dimension. Distance matrix used to calculate the correlation integral is
given by

0 dy, dig diy veeer e e dyy

0 dy dy v e e d,y

0 dpyp e v dy

D= 0 v vee eene e )

[+ I woer

0 e v
0 diyyw
0 |

Due to the symmetry, it is sufficient to consider only upper triangle matrix so
the number of pairs with distance less than e, say N(e), is to be normalised
with N(N-1)/2 instead of N°.

It is well known in the study of lacunarity, if € approches to zero then the
expected form of the correlation integral becomes

C(e)=D(e)e” 8)

where the function &(¢) reflects the lacunarity of the set. The structure of &(e)
is generated by sparse or empty regions in the object. Distribution of these
empty regions can be constant, periodic or aperiodic. Because sets show
different lacunarity, one can expect that contribution of each row/band of the
distance matrix to the correlation integral will be different. Calculation of the
correlation integral at each row/band can be called “Row and Band Scanning
Approach (RSA/BSA)”. These two approach can be expressed by

i

N
I IN:ICH) A 4)) ®
J=k+1

1
=1
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¢ MM (X3 0e- 1%, -X,) (10)

k=1 j=1

where N is the normalisation factor:

N = i[N—ﬁ;ﬁ] (11)

In this approach, the correlation integrals c™em and c™em , i=1,2,..,N, are

calculated from the distance matrix at every row/band.

As ¢"em or ¢™eM is used to get the correlation dimension, it is important to
determine correctly the limits of the scaling region given by the plot of

logCyeN) versus log), X denotes STY or BTY. The final purpose is to
determine the change of the slopes within the individual scaling regions as i

increases. This requires to calculate vy values which are the slopes

of 1logCleM-log9). The next step is then to plot v§® versus i. Finally it gives
“a convergence to correlation dimension”

In the fourth chapter, it has been shown that the convergence to correlation
dimension is closely related with the lacunarity. In this chapter some well known
examples of dynamical systems are examined. These are Lorenz, Rossler and
Rabinovich-Fabrikant as the examples of three-dimensional continuous
dynamical systems; Hénon, Kaplan-Yorke and Zaslavskii maps as the examples
of two-dimensional discrete dynamical systems; Logistic and Tent maps as the
examples of single dimensional discrete dynamical systems, and finally Cantor set
and Koch curve as the examples of deterministic fractals. In the fifth chapter,
the above method is also applied to maximum and minimum temperature data
after reconstructing the phase space.



BOLUM 1: GIRIS

Dinamik sistemler teorisine gore, bir sistemin zamansal evrimi faz uzayindaki
| yoriingeleri ile temsil edilebilir. Faz uzayinin koordinatlari, sistemin evrimini
tam olarak gosterebilmek igin gerekli olan durum degiskenlerinden meydana
geli. Bu uzaydaki her bir yoriinge, sistemin farkh baglangic kogullara
kargt gelen evrimini temsil eder. Faz portreleri, gegici bir durumdan sonra
biitiin y6riingeleri kendi iizerine ¢eken ve gekici (attractor) olarak adlandirilan
Ozgiin paternlere sahiptir. Yériingeleri cekici tarafindan yakalanan biitiin
baglangi¢ degerleri bir cekici sahast tammlar. Deterministik gelisim gdsteren
sistemler nokta, limit ¢evrim ve tor gibi diisiik boyutlu ¢ekicilere sahiptirler. Bu
tip gekiciler tam say1 bir boyutla karakterize edilebililer. Bu ¢ekicilerin onemli
bir 6zelligi, izerlerine yakinsayan yoriingelerin birbirlerinden sabit bir mesafede
kalmasidir. Bu 0&zellik, sistemin uzun bir siire igin Gng6riilebilir olmasim
garanti eder. Pek ¢ok dinamik sistem igin, yoriingelerin iizerinde kaldigt
cekicinin topolojik olmadift gosterilmistir. Bu tiir gekiciler “fraktal kiime”
olarak adlandirtir ve tam sayr olmayan bir boyutla karakterize edilirler.
Bahsedilen o6zellige sahip cekiciler “garip veya kaotik cekici” olarak adlandi-
riir.  Kaotik ¢ekicilerin en 6nemli ozelligi, baglangic olarak birbirlerine
yakin yoriingelerin zamanla gOstermis olduklan iraksamadir. Bu ¢zelligin en
onemli sonucu, Ongdriiye getirmis oldugu sinirdir, bu durumda uzun siireli

O6ngorli miimkiin degildir.

Diizenli At zaman araliklarinda Srneklenmis tek bir durum degigkenine ait

zaman serisinden hareketle faz uzayinin yeniden kurulmasi (reconstruction)



miimkiindiir. Bunun igin 6nce gekici ile ilgili bilgilerin ve topolojik ¢zelliklerin
(6rnegin boyutun) zaman serisinden tahmin edilmesi gerekir. Packard vd.,
(1980), gdzlenmis tiirbiilansh ya da kaotik akigtan bir takim oOlgiileri elde
etmek icin gekicinin, faz uzaymdaki yapisinin yeniden kurulmasimi Gnermig-
lerdir. Bu ise dinamik siirecin, arttk daha fazla bilgi tagimayana kadar
bagimsiz bir koordinatin eklenmesiyle, ardigik olarak daha yiliksek boyutlu
yeni bir faz uzayina transformasyonu (embedding) ile miimkiindiir. Bu koordi-

natlardan birini zaman serisinin kendisi, dier bagimsiz koordinatlari ise
| serinin (m-1).inci mertebeye kadar olan tiirevleri meydana getirir. Ayrik zaman
sersi durumunda koordinatlardan birini yine serinin kendisi diger bafimsiz
koordinatlar1 ise bu koordinatlari lineer bagimsiz yapacak sekilde segilen
gecikme zamani 7’nun (m-1).inci katina  kadar orijinal serinin kaydirilmasi
yoluyla elde edilen (m-1) adet seriden meydana gelir. Sonug¢ olarak dinamik
sistemin zamansal evriminin faz portresi, tek bir durum degiskeni ve onun
ardigik tiirevleri ile (veya zaman kaydirilarak elde edilen degigkenlerle)

olugturulan m boyutlu yeni bir faz uzayinda temsil edilebilir.

Buraya kadar iizerinde kisaca durulan dinamik sistemlerin karakterize edilmesi
ve zaman serilerinden determinizmin belirlenmesi konusu Ikinci ve Ugiincii

Béliimlerde ayrintili olarak anlatilmagtir.

Atmosferik bir siiregle (termal konveksiyon) ilgili ilk kaotik ¢ekici Srnegi
Lorenz (1963) tarafindan gelistirilen bir dinamik sistemden elde edilmigtir.
Deterministik olmasma ragmen sistemin dinamigi, baglangi¢ kosullarina

hassas bagiml olan kaotik ya da diizensiz bir davranig ortaya koyar.

Meteoroloji alaninda konuyla ilgili ¢aliymalar stirmektedir. Nicolis ve Nicolis
(1984) yukarida bahsedilen diigiinceleri ilk kez klimatolojik galigmalara
uygulamiglardir. Bu uygulamada uzun siireli oksijen izotopu kayitlar

kullanilmig ve klimatik ¢ekicinin boyutu 3.1 olarak hesaplanmugtir.



Fraedrich (1986 ve 1987) ve Essex (1987), 15-40 yil arasinda degisen
peryotlara ait meteorolojik verileri kullanarak c¢ekicinin (Weather attractor)
boyutunu 6-7 arasinda bir defer olarak hesaplamislardir. Tsonis ve Elsner
(1988) riizgar verilerini kullanarak yaptiklart calismada cekicinin boyutunu
7.3 bulmuglardir. Diger bir ¢alismada, son derece hassas Olglimlere dayanan
firtina yagis1 verileri kullanilarak  g¢ekicinin boyutu 3.78 bulunmustur,
Rodriguez ve Power (1989) ve Sharifi (1990). Pal (1991), kaos teorisini
_kullanarak Kuzey Hint Okyanusu iizerindeki siklon yoriingelerini &ngérmeye
§a11§m1§t1r. Bu caligmada ¢ekicinin boyutu 5-6 arasinda bulunmugtur.
Siklon yoriingesinin 6ngoriisii igin siklonun 6nceki alt1 pozisyonu tahmin ettirici

olarak alinmig ve basit ¢ok degigskenli regresyon modeli kullaniimigtir.

Uygulamada verilen bir siirecin deterministik kaotik olup olmadigim
belirlemede; kapasite, bilgi, korelasyon vb. boyut degerleri siklikla kullaniimak-
tadir. Bunlardan korelasyon boyutu, hesaplanmasindaki kolayltk nedeniyle
ozellikle tercih edilmektedir. Grassberger - Procaccia Algoritmasi (GPA),
korelasyon boyutunun hesaplanmasina esas tegkil eden “korelasyon
integrali”nin bulunmast i¢in pratik bir yontemdir. Korelasyon integralinin ¢ift
logaritmik eksen takiminda verdigi lineer bdlgenin (Glgekleme bdlgesinin)
egimi korelasyon boyutuna kar;t gelir. Ancak, uygulamada kullanilan veri
saylsinin yetersizligi, giiriilti igermesi ve Olgekleme bdlgesinin  segiminde
yapan hatalar fraktal boyut degerinin yanhiy tahmin edilmesine  yol
agmaktadir. Tek bir durum degiskeninden hareketle kurulmug faz uzaylan
ile caligtlmast durumunda, yukarida belirtilen hata kaynaklarina gecikme

zamani ve embedding boyutunun yanly segilmesi de eklenecektir.

Ayrica bir saymnin, karmagik bir dinamifi tek bagina yansitmasi beklene-
mez. Dolaysi ile fraktal boyut degerinin, incelenen siire¢ hakkinda daha
fazla bilgi tagtyacak gekilde ele alnmasi Onerilebili. ~ Bu ¢aliymada,

korelasyon integralinin hesaplanmasinda kullanilan vzaklik matrisinden her



satirda ve diyagonale paralel her bantta bir korelasyon integralinin ara degerleri
hesaplanmigtir. Olgekleme bdlgesi sabit tutularak, ara korelasyon integralle-
rinin verdigi egimler bulunmugtur. Elde edilen egim degerlerinin, hesaplamada
kullanilan satir/band sayisina gore degigimi ¢izilmigtir. Bazi dinamik
sistemlere ait c¢ekiciler ve determinist fraktaller durumunda korelasyon
boyutunun, asimtotik degerine yakinsama bi¢imleri incelenmistir. Korelasyon
boyutuna yakinsama ile degiklilik (lacunarity) arasindaki ilgki, Dérdiinci

Béliim’de ayrintili olarak incelenmigtir.

Baz1 deteministik kaotik siireglere, diizglin fraktallere ve deterministik kaotik
olmayan siireglere uygulanan yontem, Besinci Béliim’de maksimum ve
minimum sicaklik zaman serilerine uygulanmigtir. Atmosferik siirecler, ¢ok
sayida bagumsiz degigken tarafindan meydana getirilen bir faz uzayinda
cereyan ederler. Diger bir deyisle, (baz1 istisnalar diginda) bir dinamik sistem
seklinde ifade edilebilmeleri oldukc¢a zordur. Daha 6nce de bahsedildigi gibi,
bir dinamik sistemin g¢ekicisi, asimtotik sinirlart bu dinamigi tanimlayan
bagimsiz defigskenler tarafindan olusturulan bir faz uzayindaki yoriingeler
ile temsil edilebilir. Diizenli At zaman araliklarinda 6rneklenmis tek bir durum
degiskenine ait zaman serisinden hareketle faz uzaymin yeniden kurulmasi
miimkiindiir. Bunun igin 6nce gekici ile ilgili bilgilerin zaman serisinden tahmin

edilmesi gerekmektedir.

Dérdiincii Boliim’de anlatilan yaklagimin maksimum ve minimum sicaklik
verilerine uygulanabilmesi igin Oncelikle verilerden mevsimlik salinimlarin
giderilmesi gerekmektedir. Bu amagla, Fourier analizi temeline dayanan bir
yontem Onerilmigtir. Verilerden mevsimlik salimmlar giderildikten sonra, faz
uzayl yeniden kurulmustur.  Ayrica, yontemin yeniden kurulmug faz
uzaylarina uygulanip uygulanamayacagl, Hénon dinamik sistemin ik durum
degiskeni kullanilarak test edilmigtir. Altinct Boliim’de sonuglara ve bazi

Onerilere yer verilmigtir.



BOLUM 2: DINAMIK SISTEMLERIN KARAKTERIZE EDILMESI

. Kaotik hareket i¢in, a) zaman serisinin diizensiz bir salinim gostermesi,

b) otokorelasyon fonksiyonunun eksponansiyel olarak azalmasi, c) gug spektru-
munun kii¢iik frekanslarda geni§ bantli giiriiltii yapisina sahip olmast,

'd) kaotik davramgta Poincaré kesit diizleminin bir bilimiiniin tamamen ve
diizensiz bir sekilde dolmasi, €) Lyapunov karakteristik iistellerinin en az bir
tanesinin pozitif olmasi, f) kaotik bir kiimenin boyutunun fraktal olmasi vb.

kriterleri siralamak miimkindiir.

Stralanan bu kriterlerin ilk iigiinde x(¢), p(7), S(w) seklinde zaman, gecikme
zamant (lag) ve frekansin fonksiyonlari vardir. Bu fonksiyonlant kaotik
hareketi yansitip yansitmamalar1 bir yana, grafiklerin yorumunda kigisel

farklihklarin 6nemli rol oynadifi bilinen bir gergektir. Bunun G&tesinde
otokorelasyon fonksiyonu, verilerin normal dagilt olmamast durumunda giive-

nililir degildir.

Benzer gekilde gii¢ spektrumu da, bir zaman serisinin deterministik bir siiregten
orneklenip 6rneklenmedigi konusunda kesin bir kriter ortaya koymaz, Froehling
(1981). Giig spektrumlarinda geniy banth giiriiltli, gerek stokastik gerekse
deterministik siireglerde ortaya gikabilmektedir. Bu iki durum arasindaki fark
sadece biiyiik frekans deferlerinde ortaya ¢ikar, Brandstater ve Swinney,

(1987).

Poincaré tasviri dinamik sistemlerin analizinde siklikla bagvurulan klasik bir



yontemdir. Boyutu m olan bir sistemi, (m-1) boyutlu ayrk bir sisteme

doniigtiiriir. Ancak uygulamada m>3 igin Poincaré tasviri pratikligini yitirir.

Yukarida verilen kriterlerin sadece son ikisinde sonug sayisaldir. Dolayisi ile
diger kriterlerde oldugu gibi kigisel yorum farklartna izin vermezler. Bu

nedenle Lyapunov iistelleri ve fraktal boyut konusu ayrica incelenmigtir.
2.1. Lyapunov Ustelleri

Bir fonksiyonun Lyapunov iisteli (A), kaotik davraniga Gzgii olan baglangic
kosullarina hassas bagimliigin bir Olclisiinii elde etmede kullaniir.
Baglangi¢ olarak birbirine yakin iki nokta,

%= F&) (2.1)

gibi kaotik davranmiga neden olan ayrik bir sistem altinda zamanla birbirinden
wraksayacaktir. Baglangic kogullarimi x, ve x4+ € olarak alirsak N iterasyon
sonra bu iki noktanmin eksponansiyel olarak iraksamasi, bir boyutlu ayrik

sistem igin
e(N) = €N Alxp) (2.2)

ifadesiyle verilir. N — o ve € — 0 limit durumlart dikkate alindifinda bir

boyutlu sistemler igin Lyapunov isteli,

1 N-1
A (%) =Lim7v~z Log|ftx)]

Ne-oo i=0
veya,
1 N-1 .
A(xp)=Lim—Log|[] fx)| (2.3)
N~ N i=0

seklinde verilir. Eger (2.3) esitlifinden elde edilen A deferi negatif ise,
birbirine yakin baglangi¢ kosuluna sahip iki yoriinge zamanla birlegir. Boyle



bir durumda hareket kaotik degildir. E§er A>0 ise, s6z konusu ydriingeler
zamanla Dbirbirlerinden 1raksarlar. Difer bir deyisle sistem baglangic

kosullarina duyarhidir ve dolayisi ile hareket kaotikdir.
(2.3) esitligini degisik sekilde yeniden yazalim.

N-1
e*=Lim(][ | ,g_,)w (2.4)

N-oo i=0

Bir boyutlu ayrik sistem igin verilen bu esitlik, daha yiiksek boyutlar igin de
genellegtirilebilir. Bu durumda her boyut i¢in bir Lyapunov iisteli olacagindan

(2;4) esitligi su sekle ddniigecektir :

N-1
(et e™,... et =Lim([] J(X,) ifadesinin 6z degerleri)™  (2.5)
N=w 2
Bu egitlikteki
o,
J®=(== (26)
axf

(2.1) esitligi ile verilen sistemin Jakobiyenidir. Siirekli sistemler durumunda
Lyapunov {istellerinin hesaplanmast bazi farkliliklar gostermekle beraber,
temel yaklagim ayrik sistemler durumunda oldugu gibidir, Shuster (1989).
Daha yiiksek boyutlu kaotik sistemlerde baglangi¢ kosullarina duyarhilifin
var olmast i¢in Sekil 2.1’de goriildiigii gibi Lyapunov iistellerinin en az bir

tanesi pozitif olmalidur.

Ancak bir zaman serisinden hareketle Lyapunov {istellerinin hesaplanmasi baz1
zorluklar igermektedir. Diger taraftan Lyapunov istelleri, cekiciyi lireten

mekanizmalardan gerilme hakkinda 6nemli bilgiler vermekle beraber, katlanma



(b)

Sekil 2.1. Ug boyutli faz uzayt durumunda degisik cekici tipleri ile
Lyapunov iistellerinin isareti arasindaki iligki. (a) nokta,
(b) peryodik, (c) toroidal, (d) kaotik ¢ekici (Schuster,1989).

hakkinda fazla bir sey sOylemez, Grassberger ve Procaccia (1983b). Buradan
pozitif Lyapunov istelinin, kaotik bir dinamigin varlift icin gerekli bir kogul

olmakla beraber yeterli olmadift anlagiimaktadir.
2.2. Boyutlar

Euclid uzayinda boyut, verilen bir noktanin konumunu tam olarak belirlemek
icin gereken minimum koordinat sayisidir. Bir dinamik sistemin boyutu ise,

sistemin dinamigini tanimlamak i¢in gereken durum degiskenlerinin sayisidur.

Burada bahsedilen boyutlar tam say1 olup, kaotik bir ¢ekiciyi tantmlayamazlar.
Tam sayt olmayan boyuta “fraktal boyut” denir. Boyle bir boyuta sahip kiime

de “fraktal” olarak adlandirilir. Kaotik cekicilerin boyutu fraktaldir.
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Sekil 2.2. Cantor kiimesinin olugturulmasi.

Fraktallere klasik bir Ornek Sekil 2.2 ile verilen “Cantor kiimesi"dir. Bu
kiimeyi olustururken 6nce birim uzunlukta bir dogru pargasindan yola
ctkiyoruz. Ik iterasyonda bu dofru parcasinin orta 1/3’lik kismim
atiyoruz, ikinci iterasyonda geriye kalan iki tane 1/3 birim uzunlugundaki
pargalar1 tekrar 3’¢ boliip onlarin da orta 1/3’liik kistmlarim atiyoruz ve
iterasyona bu gekilde devam ediyoruz. $ekilden de goriildiigii gibi iterasyon
sayisl arttikga her bir iterasyondaki eleman sayist sonsuza, bu elemanlarin
uzunluklar1 ise sifira gitmektedir. Bu kiimenin diger bir 6zelligi “kendi
kendine benzerlik (self-similarity)”dir. Dikkat edilirse (n+1).inci iterasyonda ele
aldigimiz bir dogru pargast ile olusturdugumuz dizi, n.inci iterasyondan

itibaren olugturulan dizinin 1/3 oraninda kiigiiltiilmiig bir benzeridir.

Cantor kiimesi gibi diizgiin fraktallerin boyutunu analitik olarak hesaplamak
miimkiindiir. Canor kiimesinde dogru parcasini r=3 egit kisma boliip,
s=2’sini birakiyoruz, bu durumda fraktal boyut degeri,

d = logs/logr = log2/log3 = 0.631
seklinde hesaplanir.  Boyutlarla ilgili olarak agaftdaki Onemli Ozellikleri

stralamak miimkiindir :



10

i) AcB = d(A)<d(B)
i) A=e =d(A)=0
iii) d(AXB)=d(A)+d(B)
) f, A kiimesi {izerinde diferansiye edilebilir bir fonksiyon olsun, eger f 1 var

ise d(f(A))=d(A)’dur.
2.2.1. Kapasite Boyutu

L uzunlufunda bir dogru pargasin ele alahm. Bu dogru pargasi, uzunlugu
e olan N(e) tane bir boyutlu kutularla doldurulabilir. Dogru pargasinin

zunlugu L oldufuna gore,

1
N(e) = L(g) 27
yazabiliriz. Benzer gekilde bir kenarinin uzunlugu L olan bir kare,
N(e) = P22 28)
€

adet iki boyutlu kutularla doldurulabilecektir, (bak. $ekil 2.3). Eger bir kenar
uzunlugu L olan bir kiibii dikkate alirsak, N(e) ifadesi agafidaki gibi

olacaktir.

NGe) = LS(-::-P 29)

Buraya kadar elde edilen N(¢) ifadelerini her hangi bir boyut igin genellemek

miimkiindiir:

Ne) = Ld(—i-)" (2.10)

Son egitlikte her iki tarafin logaritmasini alarak d’yi ¢ekersek,
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Sekil 2.3. Kapasite boyutunun hesaplanmast igin kutu ile kaplama
yonteminin iki boyutlu bir sekle uygulanmasi.

y Ln N(e)
Ln L+Ln(1/e)

(2.11)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadenin ¢ok kiictik e degeri icin limit durumunda L’yi
iceren terim digerlerinin yaninda ihmal edilebilir. Kapasite boyutu su gekilde

tamumlanabilir:

d, = LimZMe)

2.12
¢ ew0 Ln(1/e) (2-12)

Buna gére LnN(e)-Ln(1/e) grafiginin (e—0 icin) egimi kapasite boyutunu
verecektir. Kapasite boyutu tamamen metrik bir kavramdir. Bu nedenle

dinamik sistemin zamansal evrimi hakkinda herhangi bir bilgiyi icermez.
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d

Sekil 2.4. Kapasite boyutunun hesaplanmasi igin bir yOriingenin, kenar
uzunlugu e olan kiiblerle kaplanmasi, (Berge, 1984).

(2.12) esitliginden de anlagilacagi gibi e sifira yaklagtikga N(e) artacaktir.

Bunu su sekilde formiile etmek miimkiindiir :
N(e) €_d° , e-0 (2.13)

Segilen € bilyiikliigiiniin gok dnemli bir 6l¢li olmast nedeniyle kapasite boyutu
de, R™ Euclid uzaymin metrik Ozellikleriyle yakindan iligkilidir. Ayrica
kapasite boyutu, topolojik boyutlart da igerir. Bunu gOstermek igin R™
uzayinin sinirl bir alt kiimesi olan A4 noktalar kiimesini dikkate alalim. Efer
A kiimesi yalnizca bir eleman igeriyorsa, bu durumda e dikkate altnmaksizin
N(e)=1'dir. L uzunlugunda bir dogru igin N(e)=L/e, ve alan1 S olan bir yiizey
icin N(e) =S/e®dir. Bu iic durum igin kapasite boyutu strastyla 0, 1 ve 2’ye

egittir.

Kapasite boyutu deneysel ya da niimerik olarak tretilmig verilerden de
hesaplanabilir. Bu amagla kullanilan tekniklerden biri de Sekil 2.4’de verildigi

gibi “kutu sayma (box counting)” yontemidir.
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2.2.2. Bilgi (information) Boyutu

Bilgi boyutu “entropi” kavramiyla yakindan iligkilidir. Bu nedenle dnce entropi
kavrami {zerinde kisaca duracagiz. Kaotik davramsin gesitli grafiksel

ifadelerinin karmagik goriiniimii dogal olarak kaos ile istatistiksel mekanik

arasindaki iligkinin ne oldufu sorusunu giindeme getirmektedir. Belirli bir
Olgim sonucunun birim aralik iginde yer almasimn zorunlu oldugu bir
 istatistiksel sistemi dikkate alalm. Bu araligin, vzunlugu € olan N tane alt
‘arahga boliinmesi durumunda p; olasihfl ile miimkiin olan sonuglarin belirli
bir bdliimiinii i¢eren i.inci alt aralik arasinda bir iligki kurulabilir. Bu durumda

sistemin entropisi su esitlikle verilir:

N(e)
Ie) = -y p; Ln p, (2.14)
i=1

Bu nicelik, sistemdeki diizensizlik miktarimin bir &lglisii ya da sistemin
durumunu tam olarak belirlemek i¢in gerekli bilgi seklinde yorumlanabilir. Eger
biitiin alt araliklar esit olasihikla gerceklesiyorsa, biitlin ler i¢in p,=1/N ve
entropi LnN’ye esit olur. Bu durumda entropi maksimum degerini alir, diger
bir deyisle sistemin durumunu tam olarak belirtmek i¢in gerekli olan fazladan
bilgi miktar1 maksimumdur. Eger sonucun belirli bir alt arahkta gergekle-
secegi biliniyorsa entropi sifirdir ve minimum degerini alir, Bu, sistemin

durumunu belirlemek igin fazladan bir bilgiye gereksinim olmadifini gosterir.

Bilgi boyutu, dinamik sistemin tipik bir ydriingesinin faz uzayinda bir hiicreyi
ziyaretinin “bagil frekans1” ile iliskilidir. Diger bir deyigle ¢ekicinin, bir kenar
uzunluu € olan kutucuklarla tamamen kaplandigim ve bir noktanin i.inci

kutunun iginde kalma olasilifinin p; oldugunu farzediyoruz.

Yukanda verilen denklemde I(¢), sistemin durumlarim e mertebesinde bir
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duyarlilikla belirleyebilmek igin gerekli bilgi miktarim gosterir. Bilgi boyutu

dy su sekilde tanimlanir :

N
Y P, Lnp, (2.15)
dI=Lim —!ge_). :Lim ._i_=0—_
e-0| Lne| e-0 Lne
veya,

N(e) ) :

->_ P, Lnp, (2.16)

d=Lim—=

0 Ln(1/e)
Son esitlik yu formda yazilabilir :

Ie) = ke™ (2.17)

Sistemin durumunu belirlemek igin gerekli bilgi e’un d.inci kuvvetiyle ters
oranttlt olarak artar. Ayrica bilgi boyutu d;, entropinin ¢ ile olan degisiminin

“6lgekleme iissii (scaling exponent)”diir.
2.23. Korelasyon Boyutu
Korelasyon (Grassberger) boyutu probabilistik tipte bir boyut olup su esitlikle

verilir :

N(e)

2
L"g; P (2.18)
dg = Lim—=—
e-0 Lne

Bu ifadedeki p;, bir yoriingenin iinci hacim elemamm ziyaretinin bafil |
frekansidir. Bu esitlik yardimiyla korelasyon boyutunu hesaplayabilmek igin
Once kutu sayma teknigini kullanarak p, olasiliklarinin tahmin edilmesi
gerekmektedir. Bu teknifin yeterince kullanigh olmamas1 bir yana, daha
yiiksek boyutlu cekicilere uygulanmasi imkansizdir. Bu nedenle daha hizli
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olan bir algoritma Grassberger ve Procaccia (1983a,b) tarafindan énerilmigtir.
Bir zaman serisinden, sabit zaman artimi 7 kullanarak X;=X(¢+i7) seklinde
elde edilen ve ¢ekici lizerinde bulunan {Xi’ i=1,..,N} noktalar kiimesini dikkate

alahm. Bu durumda “korelasyon integrali” agagida tammlandif1 gibidir:

_r: 1 |Aralanindaki uzakhk e'dan Kigiik
e —i}?f N2\ olan ij nokia ciftlerinin sayist. (2.19)

veya,

N N
!
C(e)=Lim —22 E B(e- |X,'"le) (2.20)
N-=| N*i21 j=1
i#j

son ifadedeki e (y) Heaviside adim fonksiyonudur :

{1 y>0
o {5 2

Korelasyon boyutunun hesaplanmasina esas olan ij nokta ¢iftlerinin nasil

sayllacagl Sekil 2.5’de gOsterilmigtir. (2.18) esitli§i ile verilen korelasyon
boyutunun hesaplanabilmesi igin C(e)’un, zpiz ile olan iligkisinin belirlenmesi

gerekmektedir. Bunun igin,

p, - Lim -1 (2.21)
N-~o

ve (xi,xj), i # nokta ciftlerinin toplam sayisinin rzi2-11i oldugunu dikkate alirsak,



16

Sekil 2.5. Iki boyutlu bir uzaydaki noktalar kiimesinden korelasyon boyutunun
hesaplanmasi, (a) genel durum, C(e)«-edG, b) dogru, C(e)~el, (c)
yiizey,C(e)~¢€, (d) Cantor kiimesi, C(¢)~e%3, (Bergé, 1984).

N(e)

C©)=LimLY" (n2-n,)
N-= N2 i1
yazabiliriz. Buradan haraketle,
N(e)

C(€)=z Pi2
i=1

oldugu gosterilebilir, (2.18) ve (2.22) esitliklerinden yararlanarak,

(2.22)
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d, = Lim 1 C©) (2.23)
0 ILne
yazabiliriz. e kii¢iildiik¢e korelasyon halindeki nokta c¢iftlerinin sayis1
Ce) eds (2.24)

seklinde azalacaktir.

Embedding boyutunun ve kullanilan veri sayisinin yeterince biiylik olmasinin
* yaninda verilerin giiriiltii icermemesi durumunda LnC(e) ve Ln(e)un grafigi
lineer bir bolge verecektir. Bu bolge “Olgekleme bolgesi” olarak adlandirilir.

Olgekleme bolgesinin egimi ise korelasyon boyutu d’yi verir.

Korelasyon integralinin uygulamada sagladif1 yararlar su sekilde Ozetlenebilir:

i) Korelasyon boyutu d’nin hesaplanmasinda kullanilir, (2.23) ile
verilen egitlikten de anlagildifn gibi korelasyon boyut, LnC(e)-Lne grafiginin
egimidir, (bak. Sekil 2.6 a).

ii) Deterministik kaotik bir siire¢ icin, farkli embedding boyutlarina
(m) karst gelen korelasyon boyutlari (d;) Sekil 2.6 b’de 1 no.du egri ile
gosterilmigtir. Sekilden de goriildiigi gibi d;, belli bir m degerinden doymaya
ulagmaktadir. Bu egrinin egiminin sifir oldugu noktanin apsisi, ¢ekicinin kag
boyutlu bir uzay icerisine embed edilecegini gosterir.

iii) Sekil 2.6 b'de verilen 2 no.u egrideki gibi, eger d belli bir m

degerinden itibaren doymaya ulagmiyorsa sz konusu siireg rastgeledir.
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Sekil 2.6. Korelasyon integralinin kullanildig1 yerler. (a) korelasyon
boyutunun hesaplanmasinda (oklar Slgekleme bolgesini
gostermektedlr), (b) deterministik kaos (1 no.lu egri) ile
beyaz giiriiltiiniin (2 no.lu egri) ayirt edilmesinde.

2.2.4. Genellestirilmis Boyutlar

Renyii (1970), kapasite, bilgi ve korelasyon boyutunu &6zel durumlar olarak
iceren bir boyutlar ailesi tanimlamugtir. Genellestirilmis entropi tanimi

q=0,1,... icin gu ifadeyle verilmektedir :

1 N(e)
H (G)-—-;LnEp,"(e) ,  g#l (2.25)
i=1
ve
N
H(e)=-Y pfe) Lnp(e) , g=1 (2.26)
i=1

Renyii boyutlar: su egitlikle verilmektedir :

H (e
d =—Lim2d® 7=0,1,. (2.27)
a e~0 Lne
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Buna gore, d=d,, dy=d,, d;=d, ve dg=dy=d oldugu son esitlikten goriilebilir.
Genel olarak d qzd @ ise g=q~ oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica pek ¢ok kaynakta
dg, dy ve d surastyla v, o ve D harfleriyle de gosterilmektedir (bu gahsmada
da pratikligi nedeniyle en son verilen notasyonlarin kullanilmasi tercih
edilecektir). Daha yiiksek mertebeden boyutlar, cekici tizerindeki noktalarin
dagiiminin  {iniform olmamast durumuna olduk¢a duyarhdir. Eger
noktalarin  dagilimi hemen hemen iniform ise, daha yiiksek mertebeden
. boyutlarin alacag1 degerler defismez. Daha &nce bahsedilen korelasyon

fonksiyonu C(e), nokta ciftleri arasindaki korelasyonu verir. Daha yiiksek
mertebeden Srnegin 3.lincli mertebeden d, boyutu iig nokta, d, boyutu dort

nokta arasindaki korelasyonla iliskilidir, (Rasband, 1990).

Buraya kadar bahsedilen boyutlar hakkinda dogal olarak su sorular akla
gelebilir: Boyutlar arasinda ne gibi iligkiler vardir? Bu boyutlar birbirleriyle
O0zdes midir? Bunlardan biri digerine gére daha kullamigh midir? vb.
Hergeyden 6nce sunu belirtmekte yarar vardir. Konuyla ilgili ¢caliymalar son
yillarda yogun bir sekilde siirmektedir. Bu nedenle boyutlar arasindaki iligkiler
ve farklt boyutlarin ne anlama geldigi tam olarak netlesmiy degildir. Bunun
simiilasyon veya deneysel verilerle yapilan caligmalar icin &zellikle gegerli
oldugunu sdyleyebiliriz. Bir takim belirsizliklerin ortaya ¢lkmasinin temel
nedenlerinden en Onemlisi garip veya kaotik c¢ekicinin net bir taniminin
olmamasidir. Diger bir neden ise daha 6nce bahsedilen boyutlar i¢in bir takim
istatistiksel Ozelliklerin analizinde kargilagilan zorluklardir. Biitiin bunlara ek
olarak tek bir saywnin, kaotik bir cekicinin karmagtk yapisini tam olarak
yansitmasi beklenemez. Elimizde iki tane gekici oldugunu farzedelim. Sadece
elde edilen boyut degerinden yola ¢ikarak bu iki ¢ekiciyi birbirinden ayirt
etmek miimkiin miidiir? Bunun igin ilave bilgiye ihtiyactmiz var midir? vb.

sorular da akla gelebilir, (Parker ve Chua, 1989).

Boyut, kaotik ve kaotik olmayan cekicilerin ayirt edilmesinde kullanilabilir.
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Bilindigi gibi kaotik olmayan cekiciler tam sayr bir boyuta sahiptir. Buna
karsin kaotik c¢ekiciler fraktél bir boyuta sahiptir. Teorik bakimdan durum

boyle olmakla beraber, bu smiflandirma uygulamada oldukga yararsizdir.
Hergeyden 6nce mevcut boyut algoritmalart diigiik bir prezisyona sahiptir. Bu
nedenle, elde edilen boyut degerinin gergekten fraktal olup olmadif
tartigmast giindeme gelmektedir. Boyutun temel kullanimi, ¢ekicinin sahip

oldufu karmagiklifin niceliksel olarak belirlenmesi amacina yodneliktir. Bir
~ ¢ekicinin boyutu, onun dinamigini tanimlamada kullanilacak gerekli durum

‘degigkenlerinin sayisl i¢in alt smr1 verir. Diger bir deyisle boyut, c¢ekicinin
sahip oldugu serbestlik derecesinin sayisi igin alt sintrdir. Ornegin, bir limit
gevrim (boyut=1) flizerindeki hareket, birinci mertebeden bir diferansiyel
denklemle tanimlanabilir. Boyle bir diferansiyel denklemin degiskeni, y6riinge
boyunca yay uzunlugunun veya dénme agisimin degisimi olabilir. ikinci bir
6rnek olarak, boyutu 2.4 olan kaotik bir g¢ekici {izerindeki hareketi dikkate
alalim. Bdyle bir hareket iki durum degigkeniyle degil {i¢ durum degiskeniyle
yani {iglincli mertebeden bir sistemle modellenebilir. Eger bir c¢ekicinin
boyutunu hesaplamaktaki amacimiz sistemin dinamigini tammlamak igin
gereken durum degigskenleri sayisinin alt sinirini tahmin etmek ise bu
durumda v, ¢ ve D boyutlarindan herhangi birini se¢mek i¢in teorik bir neden
yoktur. Ciinkii bu boyutlar birbirlerine yakin deferler vereceklerdir. Bu
durumda, hangi boyutun tercih edilmesi gerektigi, o boyutun hesaplanmasindaki
kolaylifa ve dogruluga baghdir. Difer 6nemli bir nokta sudur: Korelasyon

boyutu, fraktal boyut igin bir alt sinir; kapasite boyutu ise iist sinir1 verir.

Daha Once fraktal boyutlar arasinda vsos<D geklinde bir esitsizlifin gecerli
oldugundan bahsedilmisti. Bununla birlikte, eger cekici {iniform bir nokta
kiimesinden oluguyorsa, yukarida bahsedilen {i¢ fraktal boyut degeri de
birbirine esit olacaktir. Ancak, gekici kiimenin bazi alt kiimelerinin ytriinge
tarafindan daha sik ziyaret edilmesi durumlarinda {iniform olmayan bir

dagihm elde edilecektir. Oysa kapasite boyutu “daha sik ziyaret edilmeye”
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kars1 duyarh degildir, fakat cekicinin geometrik yapismna Onemli oranda
bagimhidur. Cékicinin ender olarak ziyaret edilen bolgeleri ile siklikla ziyaret
edilen bolgelerinin kapasite boyutuna olan katkilari aymdir. Bunun tersine
korelasyon integrali, bu duruma karst daha duyarlidir. Cekicinin ortaya
koydugu dinamik siirece daha duyarli olmast nedeniyle korelasyon boyutunun
kullanilmas1 daha uygundur, Grassberger ve Procaccia (1983a). Bu iki boyut
arasindaki farki, uygulamada kullanilan veri sayisinin yetersiz oldugu veya
yeniden kurulmug faz uzaylan durumunda, gecikme zamaninin yeterince

'dogru secilmedigi seklinde yorumlamak da miimkiindiir, Henderson ve Wells,
(1988).

2.3. Boyut Algoritmalar1

Yeni algoritmalarin gelistirilmesi konusu halen {izerinde gah§1lan 6nemli bir
aragtirma alamdir.  Cekici iizerinde segilen {Xj,.....X\} sonlu noktalar dizisi,
boyut hesaplama algoritmalarinin girig verisi olarak kullamlir. Bu noktakar,
daimi hale ulagmig olan bir ya da daha ¢ok yoriinge iizerinde egit zaman
araliklarinda Orneklenir. Diger 6nemli bir nokta gudur: Boyut bulma algorit-
malar1, gekici hakkindaki biitiin bilgiler i¢cin degil, onun iizerinde yer alan
sonlu sayidaki yoriingeyle ilgili kismi bilgi elde etmek icin verilirler,

(Parker 1989).

2.3.1. Kapasite Boyutu igin Algoritmalar

Daha once de bahsedildigi gibi, LnN(e)un Ln(1/e)’a karsi ¢izilen grafigin
egimi kapasite boyutunu verir. N(e)’u hesaplamak i¢in, e’'un bazi minimum e,
degerleri segilir. Daha sonra durum uzayi bir kenann e, olan kutularla
doldurulur. Bilgisayarda bir boolean dizi olusturulur ve biitiin elemanlarina ilk
deger olarak “yanliy” atanir. Bu dizinin her bir elemam bir kutuya kargilik

gelmektedir. Bir X, veri noktast igin, X;’'nin i¢inde kaldi§1 kutunun indisi
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hesaplanir ve bu indis degerine kargilik gelen dizi elemanina “dogru” degeri

atanir, “dogru” degerini alan dizi elemant sayist N(e)’dur.

Kisaca Gzetlenen kutu sayma tekniginin iki 6nemli dezavantaji vardir:

i) Boyutun 3’den biiylik olmast durumunda bellek gereksinimi Snemli
Olglide artar. Boolean dizinin -eleman sayist (1/ eo)m ile oranttidir. Ornegin,
€9=0.01 ve m=4 i¢in dizinin eleman say1s1 10® mertebesindedir.

ii) Cekici tizerinde bir noktay1 iceren e, boyutundaki hemen her kiibiin
.yﬁrﬁnge tarafindan ziyaret edildiginden emin olmak icin ¢ok sayida veriye'
ihtiyag vardir. Aksi takdirde D’nin tahmini daha kii¢iik bir deger verecektir. Bu
durum kapasiteinin, tipik bir yoriinge tarafindan siklikla ve ender olarak
ziyaret edilen cgekici parcalartm1 ayirt edememesi gergegi ile dofrudan

iligkilidir.
2.3.2. Korelasyon Boyutu igin Algoritmalar

Korelasyon boyutu, p;'nin tahmini kutu sayma algoritmastyla elde edildikten

sonra dogrudan,

N(e)
"2
L”?-; b (2.28)
dg = Lim———
e~0 Lne

formiilii yardimiyla hesaplanabilir. Fakat daha 6nce de bahsedildigi gibi bu
algoritma yeterince etkin degildir. Daha hizhi bir algoritma Grassberger ve
Procaccia (1983a,b) tarafindan ileri stirilmiigtiir. Buna gére korelasyon boyutu,
C(e)un € ile degisiminin, cift logaritmik eksen takiminda verdifi lineer
bélgenin egimidir. Verilen bir ¢ degeri igin C(e) ’un tahmini rij=||Xﬁ-Xj I
seklindeki biitiin ara nokta uzakliklarmmin hesaplanmasim igerir. ij=1,..,.N

icin ry<e kogulunu saglayan durumlarin sayist N(e) ise C(e)=N(e )/N2
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seklinde hesaplanir. Cift logaritmik eksen takiminin x-ekseni Ine’dur. x-ekseni
tizerinde esit olarak dizilmig bir noktalar kiimesi elde etmek i¢in gu yaklagim
kullanilabilir: N(e)u . hesaplamak igin e degerleri Oyle secilir ki bunlar

arasindaki uzaklik geometrik olarak artsin. Diger bir deyigle baz1 €>0 ve

bir boyutlu N (] dizisi olugturulur. N [k], eok'1<ru< eol‘ kosulunu saglayan ara

noktalarin sayisidir. Buna gore,

k
N(ep) = Y N,[i] k=1,....K (2.29)
i=1

yazabiliriz. N [] dizisini doldurmanin bir yolu da, €gl b gibi kiiglik bir tam
sayl seklinde segmektir. Her bir T degerinin logbri‘i seklinde logaritmasi
alinarak bunun tam sayl kismi & degiskenine atanir ve N_[k] bir arttinlr
(k degeri genellikle negatifdir, bu nedenle elde edilen degere sabit bir say1
eklenir. Bundan amag¢ N_[] dizisinin indis degerinin pozitif kalmasim
saglamaktir.). Bu ydntemin dezavantaji logaritma fonksiyonunun hesaplanma-

sinin fazla bilgisayar zamani almasidir.

Grassberger ve Procaccia (1983b), N_[] dizisinin daha etkin bir sekilde
hesaplanabilmesi igin, bilgisayarlarda kullanilan kayan noktall say1 gésteriminin
avantajim kullanan bir algoritma Onermigtir. Kayan noktalt bir ry sayst

mantis/iist format1 kullanilarak bit dizisi geklinde gosterilebilir.

ry = tmb° (2.30)

Burada e iissii, b ise tabani gBsteren tam sayilardir. Mantisi gbsteren m ise
1/bsm<1 seklinde normalize edilmis kesir kismimi gosterir. 32-bit IEEE

standartinda b=2'dir. Ilk bit isareti, sonraki sekiz bit {issli ve geriye kalan 23

bit ise mantis kismina ayrtlmigtir. Kayan nokta gésteriminin avantajindan
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€,
yararlanabilmek igin €,=2 e seklinde secilimelidir, burada e_, kayan nokta

gosteriminde miimkiin olan en kii¢iik @istiir. K’nin se¢imi ise

K =e, €. +1 (2:31)

max
seklinde yapilir. Bu ifadedeki e . miimkiin olan en bilyiik istiir. Her bir T

+1] dizi elemant bir arttirilir, e, rij’nin

kayan noktali gosterimdeki iissiidiir. Bu iis degerine, indisin pozitif kalmas1

ara nokta uzakligl igin N [e-e ..

igin 1-e . sabit sayist eklenmigtir.
2.4. Algoritmalarin Uygulanmasl Asamasinda Karsilagilan Problemler

Kapasite ve korelasyon boyutu igin kisaca 6zetlenen algoritmalarin uygulan-
mast agamasinda baz gii¢liikklerle kargilagilmaktadir.  Bunlarin baginda,
kiimedeki nokta giftleri arasindaki uzakliklarin hesaplanmasi, cift logaritmik
eksen takiminda efimin dogru bir gsekilde hesaplanmasi, algoritmalarin
verilerin giiriiltll icermesine duyarll olmamalary, yiliksek embedding boyutu
durumunda algoritmalarin dogrulufunun ve etkinliginin azalmast vb.

say1labilir.
2.4.1. Uzaklik Hesaplamalari

Gerek korelasyon boyutu ve gerekse kapasite boyutu igin noktalar arasi
uzakhgin Olgiilmesi gerekmektedir. Yalnizca bir uzaklik hesaplamasi fazla
bilgisayar zaman1 gerektirmeyen bir iglemdir ancak N tane nokta igin kabaca
N?/2 kadar mesafe hesaplamasi gerekmektedir. Bu nedenle biiyiik N degerleri
igin uzaklk hesaplamalari, bu algoritmalarin en fazla zaman gerektiren
kisimlartdir.  Hesaplanacak wuzaklik sayistm  azaltmakta kullanilabilecek
sadece bir kag¢ teknik vardir. Bir yaklagim, rastgele referans noktalarindan

({Xi(ret)}C{Xi}) olusan N, seklinde kiigiik bir kiime segmektir. Secilen

re
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referans noktalar1 ile difer X; noktalar1 arasindaki mesafe, algoritma

tarafindan kullanilir. Bu algoritma uzaklik hesaplama sayisin yaklagik
N,Q.(N —Nre/2) (2.32)

kadar azaltir. Buna gtre mesafe hesaplama sayisindaki azalma, 2N, /N

faktoriiyle orantilidir.

Noktalar arasi uzakliklarin hesaplanmasinda kullantlan ikinci bir teknik de

I, normudur. Iki nokta arasindaki uzaklik r ise, /;, normu,

r= lul=lu|+...+u (2.33)

al
seklinde verilir, bu ifadede u=[y, ... un]T’dir. Dikkat edilirse /; normu ¢arpma
ve karekdk alma islemlerini igermemektedir. Bu 6zelligi ile /; normu, bilgisayar

hesaplamalarinda kayan nokta iglemlerini 6nemli Gl¢iide azaltir.
2.4.2. Egim Hesaplamalar1
Boyut hesaplamalarinda kargtmiza c¢ikan ¢ift logaritmik grafigin egimi

genellikle en kiigiik kareler yontemiyle hesaplanmaktadir. Buna gore egim (s)

su regresyon ifadesiyle verilir:

N N N
NY xy-> %3 v,
i=1 i1 i=1

S=

N N
NY 523
i=1 i=1

Burada x; ve y; strasiyla cift logaritmik grafifin x ve y-eksenlerinde temsil eden
degiskenlerdir. Bazi durumlarda InC(e)-Ine grafifinde egimin hemen hemen
sabit oldugu bolge oldukc¢a sinirhidir. Dolayisi ile egimin hesaplanmasinda
sadece o bolgeye diigen veri kullamlabilir durumdadir. Egim hesaplamasinda
kullanilabilir grafik pargasini belirleyebilecek bir teknik heniiz mevcut degildir.
Ayrica ¢ift logaritmik grafik farkh egimlere sahip iki, ya da daha fazla

bolgeden meydana gelebilir.
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2.43. Verilerin Giiriiltii Icermesi

Yalnizca gekicinin yapist defil aym zamanda giriiltiilii veri de boyutun,
uzunluk Glgegine bagimh olmasina neden olabilir. Verilerin giiriiltii igermesi,
gekicinin geniglemesine yol acar. Diger bir deyisle, efer cekici, giriiltii
seviyesinin altinda bir uzunluk &lgegi ile R™ uzaymna embed edilmis ise
glriiltiilii ¢ekicinin boyutu m olacaktir. Basit bir rnek olarak, bir limit ¢evrim
~ lizerindeki noktalar kiimesini dikkate alalim. Kiimenin giiriilti icermemesi
durumunda cift logaritmik grafik tek bir egime sahip sahiptir ve degeri 1’e
esitti. Bu kiimeye giiriiltii eklendifinde elde edilen veriler ince bir halka
iizerinde yer alirlar ve ¢ift logaritmik grafik iki efime sahip olur. Ozetle,
giiriiltii seviyesinden daha biiyilk e degerleri i¢in e§im sayist 1, daha kiiciik

e degerleri icin ise egim sayis1 2’dir.

Filtre edilmi§ kaotik veriden hesaplanan fraktal boyutun, orijinal veriden
hesaplanan boyut degerinden daha biiyiik oldugu gosterilmistir, (Badii 1988).
Ayrica Chennaoui (1990) tarafindan yapilan bir ¢aligmada kaotik bir zaman
serisinin filtre edilmiy olup olmadigina karar vermek icin bir ydntem
geligtirilmigtir. Bu yonteme gore, eger zaman serisi filtre edilmig ise bilinmeyen
filtrenin parametreleri seriden elde edilebilmekte dolayisi ile orijinal zaman

serisi yeniden kurulabilmektedir.

Faz uzayinda bir ¢ekicinin dinamifi, zaman ya da frekans ortami ile sinirlt
tutulamayacagindan Wiener ve Kalman filtreleri gibi klasik yontemler “glirtiltii
azaltma yOntemi” olarak kullanilamazlar, (Kostelich ve Yorke, 1988). Bu
aragtiricilar tarafindan Onerilen yontemde, faz uzayinda pek ¢ok komgu
noktalar alarak sistemin dinamigine lokal bir yaklagim Onerilmektedir. Bu
yéntem, Olgiim prezisyonunun smirlt olduu ve g¢ok sayida veri toplanmast

gereken durumlar igin 6zellikle Gnerilmektedir.
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Eger orijinal veriler giiriilti icermiyorsa C(¢), C(e)~¢¥ seklinde dlgeklenir.

Verilerin giiriiltli icermesi durumunda, gekici m-boyutlu bir uzay igerisine
embed edilirse, giiriiltii siddetinden daha kiigiik uzunluk 6lgeklerinde,
giirtiltiild yoriingenin uzayr doldurmasim bekleyebiliriz. Bu durumda C(e),
C(e)~€™ seklinde 6lgeklenir. Orijinal veriler giiriiltii iceriyorsa logC(e)-log(e)
grafiginin egimi, giiriiltdi siddeti ile karakterize edilen uzunluk &lgeklerine kadar
v’ye, daha kiigiik uzunluk Slgeklerinde ise m’ye esit olacaktir. Ozetle, belirli
seviyede giiriiltii iceren bir kaotik gekiciden v’yi elde etmek igin su sira
izlenmelidir: Once farkli m degerleri icin faz uzay1 yeniden kurulur ve bunlara
kargt gelen logC(e)-log(e) grafikleri iist iiste ¢izilir. Giiriiltii siddetinin
lizerindeki uzunluk Olgeklerinde, biitiin egriler dogrusal bir hal alir ve egimleri
v’ye esittir. Giiriiltli siddetinin altindaki uzunluk Olgeklerinde ise egimler o
egriyi temsil eden m degerini alacaktir. Yukarida onerilen algoritmanin iki
O6nemli avantaji vardir. Bunlardan birincisi, glirtiltiili gekicinin karakterize
edilmesi i¢in etkin bir yontem ortaya koymas: ikincisi ise logC(e)-log(e)
grafiginin egim degistirdigi noktaya karg1 gelen e degerinin sistemdeki giiriiltii

seviyesi hakkinda bilgi vermesidir, (Ben-Mizrachi ve Procaccia, 1984).
2.4.4. Boyut Hesaplamalarinda Karsilagilan Diger Problemler

Boyut hesaplama algoritmalarinin istatistik ve dogrulugu (aécuracy) heniiz iyi
anlagilmig degildir. Boyutun tam bir dogrulukla tahmin edilebilmesi i¢in kag
tane veri noktasina gereksinim vardir? Bu tahminin ortalama ve standart
sapmas1 nedir? Istatistikler, embedding uzayina nasil baghdir? vb. pek gok

sorunun cevaplanmasi gerekmektedir.

Ayrica konuyla ilgili pek ok aragtirmada boyut hesaplamalarimin dogrulu-
guna istatistiksel agidan yaklagilmigtir. Ancak Nerenberg ve Essex (1990)
tarafindan yapilan bir ¢aligmada geometrinin sistematik roliine dikkat

cekilmigtir. Genellikle bir yériinge Euclid uzayinda yer alir ve uygulamada bir
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sintra sahiptir. Sonlu bir veri kiimesi i¢in Gyle bir € degeri vardir ki bunun

altinda, aralarindaki uzaklik bu deferden daha kii¢lik olan nokta giftleri
mevcut degildir. Diéer taraftan, verilen e degeri kiimenin g¢apini agtifi
zaman korelasyon fonksiyonu daha fazla ylikselme gdstermez yani doymaya
ulagir. Ozetle oOlcekleme bolgesi, “depopiilasyon” ve “doyma” balgeleri
arasinda yer alwr. Secilen bir m degeri igin, faz uzayindaki noktalarin
yogunlugunu yeterince dafimk hale getirmek igin N azaltihirsa Olgekleme
~ bolgesi sikigmaya baglar ve sonunda aymi Olgek iizerinde hem depopiilasyon
.hem de doyma gerceklesir. Diger bir deyigle N'nin daha fazla azaltilmasi
durumunda 6lgekleme bolgesi tamamen ortadan kalkar ve C(e), €’un her hangi
bir aralifinda oOlcekleme gOstermez. Yukarida anlatilanlarin tersine eger N
sabit tutulup m arttirtlirsa aym sekilde Olgekleme bolgesi daralacakttr.

Ancak m ’nin arttirilmasi, faz uzayindaki noktalarin yogunlufunun azalmasi
yoniinde etki yapar. Dolayist ile C(e), m’nin artmastyla daha kiiglik €
degerlerinde doymaya ulasacaktir. Depopiilasyon ve doymanin’ aynt bir e
degerinde meydana geldigi m degeri “kritik embedding boyutu (m)” olarak
adlandirtlir. Bir veri kiimesi i¢in m=m, olmasi, kullanilan veri sayisinin

yeterli olmadifin1 gosterir, (Nerenberg ve Essex, 1990).

Boyut hesaplamalarinda kullanilan algoritmalar, diigiik boyutlu uzaylar igine
gbmiilmii, digiik boyutlu ¢ekiciler igin oldukga dogru sonuglar verirler
(diigiik boyutlu uzay, 1sms5 koguluna uyan R™ uzayidir). Embedding boyutu
arttift zaman, algoritmalarin dofrulufu ve etkinlifi de azalir. Embedding
boyutunun artmasi, embedding uzaymin ¢ok daha fazla bir kisminin bos
kalmasina neden olur. Bu nedenle istatistiksel olarak daha glivenli boyut
tahminlerine ulagabilmek igin kullanilan veri sayist arttiriimaldir. Ayrica,
yiiksek boyutlarda noktalar arast mesafeler oldukca dar bir aralik igerisinde

dagilma egilimi gosterirler.



BOLUM 3: ZAMAN SERILERINDEN DETERMINIZMIN BELIRLENMESI

Bilindigi gibi pek ¢ok meteorolojik degigken, konumu sabit olan g6zlem parkla-
| rinda bir zaman serisi geklinde 6l¢iilmektedir. Atmosferik siiregler, gok sayida
bagimsiz degisken tarafindan meydana getirilen bir faz uzayinda cereyan
ederler. Diger bir deyigle, (baz1 istisnalar diginda) bir dinamik sistem geklinde
ifade edilebilmeleri oldukga zordur. Daha 6nce de bahsedildigi gibi, bir dinamik
sistemin cekicisi, asimtotik sinirlar1 bu dinamigi tanimlayan bagimsiz
degiskenler tarafindan olusturulan bir faz uzayindaki yoriingeler ile temsil
edilebilir. Diizenli At zaman araliklarinda Orneklenmis tek bir durum
degiskenine ait zaman serisinden hareketle faz uzayinin yeniden kurulmasi
miimkiindiir. Bunun i¢in 6nce g¢ekici ile ilgili bilgilerin zaman serisinden tahmin

edilmesi gerekmektedir.

Dérdiincii Boliim’de iyi bilinen bazi dinamik sistemler igin orijinal faz uzaylarn
ile caligilmigtir. Ancak, deneysel veriler durumunda korelasyon boyutuna
yakinsamanin belirlenebilmesi igin her gseyden Once faz uzayinin yeniden
kurulmasi gerekmektedir. Bu nedenle, konunun ayrt bir bdliim halinde

incelenmesi uygun goriilmiigtiir.
3.1. Faz Uzaymn Yeniden Kurulmasi
Eger elimizde herhangi bir siire¢ten drneklenmis bir zaman serisi (veya durum

degiskenlerinden  birisi) varsa, Ikinci Bolim’de anlatilan boyutlarin

hesaplanabilmesi i¢in her seyden 6nce faz uzayinin yeniden kurulmast
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gerekmektedir. Bu nedenle 6nce “embedding boyutu” {izerinde duracagtz.

Jéj =f}(xl, ..... X,) J=1lsnt (3.1)
seklinde herhangi bir»siirecin dinamigini tamimlayan birinci mertebeden adi
tiirevli bir diferansiyel denklem sistemini ele alallm. Burada faz uzay1 n tane
koordinat (xj’ler) tarafindan olusturulur. Diger bir deyisle, dinamik sistem n
tane bagimsiz degiskene sahiptir. Bu nedenle sistemin zamansal gelisimi £(z)

vektOrii ile verilebilir:

£® = [x®,....x, (0] (3-2)
Bu vektoriin bilesenleri, faz uzayinda yoriingenin konumunu belirler. (3.1) ile

olan tek bir diferansiyel denkleme indirgenebilir. Bu denklem ». mertebeden bir

diferansiyel denklemdir:

x® = fixx!,....x® D) (3.3)

evrimini tanimlayan n tane denkleme karsilik gelir:

X@® = x@OX'®,...x" D] (34
X(¢) vektoriiniin bilesenleri y6riingenin konumunun zamansal evrimini belirler.
Bu vektdre daha biiyiik mertebeden tiirevlerin (rnegin x(“)(t)’nin) eklenmesi
gereksizdir, ¢iinkii eklenen boyutta bagimsiz bir bilgi iiretimi olmayacaktir.
Ik iki denklem ile verilen n-boyutlu orijinal faz uzayinda, boyutu d<<n olan
bir gekici ya da herhangi bir geometrik nesneyi dikkate alalim. Bu takdirde
geometrik nesneyi (3.3) ve (3.4) esitliklerinde verilen tek bir degiskenin (x, x’,

x”,...) meydana getirdigi yeni bir faz uzayinda tanimlamak miimkiindiir.

Bu sekilde olusturulan yeni faz uzaymin boyut sayisy, orijinal faz
uzayinin boyut sayisindan daha az olabilecektir. Whitney embedding
teoremi olarak bilinen bu teorem hemen hemen biitiin diferansiye edilebilir

dinamik sistemler
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X (t+22)

A

0

1

Sekil 3.1. Tek bir durum degigkeninden (X(t)) hareketle faz uzaymnn
yeniden kurulmast. Yeni faz uzayinin koordinatlart X(t),
X(t+7) ve X(t+27) tarafindan olugturulmaktadur.

igin gegerlidir. Bu teorem, orijinal faz uzayindaki d boyutlu bir geometrik
nesnenin érnegin bir gekicinin

- 2d+1 (3.5)
boyutlu bir faz uzayina embed edilebilecegini ifade etmektedir. Tek bir
durum degiskeninden gekici boyutunun elde edilebilmesi igin m-boyutlu

bir uzay icerisine (zaman serisinin kendisi ve (m-1) tane tiirevi) embed

edilmesi yeterlidir:

X@) =[x, x (@)™ 0(B)] (3.6)

Bu durumda efer m yeterince biiyiik segilirse, orijinal faz uzayinin

boyutunu bilmek gerekli degildir. x(t) siirekli degiskeni ile onun (m-1)’e

kadar olan tiirevlerinin yerine Sekil 3.1'de gosterildigi gibi x(t) ayrik

zaman serisi ile onun (m-1ye kadar (m-1)7 seklindeki kaydirimig
durumlan dikkate alinabilir.

X0 =x(@),x(t +t),e.... X[t +(m-1)T]} G.7

Faz uzayinin yeniden kurulmasinda kullanilacak veriler teori geregince

global veriler olmaldir. Eger lokal veriler kullanilacaksa su hususlar
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dikkate alinmalidir:

i) Olgiimler farkh istasyonlarda simultane olarak yapildiktan
sonra, istasyonlar arasindaki korelasyon ve her bir zaman serisinin kapasite
ve korelasyon boyutuna yaptifn katkiya karsi gelen “agirhiklar”
hesaplanmalidir.

ii) Olgiimler Oyle yapilmali ki elde edilen seriler arasinda
herhangi bir korelasyon mevcut olmasin. Bu durumda global gekici, lokal

cekicilerin bir toplam1 geklinde diigiiniilebilir, (Henderson ve Wells,
"1988).

3.2. 7’nun Secimi

3.2.1. Otokorelasyon Fonksiyonu

Faz uzayinin yeniden kurulmasi agamasinda 7’nun segimi biiyilk 6nem
tagimaktadir. Gecikme zamam 7’nun hesaplanmasinda kullamlan klasik
yontem otokorelasyon fonksiyonudur. Bir zaman serisine otokorelasyon
analizi uygulanirken su varsaylmlar daima g6zOniinde bulundurulmals-
dir:

- Ele alinan verilerin dagilimi normaldir,

- Otokorelasyon fonksiyonu, aym bir seriden 7 zaman farkiyla

elde edilen iki seri arasindaki lineer bagimlilifs Slger.

Uygulamalar pek ¢ok verinin dagiliminin  normal olmadigim
gostermektedir. Verilerin normal dagih olmamast otokorelasyon
katsayilarin1 6nemli Olclide carpitmaktadir, (Sen, 1978). Otokorelas-
yon fonksiyonu iki seri arasindaki lineer iligkiyi 6l¢tiigiinden, nonlineer
bir iligki ile hi¢ iligki olmamast durumlarini birbirinden ayirma imkam
vermez. Otokorelasyon fonksiyonunun ik sifir1 (fonksiyonuh p=0

eksenini kestigi lag degeri) 7 olarak alinir. Bundan amag iki koordinatin
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lineer bagimsiz hale geldifi zamam belirlemektir, (Shuster, 1988).
Ancak diger koordinatlar arasinda var olabilecek korelasyondan dolayz,

bu ydntemin yiiksek boyutlu sistemlere uygulanmasi yanliy sonuglara

neden olabilir, (Buzug ve Pfister, 1992).
3.2.2. Karsihkl Bilgi Fonksiyonu

Fraser ve Swinney (1986) 7’nun secimi i¢in, otokorelasyondan daha iyi
| sonug veren “kargiikli bilgi (mutual information)” yéntemini Gnermig-

tir. Karsthkh bilgi, iki degisken arasindaki genel bagimhiligi &lger.

esitligine benzer sekilde sistemin entropisini su sekilde yazabiliriz:

H(S) = -Y P(s) Log, (Ps)) (3.8)
i

H(S), 5’i belirlemek icin yapilan bir 8l¢limden kazanilan ortalama bilgi

miktardir.

Simdi S sisteminin yaninda Q gibi ikinci bir sistemi dikkate alalim. Bu
sistemin verdigi mesajlarin kiimesi {q,,4,,...,} ve bunlara kargt gelen
olasiliklar {Pq(ql),Pq(qz),...,Pq(qn)} olsun. § ve Q sistemleri igin
kargilikh bilgi su egitlikle verilir:

Q.5 = H(Q)+H(S)-H(S,Q) (3-9)

Buradaki H(S), (3.8) esitligi ile verildigi gibidir. H(Q)da benzer gekilde
tamimlanir.  H(S,Q), S ve Q’nun bilesik entropi fonksiyonudur ve (s,9)
¢iftlerinin Olgiimiinden kazanilan ortalama bilgi miktarim1 gosterir.

Psq(si,qj) bilesik olasilik dagilimini géstermek lizere H(S,Q) su
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sekilde tamimlanir:
H(S,Q)=-Y_ Y P, (s,9)108,(P, (5:4)) (3.10)
i j

Buraya kadar verilen ifadelerden yararlanarak karsilikli bilginin,

P (s,
255> Psq<s,-,q,~>logzﬁ Ced) }
i

S (3.11)
P(s)P(a)

- geklinde ifade edilebilecegi goOsterilebilir. Kargihkli bilgi, s igin bir
Olgiim degeri verildiginde, ¢ icin ortalama kag¢ bitlik bir Ongorii
yapilabilecegini gdsterir. X(¢) bir zaman serisi ise zamansal gelisim

vektorii Y(2) su sekilde yazilabilir :

Y(0)=(X(®),X(z+7))

Bu durumda S ve Q zamansal gelisim vektoriinlin bilesenleri,

S=X@) ; Q={X(z+t)}

olacaktir. Kargihkli bilgi, S’nin ol¢iimlerinden Q’nun Olgiimleri
hakkinda 6grenilecek miktarin (bit olarak) sayisal bir Gl¢iistidiir.

Karsihkli bilgi fonksiyonunu, 7’nun ¢ok biiyllk ya da ¢ok kiigiik
segilmemesi amacina yonelik olarak kullantyoruz. Diger bir deyisle
amacimiz, orijinal faz uzaymna bakmadan optimum gecikme zamanini
belirlemektir. Kargilikli bilgi fonksiyonunun ilk lokal minimumuna karg1
gelen degerini 7 olarak aliyoruz. 7'yu bu gekilde segilmekle, zamansal
gelisim vektdriiniin ikinci bilegeninin, ¢ekici hakkinda, birinci bilesene
gbre miimkiin oldufunca fazla “yeni bilgi® i¢erdiginden emin oluyoruz.
Ozetle, 7 Gyle segilmelidir ki (5,g) iftlerinin Slglimlerinden elde edilecek
yeni bilgi miktar1 maksimum olsun. Bu nedenle 7, X(¢+7) miimkiin

oldugunca Sngoriilemez olacak sekilde segilmelidir.
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Maksimum Ongoriilemezlik, Ongoriilebilirlifin minimum olduu bir
zamanda yani karstikli bilginin minimum oldugu durumda gergeklesir.

I(S,Q) daha yiiksek boyutlar i¢in su gekilde genellenebilir:
L(Xp X5 X ) =Y [H(X)-H(X,X,,....X,)] (3.12)
J

Ancak bazi calismalarda, embedding boyutunun dérdii asmasi
durumunda kargihkli bilgi yonteminin pratik olmadifl ifade edilmigtir,
. (Buzug ve Pfister, 1992; Martinerie, 1992). Buzug ve Pfister (1992)
optimal gecikme zamani ve embedding boyutunun hesaplanmasi igin iki
algoritma geligtirmigtir. Bunlardan birincisi “Fill-Fakt6r” algoritmasi olup,
embedding uzaymin optimum kullamiminin gerceklestirilmesi temel
diiglincesi iizerine kurulmustur. Ikinci algoritma ise kaotik ¢ekicinin lokal
dinamik yapisini esas alan “integral. Lokal Deformasyon” algoritmasi-
dir. Algoritmalarin fraktal boyutu ve Lyapunov istelleri spektrumu igin
¢ok iyi sonuglar verdigi ancak dig giiriiltiilere karst duyarsiz oldufu da

aragtiricilar tarafindan ifade edilmektedir.

Eger 7 cok kiigiik segilirse, gekici yeni kurulan faz uzaymin diyagonali
lizerinde sikigacaktir. Sistem kaotik ve 7 ¢ok biiyiik segilmiy ise x(z),
X(t+7),ex[t+(m-1)7] arasindaki korelasyon ortadan kalkacagindan, sdz
konusu faz uzayindaki cekicinin yapist bozulacaktir veya gekici ortadan

kalkacaktir.



BOLUM 4: KORYELASYON BOYUTUNUN ARDISIK YAKLASTIRIMLARLA
HESAPLANMASI VE DINAMIK SISTEMLERE UYGULANMASI

.. Uygulamada verilen bir siirecin deterministik kaotik olup olmadigini belir-

lemede; kapasite, bilgi, korelasyon vb. boyut degerleri kullamlmaktadir.
Bunlardan korelasyon boyutu, hesaplanmasindaki kolaylik nedeniyle &zellikle
tercih edilmektedir. Grassberger-Procaccia Algoritmasi (GPA), “korelasyon
integrali"nin bulunmast igin pratik bir yontemdir. Korelasyon integralinin ¢ift
logaritmik eksen takiminda verdigi lineer bdlgenin (Glgekleme bdlgesinin)
egimi korelasyon boyutuna karsi gelir. Ancak, uygulamada kullanilan veri
sayisinin yetersizligi, glirtiltii icermesi ve Olgekleme bdlgesinin  segiminde
yapilan hatalar fraktal boyut degerinin yanhy tahmin edilmesine  yol
agmaktadir. Tek bir durum degiskeninden hareketle kurulmug faz uzaylan
ile caliptimast durumunda, yukarida belirtilen hata kaynaklarina gecikme
zamani ve embedding boyutunun yanly secilmesi de eklenecektir. Ayrica bir
sayinin, karmagik bir dinamii tek bagina yansitmasi beklenemez.
Dolayist ile fraktal boyut degerinin, incelenen siireg hakkinda daha fazla bilgi
taglyacak gsekilde ele alinmasi Onerilebilir. =~ Bu ¢aligmada, korelasyon
integralinin hesaplanmasmda kullanilan uzaklik matrisinden her satirda/
bandda koelasyon integralinin ara degerleri hesaplanmistir. Olgekleme bolgesi
sabit tutularak, ara korelasyon integrallerinin verdigi egimler bulunmugtur. Elde
edilen egim degerlerinin, hesaplamada kullanilan satir/band saylsmé gore
degisimi ¢izilmigtir. = Bazi dinamik sistemler, determinist fraktaller ve
meteorolojik veri durumunda, korelasyon boyutunun asimtotik degerine

yakinsama bigimleri incelenmigtir.
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4.1. Satir ve Band Tarama Yaklasimi

Bilindigi gibi korelasyon boyutun hesaplanmasinda basitlifi nedeniyle
Grassberger-Procaccia  Algoritmast (GPA) siklikla kullanilmaktadir. Bu
algoritma vardimiyla hesaplanan korelasvon integralinin dlgekleme bdlgesinin
egimi korelasyon boyutu degerini vermektedir. {X;, i=1,2,..,N} ¢ekici {izerinde
bulunan noktalar olmak iizere, korelasyon integralinin hesaplanmasinda

kullanilan uzaklik matrisi,

[0 dyy dyy dyy e soer e dy
0 dyy dy e o dyy
0 dy v e dyy
D R (4.1)
S
. © oo
0 |

seklindedir.  Simetriden dolayl, sadece iist liggen matrisin kullanilmasi
yeterlidir. Bu durumda aralarindaki uzaklik e’dan kiiglik olan nokta ¢iftlerinin

sayisinin N(N-1)/2 ile normalize edilmesi gerekmektedir.

Degiklilik (lacunarity) konusunda yapilan galigmalardan bilindi§i gibi, fraktal
kiimelerin elemanlar1 arasindaki bosluklarin  kiime igerisindeki dagilimi
farkliliklar gostermektedir. Kiimelerin farkli degiklilik 6zelligi g&stermesi
nedeniyle uzaklik matrisinin ilk satirindan/bandindan son satirina/bandina
dogru gidilirken, her bir satirin/bandin korelasyon integraline olan katkisinin
da farkhi olmasi beklenebilir. Bu diigiinceden hareketle, korelasyon integra-
linin ara degerleri, uzakhk matrisinin satirlart ve birinci késegene paralel
bandlar boyunca iki farkli gekilde hesaplanmaktadir. Bundan sonra Satir ve

band tarama yaklagim (STY ve BTY) olarak adlandirilacak bu yaklagimlar,
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i N
¢ ™eN) = % [Z Y B(e-|X,- ,I)] (4.2)
k=1 j=k+1
ve
BIY 1 [
CreN) = & Ze(e—|xk+j—xj|)} (4.3)
=1 j=

~ sekinde formiile edilebilir. Bu egitliklerdeki normalizasyon faktorii N,

= -0

] (4.4)

ile verilebilir. STY veya BTY ist indis ayriminin gerekmedigi durumlarda,

yazimda kolaylik saglamak icin,

c e ; ¢ @N) ~ CleN) (4.5)

notasyonlarinin kullanilmast tercih edilecektir.

Uzaklik matrisinden her adimda bir Cy(¢,N), (i=1,2,..,N), korelasyon integral-
lerini hesapliyoruz. i=N olmasi durumunda, Cy(e,N) yerine, sabit N i¢in C(¢)
genel gosterimini kullanabiliriz. Korelasyon boyutun hesaplanmasinda kore-
lasyon integrali C(e) kullanilacagr igin logC(e)-log(e) grafiginin verdigi
lgekleme bolgesini sabit alarak, diger korelasyon integrallerinin aym bolgedeki
egimlerinin nasil degistiini incelemek istiyoruz. Bu da her bir logCi(e,N)-
log(¢) grafifinden egim degerinin hesaplanmastm gerektirmektedir. Bu egim
degerlerini STY ve BTY yaklagimi igin sirasiyla 5% ve iy notasyon-

lan ile, yazimda kolaylif1 saglamak amaciyla (4.5) ifadesinde oldugu gibi
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STY/BTY ayriminin gerekmedigi durumlar igin,
v @) 5 vy () = vyl (4.6)

seklinde ifade edelim. Sonugta hesaplanan vy (i) degerlerini /nin bir

fonksiyonu geklinde grafik olarak elde edebiliriz.

Ozetle, vn(9) degerlerinin /’nin bir fonksiyonu olarak ¢izilmesi ile “korelasyon

* boyutuna bir yakinsama” elde edilmektedir.

Yukarida agiklanan yaklagim Oncelikle kaotik bir cekiciye sahip olan dinamik
sistemlere uygulanmistir: Bunlar, {i¢ boyutlu (3B) Lorenz, Rdssler ve
Rabinovich-Fabrikant, iki boyutlu (2B) Hénon, Kaplan-Yorke ve Zaslavskii
ayrik dinamik sistemleri, bir boyutlu (1B) Logistic ve ¢adir (tent) tasvirleri ile

Cantor kiimesi ve Koch egrisi gibi determinist fraktallerdir.

Uygulama kisminda ise maksiumum ve minimum sicaklik verisi igin elde

edilen sonuglar, ARIMA(1,0,1) modelinin sonuglar1 kullanilarak test edilmisgtir.

Bu bolimde ele alman diferansiyel denklem sistemlerinin ¢Oziimiinde
dordiincii mertebeden Runge-Kutta algoritmasi kullanmilmigtir.  Sonuglarin
daha kolay karsilastirilabilmesi icin gerek denklemlerin integre edilmesinde,
gerekse parametre ve veri saylisinin segiminde literatiirde gegen galhigmalar
esas alinmigtir, bu konuda o6zellikle Grassberger ve Procaccia (1983b)’dan
yararlantlmigtir. ~ Ayrica biitiin  hesaplamalarda ¢ift incelikli sayilar ile
caligilmig, logaritmik doniigiimlerde ise taban 10 alinmigtir. Uygulamada,
dlcekleme bolgesinin efiminin bulunmasinda genellikle en kiigiik kareler

yontemi kullanilmaktadir. Bu ¢aligmada da aynt yontem kullantlmgtrr.
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4.2. Korelasyon Boyutuna Yakinsama-Desiklilik iligkisi

Degiklilik konusunda yapilan ¢aligmalardan bilindigi gibi, fraktal kiimelerin
elemanlar1 arasindaki bogluklarin kiime icerisindeki dagilimi farkliliklar
gostermektedir. Bogluklartn kiime icerisindeki dagiimi “sabit”, “peryodik”
ya da “aperyodik” seklinde ii¢ grupta incelemek miimkiindiir. Kiimelerin farkli
desiklilik Ozelligi g&stermesi nedeniyle, uzaklik matrisinin ilk satirindan/ban-
dindan son satirina/bandma dogru gidilirken, her bir satirin/bandin
.kore]asyon integraline olan katkistmn da farkll olmasit beklenir.  Bu
farklibiklar, korelasyon integralinin Olcekleme bolgesine ve dolayist ile
korelasyon boyutuna yanstyacaktir. Yapilan caliymalarda anlagilacagi lizere

e sifira yaklagirken, korelasyon integralinin beklenen ifadesi,
C(e) =D (e)e’ (4.7)

seklindedir, (Smith vd., 1986; Theiler, 1988; Smith, 1988). (4.7) denklemindeki
®(e) fonksiyonu, ele alman kiimenin desikliligini yansitir. Boyle bir fonksi-
yonun ortaya c¢ikmasinin nedeni, séz konusu kiime igindeki daginik ya da
bos bdlgelerin varhénilr. Cesitli fraktal kiimelere ait &(e) fonksiyonlart Sekil
4,1’de toplu olarak verilmistir. Bu grafiklerde Olgekleme bdlgesine karg1 gelen

kisum iki ok igareti arasina alinmigtir.

a=3.5699456 parametre degeri i¢in Logistic denklemi Cantor benzeri bir fraktal
kiime {iretir. Bu durum igin verilen ®(e) fonksiyonunda, 6lgekleme bdlgesinin
baslangicindan itibaren genligi biiyiik e degerlerine dogru artarak bozulan
peryodik bir yapmnin varlifi dikkati ¢gekmekle beraber, fonksiyonu peryodik
degildir, (bak Sekil 4.1 f). Benzer sekilde diger &(e¢) fonksiyonlarinin da
peryodik olmadi1 Sekil 4.1’den goriilmektedir.
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Sekil 4.1. Cesitli fraktal kiimelerin desiklilik 6zellifini yansitan log®(e)-log(e)
grafikleri: (a) Lorenz, (b) Rdssler, (¢) Rabinovich-Fabrikant,
(d) Hénon, (e) Zaslavskii, (f) Logistic tasviri (a=3.5699456..).

(4.7) esitliginden hareketle,

lim logC(e) _v +lim log®(e) (4.8)
e-0 log(e) e-0 log(e)

yazilabilir. Bu esitligin sol tarafi korelasyon boyutuna esit olduguna gére,

1im 1082 _ (4.9)
e-0 log(e)

olmahdir. STY ve BTY yaklagimlar1 bakimindan (4.8) esitligi su sekilde

lim logC(e,N) _v+lim log® (e,N) (4.10)
e-0 log(e) 0 log(e)

yazilabilir.



42

o o
3
.: -ns; -t
; ’ﬁé 2
™ 27
E T 209 1 2 -4
E & 3 K3
E -u@ 4 & 4
; - b
MO R TR FTE TR TR B A A A
Iog(o} Iog(s) tog(s)
(a) (b) (©)

Sekil 4.2 Koch egrisi (a), Cantor kiimesi (b) ve Kaplan-yorke igin logC(e)-
log(e) grafikleri

Uygulamada korelasyon boyutunun hesaplanmast e—>0 limit durumunda degil,
Olgekleme bolgesine uydurulan dofrunun egiminin bulunmast seklindedir.
Ayrica, (4.10) esitligindeki terimlerin sonuglara e bagimlihf ile degil i
bagimlihg ile yansidig1 dikkate alinirsa, STY ve BTY ayrimi yapmaksizin,

(4.11)

seklinde yazilabilir. Son esitlikte vy (i), i. adimda hesaplanan degeri; v, uzaklik
matisinin tamamindan hesaplanan korelasyon boyutunu gostermektedir. Egitligin
sag tarafindaki son terim ise, desikliik nedeniyle korelasyon boyutunun
degisimini temsil etmektedir. &(e)’un sabit, peryodik ya da aperyodik bir
fonksiyon olmast durumunda, korelasyon boyutuna yakinsamanin da farkll bir

gorliniim alacagl sdylenebilir.

Desiklilik etkisinin korelasyon boyutuna yakinsamaya ne sekilde yansidigini
gérmek igin, logC(e)-log(e) grafikleri Sekil 4.2 a-c’de verilen (e )’un sabit oldugu
Koch egrisi, peryodik oldugu Cantor kiimesi ve aperyodik oldugu Kaplan-Yorke
ayrik dinamik sistemi segilmigtir, Sekil 4.3 a-c. Sekildeki yatay ¢izgi korelasyon

boyutunu, siirekli egri STY n1, kesikli egri ise
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Sekil 4.3. Korelasyon boyutuna yakinsama-desiklilik iligkisi. Birinci siitundaki
grafikler, ele alnan kiimenin desiklilifini yansitan &(e) fonksiyonunun
¢ift logaritmik eksen takimindaki ¢izimini, ikinci siitunda yer alan
grafikler ise bu kiimelerin korelasyon boyutuna yakinsamasini
gostermektedir. (a) Koch egrisi, (b) Cantor kiimesi, (¢) Kaplan-Yorke
ayrik dinamik sistemi.

BTY’m gostermektedir; bu gosterim, tezin ilerleyen bolimlerinde de kullanila-
caktir. Korelasyon boyutu, Koch egrisi igin 1.2619, Cantor kiimesi i¢in 0.6309,
Kaplan-yorke igin 1.4216 olarak hesaplanmgtir.

Daha 6nce de belirtildigi gibi ara korelasyon integralleri i=1,2,...,N degerleri i¢in
hesaplanmaktadir. Ancak korelasyon boyutuna yakinsama grafikleri, vy(i)
degerleri her AN satirda/bandda bir isaretlenecek sekilde gizilmigtir. AN gizim
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yogunlugu faktdrii olarak adlandirlabilir.  Sekil 4.3°de verilen korelasyon
boyutuna yakinsama grafikleri N=16360, AN=41 (Kaplan-yorke igin N=15000,
AN=163) alinmigtir.

Sekil 4.3 a’daki ilk grafik, Koch egrisine ait veriden elde edilen log®(e)-log(e)
grafigini gostermektedir. Bu grafikte Glgekleme bdlgesi oklarla isaretlenmigtir. Bu
bolge iginde egrinin hemen hemen sabit gittigi goriilmektedir. Koch egrisine ait
_ korelasyon boyutuna yakinsama grafiginde STY ¢ok kisa bir sallmmdan sonra,

tahmin dilen boyut degerine ulagmakta ve salimm yapmaksizin gitmektedir. |
BTY egisi ise hizla artarak tahmin edilen boyut deferine ulagtiktan sonra sabit

bir gekilde gitmektedir.

Cantor kiimesine ait log®(e)-log(e) grafigi Sekil 4.3 b’den de goriildiigi gibi
peryodik bir davranig gistermektedir. Cantor kiimesi igin STY egrisi, korelasyon
boyutunun altina hi¢ inmeksizin tahmin edilen boyut degerine yaklagmaktadir.
Yakindan incelendiginde, bu efri {izerinde hizla sGniimlenen peryodik bir
davranmigin varligt goriilmektedir. Ayrica, Cantor kiimesi durumunda tahmin
edilen korelasyon boyutuna yakinsama hizi, digerlerine gbre daha yavag

olmaktadir.

Sekil 4.3 c’de verilen Kaplan-Yorke dinamik sistemine ait log®(e)-log(¢) grafigi ise
Olgekleme bdlgesi iginde aperyodik bir davraniy gostermektedir. STY ve BTY
egrileri de bu davranmiga uygun bir gekilde tahmin edilen boyut degerine

ulagmaktadir.
Buraya kadar incelenen korelasyon boyutuna yakinsama grafiklerinin, farkli
desiklilik Ozelliklerini yansitan, karakteristik salimimlar ortaya koydugunu

sOyleyebiliriz.

Korelasyon boyutuna yakinsama-desiklilik iligkisine biraz daha agtklik
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Sekil 4.4. (a) a=3.5699142 parametre degeri i¢in elde edilen peryodik verinin
gubuk diyagramt, (b) Bu verinin korelasyon boyutuna yakinsamast.

getirebilmek i¢in daha basit bir sistemi ele alaltm. Logistic tasviri, 4=3.5699142
parametre degerinde peryodun (7) 128 oldugu bir davranig ortaya koymaktadur.
Bu durum igin elde edilen veriye ait ¢ubuk diyagrami Sekil 4.4 a’da, korelasyon
boyutuna yakinsama davranigt ise Sekil 4.4 b’de verilmigtir.  Sekilden de
goriildiigii gibi, BTY egrisi korelasyon boyutunun hemen hemen iizerinde, STY
egrisi ise korelasyon boyutunu altinda bir saltmm yaparak sonunda tahmin edilen
boyut degerine yaklagtift goriilmektedir. Bu grafikte dikkat ¢eken ilk nokta, hem
BTY hem de STY egrisinin peryodik bir davranig gostermesidir. Ozellikle BTY
icin belirgin olan bu davramgsin peryodu 7=16’d1r.

Logistic denklemine ait dallanma diyagrami yakindan incelendiginde, 7=16’dan
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sonra, diyagramdaki detaylarin hizla kaybolmaya bagladifi goriilecektir. 7=128
olmast durumunda yoriingenin ziyaret ettigi noktalar, 7=16'min noktalarina
yakin diigtiigiinden, peryodun 16 gibi goziiktiigii bir durum ortaya ¢tkmaktadir.
Diger bir deyisle 7=1281ik yoriingenin, 7=16min motiflerini yansittig1

sOylenebilir.

T=128 i¢in elde edilen peryodik verinin cubuk diyagraminda x=0.390’m solunda
_kalan patern, x=0.570 ile x=0.795 arasmna aynen kopya edildiginde sonucta elde
edilen STY ve BTY egrileri, T=128 i¢in elde edilenler ile aym gidi§i vermektedir.
Bu durum kiimenin tamamindan ziyade, alt kiimelerin (mikro yapilarmn) kore-

lasyon boyutuna yakinsamada etkili oldugunu géstermektedir.

Degiklilik hakkinda buraya kadar verilenlerden hareketle, vy(i) su genel ifadeyle

verilebilir:
vy@=v+fDY0E) (4.12)

Yukarida verilen uygulamalar, log &(e)’un log(e)’a gore peryodik davraniy gos-
terdigi durumda, ®(@)’nin de P(i+m)=y() seklinde peryodik bir fonksiyon
oldugunu gostermektedir. Korelasyon boyutuna yakinsama grafikleri dikkate
alindiginda, f(i) fonksiyonunun (4.12) esitliginde verilen limit durumlarinda

sifira gittigini sdyleyebiliriz.

Eger sistem, A oOlgekleme faktSrii ve onun kuvvetleri ile cakigma simetrisi
gosteriyorsa, degiklilifi yansitan &(e¢) fonksiyonu ashinda log(e)’un, log(4)

peryoduna sahip bir fonksiyonu geklinde ,
®(e) =P(A™e) (4.13)

ya da, log(¢€)'un fonksiyonu olarak yazilabilir:
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d(og(e)) = Bmlog(r) +log(e)] m=x£1,22,... (4.14)
veya log(e)=y dersek,

= iy
d(y)= Z A e™ log(1) (4.15)

m=-ca

seklinde bir Fourier serisi cinsinden ifade edilebilir. Gozlemler, (4.15) esitligi ile
verilen @) fonksiyonunun bir¢ok m modunda bir salinima sahip oldugunu

gostermektedir.

4.3. 3B Dinamik Sistemler

Caliymada kullanilan 3B dinamik sistemlere ait gekiciler $ekil 4.5’de verilmigtir.
Bunlardan Lorenz dinamik sisteminin Atmosfer bilimlerinde 6zel bir nemi olmasi

nedeniyle, lizerinde kisaca durulacaktir.

Atmosferik bir siiregle ilgili ilk kaotik ¢ekici rnegi, E.N. Lorenz (1963)
tarafindan gelistirilen ve kendi adiyla amlan bir dinamik sistemden elde
edilmigti. Tamamen deterministik olmasina ragmen sistemin dinamigi,
baglangi¢ kogullarina hassas bagiml olan kaotik bir davranig ortaya koyar.
Lorenz denklemleri, dikdortgen bir bdlgede olusan termal konveksiyonun
matematiksel modelidir. Model iki boyutludur, iigiinci boyuttaki degigimler ise
iiniform kabul edilmigtir. Lorenz dinamik sistemi su esitlik ile verilir:

X=0(y-x)

y=-y-xz+Rx (4.16)
Z=xy-bz
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Sekil 4.5. 3B dinamik sistem ornekleri. (a) Lorenz, (b) Rossler,
(c) Rabinovich-Fabrikant c¢ekicileri.

Bu denklemler, Navier-Stokes, 1s1 ve siireklilik denklemlerinden hareketle elde
edilmigtir.  Lorenz denklemlerinde kullandan degigken ve parametreler
agagida tanimlandigl gibidir:
Degiskenler:
X : Konvektif hareketin giddetiyle orantilidir,
Y : Yiikselen ve ¢ken akimlar arasindaki sicaklik farki ile orantilidir,
Z : Diigey sicaklik profilinin lineer konumdan sapmast ile orantilidir.
Parametreler:
o : Prandtl saysi,
R : Rayleigh sayisi,

b : 4/(1+a®) (a: dikddrtgenin geometrisi ile ilgilidir).

Lorenz, 0=10, R=28 ve b=8/3 parametre degerleri icin sistemin kaotik

davranig ortaya koydugu ¢ozlimleri elde etmigtir.

Lorenz dinamik sistemi kullanilarak yapilan ilk uygulamada, 6nce sistemin
peryodik davranigt iizerinde durulmugtur. R=99.65 ve R=132.5 parametre

degerleri igin, sistemin gosterdigi peryodik davranig Sekil 4.6 a ve b’de
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Sekil 4.6. Lorenz dinamik sisteminden (a) R=99.65, (b) R=132.5 parametre
degeri i¢in elde edilen peryodik yoriingeler.
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Sekil 4.7. Lorenz dinamik sisteminden (a) R=99.65, (b) R=132.5 parametre
degeri icin elde edilen peryodik yoriingelerin korelasyon boyutuna
yakinsamalar1.
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~Sekil 4.8. Lorenz gekicisi durumunda korelasyon boyutuna yakinsama, AN=163.

verildigi gibidir, (Sparrow, 1982). Bu ornekler igin hesaplanan STY ve BTY
egrileri ise Sekil 4.7 a ve b’de verilmistir. R=99.65 durumunda STY egrisi
hizla tahmin edilen korelasyon boyutuna inerek hemen hemen bu deferde
gitmektedir. BTY egrisi ise hizla yiikselerek tahmin edilen korelasyon boyutuna
yaklagmakta ve /=225'de yaptif1 pikden sonra bir Gnceki seviyeden daha
biiyiik bir seviyede ve boyut degeri lizerinde gitmektedir. R=132.5 durumunda
ise STY egrisi yumusak bir salimmla tahmin edilen korelasyon boyutuna

ulagirken, BTY egrisi grafik boyunca sabit gitmektedir.

Lorenz dinamik sistemi kullanilarak yapilan ikinci uygulamada ise 0=10, R=28
ve b=8/3 parametre degerleri kullanilarak N=15000 adet veri iretilmigtir.
Hatalar1 minimuma indirerek noktalarin gekici iizerine diigmesini saglamak
icin adim bilylikligli Ar=0.001 segilmiy ve gecikme zamanmi 7=0.25 alinarak

Ornekleme yapilmigtir.

Lorenz cekicisine ait logC(e)-log(e) grafigi Sekil 4.9 a’da, bu grafikten bulunan
Olgekleme bolgesinin alt (log(e,)) ve ist (log(e;)) swmn ile korelasyon
boyutu Tablo 4.1’de verilmigtir. Olggkleme bolgesi sabit tutularak hesaplanan
v (9) boyut deferleri i’nin bir fonksiyonu olarak Sekil 4.8’de verildigi gibidir.
Ornekleme hatalartmin grafigin baglangic kisminda daha biiyiik olmast
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Tablo 4.1. 3B Dinamik sistemlere ait ¢ekicilerin korelasyon integrallerinden

hesaplanan Olgekleme bolgesi ve korelasyon boyutlari.

3B Dinamik Olgekleme Bélgesi | Korelasyon Veri Sayist

Sistemler Boyutu (v) (N)
log(e,) | log(ey) '

Lorenz -0.10 1.80 2.109+0.008 15000

Rossler -0.45 1.50 1.830+0.005 15000

Rabinovich- -0.95 0.55 2.175+0.004 15000

Fabrikant

nedeniyle i=10dan onceki kisim dikkate alilnmamistir. Sekil 4.8’den de
gorildigi gibi STY ve BTY egrilerinin korelasyon boyutuna yaklagimi, bu
deger etrafindaki ardigtk saltmmlardan sonra gerceklesmektedir, /’nin
kiiciik degerlerinde salimim daha diizensiz ve genligi daha biyiiktiir. Ancak
i biyiidik¢e salimmlarin genligi giderek kiiglilmekte ve nihayet korelasyon
boyutuna yaklagmaktadir. Her iki efri de grafigin baglangi¢ kisminda hemen
hemen paralel bir saltmm gosterdikten sonra {=29’dan {=5%9a kadar birbirini
kesmeden gitmekte, bundan sonra ise daha kii¢lik A/ araliklarinda cesitli

kesigme noktalar1 olugturarak nihayet boyut degerine ulagmaktadir. Yine

sekilden gorildigii gibi salimmlar boyut degeri etrafinda gergeklesmektedir.

Bu baglik altinda incelenen ikinci 6rnek olan Rossler dinamik sistemi agagida
verildigi gibidir:
X=-(y+2)

y=x-+ay
Z=b+z(x-c)

(4.17)
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Sekil 4.9. 3B dinamik sistemlerden hesaplanan logC(e)-log(¢) grafikleri.
(a) Lorenz, (b) Réssler, (¢) Rabinovich-Fabrikant.

Bu denklem sisteminde gecen parametreler, a=b=0.2 ve c¢=35.7 olarak

alinmigtir. Rabinovich-Fabrikant dinamik sistemi ise,

x=y(z-1+x%)+yx

y=x(3z+1-x2)+yy (4.18)

Z=-2z(a +xy)
denklem sistemi ile verilir. Burada y=0.87 ve a¢=1.1 alinmigtir. Rdssler ve
Rabinovich-Fabrikant ¢ekicilerinin  korelasyon boyutlarinin  hesaplandigt
logC(e)-log(€) grafiklerini Sekil 4.9 b ve c’de verildigi gibidir. Bu grafikler, her
iki dinamik sistemden Ar=0.001 ve 7=0.25 almarak iiretilen N=15000 adet
veriden hesaplanmigtir.  Rossler ve Rabinovich-Fabrikant cekicisi igin
dlgekleme bélgesi ve korelasyon boyutu Tablo 4.1°de, korelasyon boyutuna

yakinsama grafikleri ise Sekil 4.10 a ve b’de verilmigtir.

Rossler cekicisine ait vy (i)- grafiginin, Lorenz cekicisinde oldugu gibi
korelasyon boyutu etrafinda genligi gittikge azalan salinimlarla, tahmin edilen
boyut degerine yaklagmaktadir. Grafikte, baglangic kismuindaki salimmh
bélgeden sonra belirgin iki kesigme noktasi dikkati ¢ekmektedir. Bu kesigme
noktalar1 i=33 ve i=63'de ger¢eklesmektedir. Egrilerin bu sekildeki gidisi
grafigin kalan kisminda devam etmekte ve i{=84’de boyut degeri iizerinde
birlesmektedir. Rabinovich-Fabrikant cekicisine ait vy (i) grafi§inde ise

egrilerin ayrilmast ve birlesmesi diferlerine nazaran daha bilytik bir Ai
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Sekil 4.10. 3B dinamik sistemler durumunda korelasyon boyutuna yakinsama.
(a) Rassler, (b) Rabinovich-Fabrikant, AN=163.

araliginda meydana gelmektedir (i=12; i=70). Tablo 4.1’de korelasyon
boyutlarinin yanmda standart hata deferleri de verilmigtir. Ozel olarak
Lorenz dinamik sistemi igin v(f) boyut degerlerine kargi gelen ey(?) standart
hata degerleri i’nin bir fonksiyonu olarak Sekil 4.11’de ¢izilmigtir. Sekilden de
goriildiigii gibi 6zellikle kiiciik i deéerlerinde, yani daha az sayida elemanin

isleme katildigt durumda, standart hatadaki sapmalar daha biliyiiktiir. Ancak
i=10 degerinden sonra her iki egrinin e=0.008 degerinden olan sapmalar1 hizla
kiiglilmektedir. Diger bir deyigle her bir vy (/) degerinin tahminindeki hata
hemen hemen sabit bir degerde kalmaktadir. Bu nedenle korelasyon boyutuna
yakinsama grafiklerinin yorumunda, grafigin tamamindan ziyade i=10

degerlerine kargl gelen boliimiiniin dikkate alinmasi daha dogru olacaktir.
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Sekil 4.11. Lorenz gekicisinden hesaplanan vy(i) degerlerine
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Sekil 4.12. 2B dinamik sistem 6rnekleri. (a) Hénon, (b) Zaslavskii
gekicileri.

4.4. 2B Dinamik Sistemler

Bu alt baghk altinda Hénon ve Zaslavskii ayrik dinamik sistemleri iizerinde
durulmugtur. Once bu dinamik sistemleri kisaca tamitahm. Hénon tasviri

agagidaki esitlikler ile verilir.

_ a2
xml—y”+1 ax,

, (4.19)
yml =bxn

Hénon tasvirinden a=1.4 ve b=0.3 altnarak N=15000 adet veri {iretilmistir.

Sekil 4.12 a’da verilen Hénon ¢ekicisi, yukarida verilen parametre degerleri ve
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tegle)

(b)

Sekil 4.13. 2B dinamik sistemlerden hesaplanan logC(e)-log(e)
grafikleri. (a) Hénon, (b) Zaslavskii.

N=16384 adet veri kullanilarak ¢izilmistir. Zaslavskii ayrik dinamik sistemi

x, =[x, +v(1+py,)+evpcos2nx,] mod(l)

4.20
¥,.;=¢ T(y,+ecos2nx,) (4.20)
esitlikleri ile verilir. Birinci esitlikte gegcen pu parametresi,
1-eT
= (4.21
b= )

seklinde tammlanmaktadir. Zaslavskii tasvirinden I'=3.0, v=400/3 ve ¢=0.3
alinarak N=25000 adet veri tiretilmigtir. Sekil 4.12 b’de verilen Zaslavskii
gekicisi ise ayn1 parametre degerleri ve eleman sayisi kullanilarak gizilmigtir.

Sekil 4.13 a ve b Hénon ve Zaslavskii ayrik dinamik sistemlerine ait JogC(e)-
log(e) grafiklerini gostermektedir.  Zaslavskii igin verilen logC(e)-log(¢)
grafiginin, dlgekleme bolgesi iginde farkli iki egime sahip oldufu goriilmek-
tedir. Bu grafikler esas alinarak bulunan olgekleme bolgesinin sinirlan ve

korelasyon boyutlart Tablo 4.2°de verilmigtir.

2B dinamik sistemlere ait korelasyon boyutuna yakinsama grafikleri Sekil
4.14'de verilmigtir. Bu grafiklerde, STY ve BTY egrilerinin boyut degeri
etrafindaki salimimlari, daha 6nce 3B dinamik sistemler igin verilen grafiklerle

onemli bir benzerlik gdstermektedir.
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Tablo 4.2. 2B Dinamik sistemlere ait gekicilerin korelasyon integralle-
rinden hesaplanan Slgekleme bdlgesi ve korelasyon boyutlar1.

2B Dinamik Olgekleme Bolgesi Korelasyon Veri Sayist
Sistemler Boyutu (v) N)
log(e,) | log(ey)
Hénon -2.15 0.80 1.198+0.006 15000
Zaslavskii -3.60 -0.60 1.540+0.092 25000
1.210 ~ T T T T T T ! ]
1.208 ]
1.202 ; ]
&, qea -; =
1.194 E. .
:‘ :
1.190 AP AL I L) L T Y T —
10 2o 30 40" " 7 50 6o 70 eb o0
I
(2)
1.58 T T T T T T T ﬁ
3 E
1.87 3 3
1.56 -'-; =
1.84 ; V\_:/'Wm-‘"' TTETTIT s =
1.53 ; 3
.82 1-0' "2 T T30 4o” T 7 50 60 70 ac’ g-o
(b)

Sekil 4.14. 2B dinamik sistemlerde korelasyon boyutuna yakinsama.
(a) Hénon (AN=163), (b) Zaslavskii (AN=275).
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4.5. 1B Dinamik Sistemler

Logistic tasviri, bir boyutlu ayrik dinamik sistemin en ¢ok bilinen 6rneklerin-

dendir. Logistic tasviri,

X, =ax,(1-x) x,€[0,1] (4.22)

seklinde verilir. Bu tasvir, ¢cok basit bir sistemin dahi, oldukg¢a kaotik davranig
gosterebileceginin carpict bir Ornegidir.  Logistic tasviri, niifus dinamigi
kgahgmalarmda yaygin olarak kullamlan tamamen deterministik bir sistemdir.
Parametre (a) degerine baght olarak sistem son derece zengin bir davranig

gesitliligi ortaya koyar, (May, 1976).

Ornegin, a<1 parametre degerlerinde, niifus daima sifira (xn'=0; X : sabit

nokta) gider. Parametrenin 1 ve 3 arasindaki degerlerinde, baglangi¢ niifuslar
xn*=a-1/a sabit noktasmna gider. Parametrenin degeri arttirlmaya devam
edilirse, sistemin davranist 6nemli 6lgiide degisir. Ornegin, a= 3.2 parametre
degerinde, peryodun 2 oldugu bir cevrim ortaya ¢ikar. Peryot, daha sonraki
belirli parametre degerlerinde 4, 8, 16,...,2k seklinde ikiye katlanarak gider ve
a=a=3.5699456...’da sonsuz peryotlu bir ¢evrime ulagir. Bu durum $ekil 4.15
a’da diisey cizgi ile gosterilmigtir. @ parametre deferi i¢in sistemin irettigi
Cantor benieri kiime Sekil 4.15 b1’de, zaman serisi ise Sekil 4.15 c1’de verildigi -

gibidir.

Sistemin a,'dan daha kiicik ya da daha bilyik parametre degerlerindeki
davranigt arasinda Gnemli bir fark vardir. Sistem, a<a, durumlarinda,
sonugta daimi bir duruma ulagan peryodik davramg gosterirken, a>a
parametre degerlerinde kendini tekrarlayan bir yapt ortaya koymaz. Nihayet
a=4.0’de, ¢ekici [0,1] arahgim Sekil 4.15 b2’de gorildiigii gibi tamamen

doldurur. Bu parametre degeri icin elde edile zaman sérisi Sekil 4.15 c2’de

verilmigtir.
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Sekil 4.15. (a) Logistic denkleminde sabit noktalarin parametreye bagh olarak
degisimi, (bl) a=a_, (b2) a=4.0 icin elde edilen fraktal kiimeyi,
(c1) birinci parametre degeri igin, (c2) ikinci parametre degeri icin
elde edilen zaman serilerini gostermektedir.
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Bu alt baghk altinda parametrenin siraswyla a<a , a=a, ve a>a, durumla-

rinda korelasyon boyutuna yakinsama ayrintili olarak incelenmigtir.

Oncelikle, Sekil 4.15 a ile verilen dallanma diyagrami dikkate alinarak Logisic
denkleminin peryodik ¢6ziimleri iizerinde durulmugtur. Daha 6nce Korelasyon
Boyutuna Yakinsama-Desiklilik iliskisi bagligi altinda @=3.5699142 parametre
degeri i¢in elde edilen peryodik yoriinge (7=128) durumunda korelasyon
boyutuna yakinsama {izerinde durulmustu. Burada ise 7=256 oldugu
’c'z=3.5699415 parametre degeri igin elde edilen peryodik yoriinge durumunda
korelasyon boyutuna yakinsama incelenmistir. 7'=256 i¢in elde edilen STY ve
BTY egrileri Sekil 4.16’da verilmistir. Sekilden de goriildiigii gibi gerek STY

gerekse BTY peryodu 32 olan bir salimm gostermektedir. Bu durumu,
T=256ik yoriingenin, T=32’min motiflerini yansittify seklinde yorumlayabi-

liriz.

Logistic denklemi kullanilarak yapilan ikinci uygulamada a=a, parametre
degeri ve N=16384 adet veri kullanilmugtir. STY ve BTY egrilerinin
davranigint daha yakindan gorebilmek icin 6nce AN=1 almarak ilk 1600
satir/bant igin, egrilerin genel gidigini gorebilmek i¢in de AN=41 almarak

hesaplama yapilmigtir.

Logistic denklemi kullanilarak yapilan son uygulamada ise STY ve BTY
egrileri, sistemin kaotik davramyg gosterdi§i a=4.0 parametre degeri igin
hesaplanmugtir. Logistic tasvirinden bu parametre degerleri igin hesaplanan
korelasyon integralleri Sekil 4.17 a ve b’de, dlgekleme bolgesinin sinirlar ve

korelasyon boyutlar1 Tablo 4.3°de verilmistir.

Logistic denkleminin sonsuz peryotlu bir salimm verdigi a=a,, parametre
degerinde STY ve BTY egrileri T=128 olan bir salinimla korelasyon boyutuna
yakinsadif1 Sekil 4.18den goriilmektedir.
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Sekil 4.16. Logistic tasvirinde a=3.5699415 i¢in korelasyon boyutuna
yakinsama (T=256).

0-0* T T ¥ T T LAMAAE AMMALAEY &% R \RAL Ahthd sARM AAAA AAGAR Riddd SAAM M BT
—o.o: q ~1] -:‘
] ] 3
-Lo% E ”‘q‘ ;
153 1 & 3
e ERC ]
£ "”3 ] &3 ;
K -5 :
= i -
-301 i i i
-
1 E ] E
IR A" A A A e B MM S M i S s i
log(e) logle)
(2) (b)

Sekil 4.17. Logistic denkleminden hesaplanan logC(e)-log(e)
grafikleri. (a) a=a_, (b) a=4.0.

Bununla birlikte P=128lik salinimin, daha biiytik i deferlerinde degisip
degismedigini kontrol etmek igin i=8000-8800 arasinda BTY egrisinin deteylt

salintm gizilmig ve ayn1 peryotla devam ettigi gdzlenmigtir.

Ozetle, buraya kadar incelenen asa,, parametre degerleri i¢in elde edilen STY
ve BTY egrileri peryodik bir davramy gostermektedir. $ekil 4.19°de verilen
kaotik davraniga ait STY ve BT Yegrileri ise korelasyon boyutunun etrafinda

aperyodik bir salinim vermektedir.
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Sekil 4.18. Logistic tasvirinde a=a_, igin korelasyon boyutuna
yakinsama, (a) AN=1, (b) AN=41.
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Sekil 4.19. Logistic tasvirinde a=4.0 i¢in korelasyon boyutuna
yakinsama (AN=41).
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Tablo 4.3. 1B dinamik sistemlerden hesaplanan 6lgekleme bélgesi ve
korelasyon boyutlari.

1B Dinamik Olgekleme Bolgesi | Korelasyon | Veri
Sistemler Boyutu (v) Say1s1
log(e,) | log(ey) )
Logistic a=a_, -5.6 -1.8 0.5+0.006 16384
Logistic a=4.0 -6.6 2.7 0.952+0.01 16384

Buraya kadar Logistic tasvirinden parametrenin farkli degerleri igin elde edilen

kiimelerin boyut degigimleri iizerinde duruldu. Bu kiimelerden a=a,

parametre deferi i¢in elde edilenlerin digindakiler fraktal degildir. Bilindigi
gibi Logistic tasviri a=a_, parametre degeri igin bir gekiciye sahiptir, ancak bu
gekici kaotik degildir. Diger bir deyisle, ayn1 parametre degeri, fakat farkh
baglangi¢ kogullarindan hareket edilirse, yOriingeler birbirinden sabit bir
uzaklikta kalir. Opysa kaotik gekicilerde yoriingeler birbirlerinden zamanla
tstel olarak 1raksarlar, dolayisi ile baglangic kosullarina hassas duyarlilik
s6z konusudur. Sistemin tamamen kaotik davrandifl a=4.0 i¢in elde edilen
STY ve BTY egrilerinin korelasyon boyutuna yakinsamalart peryodik
durumdan tamamen farklidir. Dolayst ile, Logistic tasvirine ait korelasyon
boyutuna yakinsama grafiklerinin ¢ekicinin 6zellikleri hakkinda 6nemli bilgiler

verdigini sOyleyebiliriz.

Bir boyutlu ayrnk dinamik sistemlerin sik kullanilan diger bir Ornegi de

agagidaki esitlikle verilen ¢adir tasviridir.

A () =r(1-2x-1/2) =2,{1’fx Off;slﬁ . (4.23)

Dallanma diyagram1 Sekil 4.20 a’da verilen ¢adir denklemi r>0.50 parametre
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Sekil 4.20. (a) Cadur tasviri dallanma diyagramu, (b) r=0.556
parametre degeri icin elde edilen verinin gubuk
diyagrami.

degerlerinde pozitif Lyapunov tisteline sahiptir (A=2r>0). Diger bir deyisle, bu
parametre deferlerinde sistemin davranist kaotikdir. Cadir denklemi icin STY
ve BTY egrileri, parametrenin iki ayr1 degeri igin hesaplanmgtir. r=0.556
icin elde eilen verilere ait qubuk diyagram: Sekil 4.20 b'de verildigi gibidir.
r=0.95 parametre degerinde ise [0,1] aralift hemen hemen dolmaktadir.
Cadir tasvirinden korelasyon boyutu r=0.556 igin 0.995:0.004, r=0.95 igifx
0.991+0.008 olarak hesaplanmigtir. Bu parametre deferleri igin elde edilen
korelasyon boyutuna yakinsama grafikleri Sekil 4.21 a ve b’de verilmigtir.
Sekillerden de goriildiigii gibi her iki parametre deferi igin elde edilen
grafikler, daha Once difer sistemlerin kaotik ¢ozlimleri igin hesaplanan

korelasyon boyutuna yakinsama grafiklerine benzerlikler gdstermektedir,
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Sekil 4.21. Tent tasviri durumunda korelasyon boyutuna yakinsama,
(a) r=0.556, (b) r=0.95 (N=16384, AN=41).

4.6. Determinist Fraktaller

Ayrik veya siirekli dinamik sistemler durumunda korelasyon integralini
hesaplanmasinda m embedding boyutunu gostermek iizere, {(X})i, i=12,..m;
i=1,2,..,N} seklinde zaman serileri kullanildi. Ancak determinist fraktaller
durumunda boéyle bir seri sonsuz farkli gekilde olusturulabilir. Diger bir
deyisle, fraktal sekli kenar uzunlufu e olan m-boyutlu kiiblerle Orttiigliimiizii
diigiinelim. Bu durumda her kiibe farkli bir p; olasiif1 atayabilir ve gekli bu
olasiliklara gore yeniden olugturabiliriz. Bu yaklagima, Iteratif Fonksiyon
Sistemleri (IFS) y6ntemi denmektedir, Barnsley, (1985). Peitgen vd. (1992),

Sierpinski contast ve Barnsley egreltiotunu 6rnek alarak yaptiklart tartigmada,



1.0
0.8 3
0.8
0.7
0.6
X(n) 0.5 -
0.4 ~
0.3
0.2 ]
0.1

0.0 U'”I“Ii‘ob‘o‘”““z‘ob‘d””’&b‘o‘o”””z.'DIDIO' lllll Iﬁblolo' lllll IG'OID.OI lllll 5‘0‘0‘0‘ lllll 181013'0

1.0

0.9 I
ﬂ 1l
0.7 4
0.6 1
X(n) 05 ~
0.4 -
4.3
0.1
175 200 | 23

0’°O““2‘5“‘5’0““7‘5""‘|'."]ésl'.l‘]éo'll

(b)

Sekil 4.22. Cantor kiimesinden elde edilen iki zaman serisi, a) alt araliklar
tiniform degil, b) alt araliklar tiniform olasilikli,

Sierpinski contasi i¢in {iniform, Barnsley egreltiotu igin ise {iniform olmayan

bir olasilik dagilim1 se¢menin daha uygun oldugunu belirtilmektedirler.

Cantor kiimesinin olusturulmasinda agagida verilen doniigiim ¢ifti kullanil-

mugtir, Liebovitch ve Toth (1989).

X
%omd oy 22,0 (4.24)

(4.24) ile verilen doniigiim iftinin Gretmiy oldugu Cantor kiimesinin
elemanlar1 Once kiiciikten bilyiige dogru stralanmigtir. Diger bir deyisle
Sekil 4.22 a’da goriildiigii gibi Cantor kiimesi, birim aralif1 bagindan sonuna

dogru, adim adim dolduracak sekilde yeniden diizenlenmigtir.
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Bu seriye, ¢ekicisi Cantor kiimesi olan bir dinamik sistemin iiretti§i zaman serisi
gozilyle bakabiliriz. Koch egrisi de aym sekilde tiretilmigtir, bu sekilde elde

edilen seriler, Sekil 4.3’de Cantor kiimesi ve Koch egrisi igin verilen STY ve

BTY egrilerinin elde edilmesinde kullanilmigtir.

Cantor kiimesinin bu sekilde iiretilmesinin dogal sonucu olarak seri, pozitif bir
gidis (trend) lizerinde zaman zaman sicramalar (jump) yapan bir salinim
verecektir. Bdyle bir salinimda seri, kuvvetli i¢ bagimlihia sahip olacaktir.
‘Determinist fraktallere ait verinin bu gekilde iiretilmesi durumunda elde edilen
fraktal boyut degisiminin, $(¢) fonksiyonunun salinimu jle uygunluk gosterdigi

yine Sekil 4.3’den goriilmektedir.

Sekil 4.22 b, yukarida definilen strali veriden hareketle, alt araliklarin
tiniform olasiikll olacak gekilde secilmesi durumunda elde edilen zaman
serisini gostermektedir. Elde edilen seriler farkli olmakla birlikte, her iki

durumda da noktalar aynm gekiciyi (Cantor kiimesini) temsil etmektedirler.

Cekicisi Cantor kiimesi, Koch egrisi vb. olan, dogal bir siirece ait herhangi bir
dinamik sistemin iretti§i zaman serisinin Sekil 4.22 a’dan ziyade Sekil 4.22
b’deki gibi olmasini beklemek daha gercekei goziikmektedir. Sekil 4.23 a ve
secilmesi durumunda elde edilen korelasyon boyutuna yakinsama grafiklerini
gostermektedir. Bu grafiklerde, gerek STY gerekse BTY’nin salinimi ile
deterministik kaotik siirecler icin verilen korelasyon boyutuna yakinsama
arasinda, olasiliklarin {iniform olarak secilmedigi duruma goére, daha yakin

bir iligkinin oldugu sdylenebilir.
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Sekil 4.23. Seklin iiniform olasilikli olarak elde edilmesi durumunda
korelasyon boyutuna yakinsama grafikleri. a) Cantor kiimesi,
b) Koch egrisi.

4.7. ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average) (1,0,1)

Diigiik boyutlu dinamik sistemlerde gerek peryodik gerekse kaotik ¢Oziimler
durumunda STY ve BTY egrilerinin korelasyon boyutuna ne sekilde yakinsa-
diklarim1 gordiik. Ancak aym uygulamanin yiiksek boyutlu (stokastik)
sistemlere uygulanmast aym derecede kolay olmayacaktir. Ciinkii bu
sistemlerde embedding boyutu arttik¢a fraktal boyut deferi de artacaktir. Bu
durumu ortaya koymak icin ARIMA(1,0,1) modelinden iiretilen N=20000 adet
veri i¢in 7=1 alinarak farkli embedding boyutlarina karsi gelen korelasyon

integralleri hesaplanmigtir, Sekil 4.24 a. Bu korelasyon integrallerinden
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Sekil 4.24. ARIMA(1,0,1) modelinden tiretilen verilerin, (a) farkli embedding
boyutlar1 i¢in korelasyon integralleri, (b) korelasyon boyutun
embedding boyutu ile degisimi.

S
o

hesaplanan fraktal boyut degerleri embedding boyutunun fonksiyonu olarak Sekil
4.24 b’de verilmigtir. Sekilden de goriildiifli gibi embedding boyutu arttikga,
buna kars1 gelen fraktal boyut degeri de artmaktadir.

ARIMAC(1,0,1) modelinde oldugu gibi yiiksek boyutlu sistemlerde fraktal boyut
degeri tam olarak belirlenemez. Bu tip siireclerde fraktal boyut degerinin tam
olarak belirlenebilmesi, gercek¢i olmayan uzunlukta bir zaman serisi gerektir-
mektedir. Bu nedenle STY ve BTY egrilerinin hangi boyut degerine ve bu boyut
degerine ne sekilde yakinsadifn hakkinda kesin bir sey stylenemez. Ancak
icinde bulundufu uzayr tamamen dolduran dolayist ile biitiin uzayin gekici
oldugu bir sistem durumunda fraktal boyut degisiminin incelenmesi diigiiniile-

bilir. Bu durumda korelasyon integrali m-boyutlu kiib durumunda,
c(e)=[e(2-€)]" (4.25)

ifadesiyle verilebilir, Smith, (1988). m=1 alinmasi durumunda [0,1] aralifini
tiniform olarak dolduran bir veri kiimesi elde edilir. Bu kiime degiksizdir
dolayis1 ile fraktal degildir. Kiimenin degikliligini yansitan &(¢) fonksiyonun

m=1 igin
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Sekil 4.25. [0,1] aralifin1 tiniform olarak dolduran, desiksiz (nonlacunar) bir
veri kiimesi icin korelasyon boyutuna yakinsama, N=16384, AN=41.

D(e)=2-€ (4.26)

ile verilebilecegi (4.25) esitlifinden goriilebilir. (e) fonksiyonu sabit olmamakla
birlikte e—0 limit durumunda pozitif bir sabite yakinsamaktadir. Bu y&niiyle
&(e) fonksiyonu, daha 6nce bahsedilenlerden farklt bir desiklilik tipi ortaya
koymaktadir. Bu kiime icin elde edilen korelasyon boyutuna yakinsama grafigi
Sekil 4.25°de verildigi gibidir. Bu grafikteki STY ve BTY egrilerinin davranis1
ile ®(e) fonksiyonun sabit oldugu Koch egrisi érnegi arasindaki benzerlik
dikkat gekicidir. Koch egrisi durumunda STY, siirekli olarak tahmin edilen
boyut degerinin iizerinde, BTY ise altinda fakat saltnim yapmadan gitmek-
tedir. Son Grnekte ise egrilerin yer deistirmis olmasinin diginda, salimimla-

rin daha diizensiz oldugu goriilmektedir.

Bilgisayar yardimiyla korelasyon boyutuna yakinsama hesaplamalarinin fazla
zaman almasi nedeniyle, ara korelasyon integrallerinden hesaplanan egim
degerlerinin grafik tizerinde kag satirda/bandda bir isaretlenecegini gosteren
AN degeri genellikle biiyiik alinmigtir. Bu durum, korelasyon boyutuna yakin-
sama grafiklerinin detayindaki bilgileri gizlemektedir. Korelasyon boyutuna
yakinsamadan hareketle gerek desiklilik gerekse deterministik kaotik siireglere
Ozgli karakteristikleri yakalayabilmek igin daha biiyiik veri sayisi ve daha
kiiciik AN kullanilmas1 gerekmektedir.



BOLUM 5 : YONTEMIN MAKSIMUM VE MINIMUM SICAKLIK
VERILERINE UYGULANMASI

Baz1 deteministik kaotik slireglere, diizgiin fraktallere ve deterministik kaotik
olmayan siireglere uygulanan yontem, bu bdlimde gercek zaman serilerine
uygulanmugtir. Bilindigi gibi pek ¢ok meteorolojik parametre, bir zaman serisi
seklinde Orneklenmektedir. ~ Atmosferde olugsan bir siirecin, ¢ok sayida
bagimsiz degisken tarafindan etkilenmesi, diizensiz (kaotik) bir davramga
neden olmaktadir. Bu nedenle, kaos teorisinin siklikla uygulandif
disiplinlerin baginda “atmosfer bilimleri" gelmektedir. Bu boliimde, maksimum
ve minimum sicakltk verileri durumunda korelasyon boyutuna yakinsama
lizerinde durulmugtur. Dolayist ile Once verilerden mevsimlik salimmlar
giderilmeye calistimigtir. Bu amacla, Fourier analizi temeline dayanan bir
yontem Onerilmistir. Verilerden mevsimlik salintmlar giderildikten sonra, faz
uzayl yeniden kurulmustur.  Ayrica, yOntemin yeniden kurulmug faz
uzaylarina uygulanip uygulanamayacagi, Hénon dinamik sistemin ilk durum

degiskeni kullanilarak test edilmigtir.
5.1. Verilerden Mevsimlik Salinimlarin Giderilmesi

Caliymada, Istanbul Kandilli Rasathanesinde 6l¢tilen 1964-1983 yillanna ait
20 yibk giinlik maksimum ve minimum sicaklik verileri kullanilmigtir,
(Sekil 5.1 a, b). Bu sekillerde de goriildiigii gibi verilerin hakim peryodu 365

giindiir.
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Sekil 5.1, Qaligmada kullanilan zaman serileri. (a) Maksimum sicaklik,
(b) Minimum s1caklik.

Ancak uygulamaya ge¢meden Once incelenen zaman serilerinin stasyoner hale
getirilmesi gerekmektedir, (Henderson ve Wells, 1988). Uygulamada 2.inci
mertebeden stasyonerlik yeterli goriilmektedir. Bunun igin de. ortalama ve
standart sapmadaki peryodikligin giderilmesi gerekmektedir. Ancak Lorenz ve
Rabinovich-Fabrikant dinamik sistemlerinden {iretilen zaman serilerinin
incelenmesi sonucu, bu dinamik sistemlerin ortalamada stasyoner olmakla
birlikte, standart sapmada stasyoner olmadiklart gériilmiigtir. Bu durumda
serinin sadece ortalamada (1.inci mertebeden) stasyoner hale getirilmesi yeterli

olacaktir.

Seriyi l.inci mertebeden stasyoner hale getirmek icin uygulanan klasik yéntem,
Ornek ortalamalarindan olugan serinin peryodik bilegeninin, orijinal seriden

¢ikarilmast seklindedir. Diger bir deyisle, elimizdeki sablonu (ortalamanin
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peryodik bilegeni) birinci y1l lizerine koyup, veriler ile gablon arasindaki farki
hesapliyoruz ve bu iglemi diger yillar icin tekrarliyoruz. Ele alinan her hangi
bir yilin bir kism1 gablonun {izerinde, diger kisimlar1 gablonun altinda
gergeklegmig ise bu saltntm l.inci mertebeden stasyoner seriye aynen yanstya-
caktir, genel olarak mevsimlik salinimlar giderilemeyecektir. Bir seriden
mevsimlik salilmmlar1 tam olarak gidermeye ydnelik belirgin bir yéntem yoktur.
Bu giiglik nedeniyle uygulamada, aym mevsimler, Ornegin sadece ki
mevsimleri veya yaz mevsimleri birlestirilerek, mevsimlik salilnimlarin

~(5lmad1§1 bir seri elde etme yoluna gidilir.

Ancak dogru yaklagim, seriyi bir biitiin olarak ele almaktir. Bu ¢aligmada,
mevcut zaman serilerinden mevsimlik salinimlar ¢ikarildiktan  sonra,
yontemin uygulamasina gecilmigtir. Seriden mevsimlik salinimlarin gikaril-

mast igin izlenen yol ise agagida 6zetlendigi gibidir.

Kandilli rasathanesinde o&lgiilen giinlik maksimum ve minimum sicakliklar
kullanilarak klimatolojik olarak belirlenen mevsimlerin, meteorolojik mevsim-
lerden bazi sapmalar gésterdigi ortaya konmugtur. Buna gore, 3 Ocak-6 Mart
Kis, 6 Mart-30 Mayis ilkbahar, 30 May:s-29 Eylil Yaz ve 29 Eyliil-3 Ocak
Sonbahar mevsiminin baglangic ve bitis tarihlerini gOstermektedir, (Caglar,
1995). Ancak bu galiyjmada Kig ile ilkbahar, Yaz ile Sonbahar mevsimleri
birlestirilerek, bir yil iki mevsim geklinde ele alilnmigtir. Bu durumda birinci
mevsim, 3 Ocak-30 Mays, ikinci mevsim ise 31 Mayis-2 Ocak tarihlerini
kapsamaktadir. Mevsimleri bu gekilde ayirmamizin iki 6énemli yarari vardir.
Birincisi, birbirine benzeyen paternleri bir arada incelemenin sagladigt
kolaylik, ikincisi ise, mevsimlerin incelenen peryot igindeki siralarina gore
tekrar birlestirilmeleri esnasinda meydana gelebilecek siireksizlik durumlarini
en aza indirmektir. Fourier analizi ile seriden mevsimlik salinimlart gidermek
miimkiindiir. Ancak bu durumda yeterli harmonik sayisini dogru bir sekilde

belirlemek zordur.



Sekil 5.2. Minimum sicaklik verisinden elde edilen birinci mevsimlerin
olugturdugu seri.

Sekil 5.3. Minimum sicaklik verisinden elde edilen ikinci mevsimlerin
olugturdugu seri.

Ancak, benzer paternlerin yan yana gelmesi durumunda, yeterli harmonik
sayisin1 daha dogru bir gekilde belirlemek miimkiindiir. Ornegin Sekil 5.2,
minimum sicakltk verisi icindeki birinci (K1§+i1kbahar) mevsimlerden
olugmus bir seriyi gdstermektedir. Sekilde, seriyi temsil eden toplam harmonik
de ¢izilmistir. Birinci mevsimlerden olugan seri i¢in toplam harmonikler her
10 aduimda bir hesaplanmig ve sonugta elde edilen toplam harmonikler Sekil
5.2’de verilen seri ile tek tek kargilagtirilmigtir. Harmoniklerin, mevsimlik
sallmmlardan daha kiigiik sallmmlann yakalamaya bagladifn adimda
karsilagtirma iglemine son verilmistir. Benzer yaklasgim Sekil 5.3’de verilen

ikinci mevsim (Yaz+Sonbahar) serisine de uygulanmigtir.
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Sekil 5.4. Minimum sicaklik serisinden mevsimlik salimimlar gidermek igin
olugturulan sablon.

Birinci ve ikinci mevsim serilerini en iyi temsil eden toplam harmonikler belirlen-
dikten sonra, bu harmoniklerde her bir mevsime karsihik gelen kisim Sekil
5.4'de goriildigli gibi minimum sicaklik serisi igindeki stralarina gére
birlestirilmigtir. Mevsimlerin ikiger ikiser birlestirilmesi diigiincesi, yu igindeki
stireksizlik noktalarinin sayisini (bu durumda bir nokta) minimuma indirmek
icindir. Eger mevsimleri ayr1 ayr1 ele almig olsaydik, yil icindeki siireksizlik

noktalarinin sayisi iice ¢ikacakti.

Yukarida anlatilan adimlardan sonra, minimum sicakhik serisi (orijinal seri)
icin aym1 sekilde her 10 adimda bir hesaplanan toplam harmonikler Sekil
5.4de verilen gablon ile karsilagtirilmis ve gablonu en iyi temsil eden
harmonikte karstlagtirma iglemine son verilmigtir, (Sekil 5.5). Sablon,
kargilagtirma amaciyla kullanildify igin siireksizlik noktalari icermesi Gnem
tasimamaktadir. Son adimda ise, Sekil 5.6 goriildiigli gibi sablonu en iyi
temsil eden harmonik, minimum sicaklik serisinden ¢tkarilarak, mevsimlik
salinimlarin giderilmig oldufu bir seri elde edilmigtir. Bu serinin ortalamast
stfir, standart sapmast ise 2.5 °C’dir. Buraya kadar minimum sicakhk igin
yapilan iglemler benzer sekilde maksimum sicaklik verisi igin de yapilmig-
tir. Sonucgta elde edilen serinin ortalamasi sifir, standart sapmasi ise 3.6

°Cdir.
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Sekil 5.5. Minimum sicaklik verisinden hesaplanan harmoniklerin (kesikli egri)
sablon (siirekli egri) ile kargilagtiriimasi
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Sekil 5.6. Mevsimlik salintmlan giderilmis minimum sicaklik verisi.
5.2. Yontemin Yeniden Kurulmus Faz Uzaylarina Uygulanmasi

Ugiincii boliimde genellikle orijinal faz uzaylari iizerinde ¢aligtik. Ancak
gercek zaman serileri durumunda, ikinci béliimde verilen bilgiler dogrultusunda
faz uzaymin yeniden kurulmasi gerekmektedir. Bu amagla Hénon dinamik
sistemi, yOntemin, yeniden kurulmug faz uzaylarina uygulanabilirligini

aragtirmada test amaciyla kullanilmigtir.

Hénon dinamik sisteminin ilk durum degigkenine ait 30000 adet veriden, 7=2
ve m=3 alinarak faz uzayr yeniden kurulmugtur. Cekicinin boyutu 1.2410.02
olarak hesaplanmigtir. Bu durum icin korelasyon boyutuna yakinsama grafigi

Sekil 5.7°de verildigi gibidir. Bu sekil, orijinal faz uzayindan elde edilen grafik



1.285

1.2885

1.245

wli)

1.228

1.205

<‘.~ g i

] Q .
<
N
.
13
L3
<
3
1Y
)
'
1
1
[}
1}
1y
(Y
P
{
I3
1]
13
¥
LY
Ay
P
L}
.
4
1
N
0
K
14
1
[
¥
1
1
1
1
\
[}
?
1
)
1
13
[}
)
1
h
1
3

©) v fygalabhalarabsag

10 Yo g sloradpenbespls
> \
"~
- ad -]
.
\
\
i \ ]
J
J P

O
-
O
N,
O
(]
()
IS
[e)
4]
O
o
Q
~
C
[}
(]

1.188 F— T r r T T T

Sekil 5.7. Hénon dinamik sisteminin ilk durum degigkeninden hareketle olugtu-
rulan yeni faz uzayindan hesaplanan korelasyon boyutuna yakinsama
grafigi, 7=2, m=3 ve N=30000 igin

ile (bak. Sekil 4.14 a) karsilagtinldifinda detayda bazi farklar olmakla
birlikte genel gidisin ayn1 kaldigi goriiliir.

5.3. Yontemin Maksimum ve Minimum Sicaklik Verilerine Uygulanmasi

Calymada kullanilan verilerden, daha Once anlatilan ydntemle mevsimlik
salinimlar giderildikten sonra, faz uzay1 yeniden kurulmaya caligiimigtir,
Giinkii yontemin - uygulanabilmesi icin, faz uzayinin ve bu uzay igindeki
cekicinin

boyutunun hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin 7=1, 2 ve m=35, 10, 15,...
alinarak, korelasyon integralleri hesaplanmigtir.  Ayrica test amaciyla
kullanmak igin, verilerle ayni ortalama, standart sapma ve veri sayisina sahip
rastgele veri icin de korelasyon integralleri hesaplanmigtir.  Sonuglar,
minimum sicaklik icin Sekil 5.8 a-c, maksimum sicaklik igin Sekil 5.9 a-c’de
verilmigtir. Bu gekillerde verilen her korelasyon integralinden hesaplanan boyut
degerlerinin degisimi m’ye bagh olarak ¢izilmigtir, (Sekil 5.10 a, b). Bu
sekillerde, 1 no.lu egri 7=1; 2 no.du egri 7=2 durumunu, 3 no.lu egri ise
verilerle ayn1 ortalama, standart sapma ve eleman sayisina sahip rastgele veriyi

temsil etmektedir.
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(a) (b)

Sekil 5.8. Minimum sicaklik verisinin korelasyon integralleri, (a) Rastgele veri,
(b) =1, (c) 7=2 (m=S5, 10, 15,...).

1Y A YA YA

log(e} I 11ARS T RAR 4" 35 49 ea
loals)

(b) (©

Sekil 5.9. Maksimum sicaklik verisinin korelasyon integralleri. (a) Rastgele veri,
(b) =1, (c) 7=2 (m=5, 10, 15,...).

Minimum sicaklik durumunda, 7=2ye kargilik gelen egri, 3 no.lu egriden
Onemli oranda sapma g&stermekle beraber her hangi bir m degerinde doymaya
ulagmamaktadir. Buna karsihk, 7=1 igin verilen efri m=28 degerinde
hemen hemen sabit gitmektedir. Bu m degerine kars1 gelen korelasyon boyutu
12.6’dir.  Ancak biiyiik m degerlerinde 1 no.lu egrinin tekrar yiikselmeye
bagladign da goriilmektedir. 7=1 durumunda, m ve buna kargi gelen v
degerini dogru olarak belirleyebilmek i¢in, m =28 civarinda daha sik noktada

hesaplama yapilmigtir.

Maksimum sicaklik i¢in verilen v-m grafiginde ise, gerek 7=1 ve gerekse 7=2
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Sekil 5.10. Korelasyon boyutunun embedding boyutu ile degigimi, (a) Minimum
sicaklik, (b) Maksimum sicaklik (1: =1, 2: 7=2, 3: rastgele veri).
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Sekil 5.11. Minimum sicaklik verisinden hesaplanan korelasyon boyutuna
yakinsama grafigi.

durumu igin m artttkga v de artmaktadir. Maksimum sicaklik verisi
durumunda boyut degerinin elde edilememesi nedeniyle korelasyon boyutuna
yakinsama grafifisadece minimum sicaklik icin hesaplanabilmigtir, (Sekil
5.11). STY ve BTY egrileri diizenli bir artigla boyut degerinin iizerine
ciktiktan sonra, grafifin sonuna kadar bu gekilde devam etmekte ve ani bir

inisle boyut degerine yaklagmaktadtr.
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BOLUM 6: SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez caligmasinda, bir boyutlu zaman serilerinden korelasyon boyutunun
say1sal olarak hesaplanmasi igin ydntemler {lizerinde durulmug ve bu yontemler
~d‘i‘1§ﬁk boyutlu determinist sistemlerden elde edilen zaman serilerine, gercek
meteorolojik veriye, ayrica kontrol amaci ile kullanmilmak iizere de ARIMA

modelinden elde edilen geligigiizel bir seriye uygulanmiglardir.

Calismada, Satir Tarama Yontemi (STY) ve Band Tarama Yontemi (BTY)
olarak adlandirilan hesaplama yontemleri ile korelasyon boyutunun ardigik
yaklagtirimlarla asimtotik degerine yakinsamasi incelenmigtir. Giderek daha
bilyiik sayida eleman {izerinde toplamlar iceren bu ardigik yaklagtinm
yontemleri igin incelenen sistemlerin peryodik ve aperyodik oluglarina gore
baz1 farkliliklar gozlenmigtir. Ayrica, incelenen serilerin gekicilerinin ayrik
olcekleme (dilatasyén) simetrisine sahip olduklann durumda, bu c¢ekicilerin
desikliliklerinde  gézlenen peryodik davranmigin, korelasyon boyutuna

yakinsama egrilerine de yansidif1 gozlenmistir.

Yukarida bahsedilen yéntem 6ncelikle, Logistic ve gadir tasviri gibi 1B ayrik
dinamik sistemlere; Hénon, Kaplan-Yorke ve Zaslavskii gibi 2B ayrik dinamik
sistemlere; Lorenz, Rossler ve Rabinovich-Fabrikant gibi 3B stirekli dinamik
sistemlere ayrica Cantor kiimesi ve Koch egrisi gibi determinist fraktallere

uygulanmuigtir.

Meteorolojik verinin, gerek diigiik boyutlu determinist sistemlerden elde edilen

kaotik sinyallerle, gerekse sentetik olarak iiretilen ¢ok yliksek boyutlu bir seri
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ile kargilagtirilmasin1 yapabilmek icin, ARIMA modelinden elde edilen
seriler incelenmigtir. Varillan sonuglart ana hatlarn1 ile §u sekilde

Ozetleyebiliriz:

i) Deterministik kaotik siire¢ler durumunda, STY ve BTY genelde yakinsama
hizi agisindan Onemli bir fark gostermezken; determinist fraktaller
durumunda BTY’ nin daha ¢abuk yakinsadigl gézlenmistir.

i) Ayrik dinamik sistemlerde peryodik davraniy durumunda STY ve BTY

- egrileri de peryodik bir davranig gostermektedir.

iii) Lorenz 6rneginde oldugu gibi, siirekli dinamik sistemlerin verdigi peryodik
davranigta STY ve BTY egrileri peryodik bir salinim ortaya koymamak-
tadur.

iv) Diisiik boyutlu sistemlerden elde edilen kaotik davranigta ise hemen biitiin
orneklerde, korelasyon boyutuna yakinsama grafikleri, korelasyon boyutunu
temsil eden yatay cizgi etrafinda, genel olarak diizensiz bir salinim vermek-
tedir.

v) Determinist fraktallerde, Iteratif Fonksiyon Sistemleri ile geklin olusturulma-
sinda alt araliklara farkli olasihiklarin atanmasi durumunda, korelasyon
boyutuna yaklagim da farkll olmaktadir. Seklin, tanimli oldugu
aralifin/bélgenin bagindan sonuna dogru tamamlanacak sekilde iiretilmesi
halinde elde edilen korelasyon boyutuna yakinsama, kiimenin desikliligini
yansitan ®(e) fonksiyonunun salinimi ile uygunluk géstermektedir. Buna
kargiik olasiiklarin {iniform olarak secilmesi durumu ile deterministik
kaotik stiregler icin elde edilen korelasyon boyutuna yakinsama grafikleri
arasinda benzerlik oldugu gozlenmigtir.

vi) Gergek meteorolojik veri olarak, maksimum ve minimum sicaklik zaman
serileri lizerine yapilan uygulamada, maksimum sicaklik igin elde edilen
v-m grafigi herhangi bir m degerinde doymaya ulagmazken, minimum sicak-
ik verisi 7=1 i¢in m=28de hemen hemen bir doymaya yaklagmaktadir.

Bu durum gézlemlerle de uyusmaktadir: Yeryiiziine ulagan glineg radyas-
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yonunda, bagta bulutluluk etkisinin yolagtigt salinimlar, maksimum
sicakhifin daha diizensiz bir davraniy gOstermesine neden olmaktadur.
Bunun tersine, direkt radyasyon etkisinin olmadifi gece kosullarinda,
atmosferin ulagtifnt kararlihk minimum sicaklifa da bu karakteri
yansitmaktadir. m=28 degerine kars1 gelen korelasyon boyutu 12.6 olarak
hesaplanmigtir. Cekicinin boyutu, korelasyon boyutundan biiyiik ya da esit
olduguna ve siirecin modellenebilmesi igin gerekli bafimsiz degisken
sayisinin bir alt smminnm verdigi dikkate alimirsa; minimum stcaklifin

en az 13 bafimsiz defiskenle modellenebilecei goriilmektedir. Yine,
giinliik olarak 6lglilen minimum sicaklik verisi ve zaman icindeki dav-
ranist dikkate alindiginda, 7=1 degerinin olayin bir karakteristik zaman
Olcegini yansittifi sOylenebili. ~ Minimum sicaklik igin elde edilen
korelasyon boyutuna yakinsama grafii ana hatlart bakimindan, determi-
nistik kaotik siirecler durumunda elde edilenler ile benzer niteliksel
davranig1 gostermektedir.

vii) Cok yiiksek boyutlu bir seri 6rnegi olarak ARIMA(1,0,1) modelinden
tiretilen ve mertebe olarak meteorolojik veri ile ayn1 uzunluktaki bir seriden
hesaplanan korelasyon boyutunun, faz uzayinin yeniden kurulmasi igin
varsayllan embedding boyutu (m) ile stirekli bliylidiigli; m=35 degerinde
dahi bu bilyimenin yavaglamadifl gozlenmigtir. ~ Boylece, bu serinin
nisbeten diigiik boyutlu bir determinist sistemle modellenemeyecegi
dogrulanmigttr. Bu durumda, faz uzayinin yeniden olugturulmasi
miimkiin olmadigindan, STY ve BTY ile v’nun hesaplanmasi ve diger

serilerle kiyaslanmast da dogal olarak miimkiin degildir.

Bir boyutlu sistemlerden sayisal yontemlerle genellestirilmis boyut hesaplamala-
rinin giivenilir olabilmesi igin, genelde gergekei olmayacak kadar uzun zaman
serilerine ihtiya¢ vardir. Kullanilan sayisal yontemlerin yakinsamalari, dogru
saylya yakinsadiklarinin her zaman igareti de olmayabi]irler. Bu nedenle,

karmagik serilerin modellenmesinde, elde edilen bu sayilar, ancak bir ilk
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yaklagtirim olarak degerlendirilmeli, verinin hangi 6zellikleri modellenmek

isteniyorsa, bunlara 6zgii yontemlerle ek caligmalar yapilmahdir.
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