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DOGRUSAL OLMAYAN DENKLEMLERIN
VARYASYONEL iTERASYON , HOMOTOPi PERTURBASYON VE
VARYASYONEL HOMOTOPi PERTURBASYON YONTEMLERI iLE
COZUMLERI

OZET

Bu calismanin amaci, son zamanlarda yaygm olarak kullanilan varyasyonel iterasyon,
homotopi pertiirbasyon ve varyasyonel homotopi pertiirbasyon metodlarmi kullanarak bazi
dogrusal ve dogrusal olmayan problemlerin ¢oziimlerini elde etmek ve bu c¢oziimlerin
analitik ¢coziimler ile karsilastirmasini yapmaktir.

Dogrusal olmayan diferansiyel denklemin integrallenebilmesi veya analitik ¢oziimiiniin
varliginin gosterilebilmesi i¢in bazi Olciitler gelistirilmistir. Bu calisma siiresince bu
Olgtitlerden en c¢ok kullanilanlardan olan varyasyonel iterasyon, Homotopi pertiirbasyon ve
varyasyonel homotopi pertiirbasyon yontemleri incelenmistir.

Varyasyonel iterasyon yontemi dogrusal olmayan problemlerin yaklasik ¢oziimiinii bulmada
kullanilir. Bu metotta problemler baslangic kosullari ile birlikte verilir. Varyasyonel teorisi
yoluyla Lagrange parametresi belirlenerek ¢oziime ulasilir. Homotopi pertiirbasyon dogrusal
ve dogrusal olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin, integral denklemlerinin

¢cOziimii i¢in uygulanabilmektedir. Bu yontemde Homotopi teknigine gore pe[O,l]

parametresi ile homotopi kurulur. Bu parametre kiigiik bir parametre olarak diisiiniiliir.
Bilinen Pertiirbasyon yontemlerini ve topolojideki homotopinin avantajlarini kapsayan bu
yontem, kolaylikla c¢o6ziilebilecek basit problemlere doniistiiriilerek ¢6ziim elde
edilebilmektedir. Bu yontem dogrusal olmayan dalga denklemlerine, baslangig deger
problemlerine, dogrusal olmayan salimim denklemlerine ve integral denklemlerine
uygulanabilmektedir. Pek cok durumda bu metot ¢cabuk bir sekilde seri ¢coziim vermektedir.

Son zamanlarda gelistirilen varyasyonel homotopi pertiirbasyon metodu ise varyasyonel
iterasyon ve homotopi pertiirbasyon yontemlerinin birlestirilmesinden olusan bir yontemdir.
Bu yeni yontem ile dogrusal ve dogrusal olmayan denklemlerin analitik veya yaklasik
coziimleri i¢in herhangi bir kisitlayici varsayim ve dogrusallastirma gerektirmeden analitik
¢Ozlime yakin ¢oziimler bulmak miimkiindiir.

Bu tez ¢alismasi 4 boliimden olusmaktadir. Tezin ilk boliimii giris ve varyasyonel iterasyon
metodu, homotopi pertiirbasyon metodu ve varyasyonel homotopi pertiirbasyon yontemi ile
ilgili literatiir arastirmalarindan olusmaktadir. 2.boliimde varyasyonel iterasyon, homotopi
pertiirbasyon ve varyasyonel homotopi pertiirbasyon metodlarmin  teorik altyapisina
deginilmis ve bu metodlarla ilgili 6rneklere yer verilmistir.
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3. boliimde ise Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denkleminin varyasyonel iterasyon ve
varyasyonel homotopi pertiirbasyon metodlar1 ile ¢éziimiine ayrica (2+1) boyutlu Broer-
kaup Sistemi ve Soliter Dalga ¢ozlimlerinin homotopi pertiirbasyon yontemi ile Sagamath
programimni kullanarak yapmis oldugumuz c¢aligmalara yer verilmistir. 4.boliim bu
yontemlerle yapmis oldugumuz calismalar sonrasindaki ¢ikarimlarimizdan olusan sonug
boliimiidiir.
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SOLUTIONS OF NON-LINEAR EQUATIONS BY VARIATIONAL ITERATION,
HOMOTOPY PERTURBATION AND VARIATIONAL HOMOTOPY
PERTURBATION

SUMMARY

Engineering and physical sciences in many problems resulting from mathematical models,
nonlineer includes differential equations. It is therefore essential differential equation
nonlineer analytical or numerical solutions are extremely important in order to obtain. This
type of equation, except for a very limited number of those who have a large majority of his
analytical solutions. This is why solutions nonlineer equation numerical methods or
analytical approach using methods check. Nonlineer problems to find solutions for about a
variety of numerical and analytical approach procedures have been developed. But
numerical methods, general solution does not enough information about analytical approach
methods, there has been to the fore.

An equation is said to be nonlinear when it involves terms of degree higher than 1 in the
unknown quantity. These terms may be polynomial or capable of being broken down into
Taylor series of degrees higher than 1.Nonlinear equations cannot in general be solved
analytically. In this case, therefore, the solutions of the equations must be approached using
iterative methods. The principle of these methods of solving consists in starting from an
arbitrary point — the closest possible point to the solution sought — and involves arriving at
the solution gradually throughsuccessive tests.

The purpose of this study, the variational iteration is widely used recently, homotopy
perturbation and the variational perturbation methods using some homotopy linear and non-
linear problems, solutions, and these solutions is to make a comparison of the analytical
solutions.

Non-linear integral differential equation can be obtained or developed some criteria in order
to be represented in the presence of the analytical solution. This work is the most used this
criteria for the duration of the variational Iteration, homotopy perturbation and variational
homotopy pertiirbation.

Variational iteration method is a new technique developed in 1997. The solution of non-
linear partial differential equations, especially very effective. This is supplied with the initial
conditions problems's notwhere. The variational theory by determining a solution reached
through Lagrange parameter. The selection of initial conditions will affect the rate of the
analytical solution, it is important to approach.

XV



Variational iteration method has been favourably applied to various kinds of nonlinear
problems. The main property of the method is in its flexibility and ability to solve nonlinear
equations accurately and conveniently. In this paper recent trends and developments in the
use of the method are reviewed. Major applications to nonlinear wave equation, nonlinear
fractional differential equations, nonlinear oscillations and nonlinear problems arising in
various engineering applications are surveyed. The confluence of modem mathematics and
symbol computation has posed a challenge to developing technologies capable of handling
strongly nonlinear equations which cannot be successfully dealt with by classical methods.
Variational iteration method is uniquely qualified to address this challenge. The flexibility
and adaptation provided by the method have made the method a strong candidate for
approximate analytical solutions.

The variational iteration method is particularly suitable for solving this kind of problems.
Approximate initial/boundary conditions and point boundary initial/conditions are also
discussed, with the variational iteration method being capable of recovering the correct
initial/boundary conditions and finding the solutions simultaneously.

The variational iteration method is remarkably effective for solving differential equations of
the fifth order. Four iterations are enough to obtain very highly accurate solution. The results
show that the variational iteration method is a powerful mathematical tool for finding the
numerical solutions of differential equations.

Homotopy perturbation method (HPM), founded in 1998 by Ji-Huan He. He, and the
concept of homotopy perturbation technique when creating a method of nonlinear problems,
easy solution linear problems. It is well known that these methods, in the 1990s the resulting
methods are basically serial solutions. Be in the form of a series of solutions and, in some
cases, solutions can be obtained, this closed forms, methods and popular among scientists
working in different branches have different interpretations of the solutions a huge
advantage. Homotopy perturbation linear and non-linear ordinary and partial differential
equations, integral equations to solve can be applied. According to this method in the
Homotopy technique with the parameter homotopy is established.

The homotopy perturbation method (HPM) is a series expansion method used in the solution
of nonlinear partial differential equations. The method employs a homotopy transform to
generate a convergent series solution of differential equations. This gives flexibility in the
choice of basis functions for the solution and the linear inversion operators while still
retaining a simplicity that makes the method easily understandable from the standpoint of
general perturbation methods.

This parameter is considered to be a small parameter. Known advantages of this method of
covering the methods and Perturbation in the topology can be fixed easily, homotopy’s
simple problems in the converted solution can be achieved. This method of nonlinear wave
equations, initial value problems, nonlinear oscillation equations and integral equations can
be applied. In many cases, this method provides a quick way to serial solution.

The homotopy perturbation method (HPM) is a series expansion method used in the solution
of nonlinear partial differential equations. The method employs ahomotopy transform to
generate a convergent series solution of differential equations. This gives flexibility in the
choice of basis functions for the solution and the linear inversion operators (as compared to
the Adomian decomposition method), while still retaining a simplicity that makes the
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method easily understandable from the standpoint of general perturbation methods. The
HPM was introduced by Ji-Huan He of Shanghai University in 1998. The HPM is a special
case of the homotopy analysis method (HAM) developed by Liao Shijun in 1992. The HAM
uses a so-called convergence-control parameter to guarantee the convergence of
approximation series over a given interval of physical parameters.

Recently developed the variational homotopy perturbation method is a method of
combining variational Iteration and homotopy perturbation Methods. This new method with
linear and non-linear equations to approximate solutions to analytical or any restrictive
assumption that it is possible to find solutions to the analytical solution without requiring
close and linearization.

We use this method for solving higher dimensional initial boundary value problems with
variable coefficients. The developed algorithm is quite efficient and is practically well suited
for use in these problems.

Variational homotopy perturbation method has a very simple solution procedure and absorbs
all of the positive features of variational iteration and homotopy perturbation methods and is
highly compatible with the diversity of the physical problems. In this work, we will use
variational homotopy perturbation method to solve equations with initial and boundary
conditions. The proposed algorithm provides the solution in a rapid convergent series which
may lead to the solution in a closed form. This paper considers the effectiveness of the
variational homotopy perturbation method in solving equations.

This thesis consists of four parts. The first part of the thesis contains entry and variational
iteration, Homotopy perturbation and Variational homotopy perturbation method with the
corresponding literature surveys. 2. section variational iteration, homotopy perturbation and
the variational homotopy perturbation methods theoretical framework are addressed and
these methods are relevant examples. 3. section is Benjamin-Bona-Mahony equation (BBM)
variational iteration and variational perturbation methods, with the resolution of the
homotopy and (2 + 1)-dimensional Broer-Kaup Solitary Wave solutions of the system and
the homotopy perturbation method with the Sagamath using the program that we have done
the studies. 4. we have done studies of these methods after the chapter conclusions of the
result.
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1. GIiRiS

Miihendislik ve fiziki bilimlerin bircok alaninda ortaya c¢ikan problemlerin
matematiksel modelleri, nonlineer diferensiyel denklemler icerir. Bu sebeple
nonlineer diferensiyel denklemlerin analitik veya sayisal ¢oziimlerinin elde
edilebilmesi son derece onemlidir. Bu tiir denklemlerin, ¢ok sinirli sayida olanlari
hari¢ biiylik bir ¢ogunlugunun analitik ¢6ziimleri bulunamaz. Bu yiizden nonlineer
denklemlerin c¢oziimleri sayisal yontemler ya da analitik yaklasim yOntemleri

kullanilarak hesaplanabilmektedir.

Nonlineer problemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in ¢ok cesitli sayisal ve
analitik yaklasim metodlar1 gelistirilmistir. Ancak sayisal yontemler, genel ¢6ziim
hakkinda yeterli bilgi vermediginden analitik yaklagim metodlar1 6n plana ¢ikmaistir.
Bu metodlardan en bilineni pertiirbasyon metodudur. Bu metod pertiirbasyon miktar1
olarak adlandirilan kii¢iik parametrelerin varligina dayanir. Ancak pek ¢cok nonlineer

problem bu tiir parametreler icermez.

Kiiciik parametreler icermeyen yontemlerde denklemin farkli yerlerine eklenen
yapay parametreler kullanilir. Ancak bu parametreleri denkleme yerlestirmek son
derece teknik bir istir ve ¢ogu zaman yakinsama yavas olur ya da hi¢ yakinsama
olmaz. Ayrica bu yontemler yakmsaklik araligimi ayarlamaya izin vermez ve
nonlineerlik giiclii ise yaklagim bozulabilir.

Nonlineerlik giiclii de olsa yaklasik analitik ¢6ziim bulabilen yontemler arasinda

homotopi pertiirbasyon ve varyasyonel iterasyon metodunun énemli yeri vardir.

He, 2000 yilinda gelistirdigi homotopi pertiirbasyon metodu ile tiim bu giicliikleri
ortadan kaldrmistir. Bu yontem kullanilarak ¢ok cesitli nonlineer problemlerin
yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir. Bu yontem topolojinin temel kavramlarindan biri
olan homotopi kavrammi ve klasik pertiirbasyon metodunu kullanarak
olusturulmustur. Bu yontem de pertiirbasyon yontemleri gibi parametre icerir. Ancak
bu parametreyi denkleme yerlestirmek olusturulan homotopi sayesinde son derece

kolaydir.



GOmiilii parametre denkleme yerlestirildikten sonra klasik pertiirbasyon metodu

kullanilarak yaklasik analitik ¢6ziime ulasilabilir.

Varyasyonel iterasyon metodu ise homotopi pertiirbasyon metodundan daha once
gelistirilmis bir metottur. Ayn1 homotopi pertiirbasyon metodunda oldugu gibi bu
yontem de dnceki yontemlerin sahip oldugu kisitlamalar1 ortadan kaldirir. Her tiirlii
probleme uygulanabilir ve yaklasimi hizhidr. Diger tiim yOntemlerin aksine
uygulanacag1 problemlerin kii¢iik parametreler icermesi ya da disaridan eklenmesi
gerekmez. Bu yOntemde genel bir Lagrange carpani ile olusturulan diizeltme
fonksiyoneli kullanilir. Baslangic kosullarindan yola ¢ikarak siirekli yinelemeler
sonucu yaklasik analitik ¢6zliim olusturulur. Son zamanlarda gelistirilen varyasyonel
homotopi pertiirbasyon metodu ise varyasyonel iterasyon ve homotopi pertiirbasyon
yontemlerinin birlestirilmesinden olusan bir yontemdir. Bu yeni yontem ile dogrusal
ve dogrusal olmayan denklemlerin analitik veya yaklasik ¢ozlimleri i¢in herhangi bir
kisitlayic1 varsayim ve dogrusallastrma gerektirmeden analitik ¢6ziime yakin

¢Ozlimler bulmak miimkiindiir.

1.1 Tezin Amaci

Miihendislik ve fiziki bilimlerin bircok alaninda ortaya c¢ikan problemlerin
matematiksel modelleri, nonlineer diferensiyel denklemler icerir. Bu sebeple
nonlineer diferensiyel denklemlerin analitik veya sayisal ¢oziimlerinin elde
edilebilmesi son derece onemlidir. Bu tiir denklemlerin, ¢ok sinirli sayida olanlari
hari¢ biiylik bir ¢ogunlugunun analitik ¢6ziimleri bulunamaz. Bu yiizden nonlineer
denklemlerin c¢oziimleri sayisal yontemler ya da analitik yaklasim yontemleri
kullanilarak hesaplanabilmektedir.

Bu tez ¢alismasinda nonlineer denklemlerin ¢éziimleri i¢in varyasyonel iterasyon,
homotopi pertiirbasyon ve varyasyonel homotopi pertiirbasyon  yontemlerinin
incelenmesi ve bu yontemlerin analitik ¢oziime yaklasimlarmin degerlendirilmesi ve
Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denkleminin varyasyonel iterasyon ve varyasyonel
homotopi pertiirbasyon metodlar1 ile ¢oziimiine ayrica (2+1) boyutlu Broer-kaup
Sistemi ve Soliter Dalga ¢ozlimlerinin homotopi pertiirbasyon yontemi ile ¢oziilmesi
amacglanmistir. Bu ¢Oziimler icin Sagamath  isimli web tabanli  programin

kullanilmastir.



1.2 Literatiir Arastirmasi
Varyasyonel Iterasyon Yontemi ile ilgili literatiirde yer alan calismalar

Varyasyonel iterasyon yontemi ile ilgili literatiir tarandiginda, gelistirildigi tarihten
bu yana pek cok bilim insani tarafindan bu metotla ilgili yiizlerce yaymn yapildig:
gozlemlenmistir. Bu yaynlar igerisinden seg¢ilen bazi makaleler kronolojik sirayla

asagida verilmistir.

2000 yilinda He, metodu otonom adi diferansiyel denklem sistemlerine uygulamigtir
[1]. Abdou ve Soliman, 2004 yilindaki ¢alismalarimda metodu, Burger denklemini
¢ozmek i¢in kullanmiglardir [2]. Soliman 2005 yilinda yaptigi ¢alismada, metodu
genellestirilmis diizenli uzun dalga denklemi i¢in yaklasik ¢6ziim elde etmekte
kullanmistir [3]. Yine 2005 yilinda Abdou ve Soliman, birlesik Schrodinger-KdV,
genellestirilmis KdV ve si1g su denklemleri gibi lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin {ii¢ tipini ¢ozmek i¢in metodu uygulamislardir [4]. 2006 yilinda
Momani, smir deger problemlerinin bir sinifi icin bu metodu kullanmistir [5].
Momani, 2006 yilinda yapmis oldugu bir diger calismasinda, Helmholtz kismi
diferensiyel denklemini ¢6zmek i¢in bu metodu uygulamistir [6]. Abassy, 2007
yilinda yaymlanan makalesinde, dogrusal olmayan denklemlerin kapali sekildeki
cozlimlerini elde etmek icin Laplace doniisimii ve Pade teknigini birlikte
uygulayarak varyasyonel iterasyon metodunu gelistirmistir [7]. Biazar, 2007 yilinda
yayinladigr makalesinde, metodu degisken katsayili dordiincii mertebeden parabolik
kismi diferensiyel denklemlere uygulamistir [8]. He’nin 2007 yilindaki c¢alismast,
varyasyonel iterasyon metodunun konseptlerine sade bir giris niteligindedir. Ilk
olarak Lagrange ¢arpanimni, sinirlandirilmis varyasyonu, diizeltme fonksiyoneli gibi
varyasyonel iterasyon metodundaki ana konseptleri sezgisel olarak agiklamistir [9].
Tari, 2007 yilinda diizeltme fonksiyoneline bazi bilinmeyen parametreler ekleyerek
yeni bir modifiye edilmis varyasyonel iterasyon metodu sunmustur [10]. Tatari 2007
yilinda yaymlanan makalesinde, bu metodu ikinci mertebeden baslangic deger
problemlerini ¢6zmede kullanmistir [11]. Wazwaz’in 2008 yili caligmasi, metodu
kullanarak lineer ve nonlineer Schrodinger denklemlerinin tam ¢oziimlerini elde
etmek Tlzerinedir [12]. Dehghan 2008 yilinda, Cauchy reaksiyon-difiizyon

probleminin ¢6zliimiinii bu metodu kullanarak goéstermistir [13]. Yildirim, 2009



yilinda yayinladigr calismasinda varyasyonel iterasyon metodunu kullanarak
degisken katsayili, farkli boyutlardaki kismi diferensiyel denklemlerin tam
¢Ozlimlerini vermistir [14]. 2009 yilinda Geng, Riccati diferensiyel denklemleri i¢in
modifiye edilmis bir varyasyonel iterasyon metodu sunmustur [15]. Aym yil
Ghorbani, varyasyonel iterasyon metodunun baska bir modifikasyonunu sunmustur
[16]. Ghaorbani, 2010 yilinda yayinladig1 bir makalesinde Riccati denklemlerinin
¢Ozlimlerine ulagmak i¢cin metottan yararlanmistir [17]. Yine 2010 yilinda Odibat,
metodun yakinsaklig1 iizerine bir calisma gergeklestirmistir [18]. Soltani, 2010 yili
calismasinda, Lagrange carpaninin etkili bir sekilde bulunabilmesi i¢in lineer
operatorleri segmede ¢ok biiylik Olclide serbestlik taniyan yeni bir varyasyonel

iterasyon algoritmas1 sunmustur [19].

Homotopi Pertiirbasyon Yontemi ile ilgili literatiirde yer alan ¢alismalar

Literatiir tarandiginda, Homotopi Pertiirbasyon Yontemi gelistirildigi tarihten bu
yana pek cok bilim insani tarafindan bu metotla ilgili yiizlerce yaym yapildigi
gozlemlenmistir. Bu yaynlar igerisinden seg¢ilen bazi makaleler kronolojik sirayla

asagida verilmistir.

Ji-Huan He, 2004 yilindaki calismasinda, homotopi pertiirbasyon metodu ve
homotopi analiz metodunun arasindaki farklar1 incelemistir [20]. 2006 yilinda
Abbasbandy, homotopi pertiirbasyon metodunu ikinci dereceden Riccati diferensiyel
denklemini ¢6zmek i¢in kullanmustir [21]. 2007 yilinda Odibat, homotopi
pertiirbasyon metodunun etkili bir modifikasyonu sunmustur [22]. Hashemi 2007
yilinda yapmis oldugu ¢alismasinda, genellestirilmis Huxley denkleminin ¢oziimiinii
bu metodu ve Adomian ayristrma metodu ile elde etmistir [23]. 2007 yilinda
yayinlanan bir diger calisma ise Chowdhury’e aittir. Bu caliymada, zamana bagl
Emden-Fowler tipindeki denklemlerin yaklasik analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in
yine homotopi pertiirbasyon metodunu uygulamstir [24]. Ozis, 2008 yilinda
homotopi pertiirbasyon metodunun modifiye edilmis formunun belirli lineer olmayan
problemler i¢cin Adomian ayristirma metoduna karsilik geldigini ortaya ¢ikarmistir
[25]. 2009 yilinda ise Chun, homotopi pertiirbasyon metodu ve modifiye homotopi
pertlirbasyon metodunu, bazi lineer olmayan yayilma denklemleri ve dalga
denklemlerinin analitik davraniglar1 icin swrasiyla kullanmistir [26]. Saadatmandi

2009 yilinda, bu metodu ikinci mertebeden lineer olmayan sistemleri ¢ozmek icin



kullanmistir [27]. Yidirim’m 2009 yili ¢alismasinda, Cauchy reaksiyon-yayilma
probleminin ¢6ziimiinii homotopi pertiirbasyon metodu vasitasiyla bulmustur [28].
Hizel’in 2009 yili ¢aligmasi, (2+1)-boyutlu ¢ift Burgers sisteminin niimerik ¢oziimi

icin homotopi pertiirbasyon metodunu kullanmasi iizerinedir [29]. Son olarak 2010

yilt calismasinda Duman, potansiyel fonksiyonu [0,1] aralig1 lzerinde kare

integrallenebilir oldugu zaman Dirichlet sinir sartlar1 ile Sturm-Liouville probleminin
ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 i¢in asimptotik formiilleri homotopi pertiirbasyon

metodunu kullanarak bulmustur [30].

Varyasyonel Homotopi Pertiirbasyon Yontemi ile ilgili literatiirde yer alan

cahismalar

Varyasyonel iterasyon ve homotopi pertiirbasyon yontemlerinin birlestirilmesinden

olusan varyasyonel iterasyon yontemi ile ilgili ¢alismalarda asagida yer almaktadir.

A. Ebaid 2007 yilinda dogrusal olmayan bazi evrim denklemleri ve soliteri dalga
¢Ozlimleri i¢in bu yontemi kullanmistir [31]. M. Matinfar, M. Ghasemi 2010 yilinda
Zakharove-Kuznetsov denklemleri i¢in varyasyonel homotopi pertiirbasyon
yontemini kullanmistir [32]. Yine 2010 yilinda M. Matinfar, M. Ghasemi ve
Z.Raeisi dogrusal ve dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler ig¢in

varyasyonel homotopi pertiirbasyon yontemini kullanmislardir [33].






2.YONTEMLER VE TEOREMLER

2.1 Varyasyonel iterasyon Metodu Hakkinda Temel Bilgiler

Bu boliimde, varyasyonel iterasyon metodunun daha i1yi anlasilabilmesi i¢in yontem
icerisinde gecen bazi temel varyasyonlar hesabi konularina kisaca deginilecektir.
Varyasyonlar hesab1 basitce fonksiyoneller ile ilgilenir. Bir fonksiyonel kabaca bir
fonksiyonun fonksiyonlari olarak diisiiniilebilir.

Ornegin;

T

I[y(x)] :I[y(x)]zdx 2.1

0

bir fonksiyoneldir ve genellikle kdseli parantezler ile gosterilir. Bir fonksiyon
sayilarm bir kiimesinden bir degere tanimlanan bir doniisiimken, bir fonksiyonele

fonksiyonlarin bir kiimesinden bir degere tanimlanan bir doniisimdir. Belirli
integraller bir fonksiyonu bir degere doniistiirdiigiinden fonksiyoneller genellikle
integral icerir. Varyasyonel analizin ¢alisma alanlarindan biri de bir fonksiyoneli

maksimize ya da minimize eden fonksiyonu belirlemektir. Varyasyonel analizde

siklikla kullanilan bir fonksiyonel y'(x) = @ olmak tizere
y y e

I[y(x)] = [Fr, 00y (x)dx 2.2)
bicimindedir. Amag¢ bu fonksiyoneli
y(x) = a; y(x,) =b

sinir kosullar1 altinda maksimize (yada minimize) eden y fonksiyonunu bulmaktir.
Bir y fonksiyonu i¢in dy diferensiyeli, x degiskeni dx kadar degistiginde y
fonksiyonunun ne kadar degistigini gosterir. Eger x degiskeni maksimum (ya da

minimum) degerini altyorsa degisim olmayacagmdan dy =0 olacaktr.



Benzer sekilde / [ y(x)] fonksiyoneli i¢in y fonksiyonu Oy kadar degistiginde [

fonksiyonelinin ne kadar degistigi (varyasyonu) 6/ ile gosterilir. Bu degisim sekil
2.1 de gorsellestirilmistir.

X 1 X5
Sekil 2.1: Fonksiyon, kii¢iik varyasyonu ve sinir kosullarini saglayan degisim.

Eger y fonksiyonu Oy kiigiik, siirekli bir fonksiyon olmak tizere

¥(x) = y(x) + 6x(x)
kadar degisiyorsa, fonksiyonelin varyasyonu

51 =1[5(x)]~1[y(x)]

olacaktir. Burada amag¢ 6/ ifadesini elde etmektir. Varsayalim ki (2.2) fonksiyoneli
verilsin. 6/ degerini bulmak i¢cin & sonsuz kiiciik bir deger ve o keyfi stirekli bir

fonksiyon olmak iizere

5y(x) =¢o(x)

varyasyonunu tanimlayalim. Buradan, / [ j;(x)] ifadesinin ¢ cinsinden Taylor agilimi
kullanilarak



1 [j;(x)] = JZ F(x, y(x)+e0(x),y'(x)+e0'(x))dx

X

= ]Z {F(x, y(x),y'(x)+ %86’()0 + G(xz)}dx
'y

X

[ dF dF ,
=I{yv)|+¢|| —oc(x)+—oc'(x) dx+0o(¢
[¥(0)] J[dx @+ ()} (€”)
elde edilir. Boylece
XZ{dF

5I=¢] d—ya(x)+%a’(x)}dx+o(82)

X

¢ dr F
= d—5y(x) +d—,5y'(x) dx +o(e?)
Ly dy
sonucuna ulasilir. Ayrica kismi integrasyon uygulanarak

RY) x2
S1 =gjd—Fa(x)dx+gj d—F,a(x)dxw(gz)
n Ly

=gjd—Fa(x)dx+g I —gji ) (x)dx +o(e?)
dy dy' ) dx\ dy'

X X

elde edilir. Buradan sinir kosullar1 o(x,) =o(x,) =0 yardimiyla,

e
dy dx\dy

X

5I=¢[5(x) ar _d[dr +dx+o(e?)
: dy dx\dy

bulunur. Bdylece eger y fonksiyonu /[y(x)] fonksiyonelinin maksimumu (ya da

minimumu) ise 6/ =0 olacaktir. Bu ise y fonksiyonunun x € (x,,x,) araliginda

ar _d[drf ~0 (2.3)
dy dx\dy

diferensiyel denklemini saglamasi ile miimkiindiir. (2.3) denklemine Euler-Lagrange

Denklemi denir.



Kullanimma 6rnek vermek amaciyla 4 ve B noktalarm birlestiren en kisa yolu
bulmaya calisalim. Acikca, bu yol iki noktay1 birlestiren bir dogrudur. Bu sonuca,

varyasyonel analiz kullanarak ulasalim. 4 ve B noktalarini birlestiren bir y egrisi

alalim. Bu egrinin uzunlugu

I[y(x)]: JZF(x, y(x),y'(x))dx = szll + [y’(x)]zdx 2.9

olacaktwr. 7, y fonksiyonunun bir fonksiyonelidir ve / fonksiyonelinin minimumu
Euler-Lagrange denklemini saglamalidir. Ayrica, F acikca x ya da y ifadesine

bagli olmadigindan

g YW

&y & @]

olarak alinabilir. Boylece, Euler-Lagrange denklemi

4| y®
G 1+ [y

=0

olarak elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden ¢ keyfi bir sabit olmak {izere
y(x)=c

elde edilir ki bu y fonksiyonunun bir dogru oldugunu gosterir.

2.1.1 Varyasyonel iterasyon Metodu

1978 yilinda, Inokuti ve arkadaslar1 nonlineer denklemlerin ¢oziimii i¢in genel bir
Lagrange carpanit metodu onermislerdir. Bu metot, L lineer, N nonlineer operator

olmak tizere

Lu + Nu = f(x) 2.5

genel nonlineer denkleminin x, noktasindaki degerini diizeltmek i¢in u,, Lu= 0

denkleminin ¢6ziimii olmak iizere,

10



1, (%) = 1y (x,) + [ ALty () + Ny (x) = f Yl (2.6)

diizeltme formiiliinii yazabilecegimizi sdyler. Burada A genel Lagrange carpanidir
ve varyasyonel analiz yontemleri kullanilarak hesaplanabilir. Varyasyonel iterasyon
metodu, bu metodun He tarafindan gelistirilmesiyle elde edilmistir [1]. He, (2.6)

denklemini, u, fonksiyonunu ilk yaklasimi olarak alarak
t,, () =, (x)+ [ A (Lu,(5) + Nii, ()~ / (5) s @7
0

bi¢iminde bir iterasyon metoduna doniistiirmiistiir. Burada u,, n yaklasik ¢6ziim, i,
ise kisitlanmis varyasyondur. Yani ou,= 0 olacaktir. Ayrica (2.7) denklemine
diizeltme fonksiyoneli ad1 verilir. Bu fonksiyonele varyasyon uygularsak 6u, (0)=0

olmak tizere

u,, (x)=0ou,(x)+ 5] A(x,s) (Lun (s)+ N, (s) - f(S))dS
=ou,(x)+ j' OA(x,s)(Lu,(s)— f(s))ds =0

elde ederiz. Buradan, olusan Euler-Lagrange problemi ¢oziilerek Lagrange carpan
l(x,s) belirlenir. Ardindan, baslangi¢ kosullarimi saglayacak sekilde bir u, ilk

yaklagim fonksiyonu segilir ve bu degerler (2.7) iterasyon formiiliinde yerlerine

yazilarak u,, n= 1,2... yaklasimlar1 bulunur. Sonug olarak ¢oziim u =limu, ile

n—®0

verilir.

Metodun isleyisini anlayabilmek i¢in asagidaki lineer problemin c¢oziimiinii,

varyasyonel iterasyon metodunu kullanarak bulalim:

Ornek 2.1 [34]

u"+u =cost
u(0)=1Lu'(0)=0

11



sabit katsayili lineer homojen olmayan baslangic deger problemini ele alalim. Bu

denkleme karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli

u, ()=u,(t)+ I Alt,s) {u”(s) +i1,(s)— cos(s)}ds (2.8
0
bi¢iminde yazilabilir. Bu fonksiyoneli kararli yapmak icin varyasyon uygulanirsa

u, (t)=0ou,(t)+ 5j Alt,s) {u”(s) - cos(s)}ds

=ou,(t)+ j{% Alt, s)} ou, (s)}ds - %A(t, s)ou, (s)|,_, +A(t,s)0u (s)|,.,

t 2
= (l—il(t,s)L jcsun(t)ma,s)y Sul (t)+ j a—zw,s) Su,,(s) tds =0

os = = o || Os

elde edilir. Buradan Euler-Lagrange denklemi
62

—A(t,5)=0
Y (t,s)
ve baslangi¢ kosullar1

}“(ta S)|s:t :0’ 1 _%l(l" S)|s:t =0

bi¢ciminde bulunur. Bu problem ¢oziilerek A(z,s)=s—¢ sonucuna ulasilir. Lagrange
¢arpanit (2.2.4) denkleminde yerine yazilarak iterasyon formiili,

t / _
Suy () + SNy (1) + [ buyy |\ (s) — 2S)\L2)\(s) ds  (2.9)
0

N

2
Buty 1 (1) = [1 ~ N+ - A(©)

olarak belirlenir. Ilk yaklagim fonksiyonu @, b sabitler olmak {izere
u,(t)=at+b

seklinde almabilir. Ik yaklasim fonksiyonunun problemin baslangic kosullarini

saglamasi gerektiginden, a =0, b=1 bulunur. O halde u () =1 olmalidir. Boylece

(2.9) iterasyon formiiliinden ikinci yaklagim,

12



u,(t) =u,(t)+ j (s—1) {u(’)’(s) +u,(s)— cos(s)}ds

2

0 t
1+ [(s=1){1-cosslds =2~ —
+J;(s 1){1—coss}ds 5 cost

olarak elde edilir.

Ugiincii yaklagim fonksiyonu u,, (2.9) iterasyon formiiliinde u, fonksiyonunun
yerine yazilmasiyla elde edilir. Ancak burada u, fonksiyonundaki cosz ifadesi

yerine x =0 noktasi civarindaki seri acilimmin ilk birka¢ terimini almak, sonraki
hesaplamalar1 kolaylastiracaktir. O halde,
r t2 AN tt

tﬁ
N=2- -t )=l
(1) = 720 " 2 T 720

alalim. Buradan hesaplamalara devam edilerek

4 té t8

24 720 20160

uy (1) =1~

z“ 16 8

f=1-
) == o T 13440

sonucu elde edilir. Bu sonug problemin analitik ¢6ziimii olan
t .
u(t)=cost +§s1nt

fonksiyonunun seri agiliminin ilk dort terimiyle aynidir.

Metot, kullanicisini ilk yaklasim fonksiyonunu se¢mekte 6zgiir birakir. Ornegin bu

problemde ilk yaklagim olarak istersek problemin homojen kismimin ¢dziimii olan

u, (t) = cost

fonksiyonunu da alabiliriz. Bu durumda

13



u(6) =u, (1)+ j(s —t){uy (s)+u, (s)—cos s} ds

t
:cost—j(s—t){coss}ds

0
=cost—cost+1=1

olarak bulunur. Dikkat edilirse

ul*(t) = “o(t)

olarak bulundu. Yani, ilk yaklagim fonksiyonunun bu sec¢imi, sonuca yaklagimi bir
adim geciktirmis oldu. Ancak bu her problemde bodyle olacagi anlamina
gelmemelidir. Ik yaklasim fonksiyonunun se¢imi, yaklasimi olumlu olarak da

etkileyebilir. Ayrica varyasyonel iterasyon metodunun basarisi, u, ilk yaklasim

fonksiyonunun secimi kadar Lagrange c¢arpanmin belirlenmesine de baghdir.
Aslinda, Lagrange carpani, denklemde yer alan en yiiksek mertebeli tiirev haric,

diger tiim terimlere kisitl varyasyon uygulanarak genellenebilir. Bunun i¢in

m

u+Lu+Nu:f(x)

m

diferensiyel denklemini ve y*(x,)=y,, k=0,1,2,...,m genel baslangi¢ kosullarini

ele alalim. Buradan diizeltme fonksiyonelini

t.(d"u
U, () =u,(x)+ /1( —
! ! dx

bi¢iminde alirsak, varyasyon uygulandiginda

+Lu,(s)+ Nu,(s)— f(s)] ds

Sty (x) = 8u,(x)+ 8 l(x,s)(d . ]ds
0 dx
olup; buradan Lagrange carpant

D" ' (s—x)"", m=>1 (2.10)

(1)

olarak bulunabilir . Dikkat edilirse yukaridaki 6rnekte m =2 oldugundan Lagrange

carpant A =s—x bulunmustur.
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2.1.2 Varyasyonel iterasyon Metodunun Uygulamalar

Bu boliimde, varyasyonel iterasyon metodunu, bazi lineer ve nonlineer adi ve
kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak i¢in nasil kullanilacagina, 6rnek
ile deginecegiz.
Ornek 2.2 [34]

u'—6u'+6=0
u(0)=2,u'(0)=0

sabit katsayili nonlineer homojen olmayan baslangi¢c deger problemini ele alalim. Bu

denkleme karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli

u,, (O)=u, )+ j At,5) {u)(s)— 61} (5)+ 6 ds (2.11)

biciminde alinirsa (2.10) esitliginden Lagrange carpani
At,s)=s5—t

olarak bulunur. Lagrange carpami (2.11) denkleminde yerine yazilarak iterasyon

formiild,

u,, (O)=u, )+ j (s—0){u)(s)—6u} (s)+6|ds (2.12)

olarak belirlenir. Ilk yaklasim fonksiyonu, a, b sabitler olmak iizere yine
u,(t)=at+b

seklinde almabilir. Ik yaklasim fonksiyonunun problemin baslangic kosullarini
saglamasi1 gerektiginden a =0, b =1 bulunur. O halde (2.12) iterasyon formiiliinden

ikinci yaklagim,

u, (£) = uy (1) +j(s — 1) {ug(s)—6u; (5)+6ds =2 —18j (s—1)ds =2+9¢°

15



olarak elde edilir.

Ugiincii yaklagim fonksiyonu u,, (2.12) iterasyon formiiliinde u, fonksiyonunun

yerine yazilmasiyla

u,(t)=2+9¢ +18¢* +%t6

biciminde elde edilir. Hesaplamalara devam edilerek

153 , 1438 , 1026 ,
t + "+ t
35 25

u(t)=2+9¢ +18¢* +

sonucuna ulasilir. Bu problemin seri ¢oziimii ise

153 4 1674 ; 12438 |
r+ r+ o+

u(t)=2+9t> +18t* +
35 175

O(tIZ)

bicimindedir. Metodu uygulamaya devam ettikce elde edilen sonuglar analitik
coziime yakinsayacaktir. Metodun basaris1 Lagrange carpaninin se¢imiyle alakali

oldugundan, her problem icin (2.9) esitligini kullanmak dogru olmayabilir.
Ornegin;
" 2 !
u (f)+7u O+ f(t,u)=g(?)

genel Lane-Emden denklemi i¢in diizeltme fonksiyonelini
t " 2 ’ 7 ~
. (0) =1, () + [ A(s) [w(s) +2ul(s)+ F(s,u,) - g(s)} ds
s
0
bi¢iminde alir ve varyasyon uygularsak
t " 2 !
ou,, (t)=0u,(t)+ 5I A(s) [un ($)+—u (s)} ds
s
0

elde ederiz ki bu,

81,1 (1) = [l -2 +§w>} 611, (1 + 520y, (1) + [ 1, [l"(s) - M’L;MS)} ds
0 N

olup buradan Euler-Lagrange denklemi ve yan kosullar1
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A"(t) -2

tA ()= At) 0
£ B

M) =0, 1—1'(r)+%w) =0

2
olarak bulunur. Boylece Lagrange ¢arpani, A(s) = ST —s biciminde hesaplanir.

2.2 Homotopi Pertiirbasyon Metodu:
2.2.1 Homotopi Kavram

Homotopi kavrami, 1895 yilinda Henri Poincaré tarafindan “Analysis Situs,
Journalde 1'Ecole Polytechnique ser 2, 1 (1895) pages 1-123.” adli makalede
tanitilmistir. Homotopi, diferansiyel topolojinin 6nemli konularindan biridir. Bu
kavram daha sonra homotopinin temellerini olusturmustur. iki doniisiim arasindaki
homotopinin genel tanimi ise ilk olarak 1911 yilinda L.E.J. Brouwer tarafindan
verilmistir. 1ki matematiksel obje, biri digerine siirekli olarak deforme oluyorsa

homotopiktirler denir.

2.4.1 Tanim [36] f:X —>7Y,g:X — Y siirekli doniistimler, / = [0,1] olsun. Her
x€X igin  H(x,0) =f(x)veH(x,1) =g(x) esitliklerini saglayan bir
H : X xI—Y sirekli doniisiimii varsa f ve g homotopiktir denir. Bu durumda

H doniisimiine f ve g arasinda bir homotopidir denir.

2.4.1 Ornek [36] X =Y =R"ve xeR" olmak iizere f (x) = x , g(x) = 0 biciminde
tanimlansin. H :R"xI—>R", H(x¢t) = (1-t)f(x) ile tammlanan H
doniisiimii /' ve g arasinda bir homotopidir. Iki fonksiyon arasinda birden fazla

homotopi tanimlanabilir. H(x, t)= (1-1*)f(x) ile tanimlanan
H(x, t)= (1-1*)f(x) H,:R"xI— R" déniisimii de f ve g arasinda yine bir

homotopidir.
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2.42 Ornek [36] f, g:X —>R? siirekli doniisimler olsun. H:XxI—R?,
H(x,t)=(1 - 1) f(x)+1g(x), H(x,0)=f(x) ve H(x1) = g(x) bigiminde
tanimlanan H doniisimii f ve g arasinda bir homotopidir. Yani f ve g

homotopiktir.

2.4.2 Tammm f : X — Y siirekli donlisiimii sabit bir doniisiime homotopik ise f ’ye

null-homeotopiktir denir.
Baz1 durumlarda homotopinin kisitlanmis bir tipi g6z oOniine alinir. Bu kisitlama

altinda bir alt kiimenin deformasyonla sabit kalmasi istenir. U¢ noktalar1 ayn1 x, ve
x, olan basit f ve g yaylar1 goz Oniine almsin. Yukarida belirtilen yonteme gore;
2.2. Sekilde gosterildigi gibi, ortadaki yay ailesinin her elemaninin ayn1 x;, ve x, ug
noktalarina sahip olmasi sartiyla 1, g ’ye siirekli deforme olsun. Bu durumda f ve
g doniistimleri, x, ve x,’yi kapsayan bir alt kiimeye gore homotopiktir denir . Bu

tanim asagidaki bigimde ifade edilir.

2.43. Tanim f: X —Y, g: X — Y siirekli doniistimler, 4 < X olsun. Eger her

telveher xe A i¢in H(a,t)= f(a)=g(a) olacak bigimde bir H: X xI —Y
homotopisi varsa f ve g doniisiimleri A alt kiimesine gore homotopiktir denir.

244. Tanim f ve g, [ = [0,1] araligindan X ’e tanimlanan siirekli doniisiimler

olmak {izere; f ve g aym x, baslangig, x; bitis noktalarma sahipseler ve her
s,tel igin H(s,0)= f(s) ve H(s,1)=g(s), H(0,t)=x, ve H(lL7)=x, olacak
bi¢imde siirekli bir H :/x[] — X doniisimi varsa H ’ye f ve g arasinda yol

homotopisi denir. f, g topolojide yol olarak adlandirildiklarindan olusturulan

homotopiye yol homotopisi denir.
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()

x1 =2

gix)

Sekil 2.2:  f ve g arasinda bir hom otopi

Ik kosul, H ’nin f ve g arasinda bir homotopi oldugunu, ikinci kosul ise her ¢ igin
fi(s)=H (s,f) denklemi ile tanimlanan f, yolunun x, ’dan x’e giden bir yol
oldugunu belirtir. Bagka bir deyisle, ilk kosul, A ‘nin f ’den g ’ye deformasyonun

siirekli bir yolunu temsil ederken ikinci kosul, yolun u¢ noktalarinin deformasyon

boyunca sabit kaldigin1 belirtir.

2.2.2 Pertiirbasyon Teorisinin Genel Tanimi ve Tarihgesi

Pertiirbasyon teorisi tam olarak c¢oziilemeyen bir problemin yaklasik ¢oziimiinii
bulmak i¢in kullanilan matematiksel metotlar icerir. Eger problem, bir “kii¢iik” terim
eklenerek tam olarak c¢oziilebilen probleme formiile ediliyorsa probleme
pertiirbasyon teorisi uygulanabilir. Pertlirbasyon teorisi, problemin ¢6ziimiinii, tam

olarak ¢oziilebilen problemden sapmay1 6lgen bir “kiiclik” parametrenin kuvvet serisi
cinsinden bulmay1 amaglar. Kuvvet serisindeki ilk terim, tam olarak c¢oziilebilen

problemin ¢oziimii iken, diger terimler, ¢oziimde baslangi¢ problemine gore sapmay1

tanimlarlar. 4 ¢Ozlimiine yaklasim i¢cin asagidaki kiiclik parametreye gore agilan
(burada parametre ¢ ’dur) seri verilsin:

A=A, +e' 4 +° 4, +...

Bu 6rnekte 4, tam olarak ¢oziilebilen baslangi¢c probleminin bilinen ¢6éziimiini ve
A,4, ,..., bir sistematik yontemle iteratif olarak bulunan daha yiiksek dereceden

cOzlimleri gosterir. £’ un ¢ok kii¢iik olmasi durumunda, yukaridaki serinin yakinsak
olmasi, kiigiik ¢ degeri i¢in bulunan daha yiiksek dereceden ¢oziimlerin daha az
onemli oldugu anlamina gelir. Bir yaklasik pertiirbasyon ¢6ziimii, seriyi bir yerden

sonra kesip, genelde sadece ilk iki terimi, baslangi¢c ¢oziimii ve “birinci derece”
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pertiirbasyon diizeltmesini, birakarak elde edilir. € ¢ok kii¢iik olmasina ragmen, baz1
problemlerde ¢oziim yakinsak olmayabilir. Bircok 6nemli problemde kiiciik
pertilirbasyonlari verilmesi, ¢oziimlerin niceleyici ve niteleyici 6zelliklerini ortaya
koyar fakat bu ozellikler, pertiirbe edilmeyen problemlerin ¢dziimlerininkilerden
oldukga farkli olabilirler.

Ornegin;
u'+tu—e=0,u(0)=1

ve
u'—u—e=0,u(0)=1

denklemleri goz Oniine alinsin. Birinci denklemin ¢ozimi u(f)=ec+(1—¢&)e” iken
pertirbe edilmemis denklemin ¢6zimii u,(t)y=e"'’dir. e<1 oldugunda
lu(t)—(7)|< €& i¢in pertiirbasyon ¢dziimiiniin dogrulugu yiiksektir. Ikinci denklem
icin ise pertirbe edilmemis problemin ¢oziimi u,(t)y=e"’dir ve
lu(t)—()|=|1-¢€"| elde edilir. Burada, > 1 oldugunda u, , denklemin yaklasik

¢Oziimii olarak diistiniilemez.

Pertiirbasyon metotlari, orjinal problemin, tam olarak ¢6zmeye yetecek kadar
basitlestirilmis formuyla baslar. Genel yontem, fen ve miithendislikte ¢cok kullanilan
matematiksel bir aragtir: basitlestirilmis bir problemle baslamak ve asamali olarak
diizeltmeler eklerken diizelmis problemin giderek gergegi temsil eden formiile

yakinlagsmasini saglamak.

Hemen hemen biitiin pertiirbasyon metotlari, bir denklemde kii¢iik bir parametrenin
olmas1 gerektigi varsayimina dayanir. Bu kiigiik parametre varsayimi, pertiirbasyon
tekniklerinin uygulamalarimi 6nemli 6l¢iide kisitlar. Nonlineer problemlerin 6zellikle
kuvvetli nonlineerlige sahip olanlarin hepsinde kii¢lik parametreler yoktur. Bir kiigiik
parametrenin belirlenmesi zor ve 06zel teknikler gerektirir. Kiigiik parametrenin
uygun sec¢imi ideal sonucglar vermesine ragmen, uygunsuz se¢imi de ciddi anlamda
kotl sonuglara yol acabilir. Uygun bir kii¢iik parametre bulunsa bile, ¢ogu durumda,
pertiirbasyon metotlar1 ile bulunan yaklasik ¢éziimler, sadece parametrenin kiiciik
degerleri icin gecerlidir. Ornegin, ¢oklu dlgek metoduyla (the method of multiple

scales) coziilen yaklasimlar, sistem parametresi kiiclik oldugu siirece gecerlidir.

20



Fakat yaklagimlara da tamamen giivenilmez c¢iinkii parametrenin ne kadar kiigiik
olmas1 gerektigine dair bir kriter yoktur. Buna ragmen pertiirbasyon teorisi, bir¢ok
donemde, birgok farkli alanda kullanilmistir. 20. Yiizyiln sonunda, kuantum
fiziginde pertiirbasyon teorisi ile ilgili géze carpan memnuniyetsizlik, sadece
acilimda ikinci dereceden Gteye gitmedeki zorluklar1 icermesi degil ayn1 zamanda
pertiirbatif agcilimin yakmsak olup olmadigi hakkindaki sorularla da karsi karsiya

kalinmasidir. Bu da pertiirbasyon metotlarmin sinirlamalari oldugunu gosterir.

Pertiirbasyon metotlarinin kisitli olmasi, tam olarak ¢oziilebilen modellerin ¢aligildig:
non-pertiirbatif analiz alanina biiyiik bir ilgi duyulmasina yol agmistir. Bu alandaki
prototipik modeller; kuvvetli nonlineerlige ve ilging ¢oziimlere sahip KDV denklemi
ve sonsuz derecede pertiirbasyon uygulanilsa bile pertiirbasyon teorisi ile ¢oziime

ulagilamayan solitonlardir.

Bu boliimde, topolojideki homotopi kavrami ile pertiirbasyon teknigini birlestirerek
pertiirbasyon metotlarinin dezavantajlarini ortadan kaldiran ve sadece zayif nonlineer
denklemler i¢in degil ayn1 zamanda kuvvetli nonlineerlige sahip denklemler i¢in de
elde edilen ¢oziimlerin, tiim ¢6ziim bdlgesinde gecerli oldugu, yar1 analitik bir metot

olan homotopi pertiirbasyon metodu tanitilacaktir.

2.2.3 Homotopi Pertiirbasyon Metodunun Tanimi ve Uygulamalan

Homotopi, diferansiyel topolojinin 6nemli bir konusudur. Bir nonlineer cebirsel
denklemin biitliin koklerini bulmak icin homotopi teknikleri uygulanabilir. Bunu

gostermek i¢in asagidaki denklem g6z Oniine almsin:

f(x) =0,xeR (2.13)

Bu denklemde homotopiyi uygulayabilmek i¢in, p €[0,1] bir ggmme (embedding)
parametresi, x, (2.13) denklemi’nin baslangi¢c yaklasimi olmak lizere asagidaki

H :Rx[0,1]—> R homotopisi kurulabilir.

H(&Ep)=pf (E)+(1-p)If (£ )-S(x)]=0, £€R, pe[0,1]]  (2.13.)

veya
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H(&,p)=f(&)-f(x)+pf (x,)=0, £€R, pe[0,1] (2.13.b)
Bu denklemlerden

H(E,0)= /(&)-f(x) (2.14)

H(z:,l):f(é):O (2.15)
oldugu agiktir.

p=0’dan p=1’e degistikge, H(&,p) degeri f(&)—f(x,) ‘dan f(&)’ye degisir.
Bu bir topolojik deformasyondur. f(&)-f(x,) ve f(&)de homotopiktirler.

0 <p<1 oldugundan gomme (embedding) parametresi “kiiclik parametre” olarak

diistiniilebilir. Pertiirbasyon teknigi uygulanarak, (2.14) denkleminin c¢oziimii

asagidaki gibi p ’nin bir kuvvet serisi olarak yazilabilir;

§:§o+p§1+p2§2 +... (2.16)
p parametresi 1’e yakinsarken (2.13.a,b) denklemleri, (2.13) denklemine kars1 gelir

ve (2.16) serisi, (2.13) denkleminin bir yaklasik ¢6zlimii olur ve ¢6ziim

x=lmg=&+&+&+.. 2.17)

olarak bulunur. (2.14) denkleminin yaklagik ¢oziimiini elde etmek ig¢in f(&)

fonksiyonu, &, noktasi civarinda Taylor serisine agilir;

F@) =)+ f'CE)PE +p°E, +..) +%f"(§o)(p§1 +p’+) e (218)

(2.18) esitligi, (2.13.b) esitliginde yerine konup, p ’nin kuvvetlerine gore katsayilar

esitlenerek

P’ =f(&)—f(x)=0 (2.19)

p] = f’(éo)gl + f(xo) =0 (2.20)

22



P =S GG+ 1ENE =0 @.21)

P = G+ /G2 4 S G =0 2.22)

denklemleri elde edilir. Tlk dort denklemden &,,&,,&, ¢dziilerek

S (x)

S =T s O (2.23)
A2
" 2 " 2
PR R [ f,(xo)] ’ 2.24)
217°%) 2L/ C)\ (&)
ve
3 2 3 3
__ f”(fo)flfz B fm(éo)él _ _l f"(éo) f(xo) N fm(éo) f(xo) (2 25)
3 1'(&p) 31L&y 2 [y 1'(&p) 6/ () /1(&p) .
bulunur.
p =1 iken birinci dereceden yaklasik ¢oziim
S (&)
x=E+E =8 -2 (2.26)
T @)
biciminde elde edilir. Bu ¢6ziim
/(&)
Xy =&, =0, (2.27)
‘ f&)

iterasyon formiilii kullanilarak da yazilabilir. (2.20) denklemi’nin bir ¢6ziimii olan
&, =x, da(2.27) denkleminde yerine konularak

Xy =X, EACH) (2.28)

J'(x,)

Newton Iterasyon formiilii elde edilir. Benzer olarak ikinci dereceden yaklasik
¢Ozim

x=8,+&+¢, (2.29)
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bicimindedir ve iterasyon formiiliiyle

oo—e JE) L&) [f(én)] 2.29.8)
f'E) 2L CED\ (&)
veya
MR (CA TP G [f(xn) ] 2.295)
f'x) 20 () (%)
seklinde gosterilir. Uciincii yaklasik ¢oziim ise
x=&,+8+8,+8&, (2.30)

oldugundan iterasyon formiiliiyle

2 2 3
o gy L) S (f,(fn)] Bl (f,(én)] ACY (f,(én)] 2.31.)
SE 2reE\rE)  2\ren)  sren [\ e

veya

2 2 3
o L) ) (f(xn)] Bl (f”(xn)] /") (f(xn)] 2.31b)
L) 2o\ ) |20 ) e [\

ile verilir.

3.3 Ornek [35]

f(x)=x*+x-2=0 ikinci dereceden polinomunun ¢6ziimleri Homotopi
pertiirbasyon metodu kullanilarak asagidaki gibi bulunur; x, =0 baslangi¢ ¢oziimi

ile baglanir ve

S(So) = (%) = (& =X )& + X, +1) =0

denklemi ¢oziiliirse; £ =0 ve & =-1 ¢dziimleri bulunur. Bu ¢dziimler ikinci

dereceden yaklasik ¢6ziim i¢in (2.29.a)iterasyon formiiliinde yerine konularak
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2

o_en SE  SED) ( f(éé”)]z _S© _ ") ( f((»]

DT TED) 27 EDSED)) T O 2700
oo SED) SER) ( &) ] SO S0 ( £ ] )

LT SED) 21 EOED)) M 27 mLS)

x=-2, x?=1 ¢oziimleri elde edilir. Bulunan ¢oziimler denklemin tam
¢cOzlimleridir.

2.2.4 Denklemin Céziimii icin Homotopi Pertiirbasyon Metodu

A genel bir diferansiyel operatdr, B bir siir operatorii, f(r) bilinen bir analitik
fonksiyon, G , W bolgesi’nin sinir1 olmak iizere, asagidaki nonlineer diferansiyel

denklem g6z Oniine alinsin;

A(u)—f(r)zO, reQl. (2.32)

Simnir kosullar;

B(u,0u/on)=0, rerl, (2.33)

A operatorii, L lineer ve N nonlineer operatdr olmak iizere; L ve N gibi iki parcaya

ayrilabilir . (2.32) denklemi asagidaki bi¢imde yeniden yazilabilir ;
Lu)+N@u)— f(r)=0 (2.34)

Homotopi teknigini kullanarak, v:Qx[0,1] — Rolmak iizere; p €[0,1]” nin bir
gdmme parametresi, u, m (2.32) denkleminin smir kosullarin1 saglayan baslangig

yaklagimi  oldugu, (2.32.a) veya (2.32.b) denklemlerini saglayan bir
H((r, p), p) =0 homotopisi olusturulur.

H(r,p).p)=(1- P)[LO) - L))+ p[A0) - f()]=0  pef0]]  (2.32.9)
veya
H(W(r, p). p) = L0) ~ L(uy) + pL(ug) + p[N0) - f()]=0  pe[01]  (232b)

(2.32.a) veya (2.32.b) denklemlerinden
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H(v(r,0),0) = L(v)— L(u,) = 0 (2.33)
ve

HW(r,1),1)= AW) - f(r)=0 (2.34)
denklemleri elde edilir.

p parametresinin, p=0’danp=1’e degisimi, v(r,p) ¢Ozim serisinin, u,(r)
baslangi¢ yaklagimindan, denklemin ¢6zliimii olan u(r)’ye degisimini verir. Buna
topolojide deformasyon denir. Ayrica L(v)—L(u,)=0 ve AW)— f(r)=0
denklemlerine de “homotopiktirler “denir. Eger p;(0< p <1) goémme (embedding)

parametresi “kiiciik parametre” olarak diisiiniiliirse, klasik pertiirbasyon teknigi
uygulanarak, (2.34) denkleminin ¢6ziimii p 'nin kuvvet serisi olarak yazilabilir;

V=v,+py +py, ... (2.35)
p parametresi 1’e yakinsarken (2.35) denklemi’nin yaklasik ¢6ziimii ;

uzlp}tj}lv:vo+v]+v2+v3... (2.36)

olarak bulunur.

He’nin homotopi pertiirbasyon metodunun baslica avantajlarindan biri,
pertlirbasyon denkleminin topolojideki homotopi kavramimi kullanarak, serbestge
bircok farkli sekilde olusturulabilmesidir. Bu calismada homotopi pertiirbasyon

metodu, degisken katsayili 1s1-tipi ve dalga-tipi modellere uygulanmaistir.

3.2.2 Ornek [35]

Simir kosullart:
u(0,0)=0, u(l,t)=¢' (2.37)
baslangi¢ kosulu:

u(x,0)=x>, (2.38)
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olan

u :%xzuxx, O<x<1,t>0, (2.39)

t

bir-boyutlu baslangi¢ ve sinir deger problemi homotopi pertiirbasyon metodu ile

asagidaki gibi ¢oziiliir.

He’nin homotopi pertiirbasyon metoduna gore, asagidaki homotopi olusturulur:

ov Ou 1 ,0* ou
H , T (2 0 =0 2.40
P =5 P e (240

Cozlim serisi

V=V, 4 py +piv, + piv (2.41)
bigimindedir. (2.38) baslangi¢ kosulu gz niine alarak u,(x,¢) =x" segilip, u, ve
(2.41) denklemi, (2.40) denkleminde yerine konup p’nin aymi kuvvetlerinin

katsayilar1 esitlenerek, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

ov, Ou
0=20_"0_9 v (x,1) = x7,
or ot (60)
N 2—62‘}0—% v,(x,0)=0
’ 1 s ’

P 2" e &

2
2 120 v, (x,0) =0 (2.42)

- 9

P =" "2% o

1 2
s _ Oy _x26v2 v;(x,0)=0,

P =5 "2 a2

1 2
s O _1 .0 v,(x,0)=0,

- 9

P= T2 e
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g n —_x n-l , 1% x,O :0, n:273343"'
P =% T2 T (5.0) ( )
Sistem ¢oziilerek
vy (x,1) =x?, v(x,t)=xt,
K x°r
Vz(x,t): 2' N V3(x’t): 5
Xt
V4(x’t): 4 >
2.n
vn(x’t): aal 4
n!

¢Oziimleri elde edilir.

p parametresi 1’e yakinsarken (2.39) denkleminin ¢oziimii;

u=limv=v,+v,+v, +--
p—l

olmak tizere

2.2 2.4 2.n
Xt

2 2 Xt Xt Xt
u(x,t)=x"+xt+ + + 4ot
2! 3! 4! n!

bulunur. Bulunan bu seri ¢6ziimiin kapali formu
u(x,t)=x’e

incelenen problemin tam ¢oziimiinii verir.
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2.3 Varyasyonel Homotopi Pertiirbasyon Metodu

Varyasyonel homotopi pertiirbasyon metodu varyasyonel iterasyon ve homotopi
pertirbasyon yontemlerinin birlestirilmesinden olusan bir yontemdir. Bu iki
yontemde Cinli arastirmact J. H. He tarafindan gelistirilmis ve yaymlanmistir. Bu
yeni yontem dogrusal ve dogrusal olmayan denklemlerin analitik veya yaklasik
coziimleri i¢in herhangi bir kisitlayici varsayim ve dogrusallastirma gerektirmez.
Yeni gelistirilmis varyasyon homotopi pertiirbasyon yonteminin temel kavramini

gostermek i¢in asagidaki genel diferansiyel denklemi baz alabiliriz.

Lu+ Nu=g(x) (2.46)

L liner, N nonliner ve g(x) homojen olmayan terimler olmak lizere varyasyonel

(2.46) deki iterasyonel yontemini kullanarak asagidaki gibi bir diizeltme fonksiyonu

olusturulursa:

U, (X)=u,, + j A(r){Lun +Nu, — g(r)}dr (2.47)

A(r) genel Lagrange Carpani olmak tiizere, homotopi (2.47) deki pertiirbasyon

yontemini uygularsak

0

> p'u, = uy(x)+p j A(r){N(i p"ﬁn)}dr - j A(0)g(r)dr , (2.48)

n=0
homotopisini elde ederiz.

n; n. yaklasmm, i, kisith varyasyonel, (2.47) numarali denklem ise diizeltme

fonksiyonudur.. Gelistirilen varyasyonel homotopi yontemine (2.47) nolu diizeltme

fonksiyonuna uygulanirsa asagidaki denklemi elde ederiz.

2 L 2 . ko &
Uy, puy+p uz+...=u0+(f)i(r)L(u0+pu1+p u2+...)+(NuO+p(ZZ=0aku ))—g)l(r)g(r)dr

Bu denklem asagidaki gibi ifade edilirse;

> P =@+ [A@pLY. . p L+ Y autlde-[A(n)g(r)dT  (2.49)
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(2.49) numarali denklem varyasyonel iterasyon ve homotopi pertiirbasyon

yontemlerinin baglantisini gosterir. p ’nin kuvvetlerinin katsayilarla karsilastiriimasi

cesitli dereceden ¢oziimler sunar bunun uygulamast;
P 1uy =uy(0) - [ Ar)g(r)d7
0
P = [A@)(Luy+a,)dr
0

P, :jl(r)(Lu,+a0+a]ul)dr
1

g
I

"=u,, :J.i(r)(Lun+zzzoakuk)dr

seklinde ifade edilir.

Ornek 4.1. [36]

2
ou + uu ou _ va— =0 bir boyutlu Burgers denkleminine asagidaki degerlere gore
ot ox  ox’
VHPM uygularsak;

u=1,
c
u(x,0)= c[l —tanh(— x)} ,
2v

v>0, c sabit ve x 0<x<1 araliginda alirsak ve diizeltme fonksiyonunu asagidaki

gibi secersek

n e 8& . 0 & .
> plu, =u(x.0)-p [| ud pu,—> pu;—v—" p'u, T
i=0 ol =0 ox 1% ox” =

p 'nin kuvvet agilimlarin1 asagidaki gibi buluruz.

P’y (x,t) =u(x,0) = c[l - tanhzix}
v

ou 8u
P (x, 1) = j( ug — T

70
ox
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3
= ct sec h’ (ﬁ)
2v 2v

¢ Ou ou 0°
T xt)=—|(u,— -y, —2—v—u )T
Pt (x1) J;( “ox ' ox ox* )

2
ct

cx cx
tan h(—) sec b’ (—
4v* (2v) (ZV)

u(x,t) =u,(x,t)+u, (x, ) +u, (x,t)+...

Genel ¢6ziimiin denkleminden ;
u(x,t)=c [1 - tanh(i (x— ct))}
2v

sonucu elde edilir.

31



32



3. YONTEMLER UZERINE CALISMALARIMIZ

3.1 Benjamin-Bona-Mahony(BBM) Denkleminin Varyasyonel Iterasyon

Yontemi ile ¢oziimii:

u,+u +uu, —u_, =0

u(x,0) = %sec hz(g)

baslangic kosulu ile verilen Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemine
varyasyonel iterasyon yOntemini uygulayip, uyguladigimiz yontem ile bulmus

oldugumuz yaklasik ¢6ziimii denklemin analitik ¢6ziimii olan

u(x,t) zgsechz(%—z—;)

cOzlimii ile karsilastirarak her bir iterasyon adimmi ve bu adimlardaki analitik

¢Ozlime yaklasma oranlarmni bulalim.

BBM denklemine karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli

(x,9))d9

xxt

u,, (&)=u,(x,t)+ j Au, (x,9)+1u (x,9)+ul (x,9)-1u
bi¢iminde alinirsa
(1) =u,(?) +j/1(Lun (H+Nu, (- f(H)dI

yaklagimindan Lagrange ¢arpant A =—1 olarak bulunur.

U, = %sechz(x/@,
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11¢* cosh(x/3)sech®(x/6) S

u, = %sec h*(x/6)+ %sec h*(x/6)tanh(x/6)

2048 64
+sech? (x/6)tanh(x/6)
3, 2912 sec h3(x/6) 12 cosh(x)sech®(x/6) tsinh(x/2)sech’ (x/6)
u, =—sech~(x/6)— - -
23 1536 1536 384
3. 11 7 . 3,411 .
_ Stsinh(x/2)sech” " (x/6) N sech’ (x/6)sinh(5x/ 6) N 7t sech” “(x/6)sinh(5x/6)
12288 1152 73728
3411 . 2 4
t”sech” " (x/ 6)sinh(7x/6) N tsech”(x/ 6) tanh(x/ 6) N 3tsech " (x/ 6) tanh(x/ 6)
36864 8 64
6 3 10
_ 49tsech™ (x/6) tanh(x/6) St sech” " (x/6)tanh(x/6)
1152 4608

Burada wu,, u,, u, c¢ozimleri sagamath programn kullanilarak elde edilmistir.

Bulmus oldugumuz ilk 3 iterasyon adiminin gergek ¢6ziim ile karsilagtirmasi Tablo
1 de verilmistir. Ger¢cek ve niimerik ¢Oziimlere ait grafikler ise karsilagtirma
tablosunun altinda yer almaktadir.

Benjamin-Bona-Mahony (BBM) sayisal ¢oziimiinii varyasyonel iterasyon yontemi
ile inceledigimiz zaman varyasyonel iterasyon yonteminin ilk ii¢ adiminda gercek

¢dziime ¢ok yakin oranda yaklasildig1 goriindii. Ilk ii¢ adimlik iterasyon bizim i¢in

yeterli oldu iterasyon adimui arttik¢a yaklasik ¢6ziimden uzaklagildigi gorildi.

Cizelge3.1: t=0.3 aninda u(x,f) icin analitik ve  ger¢ek c¢oziimlerinin
Karsilagtirilmasi
Iterasyon Analitik C6ziim Yaklasik Coziim Hata oram
Adimlar1
1 0.3744130480984604 0.3749087945773747 0.132
2 0.3748031288271494 0.3753474930952519 0.145
3 0.3749853519439612 0.3755732140104781 0.157
4 0.3749593128390916 0.3755850140915104 0.167
5 0.3747250693480553 0.3753824958262723 0.175
5 0.3742831414788761 0.3749658146647877 0.182
7 0.3736345089609346 0.3743356821947829 0.188
8 0.3727806066352829 0.3734933651596483 0.191
9 0.3717233177235947 0.3724406803001826 0.193
10 0.3704649650298208 0.3711799850738664 0.193
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Sekil3.2 -5<x<5 ve 0<t<2 araligmdaki u =u, +u, +u, yaklasik ¢oziimiiniin
grafigi
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3.2 Homotopi Pertiirbasyon Yontemi ile (2+1) Boyutlu Broer Kaup sisteminin
Coziimii

u, +2v, + (uz)xy —3u,, =0
v,+v_+2(uv) =0

(2+1) Boyutlu Broer-Kaup sisteminin analitik ¢éziimii

1 1
u(x’y’t):_§+x+y+t D

VX, at =T >
3.9 (x+y+1)

ve baslangi¢ kosullari;

1 1
u :uo(x,y,t):—§+x+y ,

v=v,(x,y,t) =~

1
(x+y)°

olarak verilen (2+1) boyutlu Broer-Kaup sisteminin ¢dziimii sagamath programi
kullanilarak asagidaki gibi bulunmustur.

1 1
uy(x,y,t)=——+ ,
2 x+y
Vo(X, y,t =TT 3
O( y ) (x+y)2

u, (4, ,1) —1/30(Bx +3y—4)/ (0 + 332y +302 +1°) +4/ (x + y)°)
_ 3 4
vl(x,y,t) =4t((1/(x+y)-0.5)/(x+y) —l(x+y)")

(3, 1) = 17262 (155 +15y—16)/ (x> + 5x 1y +10x°y2 +10x2)°
4

508 +9°)=9/ (0t 143y 1 6x% 0% 1 4P + v 416/ (x4 y)) +

6/5t2((5x+5y—8)/(x5 +5x4y+10x3y2 +10x2y3 +5xy4

8/ (x+ ) +1/2022x+2y=3)/ (x* +4x3y +6x2y2 + 4xy

+y5)+
S+yh
37242 /(x4 +4x3y+6xzy2 +4xy3 +y4)
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v, (6,7,0) = 1221 (x4 )= 0.5)((1/ (x + 1) = 0.5) / (x + »)* =1/ (x + 1))

12412 (1) (x4 1) =0.5) / (x4 y)° =1/ (x+ )0 + 12 (x2 + 239+ y2)

Gx+3y—4)/ (3 +3x2y+302 + )2 21/ (3 +3x2y + 302 + °)

w4/ (x+ ) (x4 )2 =42 (1 (x £ )= 0.5)/ (x+ 9)° =1/ (x+ )
Hx+ )2 42132 (Bx+3y—4) /(x> 43529+ 3002 + 7)1 4/ (x+y)> / (x + )

u(x,y,t) =u,+u, +u,

v(X, ¥,t) =V, +v, +V,

Coziimleri ele almarak analitik ¢6ziim ve numerik ¢6ziimiin yaklasim oranlarmin
karsilagtrmalar1  Cizelge 3.2 de sekilsel olarak karsilastirilmalart ise grafiklerle

gosterilmistir.

Cizelge3.2: x=10,y =10,z =0.002 anindaki v i¢in analitik ¢6ziimiin ve yaklasik
¢Ozlimiin karsilastirilmasi.

Iterasyon Analitik Coziim Yaklasik Coziim Hata Oram
Adimlar1
1 -0.0020657400963 -0.0020664914111 0.03637024883
2 -0.0017358217954 -0.0017364004991 0.03333888958
3 -0.0014790623840 -0.0014795175501 0.03077396504
4 -0.0012753280078 -0.0012756924393 0.02857551064
5 -0.0011109629777 -0.0011112592740 0.02667022257
6 -0.0009764404411 -0.0009766845817 0.02500312529
7 -0.0008649501412 -0.0008651536829 0.02353218017
8 -0.0007715192115 -0.0007716906792 0.02222469156
9 -0.0006924478844 -0.0006925936783 0.02105484782
10 -0.0006249375046 -0.0006250625046 0.02000200015

Cizelge3.3: x=10,y =10, =0.002 anindaki u i¢in analitik ¢6ziimiin ve yaklasik
¢Ozlimiin karsilastirilmasi.

Iterasyon Analitik Coziim Yaklasik Coziim Hata Oram
Adimlar1
1 -0.454549586401 -0.454541321938 0.001818165305
2 -0.458336805266 0.458329860822 0.001515140048
3 -0.461541419891 -0.461535502731 0.001282043072
4 -0.464288265124 -0.464283163083 0.001098895067
5 -0.466668888741 -0.466664444296 0.000952376421
6 -0.468751953003 -0.468748046753 0.000833329864
7 -0.470589965296 -0.470586505089 0.000735291417
8 -0.472223765346 -0.472220678927 0.000653592637
9 -0.473685595495 -0.473682825412 0.000584793613
10 -0.475001249938 -0.474998749937 0.000526314405




Sekil3.3 10<x<20 ve 10< y <20 araligindaki u analitik ¢6ziimiiniin grafigi

2 10

12
o1 12 figi 0 H
x 10 ¥

Sekil3.4 10 <x <20 ve 10< y <20 arah@indaki u =u, +u, +u, yaklasik
¢Oziimiiniin grafigi
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Sekil3.5 10< x<20 ve 10< y <20 araligindaki v analitik ¢6ziimiiniin grafigi
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Sekil3.6 10<x <20 ve 10< y <20 araligindaki v=v, +v, + v, yaklasik
¢Oziimiiniin grafigi

39



3.3 Homotopi Pertiirbasyon Yéntemi Ile Solitary Denkleminin Céziimii

1
u(x, y,t)= - + tanh(x+ y+t),

v(X,y,t) =1—tanh’ (x+ y+1)

analitik ¢oziimleri yukaridaki gibi olan (2+1) BK denkleminin  homotopi
pertiirbasyon yontemi ile yaklasik ¢6ziimii i¢in asagidaki baslangi¢ kosullarini alarak

¢cOziimiinii yaparsak;
u, = tanh(x+y)-0.5,

v, =1—tanh(x +y)*,

u = —%t(3x +3y+8(3elT2F T2 13 (TAX ) 9y 3, (72X 2) | 5 (A=A
e(—6x -6y) A1)+ 6e(_2x -2y) / (e(—2x -2y) / (Ze(—Zx -2y) + e(—4x -4y) +1)—-

1260 ) 3(F2¥720) | 3 (AX=4Y) | (F0x=67) Ly g 3,072 20

3T L 68 =00) gy 1077220 41 4 310g(e T2 20 4

—3log(cosh(x + y))),

v, = 2(tanh(x + y)* —1)(2 tanh(x + y) — 1) tanh(x+ y) — 2(tanh(x + y)* —1) tanh(x + y)’¢,

v, (7.0 =4/ 3(anh(x+ )% =12 G+ 3y + g3l 72X 2Y)

13T 19y (3T2XT2Y) 4 3 (A —AY) | [(F6x=67) gy

166l T2XT2Y) (22X 2Y) | (FAX=4Y) Ly o (AX—4Y)

1372720 43X | (63 =00) Ly g (372X 2)

13T =AY L JF68=60) gy 15 (72X 720 11 4 310g(e 72 T2V 4

—3log(cosh(x + y))) tanh(x + y) — 2((tanh(x + y)2 —-1)(2tanh(x+ y)—1)

tanh(x + y) — 2((tanh(x + )% 1) tanh(x + )2 (tanh(x + )% — 1) +

2(tanh(x + )2 12 (163l 2X 20y 43T =AY | o) (F2X=2)
e HAY) | [(6x=67) 3 (2x=2) 3 (Ax—dy) | (-6v6)) 12
16(eT2F T2 12 A=Ay 372X =20) 3 (A=A
SOT=63) 1) (2X29) 5, (26-20) | (Av-an)
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L5252 | (Ax—Ay)) (2-2y) | (Ax—dy) | (6x-67) )2

26025 720) (23 720) Ly 4166 T ) (3(F2X20) 3 (FAX—4Y)
L OT69) ) g (2X-29) o (Ax—4y) | (-6x-6y), (Ax—4) |
(372X 720D 43 FAY = AY) L (O =63) L 32 it )/ cosh(x + )

e 2820 (A=) | (6x63), ) 3 (-2-29) 3 (~Ar—4p)
170700 g2 (72X 20)  ((F2% =20 2 gy o (2(tanh(x + )2 —1)

(2 tanh(x + ) —1) tanh(x + 1) — 4(tanh(x + )% 1) tanh(x + y)> + (tanh(x + y)% — 1)

(2 tanh(x + ) — 1) — 2(tanh(x + )% —1)% tanh(x + 1))r% (tanh(x + ) — 0.5) +

4(tanh(x+ ) —1)(2 tanh(x + ) — 1) tanh(x + ) — 2(tanh(x + y)? — 1) tanh(x + )™

+2(tanh(x + )% —1)2(2 tanh(x + ) — 1) tanh(x + y) — 42(tanh(x + y)% — 1)

tanh(x + y)2 i

uy (e, y.0) = =202 (e y =176 7272 /572X T2) 40T 10 (0¥ = 600)

+5e8¥ 78 L1010 =100) 4y 4 51900723720 4 (F2¥=20) | (A% = 4Y)
+4e70¥=60) | (F8X=81) 1y 360e(72¥ 720) 13 (F2X20) 3 (TR AY)
467060 41y 4 40e(F2X 720D (o (F2X 7 20) | J(TAX=AY) |y g (AX—AY)
/(572X 20) 1 10eTHTAY) 110670 767) | 5, (FBX=8Y) 0, (F10x=100) 4y
+840eCH T /(472X 720) 6 (FAX=AY) | 4 (63 =6)) | [(BX=8y) gy
2726 T (3F2X72Y) | 3 (A=A | [(FOx=67) |y 578, (76¥=67),
(562727 110 T4 10 (TOXT60) | 5 (Bx=8Y) 1 (F10x =100y
+432(70¥760) /(472X =27) 6, (FAX=AY) | 4, (Z6x=67)  [(Bx=8y) 1y,
2166878 (50728720 10 TANTAY) (076X 67) 5, (B =8)
#1010 7100) gy 40/ (567277 29) 110 HF ) 10 (F0X760)

56785 =80) 1 10o10=100) 1y L1087 (472X 720D 4 ge(TAX = 4Y) 4 4 (06X =6)
188 1) 120/ (372X 720 43 AN TAY) | [(FOX=60) 4y 4 0g ) (20072F 7 2Y)
w1107 T2 41y 22/( TP T2 12 w167 (T T2 )3
+log(eT2¥ 72 11) — log(eosh(x + 1)) ~ 1662 (eLT2¥ 720 (572X 720D 104X = 47)
+10e(_6x -6)) + 5e(—8x -8y) + e(—le —10y) 1)- 3e(—4x —4y) / (Se(—Zx -2y)
+10e(_4x -4y) + 10e(—6x -6)) + 5e(—8x -8y) N e(—le —10y) 1)- 3e(—6x —6y)
152720 41 10eH TAY) 110076 760) 5, (B =8y) | (F10x=10y) 4y
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178X =8y), (Se(_zx =29) 110 ) 410 (76X =60) | 5 (Bx-8Y)
+e(—le -10y) A1)+ 472 (e(—Zx — Zy)) / 4e(—2x -2y) N 6e(—4x -4y) N 4e(—6x —6y)
+e(—8x -8y) F1)—- 2(e(—4x — 4y)) / 48(—2x -2y) N 6e(_4x -4y) N 4e(—6x -6y)
+eUBX8Y) 4 1y 370X =67) (4, (F2¥=2)) | 6 (Ax=47) | 4, (Z6x=6y)
T8 TBY) Ly 8(2e% Tog(2) + ¢ ) 40X F01) 1602y 1+ (25 F 23 100(2),2
/e(8x +8y) +4e(6x +6y) + 6e(4x+ 4y) + 4€(2x +2y) 1) —16t2(e(_4x_4y))
1402 2Y) 4 (A= 4Y) g (6x=6y) | (Bx=8y) 1)

Olarak wu,,u,,u, ¢Oziimlerini sagamath programini kullanarak bulduk. Burdan

buldugumuz yaklasik ¢6ziim ve analitik ¢ozliim grafikler ve Tablo ile asagida
karsilagtirilmistir.

Cizelge3.3: x=10,y =10, =0.003 anindaki v i¢in analitik ¢6ziimiin ve yaklasik

¢Ozlimiin karsilagtirilmasi.

Iterasyon | Analitik Coziim Yaklasik Coziim Hata Oram

Adimlar1
1 0.96179832893 0.960278721894 0.157996431328
2 0.99999600001 1 0.999995977819 0221914652798
3 0.960280847218 0.961800416589 0.158242182514
4 0.854336454938 0.856940836132 0.304842568725
5 0.710048773599 0.713110226318 0.431160905104
6 0.557570959586 0.560544946332 0.000833329864
7 0.418696185734 0.421258542871 0.611984829338
8 0.304004194388 0.306041276622 0.670083594667
9 0.215388143121 0.216921243725 0.711785050829
10 0.149973063033 0.151084499089 0.741090455315

Cizelge3.4: x=10,y =10, =0.003 anindaki u i¢in analitik ¢6ziimiin ve yaklasik
¢Ozlimiin karsilastirilmasi.

Iterasyon Analitik Coziim Yaklasik Coziim Hata Oram

Adimlar1
1 0.499331976287 0.496548036946 0.557532758523
2 0.499987760706 0.497209094213 0.555746902418
3 0.499999775828 0.497221205976 0.555714219593
4 0.499999995894 0.497221427812 0.555713620995
5 0.499999999925 0.497221431875 0.555713610031
6 0.499999999999 0.497221431949 0.55571360983
7 0.500000000000 0.497221431951 0.555713609827
8 0.500000000000 0.497221431951 0.555713609827
9 0.500000000000 0.497221431951 0.555713609827
10 0.500000000000 0.497221431951 0.555713609827
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Sekil3.8 —5<x<5 ve =5<y<5 arahigindaki u =u, +u, +u, yaklasik ¢ozlimiiniin
grafigi
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Sekil3.10 -5<x<5 ve -5<y <5 araligindaki v=v, +v, +v, yaklasik ¢6ziimiiniin
grafigi
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3.4 Benjamin-Bona-Mohony Denkleminin varyasyonel homotopi pertiirbasyon
yontemi ile ¢oziilmesi:

u,+u +uu, —u_, =0

u(x,0) = %sec hz(g)

baslangic kosulu ile verilen Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemine

varyasyonel homotopi yontemini uyguluyarak.

u(x,t) zgsechz(%—z—;)

analitik ¢oziimiine yaklagsmaya ¢alisalim.
Varyasyonel homotopi pertiirbation yontemini uygulayarak;

t
u,, (t)= un+J.i(r)[um+um_+unum_—u dT

0

-
Diizeltme fonksiyonumuzu ;

ou, (x,t)=0u, (x,t)+ j A@[ou,+6u, +ouu —-ou, Mt
yukaridaki sekilde yazarsak; 0

Su,, (x,1)=5u,(x,0)+AT)5u,x, 1)  —A)Su, (x|

[ @6 u,~ A ()5 v, +5u,+5u,u,Mdr
0

elde ederiz. Boylece

—->A=-1

1+Am)|,_, =0
A'=0

bulunur.
u,, (&) =u,(x,t)— I A, (x,n)+u, (x,n)+uu, (x,n)—u, (x,n)}dn
0
Yukaridaki diizeltme fonksiyonumuza homotopi uygular isek

© D ~ ti . . i . _ﬁ_u
2P = 1) =P S P (L, ) S T P

0 o i 621/!
Lt

po =u,(x,x) =u(x,0)= %sechz(x/6) = f(x,y)
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t
0
(P"uy + pu, + pu, + puy) = £ (x,9) = p | = (Pt + puy+ Py + pluy) +
0
(P uy + pu, + p*u, + p’us)
a 0 2 3 6 6 0 2 3
—(puy+ pu, + pu, + puy) ———(p u, + pu, + pu, + puy)
Ox Oox” ot
Lo
u, + pu, +p2u2 +p3u3 = f(x,y)—p| =, + pu, +pzu2 +p3u3) +
0 Oox
(uy + pu, + p’u, + p’u;)
0 o 0
— (uy + pu, + p*u, + puy) —— — (uy + pu, + p’u, + p’uy)
Oox ox- ot
t
0
= fxy)-| = (Pt + Pty + Py + puy) +(puty + Pl + Py + py)
0

o o 0
a(uo + pu, + p*u, + puy) —ya(uop + p’u, + p’u, + p'u;)

2 3 O
ox ox Oox ox us)

t ou 0 0 0 0
= f(x,y) = | puy—"+ p’uy —u, + p*uy—u, + p*u, —u, + p*u, —u, +
f(x,p) .([poax poaxl p06x2 p°6x3 plaxo

p3u iu +p4u iu +p5u iu +p3u iu +p4u iu +p5u —u, +
"ox Yox C "ox “ox ° >ox ‘ox °

u, Lt 4 pru, Lo+ pou L+ pou, S+ pou, Lo, 4 p P 2,
p26x3 p36x0 p36x1 p36x2 p48x2 p@x p@xl

00, 200

o _ , 00 9.9, "
oo P aran

u_
Pocan™®

P
P ME R S I PP

Buradan da p ’nin kuvvetleri

plu, = %sec h(x/6)= f(x,y)

ou, 0 0
-
Oox Ox~ Ot

¢ Ou

1 0
u,=—\u +

puy '([06

Ou, ou, ou, O O

—+u,—+u, + ———u,

ox ox Ox Ox Ox” Ot

olarak bulunur. Bu bulunan p’nin kuvvetleri sagamath programi tarafindan

hesaplatilinca asagidaki sonuglar elde edilir.
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1

u, = %sec h(%x)2

u = %sec h(é x)* tanh(% x)t + %sec h(é x)’ tanh(% x)t

1

=016

(

cosh(= x)®
(6 )

)t(~192 sinh(é x) cosh(é x)’ +128 sinh(% x) cosh(% x)’

-360 sinh(é x) cosh(é x)+384¢ cosh(é x)° —558¢ cosh(é x)* —1891))

1

1

u:
> 165888

cosh(= x)"
(6 )

(1(2592 cosh(é x)° sinh(é x)t*

~10368¢> cosh(é x)* sinh(é x)—10611¢* cosh(é x)° sinh(é x)

—2430¢> sinh(% x)+256 cosh(é x)* sinh(é x)—2304 sinh(% x) cosh(% x)°

3600 sinh(é x) cosh(é x)* +10080 sinh(é x) cosh(é x)’

+2304¢> cosh(é x)* sinh(é x)+17253¢ cosh(é x)—25704¢ cosh(% x)’

+2304¢ cosh(é x)’ —5184¢ cosh(é x) +17172t cosh(é x)*))

Cizelge3.5: x=10,y =10, =0.002 anindaki u i¢in analitik ¢6ziimiin ve yaklasik
¢Ozlimiin karsilastirilmasi.

Iterasyon Analitik Coziim Yaklasik Coziim Hata Oram

Adimlar1
1 0.374837286666781 | 0.375169999894904 | 0.0887620415466502
2 0.374993489658685 | 0.375820165073251 | 0.220450604440828
3 0.374941412352975 | 0.376254839588755 | 0.350301991859673
4 0.374681170416417 | 0.376472876335482 | 0.478194812158210
5 0.374213341500779 | 0.376473694659689 | 0.604027945621808
6 0.374413048098460 | 0.374773246960871 | 0.0962036083516658
7 0.374803128827149 | 0.375887543361122 | 0.289329103886165
8 0.374985351943961 | 0.376780161257057 | 0.478634512999250
9 0.374959312839092 | 0.377449029019568 | 0.663996357798228
10 0.374725069348055 | 0.377892740664857 | 0.845332105031904

47




Sekil3.11 -5<x<5ve 0<t¢<2 araligindaki u analitik ¢ozlimiiniin grafigi

Sekil3.12 -5<x<5ve 0<t<2 araligmdaki u=u, +u, yaklasik ¢ozlimiiniin
grafigi
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4. SONUC VE ONERILER

Varyasyonel iterasyon , homotopi pertiirbasyon ve varyasyonel homotopi iterasyon
metodlar1 ile ilgili yapmis oldugumuz literatiir arastirmalar1 ve ¢alismalarimiz
dogrultusunda varyasyonel iterasyon yontemi ile ilgili; metodun, problemin fiziksel
davraniglarin1 degistirecek herhangi bir kisitlayic1 varsayim ya da doniisiim
uygulamadigi, yaklasik ¢6ziimii hizli yakinsayan iterasyonlar ile hesaplamaya olanak
sagladigi, diger yaklasim yontemlerine nazaran, daha az hesaplama gerektirdigi tespit
edilmistir. Metod, analitik ¢6ziimii olmayan problemlerde, sadece birkag¢ iterasyon
sonucu yaklasik ¢6ziime yakinsayabilmektedir. Nonlineerligi kuvvetli olan
problemlerin yaklasik ¢oziimleri i¢in ise daha fazla sayida iterasyon gerektigi
belirlenmistir. Elde edilen sonuglar 1s1ginda metodun, her tiirden lineer ya da
nonlineer probleme uygulanabilecegi soylenebilir. Coziimlerin yakinsamasi,
baslangi¢c yaklasimmi ve Lagrange c¢arpaninin iyi tespit edilmesiyle alakalidir.
Metodun literartiirde yer alan birka¢ modifikasyonu mevcuttur. Ancak metodun
yakinsama hizimni arttiracak daha iyi modifikasyonlar: gelistirilebilir.

Homotopi pertiirbasyon metodu ile ilgili ¢alismalar incelendiginde ise; homotopi
pertiirbasyon metodu, homotopi analiz metodundaki Taylor serisi yerine pertiirbasyon
serisi kullanilarak sonsuz seri ¢oziimlerini arastiran bir metottur. Homotopi pertiirbasyon
metodunda yakisama, baslangic yaklagimimin yeterince iyi se¢ilmesine baghdir. Ayrica
yakinsama homotopi yoluna da baghdir. Bazi arastirmacilar homotopi pertiirbasyon
metodunun homotopi analiz metodunun bir 6zel hali oldugunu iddia etmektedirler.
Homotopi pertiirbasyon metodunda ¢dziim serisinin bulunmasi i¢in baglangi¢ yaklagimi
ve uygun homotopinin kurulmasi yeterlidir. Sonu¢ olarak metodun problemlere bagl
olarak iyi ve zayif yonleri mevcuttur. Varyasyonel Homotopi pertiirbasyon metodu ile
ilgili calismalar incelendiginde de; varyasyonel iterasyon ve homotopi pertiirbasyon
metodlarinin  birlestirilmesinden olusan varyasyonel homotopi pertiirbasyon
yonteminde dogrusal ve dogrusal olmayan denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde
etmek i¢cin herhangi bir kistlayici1 varsayim ve dogrusallastrma gerektirmedigi i¢in

daha hizli ve az iterasyonda ¢6ziime ulasildigi goriilmiistiir.
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