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SONSUZ METAL TABAKA UZERINDE SABIT HIZLA GIiDEN ISISAL
KAYNAGIN MEYDANA GETIiRDiGi DALGA PATERNLERI

OZET

Sabit hiz ile ilerleyen noktasal kaynagin yarattig1 gerilmeler uzun zamandan beri
incelenmektedir. Sabit hiz ile ilerleyen kaynagin iirettigi 1sisal gerilmeler, kaynak
yapma iglemlerinde sorun yarattigi icin 1950 yillarindan incelenmektedir. Yer
degistirmeler kaynagin cercevesinde zamandan bagimsiz olarak alinmistir. Plaka
cergevesine gecildigi taktirde bu 1sisal yer degistirmeler ivmeye sebebiyet verirler. Bu
ivmeden kaynaklanan gerilmeler plakadaki biikiilme dalgalari i¢in giiden kuvvet gibi
davranacaklardir. Bu dalgalarin frekanslari, uzun dalga limitinde dalga sayisinin
karesi ile orantilidir.

Burada z koordinati serbest yilizeylere dik yondiir. Serbest yiizeylerde 1s1 kaybim
thmal ederek sicaklik dagilimi bulmak istersek, noktasal 1s1 kaynagi dagilimini z
yoniinde kosiniis serisi ile temsil etmek gerekecektir. Bu serini elemanlarinin serbest
yiizeylerde z yoniindeki tiirevleri sifirdir. Serinin ¢ift elemanlari, plakanin alt ve tist
serbest yiizeylerinin ortasindaki nétr diizleme gore simetrik 1sitmaya tekabiil ederler
ve bundan dolay1 biikiilmelere neden olmazlar. Serinin tek elemanlar1 ise antisimetrik
olduklarindan biikiilmeye neden olurlar. Oseen tiirii bir dontigiim yaparak sabit hizla
ilerleyen kaynaklarin ¢er¢evesinde 1s1 akis denklemi, Helmholtz Denklemine
dontigebilir. Bu denklemin, 1s1 kaynag lizerinde uygun Neuman sinir gartin1 saglayan
¢oziimii ikinci tiirden bir Bessel Fonksiyonu ile eksponansiyel fonksiyonun ¢arpimi
oldugu goriliir. Bu ¢alismada plaka igindeki sicaklik dagiliminin ikinci tiir Bessel
Fonksiyonu seklinde olacagi farz edilmektedir. Bu bir kisitlama degildir, ¢linkii
sonsuzda eksponansiyel olarak sifira giden herhangi bir fonksiyon, bu tiir Bessel
Fonksiyonlarinin entegrali olarak ifade edilebilir. Bu elastik problemin ¢oziimii yine
Bessel Fonksiyonlar1 cinsinden bulunabilir. Bu neticenin 1sisal kaynaklar iizerinde
uygun siir sartlarinin saglamast i¢ini homojen denklemin ¢oziimlerini eklemek
zorundayiz.

Bu 1sisal kaynaklar cercevesinde buldugumuz statik ¢oziimii plakanin c¢ercevesine
dontstiirdiigiimiizde, plaka i¢indeki elemanlarin dikey ivmeye ugrayacagi goriiliir.
Bu ivmenin uyaracag biikiilme dalgalariin dispersiyon bagintis1 biitiin dalga boylari
icin hesaplanmistir. Eger 1s1 kaynagmin hizi yiizey dalgasininkinden kiiciikse
dispersif biikiilme dalgalar1 meydana gelir. Dalga boyu tabakanin kalinligindan ¢ok
bliylikse dispersif biikiilme dalgalarinin frekans1 dalga sayisinin karesi ile orantili
olur. Bu limit durumunda 1sisal kaynagin meydana getirdigi dalgalar, gidis
dogrultusuyla 90° derece ac1 yapar ve bu sonug gidis hizindan bagimsizdir.

Vi



WAVE PATTERN PRODUCED BY AN HEAT SOURCE MOVING WITH
CONSTANT VELOCITY ON THE TOP OF AN INFINITE PLATE

SUMMARY

Thermal stresses produced by a heat source moving with constant velocity have been
studied since 1950 see Nowacki. In this study, the relation between heat flow and
stresses has been studied. Within the frame of linear, isotropic elasticity theory, the
wave pattern produced by a point heat source moving with constant velocity on the
top of an infinite plate is computed. In the frame of heat source, the thermal
displacements are independent of time in other words they are stationary. Returning
to the frame of plate, the thermal displacements become an explicit function of time.
Inertial forces arising from this acceleration cause flexural waves. The frequency of
these waves is proportional to the square of the wave number if the wavelength is
much larger than the thickness of the sheet. Angular frequency of flexural waves is
proportional to the square of wave number, when wave number goes to zero. When it
goes to infinity, angular frequency is proportional to wave number.

The heat loss through the free surface is neglected. We expand the point heat source
in Fourier series with respect to cosinues series in the z direction . Derivative of these
series with respect to z on the free surfaces is zero. Even components of series
amount to symmetrical heating according to in the middle plane. Carrying out an
Oseen like transformation, heat flow equation becomes inhomogeneous Helmholtz
equation. The solution of this equation which satisfies Neuman boundary condition is
product of modified Bessel Function (K,(nzr/h)) and exponential function. K, is

the modified Bessel function of the second kind and zero order. In the plate heat
distribution is considered as modified Bessel Function. This function goes to zero in
the infinite.

The flexural waves excited by the inertial forces are steady in the frame of the
moving heat source. The dispersion relation is computed for all wave lengths. If the
velocity of heat source is smaller that of surface waves, dispersive flexural waves
occur. If the wave length is bigger than the thickness of plate, frequency of flexural
waves is proportional to the square of wave number. In this limiting case it is found
that the crest of the waves makes an angle of 90° degrees with the travel direction and
this result is independent of the travel speed as long as the parabolic approximation
remains valid for the dispersion relation of flexural waves.

Vil
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SONSUZ METAL PLAKA UZERINDE SABIT HIZLA GIiDEN ISISAL
KAYNAGIN MEYDANA GETIiRDiGi DALGA PATERNLERI
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Lineer, izotropik elastisite teorisi ¢cercevesinde sonsuz metal tabaka iizerinde
sabit hiz ile ilerleyen 1sisal kaynagin meydana getirdigi dalga paternleri
hesaplandi. Baslangi¢c kosullarmna bagh olan gecici etkiler ve dalgalarin
soniimleri ihmal edildi. Eger 1sisal kaynagin gidis hizi, yiizey dalgalarimin
hizindan kiiciikse, dispersif biikiilme dalgalar1 meydana gelir. Dalga boyu
tabakanin kalinh@indan ¢ok biiyiikse, dispersif biikiilme dalgalarinin frekansi
dalga sayisinin karesiyle orantiidir. Bunun sonucu olarak dalga tepesi, gidis
yoniiyle 90 derece a¢1 yapar. Bu sonug¢, yukardaki sartlarin getirdigi
kisitlamalar dahilinde 1s1sal kaynagin gidis h1zindan bagimsizdir.
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1. GIRIS

Literatiirde sabit hiz ile ilerleyen noktasal kaynagin yarattigi gerilmeler uzun
zamandan beri incelenmektedir [1]. Nowacki bu problemi iki ve ii¢ boyutta
incelemistir. U¢ boyuttaki durumda, elastik ortam olarak yar1 uzayr almistir. Bunun
sonlu kalinlikli plakaya genellestirilmesi de yapilmistir [2]. Bu calisma lineer ve
izotropik cercevede yapilmistir. Sekil 1.1 de goriildigi gibi sonsuz metal plaka
lizerinde sabit hizla giden noktasal 1s1 kaynagimiz, diizlem iizerinde diizleme dik

olarak hareket etmektedir. Burada h plakanin kalinligidir.

Noktasal Kaynak

_ sV

o

Sekil 1.1 Sonsuz metal plaka tizerinde sabit hiz ile giden noktasal kaynak.

Is1, plaka i¢inde homojen olarak yayilmadigi icin plakada deformasyona sebep
oluyor. Bu caligmada bu 1sisal yayilmadan kaynaklanan 1sisal gerilmeler incelendi.
Gerilmelerden meydana gelen kuvvetlerin olusturdugu biikiilme dalgalan

hesaplanmastir.

Biitiin bu calismada yer degistirmeler kaynagin cergevesinde zamandan bagimsiz
olarak alinmistir. Plaka sistemine gecildigi taktirde yer degistirmeler ivmeye
sebebiyet verirler. Bu ¢alismada bu ivmenin uyardig: elastik dalgalar1 hesaplamay1
hedefliyoruz. Yalmz sicaklik dagilimi ile gerilmeler arasinda c¢iftlesme ihmal

edilmistir. Bu sicaklik dagilimina tekabiil eden 1s1sal gerilmeler hesaplandi.

Sonlu kalinlikta plakanin iizerinde noktasal bir kaynak yeteri kadar hizli gecirildigi
zaman, list tabakalar asagisina gore daha fazla 1siir. Eger plakanin iist yilizeyinin alt

ylizeye gore daha fazla 1sitildigi goz oniinde bulundurulursa, plakanin biikiilecegi



goriilecektir. Is1 akist denkleminin boyutsal analizinden sicakligin h kalinligindaki
plakayi kat etmesi i¢in gereken siirenin mertebesi h”pc, /k, dir. Burada p yogunluk,

c, ozgil 1s1, k, 1s1sal iletkenlik katsayisidir. Eger bu siire i¢inde yatay olarak kat

ettigi mesafe kalinliktan ¢ok daha fazla ise list tabakanin alta gore fazla 1sinmasi

dogaldir. Bu da plakanin biikiilmesine neden olacaktir.



2. SICAKLIK DAGILIMI

2.1 Giris

Enerjinin korunumu denklemi :

DT
—+divd =0 (2.1)
Dt

Eger sicaklik kaynagimiz var ise meydana getirdigi 1s1

Q= cvaJr divJ (2.2)
Dt

seklinde olur.

DT 0T i -
Burada dm=pdv dir. J=-kgradT ve —=—+vgradT ifadelerini
Dt ot

denklem (2.2)’de yerine koydugumuz zaman sicaklik dagilimi denklemini (2.3)’u

. oT
elde ederiz. Burada P 0 ve v=Vge, dir.
t

2.2 Sicakhik Dagilimi

Sicaklik dagilimai, 1s1 kaynaginin bulundugu ¢ercevede zamandan bagimsizdir.
0 ,2
CVpVO ;T - kTV T=0Q (23)
X

Burada Q 1s1 kaynagi, v, 1s1 kaynagmin hizi, X kaynagin gidis yonii olmak iizere
ot ot &t

+ +

ox'?  oy? oz’

doniisiim yaparak &= T exp(B,x'/h) diye yeni bir sicaklik tanimlanabilir. Burada

B, Peclet sayisidir ve V hpc, /2k; ’ye esittir. Bu dontstiiriilmiis sicaklik, denklem

ifadesine esittir. Oseen tiirii bir

x'=x-V,t dir. Ayrica v'* da

(2.3) i¢ine konuldugu zaman homojen olmayan Helmholtz Denklemini saglayacaktir.



VI (B2 [ h2 )T —Q exp(B,x"/ h) [k, (2.4)

Plakanin serbest yiizeyine uygulanan noktasal sicaklik kaynagini asagidaki sekilde
ifade edilebilir.

Q =2Q,6(x)d(y)é(z—h) (2.5)

Burada Qo kaynagin siddeti, iki katsayis1 ise buradaki Dirac fonksiyonlariin sadece
0 < z < h bolgesinde entegre edildiginden dolayr konmustur. Is1 kaynagi z yoniinde

Fourier serisi ile agilarak

Q= %(1+ Zi (-1)" cos(nzz/h) Jﬁ(X'W(Y) (2.6)

elde edilir. z=h plakanin st yiizeyine karsilik gelir. Aymi sekilde diizeltilmis

o . . o . . . eqe
sicaklik T de kosiniis serisi cinsinden agilabilir.

#o —% [, (5,07 1h)+ 23 (-1 cos(naz /h) K, (,r' ) | 2.7)
277,'hk L n=1 J

T =

(2.7) denkleminde K, sifir mertebeli ikinci tiir diizeltilmis Bessel fonksiyonudur. Bu

Bessel fonksiyonu,

(Vi =B 10" ) K (B,r'1h) = =278 ()5 () (2.8)

iki boyutta Helmholtz denklemini(2.8)’i saglamaktadir. Yani _—1KO, Helmholtz

2r

operatoriine tekabiil eden Green fonksiyonudur.

Q [
B 27rhkTL

T Ko (B,r'/h)+ Zi (-1)" cos(nzz/h) Ko(ﬁnr'lh)Jexp(—ﬂox'/ h) (2.9)

Burada g, efektif Peclet sayisidir ve 1//302 + (nz)? ile ifade edilir. (2.9) denkleminde
serbest yiizeydeki 1s1 kaybi ihmal edilmektedir. Bu sicaklik dagilimi serbest



.. - < . .. oT
yiizeylerde dogru sinir sartlarini saglamaktadiri.e. z=0, z=h ve r # 0 igin — =0
0z

olur. Seri (2.9) denkleminde tek terimler, orta diizleme goére simetrik olmayan
sicaklik dagilimina tekabiil ederler ve plakanin biikiilmesine yol agarlar. Cift terimler
ise sadece diizlemsel gerilmeye katkida bulunurlar. Diizlemsel gerilme problemi

daha once incelenmistir.



3. ISISAL GERILMELER

3.1 Deformasyon

\"
Deformasyondan 6nce bir cisimde herhangi bir noktanin yer vektorii r (bilesenleri
X, =X, X,=Y, x,=2) olsun. Deformasyondan sonra herhangi bir koordinatlar
sisteminde cisim i¢indeki her nokta genellikle yer degistirir. Bir nokta alalim. Bu
\" \"
noktanin yer vektorii r olsun., deformasyondan sonra yer vektorii de r' olsun.
v v
Meydana gelen deformasyon r'—r olacaktir. Deformasyonu u, ile gosterirsek, u,

elemani

u, =X '—X (3.1)

olur. Deformasyon tansori, lineer cercevede

U Oy (3.2)

OX.

ik

1 ou.
20X,

(3.2) ifadesine esittir. Silindirik koordinatlarda deformasyon tansorii asagidaki

sekilde tanimlanir.

ou, 10u, u ou,
u, = ¢¢=__+ u, =
or rog r 0z
16u, ou o d du, u, 1au
2u,, = — +— 2u, = AL U, = S (3.3)
r o¢ 0z 0z or or r r og¢
Bu halde gerilme tansdriinii, deformasyon tansorii cinsinden ifadesini yazarsak
E o
Gik ullé‘ik) (34)

= (uik +
1+0) 1-20



(3.4) denklemine esit oldugu goriiliir. Burada E, Young modiilii; o, Poisson orani;

5, 1se kroneker deltasidir. Sicaklik degisimiyle meydana gelen gerilme tansorii,

deformasyon tansorii cinsinden

ik 7l

1
o, =—-Ka(T —TO)5ik+Ku“5ik+2y(uik—§§ u,) (3.5

ifade edilir[5].

3.2 izotropik Cisimler icin Denge Denklemi

p—r+—=-Ka— (3.6)

Burada p yogunluk,u yer degistirme,o, stres tensoriidiir. (3.6) denkleminin sag

tarafi ise sicakliktan gelen terimdir. K izotermal sikistirabilirlik, « ise 1sisal
genlesme katsayisidir. (3.2) ve (3.4) denklemini yukaridaki (3.6) denkleminde yerine
koyarsak

o’u, E o’ Ec oy, Ea
+ ( u, + =
2(L+ o) 0x,0x,

- o (3.7)
2(1+0)(1-20) xox,  3(1-20) éx,

denklemini elde ederiz.

Au = graddivu —curlcurlu (3.8)

(3.8) denklemini (3.7) denkleminde kullanirsak izotropik cisimler igin denge
denklemini elde ederiz.

E(l-o) . E EagradT
U— graddivu+ ———curlcurlu = -——— (3.9)
L+o)1-20) 2(1+0) 3(1-20)




Bastiran kuvvet ve tegetsel kuvvetler olmadigina gore serbest ylizeylerde simnir
kosullar1 (z=0ve z=0)

o =0, =0, =0 (3.10)

Termal yer degistirmeyi iki kisma ayirabiliriz: u® +u® , u® igin onerilen ¢oziim:

u = A grad[K,(nzr'/h)cos(nzz/h)]+ B K,(nzr'/h)sin(nzz/h)e, (3.11)

(3.11) ¢bziimii serbest yiizeylerde o, = o,, =0 smur sartlarim saglamaktadir. u®,

denklem (3.9)’daki eylemsizligi temsil eden p:,l. ihmal edildigi takdirde

saglamaktadir. Eger sicaklik dagilimi K (nzr/h)cos(nzz/h) seklinde olsaydi u® ’i

bulmak daha kolay olacakti. Sicaklik dagiliminin daha karmasik olmasi bir sinirlama
getirmemektedir ¢iinkil elastisite denklemlerinin lineer olmasi goz oniinde tutularak
ve sonsuzda sifira giden herhangi bir iki degiskenli fonksiyon bu tiir Bessel

fonksiyonlarinin siiper pozisyonu seklinde ifade edilebileceginden dolayr problemi
sadece T o K, (nzr/h)cos(nzz/h) igin ¢dzmek yeterlidir. Asagida ikinci tiir Bessel

fonksiyonu olan K (r) ’in grafigi goriilmektedir.
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Sekil 3.1 ikinci Tiir Bessel Fonksiyonu.

Sekil 3.1 de goriildigi gibi K, (r) ikinci tiir Bessel fonksiyonu sonsuzda sifira

gitmektedir. f (r) herhangi iki degiskenli bir fonksiyon olsun.
-1
f(r):Zj d°r, K, (r - ropa(r,) (3.12)

Yukaridaki denklemde her iki tarafin esitligini saglamak i¢in g ’yi

I ]

|v? —[n—ﬂj | f(r) olarak se¢mek yeterlidir. Vv?, vyatay koordinatlardaki

] hJ ]

laplasyendir. Helmholtz operatdriiniin Green Fonksiyonu ise 2_—1K ,(nzr/h) dir.
T

Bu taktirde Helmholtz operatorii, (3.12) denkleminin iki tarafina tatbik edildigi

zaman ayni ifade elde edilecektir.



A& —nzﬂzlhz]( f (r)+Zij'dzroKo(nzr|r—ro|)g(rO)} =0  (3.13)

Yukaridaki ifade n’z?/h® >0 i¢in biitiin diizlemde sifir oldugundan ve parantezin
icindeki ifadenin biitiin diizlemde sonlu olmasi, Green Teoremine gore parantezin
icinin her yerde sifir olmasi gerekir. Notasyonu agirlagtirmamak i¢in ¢aligmanin geri
kalan kisminda sicaklik dagilimi T = K, (nzr/h)cos(nzz/h) olarak almacaktir.
Hakiki sicaklik dagiliminin bu tiir fonksiyonlarin siiper pozisyonu ile elde edilecegini

gosterdik.

oT 10T oT
gradT = —e +——e, +—¢, (3.14)
or r og 0z

denklemini kullanip serbest yilizeyler icin smir sartlarint  kullanirsak (3.11)
denklemindeki A, ve B, katsayilarini buluruz. Elastik denklemin r =0 igin B,

katsayisinin asagidaki sekilde olmasi halinde gegerlidir.

2a(1
B, = 2a+0o) (3.15)
3nzx
o, =0 smir sartindan A bulunur.
h’a (1+ o)
A = 3.16
" n’z’ 3 ( )
P A
Bu ¢6ziimde o, , r — 0 igin — gibi iraksamaktadir.
r
Eh 1 E
arr“) = —acos(n—7r 7)— - ﬁln(n—ﬁ r) cos(n—ﬁ ) (3.17)
nz3 h 31-20) h h
Bu 1raksamay1 6nlemek i¢in
u®’ e, r =0 disinda elastik denge denkleminin ¢dziimii olan
C,{grad[(z—h/2)In(r)]-2In(r)e,} (3.18)

10



eklenir. Eger C_ =-24A /(hz’n’) olarak almmsa o, =c,%+0_“"’ in birinci

rr rr rr

momenti — gibi 1raksamaz. Ciinkii o, ’deki — ’nin katsayisi ile o deki
r r

h -
katsayilar birbirlerini yok ederler. o, ’ in birinci momenti '[O dz(z-h/2)o, dir. u®
(r ? h)igin asimptotik olarak -C_In(r) gibi davranmaktadir.Bu davranig Nowacki

[1]7’in ince levhalar i¢in iirettigi yaklagimla tutarlidir.Sicaklik dagiliminda kullanilan
2
h 5 (x")s(y) "ye dontismektedir.

2
nr

Bessel fonksiyonu K, (nzr’/h), h— 0 limitinde

[1]” e gore
V'Hzry(x’,y)+%(l+a)r(x', y)=0 (3.19)
burada » notr diizlemin dikey yer degistirmesi ve 7z sicakligin birinci momentidir.
h
r:12/h3j0 dz(z-h/2)T (3.20)

24  2h°

ZZX 2
hn“z n‘r

Bu calismada 7= 5(x)s(y) oldugundan dolayr yukaridaki (3.19)

Poisson denkleminin ¢6ziimii

——a@+0o)In(r’) dir. Logaritmanin bagina gelen
V4

katsayr daha onceden bagimsiz olarak hesap ettigimiz C_ ile aynidir.
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4. BUKULME DALGALARI

4.1 Biikiilme Dalgalar

Hesap etmis oldugumuz u® yer degistirmesi 1s1 kaynagmimn bulundugu cergevede

2

u 1)

duragandir. Plakanin gergevesine gegildigi taktirde ivme vV ——u® kadar olacaktir.

ox'

Sonug olarak denge denklemimiz asagidaki sekilde olur.

82
curleurlu® = -pu? 67U(1) (4.1)

EQ-
&> #graddivu(zu

U+ 0)1-20) 2(1+0)

Biikiilme dalgalar1 i¢in 6nerilen ¢6ziim:
iot . . h
Upiame = € (7,0rad [exp(lk.r)smh(kI (z- E))J +
. h
yzcurl(exp(lk.r)cosh(kT(z—E))kxezj ) (4.2)

(4.2) de goriildiigii gibi dalga, hem enine dalga hem de boyuna dalga olarak ilerler.

Burada k , yatay diizlemde dalga vektoridiir. k, = \k*-w®/c’, k; =k’ -0’ /cl,

c, :\/E(l—a)/(p(1+a)(1—20)), ¢; =4/E/(2p@1+0o)) °dir. ¢, boyuna dalganin

hizi, ¢, ise enine dalganin hizidir. Yiizeyde serbest siir kosullarint o, =0, =0

uygularsak iki tane denklem elde ederiz. Bu matris bigiminde yazilip determinanti

sifira esitlenirse dispersiyon denklemi elde edilir.

2k 2K, (@)k; (@) cosh [k, (@)h/2]sinh [k, (@)h/2]

’ } (4.3)

|—1—U 2
k, (@) -
Ll—Zo* 1-20

cosh [k, ()h/2]sinh [k (@)h/2]=0

~(k* + Kk, (@))
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4.2 Yiizey Dalgalan

Yiizey dalgalari bir ¢esit elastik dalgadir. Yiizeyin i¢ine girmeksizin yiizeyde ilerler.
Bu dalgalar i¢in hareket denklemi asagidaki formdadir [5].

2
‘Zt‘: _c*Au=0 (4.4)

(4.4) denkleminde u, u, ve u, vektorlerinin bilesenidir. Yiizey dalgalarinda o ile

k arasindaki iliski
o =C. kg (4.5)

seklindedir. ¢ ise denklem (4.6)’nin kokiidiir [5].

2

¢° +8§4—8§2{3—20—T2J—16{1—

C

|O
=~

o
[N

} -0 (4.6)

(4.6) denkleminin bir tane reel kokii vardir. Diger kokleri komplekstir. Bu kok de
¢ =0.924257ye esittir. Yiizey dalgalarinin hizi ise ¢, ¢ ifadesine esittir.

4.3 Ince Plaka Yaklasim

Tabakanin serbest titresimleri i¢cin denge denklemini yazarsak [5]

o’ D
2 +—
ot> h

Yol A’p=0 4.7)

Eh®

A iki boyutlu Laplasyendir. p yogunluk, ¢ ise yayilan dalgadir; D = —12(1 )
— O

(4.7) i¢in Onerilen ¢ozlim;

¢ = cxexpl[i(k.r —wt)] (4.8)

13



Dalga vektorii k , k, ve k, iki bilesene sahiptir. (4.8)’i (4.7)’de yerine koyarsak
—pa)2+T=O (49)

elde ederiz. Boylece acisal frekans ile dalga sayisi arasinda bir iliski elde edilir:

a):kZQ/(D/ph):kz\/{Eh2/12p(l—o-2)} (4.10)

4.4 Dispersiyon Bagintisi

(4.3) denklemi sayesinde biikiilme dalgalarinin dispersiyon bagintisi bulunabilir.

Kisa dalga boylarinda (2 = h) biikiilme dalgalari, yiizey dalgalar1 gibi davranir.
Eger o =0.28 olarak almirsa yilizey dalgalarinin hizi  0.924257 xc, dir.

o' = oh\/p | E boyutsuz agisal frekans olsun [5] sayfa 101° e gore plakanin biikiilme

dalgalart  uzun  dalga  boyu  limitinde  (ince  tabaka  yaklasimi)
o' = (kh)’y[1/12(1- o ?)) gibi davranmaktadir. Asagidaki sekilde dispersif biikiilme

dalgalari, yiizey dalgalar1 ve ince plaka yaklasiminda plakanin biikiilme dalgalarinin

dispersiyon baglantis1 gosterilmektedir.

16

15 Bikilme Dalgalari
12 ] ——— ince Tabaka Yaklasimi ’
el ----- Yiizey Dalgalari Yaklasimi i

12 ’

11 4
0] 10 v

9—-'
8—- X
7:
6 a
5—-'
2]
3_-
2_-
L]

hk

Sekil 4.1 Biikiilme dalgalari, ince tabaka yaklagimi ve yilizey dalgalarinin dispersiyon bagntilar.
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Sekil 4.1 de gorildiigii gibi biikiilme dalgalarin frekans1 dalga vektorii sonsuza
giderken, ylizey dalgalarinin frekansina asagidan yaklagmaktadir. (4.3) denkleminin

koklerini sayisal ¢oziip sekildeki koyu ¢izgi » '’nin hk’ya gore iligkisini verir.

4.5 Dalga Paternleri

Denklem (4.1)’in sag tarafi x yoniinde hareket eden bir tedirgemeyi temsil
etmektedir. [6]’daki yontemi takip ederek (4.1) denkleminin sag tarafin1 exp(st) ile
carpabiliriz. Boylece & >0 igin problem ilk deger problemine doniigmiis olur.
Sonugta t — —oo i¢in biitiin dalgalar yok olurlar. Biikiilme dalgalarindan dolay1 bu
pertiitbasyon, enerji aktarimi ile zamanla eksponansiyel olarak biiyiir. Problem

coziildiikten sonra ¢ — 0" limiti alinir. Denklem (4.1)’in z yOniinde ortalamasini
alip, yatay koordinatlara gore Fourier doniisiimiinii gerceklestiriyoruz. K (nzr'/h)

ve In(r')’in Fourier doniisiimleri sirasiyla 2z /(n’z”/h*+k*) ve -2z/k* dir.

Kalinlik ortalamasi alinmis denklem (4.1)’in sag tarafinin Fourier uzayinda K
bileseninin zamana baglihigr exp(et—ik V,t) seklindedir. Sol tarafinin da ayni

sekilde zamana bagli olacagi asikardir. (4.1)’in Fourier uzayinda c¢oziiliip, ters

Fourier déniisiimii alinarak »® bulunabilir. »®, dikey yer degistirme u,” ’in

plakanin kalinlig1 tizerinden ortalamasidir.

1/ A “2A /h+2B /n 1]
(2):_24 dzk : Xzz 2 znz 2 n27Z.+Cn_2 F(411)
27 newr | —2Veeik, —V 'kl +0’ (k) n’z°/h®+k k? )]

Entegralin k=0 civarinda c_ /k’ gibi iraksamasi yiiziinden entegralden c_/k* ¢ikarip

n®’ye ¢, In(r’)’yi ekliyoruz. Entegrasyon i¢in polar koordinatlar kullanirsak

entegral asagidaki sekli alir.

1 .2z 1o ) ( V. k?cos?(y) )
@ = In(r)y+—{ d kdk kr’ - 0
n= ¢, In(r)+ . [, 4#], exp(ikr’cos(y 5))[%L—2V05ik cos(;()—Vozkzcosz(;()+a)z(k)JF

(—ZAn/h+ZBn/n7z
X

n’z°/h?+k?

+cn/k2j+cn/k2] (4.12)

Burada y, k dalga vektorii ile x ekseni arasindaki agidir. & -y ise Kk ile r’
arasindaki agidir. (4.11)’deki dalga vektorii K 7z acist kadar dondiiriildiigiinde,

eksponansiyel fonksiyon kompleks konjugiisiine gider. Entegrasyona gore polar agisi
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olan y’in smurlart -z /2, z/2 dir. k {izerinden yapilan entegrasyon, kompleks

diizlemde cos(y -¢)’in isaretine bagli olarak yukar1 veya asagi kadrandan

kapatilabilir. Problem x eksenine gore simetrik oldugundan dolay1 neticeyi sadece
0<¢é < bolgesinde hesaplayabiliriz. Asagida goriilen sekil entegrasyonu

hesapladigimiz konturdur.

Le

P

Sekil 4.2 Entegrasyonu aldigimiz kontur.

~2V, eik cos y —V Sk’ cos’ y +w’(k) =0 (4.13)

denklemini saglayan kutup, cos(y —¢) negatif oldugu taktirde kontur iginde

kalacaktir. Pozitif oldugu zaman ise entegrasyon yolu yukaridan kapatilip bu

rezidiiden katki gelmeyecektir. Bu kutup, eger 1s1 kaynaginin hizi yiizey dalgasinin
hizindan biiylikse kaybolur. K (nzr/h)’in Fourier transformu imajiner eksende

kutuplara sahiptir ama bunlarin entegrale katkilar1 ihmal edilebilecek kadar kiiciiktiir.

P kutbunda k ’niin degeri yaklasik olarak hesap ettigimiz taktirde

2
k ~ \%1/% cos y (4.14)
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ifadesini buluruz. exp(icos y cos(y —¢&)) ’ye gore y, y=&/2+nz/2 de durgun
noktaya sahiptir. Rezidii, y polar agis1 {lizerinden -z /2 and —z/2+¢ entegre

edilir. Asagidaki sekilde goriildiigii gibi dalganin tepesi, gidis yoniiyle yaklasik
olarak 90° derece ag1 yapar.

0,06 —

I//
‘ ///////////////////////// /
[

0,04 —

0,02 —

-0,02 —

Sekil 4.3a Meydana gelen dalga paterni.

Sekil 4.3b de dalga paterninin farkli bir agidan goriiniimii vardir. Bu sekilden de

anlasilacagi lizere 1s1 kaynagi x yoniinde giderken arkasinda dalga paterni meydana
getirmektedir.
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)
|
AN
W

W
X

Sekil 4.3b. Meydana gelen dalga paterni.
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5. SONUC VE TARTISMALAR

Denklem (4.2)’de verilen kutup tizerinde K, cos y ile orantilidir. Bu durumda

entegrasyon yapildiginda & =7/2 igin y =~z /4 duragan nokta olur. Bu durum

acikca sekil 4.3. de goriilmektedir ve y ekseni dalganin tepesi ile ¢atismaktadir. Bu

calismada hesaplanan dalgalar 1s1 kaynaginin bulundugu cercevede duragandir.
Plakanin cercevesine gecildiginde ise agisal frekanslart k )V, olacaktir. Biikiilme

dalgalarinin dispersiyon bagintisi i¢in boyuna dalga yaklasimi kullanildi. (4.11)
denkleminde 7.,y = —7/2+ ¢ /2 duraan nokta olur. Bundan dolay:

d
—exp(icos;(cos(;(—é))| =0 (5.1)
d l Z durgun nokta

Bu problem, bu yonden Kelvin’in gemi dalgas1 probleminden farkli olur. Kelvin’in

gemi dalgasi problemi, su ylizeyi iizerinde sabit hizla giden cismin meydana getirdigi
dalga paternidir ve dalganin tepesi gidis dogrultusu ile yaklagik olarak 19,8° ag1

yapar. Sekil 5.1 de dalganin tepesi yaklasik olarak 90° derece ac1 yapar.

10

y/h

x'/h

Sekil 5.1 Meydana gelen dalga paternlerinin kontur gdsterimi.
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