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Ozet: Poisson-Vlasov denklemleri ile verilen ¢arpismasiz-plazma yog
unluk fonksiyonunun dinamigi pargaciklarin devinimi ve simetrileri ile
iligkilendirildi. Poisson denklemi pargacik hareketinin ayar simetrisin-
den kaynaklanan bir bag kosulu olarak yazildi. Plazma hareketinin kon-
figiirasyon uzay1 olarak pargaciklarin faz uzayindaki kanonik déniigtimler
grubu incelendi. Bu grubun Lie cebirinin Hamiltonyan vektdr alanlarin-
dan, cebirin egleniginin ise pargacik faz uzay iizerindeki kapali olmayan
bir formlardan olugtufu gosterildi. Cebirin eglenigi tizerindeki kinetik
denklemler dinamigin Lie-Poisson indirgemesi ve Poisson denklemi ile
kisitlanmis bir varyasyonel tiirev yardimiyla elde edildi. Pargaciklarin
yeniden-adlandirilmasi, ya da gruptaki sag-carpim, simetrisi kullanilarak
yapilan bu indirgeme sonucunda momentum-Poisson-Vlasov denklem-
lerine ulagildi. Plazma yogunlugu, momentum degiskenlerinin simplek-
tik esleniginin diverjansi olarak tanimlandi. Bu tanimin bir momentum
gonderimi, ya da bir simetri sonucu elde edilen bag kosulu olarak yo-
rumlanabilecegi gosterildi. Momentum-Vlasov-Poisson denklemlerinin
s6zkonusu simetri ile indirgenmesiyle Poisson-Vlasov denklemlerine ulagildi.
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1 Giris

Plazma dinamiginin geometrisi tizerine yaptiimiz bu ¢aligmalar [1]. kay-
nagin basilmamig bir béliimiiniin ayrintili incelemesi sonucu ortaya ¢ik-
mstir. Onbilgiler ve 6nceki caligmalar igin [1]-[18] kaynaklarina bagvu-
rulabilir. Bu makalede, dinamigin konfigiirasyon uzayii, yani plazma
parcaciklarinin faz uzaymndaki kanonik doniigiimler grubunu inceleye-
cegiz. ¢ elektrostatik potansiyel ve f yogunluk fonsiyonu olmak iizere

V()= ¢ [ 1) dp 1)
of
S+ VeV, V,f =0 2)

ile verilen Poisson-Vlasov denklemlerinin Hamilton yapisini igeren bu
cercevedir. Oncelikle, Poisson denklemini bir momentum gonderiminin
sifir degeri olarak yazip, Euleryan degiskenlerin dinamigi iizerinde bir
bag kosulu olusturdugunu gosterecegiz. Bunu akilda tutarak, kanonik
dontistimler grubunun geometrisini inceleyecegiz. Daha sonra grubun
koteget uzayindan kinematik simetrilerle indirgeme yoluyla momentum-
Vlasov-Poisson denklemlerini elde edecegiz. Bir bagka simetri indirgeme-
siyle Vlasov-Poisson denklemlerine ve Hamilton yapisina ulagacagz.

2 Plazmanin Carpigsmasiz Devinimi

Ug boyutlu Q uzayindaki elektrik yiiklii parcaciklarin deviniminden bagla-
yarak, plazma dinamiginin konfigiirasyon uzayinin koteget uzay T* Q iiz-
erindeki kanonik doniigiimlerden olugan sonsuz boyutlu bir grup oldugu
sonucuna varacafiz. [19]. kaynakta verilen nemli makalede Arnold,
ideal akiskamin dinamiginin Hamilton (Lie-Poisson) formulasyonu igin
hacim koruyan tiirevlenebilir déniigtimlerin sonsuz boyutlu Lie grubunu
kullanma diigiincesini tamtti. Bu grubun titizlikle yapilms sonsuz boyutlu
analizi [20]. kaynakta verildi ve bulunan sonuclarin kanonik doniisiim-
ler grubuna da genigletilebilecegine isaret edildi. Kanonik déniigiimler
grubunun modern simplektik topoloji cercevesinde ¢alisilmasi hakkinda
[21]. kaynag 6nerebiliriz. Tiirevlenebilir déntsiim gruplarnnin degisik
ozellikleri, iglenisi ve uygulamalar i¢in [22]-[24] kaynaklarina bagvurula-
bilir.

2.1 Kinematik gésterim

Q C R? plazma parcaciklarinin hareket ettigi konfigiirasyon uzay1 ol-
sun. Koteget demeti 7%Q momentum faz uzayidir. Bu uzayin 2.9 =
dg' A dp; kanonik iki-formu ile tanimlanan dogal bir simplektik yapisi
vardir. (fki formun taniminda tekrarlanan indisler iizerinden toplama
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kuralim uyguladik.) flerleyen bisliimlerde Q. o igareti ile simplektik iki-
formun T*T*Q — TT*Q uzaylar arasmnda tanimladig1 ve bir bir-forimu
bir vektér alanina gonderen dogal izomorfizmay1 gésterecegiz (1], [2]-

T*Q tizerindeki parcacik dinamigi bir Hamilton fonksiyonu secimiyle
tam olarak tasvir edilebilir. Yerel olarak parcaciklar T*Q tizerindeki sim-
plektik yapiy1 koruyan vektor alanlarimin integral egrilerini takip ederler.
Bu tiir bir egriyi ¢ — ¢, ile gosterelim.

Referans noktasi ya da Lagranjyan etiket denilen bir nokta olarak
Z € T*Q verildiginde, plazma parcacigimn Euleryan koordinatlarmi
veya esanlamli olarak, ¢ amindaki faz uzay: noktasim z = v (Z) veya
z = (q,p) = ¢(Z,1) ile gosterelim. Faz uzaymdaki luz zamana bagh bir

vektor olan .

.

2=~ 0(Z) = X(2,1) = Xi(p,(2)) (3)
tarafindan tammlamr ve bu vektér ¢, akigim iiretir. ¢, kanonik bir
déniigiim oldugundan X vektorii yerel anlamda Hamiltonyandir. Bu vek-
ttiriin global anlamda da Hamiltonyan oldugunu ve bu durumeda h(z,t)
fonksiyonunun Hamilton fonksiyonu oldugunu varsayacagz. Biiylece her

t aminda X = X, yazabilecegiz.

2.2 Kanonik doniigiimler gurubu

X, vektor alaninin 7*Q iizerindeki akist ;, T*Q uzayindaki simplek-
tik iki-formu degismez birakan tiim doniisiimlerin grubu olarak tanim-
lanan G = Dif f,,,,.(T* Q) uzayinin bir parametreli elemamdir. Referans
plazma koordinatlarn ¢, génderiminin tanim kiimesi olarak alindiginda
pargaciklarin hareketi tamm kiimesinden deger kiimesine, yani Euleryan
koordinatlara bir génderim olarak tammlanabilir. Hareket, grubun tanim
ktimesi olarak 7™*Q iizerinde soldan carpma iglemiyle tanimlanims olur.
Bu ise plazmann her bir konfigiirasyonunun grubun bir elemaniyla gos-
terilebilmesi demektir. Grubun sagdan carpim soldan carpim, yani
hareket ile yer degistirebilir ve boylece kinematik gosterimin sonsuz
boyutlu simetrisini olugturur. Bu, parcaciklarin yeniden etiketlenmesi
simetrisi olarak bilinir. Sol ¢carpim

GXT'Q—T'Q:(p,Z) > L,(Z) =p(Z) == (4)

ile verilen T*Q daki pargacik hareketi icin T*Q tizerindeki hiz vektorit
Xy

T,G={X,: T"Q > TT*Q| 1¢0 X, = ¢} (5)
olarak tamimlanan G'nin ¢ noktasindaki teget uzaymin bir elemamdir.
Bu tammda 7 : TG' — G teget demetinin dogal izdiigimiinii goster-
mektedir. Tammdan, X, min ¢ : T*Q — T*Q elemam tizerinde bir
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gonderim olarak diisiiniildiigi agiktir. G iizerindeki vektér alanlar ise
¢ € G noktasindaki degeri X, € T,G ile verilen X : G — T'G gbnder-
imleri olarak tamimlamr. Hareket sol ¢carpim ile tamimlandigindan hiz
alani X her ¢ € G i¢in G'deki sag carpim R, : G — G altinda degigsmez
kalacaktir.

G'de sag carpim altinda degismez kalan vektdr alanlarinin uzayin,
¢ gonderimi boyunca itme operatérii (R,)*’1 kullanarak {X| (R,)*X =
TRy o0 Xop™' = X V¢ € G} seklinde tammlarsak, bu uzay T*Q'da
Ozdeslik doniisiimiine karsilik gelen G'nin birim elemanmindaki teget uzaya
izomorfiktir. Eger X, T*Q'da 523‘.Q(dh) seklinde de gosterilebilen ve ¢
akigina sahip bir Hamiltonyan vektér alam ise, her ¢ € G noktasinda
sozkonusu izomorfizma

X, — X,0p VX,eT,G (6)
olarak tamimlanir. Bu durumda G'nin Lie cebiri
a= (Xhum (T* Q) s _[ ) ]) (7)

T*Q tizerindeki tiim Hamiltonyan vektér alanlar uzayinda [, | ile gos-
terilen Jacobi-Lie parantezi ile verilir {2]. (6). denklemdeki izomorfizma
gercekte Lagranjyan ve Euleryan hizlar arasindaki

Xo(2,1) = Xi(z,1) = (Xn 0 ¢,)(Z) (8)

iliskisinden bagka birsey degildir. Eger ¢ gtnderimini (€,7) seklinde
ayrigtirirsak, bu iligki koordinatlarda

. d 0 . 0 0
X AZ,t) =€ (Z) — +0,(Z) — = ¢ — + pi— = Xi(z,1). 9
A1) =& (2) 5+, (B) 5 = 6 g+ b = Xalmt). (9)
seklinde yazilabilir. Hamiltonyan vector alanini, bir sabit ekleme diginda
tam olarak belirlenebilen Hamilton fonksiyonu ile X, — h bigiminde
ozdeglestirirsek ve Jacobi-Lie parantezi ile Poisson parantezi arasindaki

(X0, Xi] = =X (hb}reo (10)

iligkiyi kullamirsak, Lie cebiri ile T7* Q iizerinde kanonik Poisson parantezi
ile donatilmig fonksiyonlar arasinda g ~ (F(T*Q);{ , }r-g) Lie cebiri
izomorfizmasim elde ederiz.

Lie cebiri g=X),.,(T*Q)'nin eglenik uzayin1 T*Q iizerinde kapali ol-
mayan bir-form yogunluklarindan olugturdugumuz

g = (L, ®du € AH(T*Q)/dF(T* Q) ® Den(T*Q)} (11)
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vekfdr uzayr olarak tammlayalim. Burada du € Den(T*Q) hacim el-
eman T*Q iizerinde bir alti-formdur. Her z ¢ T*Q noktasinda alti-
formlar uzayr A°(7™ Q) bir boyutludur ve simplektik hacim elemam dy =
4.5 bu uzay igin bir baz olarak kabul edilebilir, Bu tanimlarla aveg*
arasinda L*-normuna gore asagidaki esleniklik iliskisi tanumlanabilir

(Xin, g ® dp = / <K > dule)

_ / <IE,(2), dh(z) > du(2) (12)
TQ

= [ 1T (B + A Ve (0E,) )

-/ o MV TR due) (13)
= (h(2), V. - TE,(2)). (14)

Integral igindeki egleniklik sonlu boyutlu 7% O uzay1 iizerindedir. Ugiincii
satirda uygun siur kosullar varsayarak diverjans terimini attik. Son
satirdan, cebir ile eslenigi arasindaki bu iligkinin V. (TT,) # 0 kosulunun
saglandigs durumda asla sifir ohmayacafn aciktir. Bu durumda, cebirin
fonksiyon uzay ile tzdeslestirilmesinin eslenik uzaym 770 iizerindeki
hacim yogunluklar: uzay: Den(T* Q) ile zdeglestirilmesini olanakl kildg
goriilitr. Hacim vogunlugunu yukaridan sifir olmadigym bildigimiz biiyiik-
litk

L ML (15)
ap; dq’

f2)=V. (I}) =

olarak tamimlamak, bize cebirin esglenigi ile yogunluklar arasinda tek
tarafli bir iligki verir

iy € " — f du € Den(T* Q).

Yogunluk fonksiyonunun simetri ve momentum ginderimi cer¢evesinde
kesin bir sekilde elde edilebilecegini daha sonra gosterecegiz.  Yukari-
daki Gzdeglestirmeler Lie cebiri ile eslenigi arasmdaki iliskiyi Hamilton
ve yogunluk fonksiyonlan arasincdaki '

)= [ 1)f(@) duta) (16)

arp-ve-integralini al seklindeki iliskiye donistiiriic ki burada hangisinin
Hamilton hangisinin yogunluk fonksiyonu olduguna karar verebilmek
olanaksizdir.
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dll;; # 0 oldugundan esglenik uzay: Hamiltonyan olmayan vektor
alanlarinin uzay:

() = { I}, = U o(I) € TT*Q | Iy € AHTQ) }

olarak tanimlamak da olasidir. Bu durumda, plazma yogunluk fonksiy-
onunun tanimina goére Hamiltonyan vektér alanlarn toplama iglemine
gore eglenik uzayin simetrilerini olugturacaktir. Ayrica, T7*Q teget
uzayl, bir vekttr uzayi olarak cebiri ve eglenigini olusturan altuzay-
larin toplam: olarak g®(g*)* seklinde yazilabilecektir. Genellestirilmis
ve geometrik anlamda Legendre doniigiimlerine uygun bir zemin olug-
turan bu teget uzaymin ve yukardaki ayrigmasinin incelenmesini daha
sonraki ¢ahgmalarimiza birakarak konfigiirasyon uzayimin geometrisini
incelemeyi siirdiirelim.

g ve g* uzaylarinin eglesmesini Lie grubunun teget ve koteget demet-
lerinin eglesmesine genisletmek igin éncelikle koteget demetini tanimla-
mamiz gerekir. G grubunun ¢ noktasindaki kovektér uzay: olan A;G
'nin I, ile gisterecefimiz bir elemenini ¢ {izerinde bir génderim olarak
tanimlarsak

AG=A{I,: T*Q — T*T*Q, mgoll, = ¢} (17)

G izerindeki bir-form alami II : G — A'G seklinde bir kesit olarak
gosterilebilir, &yle ki; her ¢ € & i¢in bu alamn degeri IT, € Asch olur.
G = Dif fr0n(T* Q) iizerindeki bir-form yogunluklarimn uzay:

T;G = {Il, ® du € A,G ® Den(T*Q)} (18)

 noktasindaki koteget uzay1 olugturur. ¢ € G noktasindaki teget ve
koteget uzaylarinin dogal eglesmesi

Kal,od) = [ <XOIL2)> duz)  (19)
Jireg
halini alir. Grubun cebiri {izerindeki etkisi Ad, : g — g, T*Q'daki
Hamiltonyan vekttr alanlarinin ételenmesi olarak
Ad&p(Xh) =P (X/l.) = T‘M(Lgo o ng—l) o Xh

=T,-1L,0TiyR, 10X,

=TpoX,op L. (20)
ile tanimlanir. Cebirin kendi eglenigindeki etkisi olan (Ad,)* : g* — g*
gonderimi ise Ad,-1 gonderiminin (12). denklemde tanimlanan eglem-

eye gore eslenigi olan Ad;_, gonderimi ile tammlamr ve bir-formlarin
Stelenmesi olarak

Ad . (ILia) = ¢, (i) = T(R, 0 Ly-1) 0 Iy (21)
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ile verilir. Birim elemanda tiirev alinarak cebirin kendisi tizerindeki
ady, ethkisi ile eslenik uzayy iizerindeki ad’, etkisinin X, € 7" 7T°Q
seklindeki Hamiltonvan vektin alanlarmm Lie biireviyle tanunmlandig
goriiliir, Baska bir devisle, X,, X, ¢ g ve I, e g° verildiginde, Ly,
ile giisterilen Lie tiirevinin g veya g* uzaylarmela etki ettifine balkilarak
aly, € Ty, g veya ady, & Ty, g seklindeki teget vektarleri olarak VO-
rinnlanmasi olasidir,
Gruptaki sag ¢arpimun TG teget uzayindaki goriinimii
T;o‘/J_lRl/’(H‘F) =T, 097! (22)
seklindedir. ¢ = ¢ icin bu carpim II,, bir-formunun 11, = I, 0p71ile
gosterecegimiz birim eleman {izerine Stelenmesini verir. Tamm olarak
[1,) Hamiltonyen vektér alanlar cebirinin eslenifii olan g* uzayimn bir
elemamdir, Sol ¢arpun ile verilen plazma hareketinin koteget uzayin-
daki formiilasyonu i¢in sag carpim altinda degismez kalan monientum
gonderimi J;, : T*G — g* tanimdan baglanarak

(I (I1,) @ dp, KXn) =11, @ du, X;,)
(I, ® d, T,y R, 0 X))
(TR, o T1, @ du, X
<H»c ot @dy, X/,>
=(ILy ® du, X,,) (23)

i

seklinde hesaplanirsa J L(IL,) =1Ly € g* oldugu sonucuna varilir,

3 Bag Kogulu Olarak Poisson Denklemi

Euleryan dinamik iizerindeki kisitlarin ya da bag kosullarimn geometrik
yapilarla iligkilendirilebilecek bir takim ayar simetrileri sonucu elde edilen
mormentum ginderimleri olarak ifade edilebilecekleri genel indirgeme ku-
ranumn bir sonueudur. Buna gore, Poisson denkleminin, bir toplam
grubu olarak givriilebilecel Q'daki fonksivonlarm uzay! F( Q) nun parcacik
hareketinin faz uzay) 7 Q iizerinde etkisiyle elde edilen simetri démiisiin-
lerine karsihk gelen bir momentum gonderimi oldugunu gosterecegiz.,

3.1 Momentum génderimi olarak Poisson denklemi

7@ *daki kanonik simplektik vapr bu uzaymn lif degiskenlerinin Q iiz-
erindeki tam-bir-formlarla stelenmesi altmda degismez kalir. Bu déniisiim-
ler kanonik Hamilton yapisimn ayar donfigtimleridir. 7= Q uzayim AYO)
ile ghisterecegimiz Q tizerindeki bir-formlar uzayl ile zdeglegtirirsek,
sthzkonusu avar degismezlizi fonksiyvonlann, bir bagka deyigle sifir-formlarim

A(Q) x AU Q) — AYQ): (¢(a), pda) — pda+de(a)  (24)
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ile verilen Hamiltonyan etkisi olarak gosterilebilir. Dig tiirev operatorii
d : A°(Q) — A(Q), cebirsel agidan, fonksiyonlarin toplam cebirinden
bir-formlarin toplam cebirine igine-Lie-cebiri-izomorfizmas: olarak yo-
rumlanabilir. Her igine-Lie-cebiri-izomorfizmasinin eglenigi bir momen-
tum génderimi oldugundan

Jr(g) : A*(Q) — Den(Q) (25)

elde ederiz. Burada, iki-form uzay1 A2(Q) ve yogunluklar uzay1 Den(Q)
(yani tig-formlar) L2 —normuna gore A'(Q) ve A°(Q) wizaylarinin eglenigi
olarak alinabilir. Q'daki bir Riemann metriginin Hodge eslenigi oper-
atorii *1 kullanarak A%(Q) ile A*(Q) uzaylarin 6zdeslestirebiliriz. Bu
durumda momentum génderimi hesabt

(T 50y (p-da, *dé () , ¢ (@) = / «dd (@)Adg (q / b (q) dwdds ()
(26)

seklini ahir. Buradan momentum génderiminin

Jr(0) (pda, *d¢ (q)) = —d * d¢ (q) € Den(Q)

oldugu goriilir.

F(Q) toplam grubunun etkisi T*Q iizerinde taniml nesnelere; Srnegi:
kanonik d6niigiimlere, bunlarin cebirine ve cebirin eglenigine vb; genigleti
lebilir. Poisson denklemini momentum génderimi ile tammlanan bir
bag kogulu olarak yazma amacimiza uygun olarak tartismayr F(Q)'nun
T*Q iizerindeki fonksiyonlarin uzayr F(7T*Q) tizerindeki etkisinin ince-
lenmesi ile simirlayacagiz. Momentum génderimini yine uygun bir igine-
Lie-cebiri-izomorfizmasi olarak gostermek uygun olacaktir. F(T*Q) yu
Poisson parantezi ile donatilmis ve Hamilton vektér alanlari cebirine
izomorfik olan bir Lie cebiri olarak diigiiniiyoruz. Bu cebirin eglenik
uzayl Den(T*Q) dur. Den(T*Q) da simplektik hacim elemam du (z) =
2. 4 ile verilen baz1 kullanirsak, bu baz F(Q) grubunun etkisi altinda
degismez kalacagindan, grup etkisini basitce bilegke iglemini kullanarak

F(Q)xDen(T*Q) — Den(T*Q) : f(q,p) du(z) — f(a,p — Vé(a)) du(z)

ile gosterebiliriz. Tanimlar kullanarak

(@ (@) du@) o) =~ [ f@o@dnt) (@)
ile verilen momentum gonderiminin Jz(gy : Den(T*Q) — Den(Q), Q
tizerinde

o @@ =~ [ f@ dpdq (28)
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ile verilen hacim yogunlugu oldugu hesaplanir. F(Q)nun A'(Q) ve
F(T*Q) iizerindeki etkileri birlegtirilerek aradigimiz

Jrg) : A*(Q) x Den(T*Q) —> Den(Q)

momentum goénderiminin

Ir(0)(4d0(a) e (2) o (2)36(a)) = ~(V' @) + ¢ [ 1 (2) &'p) 'a

(29)
oldugu goriiliir. Bu génderimin sifir degeri Poisson denklemini verir. Bu
deger, A%(Q) x Den(T*Q) garpim uzayinda ve (¢, f) Euleryan degisken-
lerindeki dinamik i¢in bag kosulu olugturur. Yani,

T51ey(0)/F(Q)

= {((b, f) € A%(Q) x Den(T*Q) | V?¢ (q) +e/f(z) d®p :O}

Lie-Poisson dinamiginin yasadigh indirgenmis uzaydir. Bu uzay, A'(Q) x
g Lie cebirinin eglenigi olan A2(Q)xg* uzayinin bir altuzayidir ve carpimin
ilk faktoriinde sifir Poisson parantezi vardir. Béylece, baglangigtaki Lie
grubumuzun F(Q) X Dif f..,(T*Q) olmasi gerektigi ve bu ¢arpimda
fonksiyonlarin kanonik déniigtimlere lif koordinatlarinda 6teleme yapma
seklinde etki ettigi sonucuna ulagiriz. Yani, Poisson-Vlasov denklem-
lerinin gercek konfigiirasyon uzay1r F(Q)®Di f fou,(T* Q) ile gbsterecegimiz
yari-carpim grubudur. Bu goriis, Poisson-Vlasov denklemlerinin Maxwell-
Vlasov denklemlerinden 1gitkhizinin sonsuza gittigi limit durumda elde
edilebilimesine olanak tanir. Elektromanyetik alanda ¢arpigmasiz hareket
eden yiiklii parcaciklarin dinamigini veren Maxwell-Vlasov denklemleri
icin konfigiirasyon uzayi, A vektdér potansiyelleri uzayr olmak iizere,
F(Q) ® A x Diff.,(T*Q)dir [25], [26], [10], [18], [3]. Fiziksel bir-

imler iligtirerek sézkonusu limiti

eF(Q@AXDif foun(T* Q) =5 F(QODiS fo(T"Q)

seklinde yazabiliriz.

3.2 Kisith varyasyonel tiirev

Poisson denklemini plazma yogunluk fonksiyonu gibi Euleryan degisken-
lere gore varyasyonel tiirev iizerinde bir bag kosulu olarak kullanmak
istiyoruz.
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Bu agamada plazma yogunluk fonksiyonu f ile elektrostatik potan-
siyel ¢, fonksiyonunu iligkilendiren Poisson denkleminin Green fonksiy-
onu tarafindan tamimlanan

b0t =e [ Klala)f(e) dute) (30)

¢oziimiinti animsayalim [9]. Euleryan biiyiikliige 6rnek olarak da Lie-
Poisson formulasyonunda kargimiza gikacak olan

Hulf) = [ fhs (a)duta) (31)

Hamilton fonksiyonelini alalim. Bu fonksiyoneldeki yogunluga bagh gorii-
nen

2
by (2) = L=+ 2ot (a) (32)

fonksiyonu par¢acik dinamigini diizenleyen Hamilton fonksiyonu A ile
potansiyel terimdeki ¢arpim faktorii diginda aymdir. (31) ve (32). den-
klemler ile verilen Hamilton fonksiyoneli plazmann toplam enerjisinin
Euleryan koordinatlardaki ifadesidir. Green fonksiyonu ¢oziimii kul-
lanilarak su sonug kolaylikla elde edilebilir.

Lemma 1 ‘
OHp(f) 1

— 2 —

Poisson-Vlasov sisteminin Poisson kisminin Hamilton fonksiyonelinin
varyasyonu hesabinda kinematik bag kogulu olarak yer aldiim gérdiik.
Dinamigi veren Vlasov kismunin ise Euleryan degigkenlerde kanonik ol-
mayan Hamilton sistemi olarak ortaya giktigini sonraki béliimlerde gére-
cefiz. Farkh Euleryan degiskenlerde esdeger bir dinamik formulasyon
elde etmek icin de aym bag kogulunu kullanmak gerekir. Bu tiir degisken-
lerin 6nde gelenlerinden birisi Hamilton vektor alanlar cebirinin eslenik
uzaymin 7*Q iizerindeki yogunluklar uzay: ile &zdeslestirilmesi sonucu
ortaya gikar. Dinamigin, momentum dgigkenleri olan I, € g* koordi-
natlarindaki daha temel formulasyonunda Hamilton fonksiyoneli

HLP(HitI) = /;Q (Hi(l (Z) 1X”»f (Z)> dlu’ (Z) (33)

ile verilir. Bu fonksiyonelin (15). denklem ile verilen déniigiim al-
tinda H,,p(f) fonksiyoneline esdeger oldugunu gostermek olasidir. Kisith
varyasyonel tiirev kullamlarak asagidaki sonug elde edilir.
Lemma 2

0H,, p(Hﬂ

— =X
61—11'1[ !
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4 Dinamigin Momentum Formulasyonu

Bilinen Lie-Poisson indirgemesini G grubu i¢in uygulayacagiz [32], [11].
Bu indirgeme 7™ Q iizerindeki kapali-olmayan-bir-formlarla 6zdeslestirdi
gimiz Lie cebirinin eglenik uzayindaki dinamik denklemleri verir. Poisson
denkleminin yiikledigi kosul ile birlikte g* tizerinde dejenere bir Hamilton
fonksiyonelinin segimi II;; € g* degigkenlerinde Vlasov denkleminin elde
edilmesiyle sonuglanir.

4.1 Lie-Poisson dinamigi

Eslenik uzay g*'in elemanlarinin koteget uzay T*G'de grubun sag-etkisi
altinda degismez kalacak sekilde genigletilmesi g*’in sézkonusu eleman-
larimin momentum génderimi J r(II,) = Iy ile bilegkesi alinarak elde
edilebilir. Ogzel olarak, g*’da tanimh herhangi bir H : g* — R fonksiy-
oneli igin sag-degigsmez genigletme

HY=HolJ,, H"(p,1,)=H(IL)=H (o0 ™) (34)

ile tammlanan bir H” : T*G — R fonksiyonelidir. I, = I;y o  alip
zincir kurall uygulayarak tiirevlerini

§HE dH SH' ST, SH ST,
sH? = 2 5, 4 0 gy, = o 01 LT
5 0 S e = S 5, 00 T ST oI, o

olarak hesaplayabiriz. Eger Il;y(z) = II,(z)ds* ® du(z) = ([;(z)dg’ +
IT'(z)dp;) ® dpu(z) yazihrsa (611;4/STL,) |iu= 1 ve

P = 5 (o) du(a) = ~dTH(2) @ )

(5&,’.’ 7d— 5(’0 a\Z)az H\Z = z H(Z
olur. Burada ﬁ,-d ile II;4 bir-formunun bilegenlerini gosterdik. Boylece,
sag-defismez bir fonksiyonelin tiirevlenmesi icin

SH" 6H 6H" §H =
(SHq; |i'l(: = (SHM L] 580 |i'l(: - _{m : vz) H'i{[ (35)

kurallarim elde ederiz. Bunlan kullanarak T*G iizerindeki kanonik Pois-
son parantezinin birim elemandaki degerini hesaplayabiliriz. T*G iiz-
erindeki kanonik Poisson parantezinin sag-degfismez genisletme ile in-
dirgenmesi g* fizerinde (+)Lie-Poisson parantezini verir, bir baska LGRS
terimle {F% G}y {F, G}y olur. Agagidaki sonncu elde ederken
suna gereksinim duyacagiz: Eger X kanonik anlamda Hamiltonyan vek-
tor alam ise, herhangi bir k fonksiyonu i¢in X (k) bir tam diverjanstir.
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Onerme: II;, € g* ve [, ] parantezi g tizerindeki Jacobi-Lie paran-
tezi olsun. §H/OIL,, tirevi g*'nin bir elemans sayilmak tizere, g* tz-
erindeki Lie- Poisson parantezi

' ) K
(), Kby = [ ute)- | gs] dute) (39

ile verilir.

Kanit: Sag-etkiyle genigletilmig rastgele iki fonksiyonelin kanonik
Poisson parantezini hesaplayacagz.

{H" K™Yy (id, Ty)

_J6H"™ SK” | S §HN |
T\ bp eI, ) TN\ s oM, /

3K oo SH (511 4
=\, VM i, 5, ¥ e 5 m,,
11

0H o 5_{ .5H
v iy
= ‘/.f' {(SH_,M g (‘Erl—”! . Vz)H'i:l (Sl]m' ([ﬂ-—[w V ) "[} (Z) d# (z)

(SR OH SH _ 3K
v L i 81
) { o G, e~ G, VG, HT“”} (2) dps (2)

oK SH dH K
II; )= — (V) — d .
A { o, Vs, G, Y )m”;} (=) diz)
Son ifadedeki birinci integral bir tam-diverjanstir ve herzaman varsay-
digimiz uygun sinir kogullar: altinda yok olur. Ikinci integral ise

O K :l( ) dps (z)

ROpeBY, i L) A
1y ctid )~ [ ) [ 28

17%Q
seklinde yazilabilir ve indirgenmis Poisson parantezini verir.M
g" tizerindeki Lie-Poisson dinamigi agagidaki sekilde yazilabilir.
Onerme: g*'daki Lie-Poisson yaprsina gore Hamiltonyan vektor
alanlam

dIl;, Y dH
T —adsyy5m,,(Wia) = Lsiysn, (ia) = Jrp(Ig) - i

seklindedir. (36). denklemdeki Lie- Poisson parantezini tansmlayan Hamal-
ton operatori, L. . II, = Ay +II; 4 b olmak lizere,

(37)

iyl — g T dy?
Hi 4l d LI Hfi ll +r_l I
D) =\ 4 % 0 (38)
W + o f.[q dp; + (Il_l, ’
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ifadesi ile verilir.

(38) operatériiniin L2-normuna gore ters-eglenik oldugu agiktir. Ja-
cobi dzdegligini saglamas: ise operatoriin ingasindan elde edilebilecek bir
sonugtur [29], [27]. J),p(IL;4) operatériiniin (36). denklemle verilen Lie-
Poisson parantezi ile iligkisi de sagdaki diverjans teriminin integrasyon
sonucu yok oldugu

0H 6K o0H oI V0 aH
M- [—JHM,—JHM] = )G ) — Ve g )

ifadesi ile verilir.

Hamilton operatorii Jy,»(I1;4) Lie cebiri g'nin X, gibi bir elemanini bu
elemam g*'deki eslenik etkinin sonsuz-kiiciik iireteci olan ad, elemanina
gbtiiren

Jp(We) 1 9 — (—ady : g* — g°)
bir fonksiyon olarak goriilebilir. Yani, IT;; € g*’dan gecen eglenik yoriingeyi
O(IL,) = {Ad;_,(l'[;,l) = (ILy) | € G} ile gosterirsek, J,;» oper-
atorii teget uzaylan arasinda

Jop : TT*Q —TOCTg* CTT*T*Q
seklinde bir génderim olarak yorumlanabilir.

4.2 Momentum degiskenlerinde Vlasov denklemi

Lie-Poisson gergevesinde, Poisson-Vlasov denklemleri G’nin sag-etkisi
ile verilen kinematik simetrileri iireten Hamilton fonksiyonelinden elde
edilir. Bu fonksiyonel G’nin koteget uzayina taginms sol etkisi i¢in mo-
mentum gonderimi aracilifiyla tanimlanan

I (X)) (i) = (I, (IL,) ® dps, Xi)
=(T4yR, o I, ® du, X;)

— [ @), X @) du 2 ()
Jreg

momentum fonksiyonu ile verilir. Burada X, Lie cebiri g’nin herhangi bir
elemanidir. Lie cebiri ve egleniginin eslegsmesi teget ve koteget uzaylarin
eslesmesine genisgletildiginde, sag-degismez bir vektor alan1 X € T'G igin
(39). denklemdeki eslesmenin T*G tizerinde sag-degismez fonksiyoneller
tirettigl goriliir. Yani, 7*G izerindeki Lagranjyan koordinatlardaki
devinimin Hamilton fonksiyoneli sag-degismezdir. Poisson denkleminin
zorladig) bag kosulundan dolay:1 Lie cebirinden segilmesi gereken uygun
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Hamiltonyan vektér alani (32). denklem tarafindan verilen ve h; fonksiy-
onuna kargilik gelen alan olarak bulunur.

Onerme: Saj-dejismez Hamilton fonksiyoneli (38) icin g*’daki Lie-
Poisson denklemleri séyledir:

dH‘_ UE‘;J’; 5

) . : 4
dt Xa(IL) + e(’)q‘HqJH (40)
dIr R

Momentum-Vlasov denklemleri diye adlandiracagimz (40) ve (41).
denklemler, bir sonraki beliimde gosterilecedi gibi, yogunluk degiskeninde
Vlasov denklemini verir, (40) ve (41), denklemlerin elde edilmesi H;, (L)
fomksiyonelinin kisitlanmg varyasyanel tiirevinin ve [ bir-formumin X h
vektériine gore Lie tiirevinin hesaplanmasi yoluyla olur.

5 Dinamigin Yogunluk Degiskeninde Formulasyonu

Bu béltimde g*’daki momentum-Vlasov denklemlerinin Lie-Poisson yapi
sin g* uzayinin tammindaki ayar simetrisi ile indirgenmesinin plazma
yogunluk fonksiyonlan uzay1 olan Den(T*Q)’daki Lie-Poisson yapisini
verdigini gosterecegiz.

Plazma yogunlugunun tammlanmasi sdyle bir gézlemden kaynaklan-
maktadir: g*’da tanmimh fonksiyonlarin tiirevlerini Lie cebiri g’nin ele-
manlar olarak gérmenin anlami, 7*Q’da tanumh h, k fonksiyonlarinin
var oldugunu, 6yle ki, (36). denklemdeki Jacobi-Lie parantezinin bu
fonksivonlarin Poisson parantezi olarak yazilabilecegini sdylemekle egdeger
dir. Bu durumda g*'daki Lie-Poisson parantezi

" (Oli(z)  OIT'(z)
j"-gf o g Y{k(2), k(2) } g du(z) (42)

seklini alir ki, cebirin eglenik uzay: g*’in taniminda oldugu gibi, Hfd vek-
toriintin diverjansinin sifirdan farkli olmasini gerektirir.

5.1 Plazma yogunluk fonksiyonunun taninmm

Once, (15). denklemde verildigi gibi, sézkonusu sifirdan farkl biiytikliigii
plazma yogunluk fonksiyonu olarak tammladigimizda bu degiskendeki
Lie-Poisson yapisim elde edebilecegimizi gésterelim.

Onerme: Bir-form yogunluklar: olarak tamemlanan g*'daks J,, p{ILy4)
operatorii ile verilen Lie-Poisson yapisi (15). denklemin tanwmladige
kargilizkla, hacim yogunluklare uzayr Den(T*Q)’da

J[;P(f) = vpf ' vq - vqf ' vp (43)

644



seklindeki Hamilton operatoriinin tanemladige Lie- Poisson yapist ile 6zdeg
legtirilebilinir.

Kamt: (15). denklemi Euleryan degigkenler arasinda bir doniigiim
olarak kabul edersek, bu doniigiim altinda J, »(I1;,) Hamilton operatoriiniin
nasil degistigini gtyle hesaplayabiliriz: f fonsiyonunun II,;; bir-formu
yoniindeki tiirevi 3 x 6 boyutlarinda ve diferansiyel operatorlerden olugan

d d

D;(iu(=)) = (d_p; ~ a7

) (44)
matrisi olur. D7 ile bu operatériin L?—normuna gore eslenigini gos-
terirsek, (38). denklemdeki Hamiltonyan operatorii

Jup(f) = Dy(ig) - Jup(Hia) - D}(ILia) (45)

kuralina gore déniigiir {27]. (45). denklem ile yapilacak bir hesaplama
onermedeki Jy,;,(f) operatoriinii verir. M

Acikga belirtmek gerekirse, eslenik operattr Dj Lie cebiri eleman-
larmi donitigtiirmektedir. Yani, eger H yogunluk uzay1 Den(T™*Q)’de
tanimlannug bir fonksiyonel ise, bunun tiirevi olan §H/éf fonkdiyonu
1" Q tizerinde tammhdir ve D}(6H/6f) ifadesi Lie cebiri g’de 6H/6 f
Hamilton fonksiyonunun tanimladigi Hamiltonyan vektér alaninin bilesen-
lerini verecektir.

Yukardaki veriler kullamlarak (41). denklemdeki momentum-Vlasov
denklemlerinin (2). denklemdeki Vlasov denklemini verdigi kolayhkla
gosterilebilir. Vlasov denkleminin Lie-Poisson yapisi, (43). denklemdeki
operator ile iligkilendirilen

' 0H K
D= [ 10 (G ) a0

Poisson parantezi ile H,,p(f) Hamilton fonksiyonu tarafindan tammlanir

[25).
5.2 Momentum génderimi olarak yogunluk

Plazma dinamiginin momentum degigkenlerinde ve plazma yogunluk fonksiy-
onunda olmak iizere iki formulasyonu arasindaki iliski bir momentum
gonderimi kullamlarak daha belirli ve kesin hale getirilebilir.

Onerme:  Fonksiyonlamn toplam grubu F(T*Q) nun g* eslenik
uzay: lizerine etkisi igin elde edilen momentum gonderimi plazma yogun-
lugunu tanamlar.

Kamit: (11). denklemde verilen g* uzayimin tammndan dolay: IT;,
bir-formu, 7™ Q tizerindeki tam-bir-formlarla toplamaya gore degismez
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kahr. Bu durumda, fonksiyon uzay: F(T*Q), g*’in ayar grubu olur.
¢’'nin F(T* Q) ile 6zdeglestirildigi animsanirsa, F(T*Q)’nin g* iizerindeki
6telemeyle verilen etkisi, g’nin g* tizerine

(Xk) H‘i(l) [and Hh[ + SY”,'-Q(.Xk) (47)

ile verilen ve g’nin bir vektdr uzay1 olarak etkimesi olarak yorumlan-
abilecek etkisi oldugu goriiliir. Béylece, g*’daki ayar déniisiimii altinda
egdegerlik sinifi olusturan bir-formlar icin F(T* Q) — g:k— X seklinde
bir Lie cebiri izomorfizmasi elde ederiz. Bir génderim olarak bu izomor-
fizmanin eglenigi

Jy o g" — FY (T Q) = Den(T*Q) (48)

plazma yogunlugunu momentum degiskenlerinden tanimlamak i¢in aradi
gimz momentum gonderimidir. Hesap igin, V. operatériinii dig tiirev
operatorii d’nin eglenigi olarak kabul ederek, tammlardan

(T (Tia), B) = ([Lia, Xi) = (Thaa, D (aB)) (49)
= (V. 0 Qg o Tl k) (50)

buluruz. Euleryan koordinat z'de degerine bakildifinda (50). den-
klemdeki momentum génderimi V. of Z! ooll,y tam olarak plazma yogun-
lik fonksiyonunun (15). denklemdeki ifadesini verir.l

6 Sonuglar ve Tartisma

Pargaciklarin Hamiltonyan deviniminin ayar simetrilerinin, indirgeme
sonucunda, Poisson denklemi tarafindan ifade edilen kinetik kisitlamalar
verdigini gosterdik. Bu sonug, Poisson denklemini kanonik Hamilton
formalizmine gére devinen parcaciklarin kinetik kuraminin ayrilmaz bir
parcasi haline getirir.

Bir bagka énemli sonug, plazma dinamiginin momentum ve hacim
yogunlugu degiskenleriyle formulasyonu arasindaki iliskinin acik ve kesin
olarak gosterilmesidir. Bu sonucu, bilinen Lie-Poisson indirgemesi ve
bunu takiben momentum degigkenlerinin tamminda bulunan bir ayar
simetrisi ile indirgeme yoluyla elde ettik.

Momentum degiskenlerindeki formulasyon hesaplamada elveriglilik
saglamanin yanisira, fonksiyon uzaylar ile 6zdeglestirme sonucu geometrik
yapida ortaya gikan karmagikhig1 da 6nleyici niteliktedir. Ornegin, Hamil-
ton fonksiyonelindeki degiskenler h; ve f simetrik olarak gériinmelerine
karsilik, momentum formulasyonundaki X, ve H?,_, degfigkenleri T7T™* Q’nun
altuzaylar olarak biitiinleyici nitelikteki g ve (g*)* uzaylarna aittir. Ayrica,
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momentum formulasyonu, bir sonraki cahsmada gosterilecegi gibi, pargacik
dinamigi ile Lie-Poisson dinamigi arasindaki tamamen geometrik nite-
likteki iligkiyi acik ve kesin olarak ortaya koyabilmektedir [28].
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