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OZET

Fonksiyonel Derecelendirmis Malzemelerden (FGM) yapilmis gubuk, silindir ve disk yapi
elemanlarinin dinamik davranisi incelenmistir. Cubuklarda u¢ noktadan yiikleme sonunda
olugsan eksenel deplasmanlar ve silindirlerde dinamik i¢ basingtan dolayi olugan radyal
deplasmanlar hesaplanmigtir. Coziimler Laplace uzayinda elde edilmis ve gergek zaman
uzayina ters doniigiim modifiye edilmis Durbin metodu ile yapilmigtir. FGM modellerde
kullantlan inhomojenlik parametresinin dinamik davramigt belirleyici oldugu ve bu
parametrenin artmasiyla deplasman genliklerinin azaldig1 gézlemlenmistir.

ABSTRACT

Dynamic response of structural elements such as bars, cylinders and disks made of
Functionally Gradient Materials (FGM) are examined. Axial displacement of the bar loaded at
the free end and radial displacement of the cylinder subjected to dynamic uniform internal
pressure are calculated. The solutions are obtained in the Laplace space and the inverse
transformation into the real time domain is performed using modified Durbin’s method. The
inhomogeneity parameter used in FGM models is found to be effective in the response of the
material such that increasing the inhomogeneity parameter consistently caused a decrease in
the amplitude of displacements.
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1.GIRIS

Malzeme miihendisligi alanindaki geligmeler, Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler
(standart terminoloji ile FGM) den yapi elemanlar imalatimi miimkiin kilmstir. 11k olarak,
1980’lerde Japon bilim adamlar tarafinda geligtirilen FGM ler, aslinda, malzeme dzellikleri
siirekli olarak degisen kompozit malzemelerdir. Yiiksek sicakliga maruz kalan yiizeylerin
mukavemetinin takviye edilmesi amaciyla kullanima giren FGM ler, zaman iginde, asinmaya
karsi yliksek mukavemetli elemanlarda ve ¢atlak olusmasi ve ilerlemesini engelleyici ortamlar
olusturulmasinda kullanilmaya baglanmgtir [1-3].

Dinamik eksenel yiik altindaki FGM gubuklar ve dinamik basing altindaki FGM silindirler,
diskler, tek boyutlu titresim problemleri baglig altinda incelenebilir. Bu konularda yapilan
¢ok sayida caligma, serbest titresim analizi ve zorlanmig titresimin analizlerinde, agirlikli
olarak, sonlu elemanlar yontemi ve benzeri niimerik yontemleri ihtiva etmektedir [4-11].

Zorlanmis titresim analizleri ¢ok yaygin olarak mode siiperpozisyon metodu ile yapilmistir.
Bilindigi iizere, bu metotta, dnce serbest titregim analizi yapilir, tabii frekanslar ve mode
sekilleri tespit edilir ve Duhamel Integrali ile zorlanmug titresim davramisi elde edilir. Tabii
frekanslar1 da genel olarak niimerik metotlarla bulmak miimkiin olur. Bu analizde istenen
hassasiyete ulasmak igin ¢ok sayida frekans kullanilmasi icap edebilir. Laplace
transformasyonu da sik kullanilan bir metottur. Kismi diferansiyel denklemtler, bu yolla, adi
diferansiyel denklemlere doniistiiriilip Laplace uzayinda g¢oziilebilir. Burada asil Snemli
husus Laplace uzayindan gergek zaman vuzayina doniigtir. Coziimleri ortogonal
fonksiyonlardan olusan seriler seklinde kabul eden ydntemler yaygin olarak kullanilmakta
olup, yogun niimerik caligma gerektirmektedir.

Bu gahsmada zaman uzayina gegis i¢in gelistirilmis Durbin metodu kullanilacaktir. Fast
Fourier Transformasyonu (FFT) algoritmasina dayanan bu metodun hizi ve verimliligi
literatiirdeki calismalarda kamitlanmistir. Laplace uzayindan zaman uzaymna gecis analitik
olarak Residue analizi ile sadece basit yiikleme sartlarinda yapilabilir. Durbin metodu ile
yapilacak caligmada ise siirekli fonksiyon olarak ifade edilen yiikler yaninda impulsif yiikler
ve nokta nokta verilen diskritize yiikler altindaki davranislar da hizli ve hassas olarak
belirlenebilmektedir.

2. DINAMIK EKSENEL YUKLU CUBUGUN SERBEST TITRESIM ANALiZi

Eksenel yiik altinda, kesit alam koordinata gore degisen bir gubugun davramgi asagidaki
diferansiyel denklem ile verilir.

Au(x, 1) L] OE(x) du(x,t) _ p(x) ou(x,t)

1

ax’ E(x) ox ox E(x) or? )
Denklem (1)’i boyutsuz olarak ifade etmek istersek

Ovr) 1 OE() van,T) _ 2 p(1) O*V(1,7) @)

an’ E(m) on 8n E(p) or’
seklinde olur, burada ¢* = E/ p olup, “c” deplasman yayilma hizidir. Bu islem igin asagidaki
boyutsuz degiskenler kullanilmistir,
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u(x,t) x ct
) =—", =", T=—
v(1,7) 1 n=T i 3)
Denklem (2), yogunluk p ve elastisite E’nin formuna bagli olarak, degisken katsayili bir
denklem oldugundan genel ¢8ziimii yoktur. Ozel bazi p(r7) ve E(z)formlari igin ¢oziilebilir.

Bu galismada p(n7) = p, (1+an)’ ve E(y) = E, (1+ an)*seklindeki ifadeler incelenmistir.

2.1 p(n)=p,(1+an)’*ve E(n)=E,(1+an)® ifadeleri igin ¢oziimler

Bu durumda Denklem (2)
a*v(n, ) 2a  wn,r) W) ~0

3 > Q)]
on (I+an) @an dr
seklini alir.
Diferansiyel denklem ve sinir sartlari Laplace uzayinda
" 2a
y (,p)+———y'(n,p) - p* ¥(1,p)=0 (5-a)
(I+an)
av(l, p
0,p)=0, 282 _ g (5-b)
an

formunu ahr. Bu safhada serbest titresim analizi sonucu dogal frekans degerlerini

[T}

bulabilmemiz igin denklem (5-a)’da ki Laplace parametresi “p”, i olarak degistirilerek

Y 0. ) 2y, p)+a? Y, p) =0 (6)
(I+an)

elde edilir. Burada

v, p) = (ran) @)

degisken doniisiimii yapilarak denklem (6) z cinsinden

Ma’z=0 8)

seklinde yazilabilir. Bu denklemin ¢éziimii

z = A \Coskn + A,Sinkn €)]

olup, k parametresi

k*=a®=-p° 10)

seklinde tanimlanmistir. (7) deki transformasyon hatirlanarak y(7, p)asagidaki gibi elde
edilir:

07, P) = —— (A, Coskn + A, Sinki) an
(+an)
. . . ay(l, p) . .
Cubugun uglan sabit-serbest ise sir sartlar1 (0, p)=0 ve —'F-—— =0 seklindedir ve bu
n

sartlarin uygulanmasi ile

=2 Tank (12)

(I+a)

sonucu elde edilir. Denklem (12)’yi saglayan k degerlerine k, denirse, tabii frekanslar «,
denklem (10)’dan agagidaki gibi bulunur:
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a, =k,
Tablo 1. a=0,1,2 dogal frekanslar1 vermektedir. a=0 alindiginda homojen durum olusmaktadir
ve sonuglar literatiirdeki [12] sonuglar ile aynidir.

Tablo 1. p(n7) = p,(1+an)*ve E(n) = E,(1+an)’ igin dogal frekanslar

a=0 a=1 a=2
a, 1.57079 1.165561 0.967402
a, 4.71239 4.604216 4.567452
a, 7.85398 7.789883 7.768373
a, 10.9956 10.949943 10.934681
a; 14.1372 14.101725 14.089886
ag 17.2788 17.249781 17.240109
a, 20.4204 20.395842 20.387664
a, 23.5619 23.540708 23.533624
a, 26.7035 26.684801 26.678553
a,, 29.8451 29.828369 29.822779

3. DINAMIK EKSENEL YUKLU CUBUGUN ZORLANMIS TiTRESIiM ANALIiZi

Dinamik yiikleme altinda denklem (5-b)’de verilen sinir sartlart
av(l, p) P(r) 1
0,p)=0, = =L = — LiP(7 13
(0.p) on {.4,, F,{i)} E (I+a) A, P} (13
formunu alir. Diferansiyel denklem (11) ifadesindeki 4,, ankastre ugtaki deplasman sarti ile

sifir olur ve kalan kisim
Sinlkn)

i, p) =4, (14)
(1+an)
seklindedir. Diger ugtaki sinir sartimn uygulanmas ile
av(l, p) kCos[k](1+a)—aSin[k L{P(7)}
.{ ! =A2( i] 5 [])= [( ]2 (]5)
an (I+a) A, Ey(1+a)

elde edilir. Degisik yiik fonksiyonlar: igin 4, sabiti bulunur ve (14) numaral ifade de yerine
konularak, eksenel deplasman Laplace uzayinda tamamiyla tespit edilmig olur:
L{P(1)} Sinlkn]

- T (16)
E,A,(1+an) kCos[k|(1 + a)— aSin| k]

y({, p)=-

4. DINAMIK iC BASINCA MARUZ SiLINDIRiN SERBEST TITRESIM ANALIZi

Ig yarigap1 a ve dis yarigapi ka (k sabit) olan kalin cidarli bir silindir(veya disk) diisiinelim.
Silindir Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme’den (FGM) yapilmis ve izotropik olsun.
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Elastisite modiili E(r) = Eor'B ve kiitle yogunlugu p(r)= porﬁseklinde radyal yonde
degismekte oldugunu kabul edelim. Hooke kanunu

o, =C11& +C269 =C]0]r'Bg,, +C102r'5£9
(17)
cg =Cia6, +C]]6‘g'= C]Ozrﬂ&‘,. +C10]r'6€9

seklinde olup kalin cidarli uzun bir silindir (diizlem sekil degistirme) i¢in

]01 = —EJMH—‘“], 102 = Eou dir. Ince bir disk (diizlem gerilme) igin ise
(14 (1 =2) (14 g)(1—=2)
CIOI = —0? , CIO2 = 0#2 olur. Burada x4 Poisson oranidir ve sabit kabul edilmistir.
1-pu 1-
Denge denklemi
s 2
ﬁd_a_fJ,M:pO,ﬂﬂ (18)
dr r dr®

ve yukarida verilen elastik sabitler kullanilarak radyal deplasman denklemi agagidaki hali alir.

r2d2u du 2 d2u
) +r—m +m2u=—2—2 (19)
dr dr ¢t dt

0

C

burada c? =A,m1 =f+1,m =A—1d1r.
Po (1-4)

Sinir sartlari

o-"r:a =0 af'r:ka =0 olur. 20)

agagidaki boyutsuz degiskenler kullanilarak:
u ¥ ct

v=—, x=-—, T=—

a a a
Dinamik davranisi idare eden denklem

2 2
é_2v+ﬂﬂ m_gv _dv @1)
a2 xdx x2 g2
olur ve sintr sartlari agagidaki sekli alur:

Ol =0 Orl ey =0 (22)
Baslangig sartlari 7 =0 igin

v=0 ve? =0 alinarak Denklem (21) Laplace uzayinda
T

“'2—V+ﬂﬂ+(ﬂ—p2w=o 23)
a2 x de 2

olarak elde edilir. p Laplace parametresi yerine iw koyarak Denklem(23) {in ¢dziimii

V(x,w) = x? (C1J,,(wx) + Ca Y, (wx)) 24
seklindedir. Burada #n ve ¢ parametreleri
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2
Q= —E, n=,|1 —'H—'B + ’B— olarak tanimlanmstir.
2 -4 4
Sinir gartlar1 uygulanarak asagidaki determinant elde edilir:
[0S = w1 (w)] [, Sy ~wY,,_ 1 (w)]
~0 (25)

[, (wk)S| = wh y_ 1 (wk)]  [¥,, (wk)S| — wkY,,_j (wk)]

burada S} =(n—-m—¢) and m= % dir. Bu determinantin kokleri tabii frekanslan verir,
11

Tablo 2. 4=0.3, k=2 i¢in dogal frekanslar

w =50 =20 =00 £=20 £=50
wy | 0.77435 0.69407 0.63563 0.58309 0.52547
wy | 3.43985 3.20181 3.21793 3.37244 3.81886
ws | 6.44802 6.31356 6.31999 6.40331 6.66578
ws | 9.53698 9.44508 9.44910 9.50538 9.68579
Ws 12.65115 12.58161 12.58455 12.62695 12.76368
Ws 15.77602 15.72016 15.72249 15.75647 15.86638
wy; | 18.90638 18.85972 18.86165 18.89000 18.98183
ws | 22.03991 21.99987 22.00151 22.02583 22.10466
Wy | 25.17544 25.14037 25.14180 25.16309 25.23214
wi | 28.31231 28.28112 28.28239 28.30131 28.36273

Tablo 2. cesitli B degerleri i¢in dogal frekanslari vermektedir. Burada ilk frekans
degerlerinde inhomojenlik parametresi (/) artarken dogal frekans degerlerinin azaldig

agtkca goriilmektedir. Diger frekans degerlerinde ise tam tersi bir durum ortaya gikmaktadir.
£ =0 alindiginda homojen durum olugmaktadir ve sonuglar literatiirdeki [13] sonuglar ile

aynidir.
5. DINAMIK BASINCA MARUZ SiLiNDiRiN ZORLANMIS TITRESIM ANALIZI

Dinamik i¢ basinca maruz kalan kalin cidarh  bir silindir ele alinarak,
P (r) = P,(1-Cos(y 7)) yiik tipi uygulanacaktir. Sinir gartlar: asagidaki sekilde olur:

- =-P(7) o, =0 (26)

o r
Laplace uzayinda bu sartlar

r

o,|,, =L(-P(9) 0o,| _ =0 @7

seklini alir. Denklem (23) {in ¢&ziimii :
V(x, p) = x(CyLp(px) + CoK p(p)) (28)

seklinde olup p Laplace parametresi, / ve K Bessel fonksiyonlaridir. Sinir gartlari kullanilarak
Ci ve C, sabitleri bulunur ve Laplace uzayinda ¢6ziim :

x=k
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) A(p) _p F(p)
V(x, p)= ——x¥ —— 29
(x,p) cn G (29)
seklinde olusur. Burada
F(p) = [Kp(PR)S) + PRK 1RV ()~ 1y (PR)ST ~ ATyt (PR)K  (P) (30)

ve
G(p) = [Kn(ph)S1 + pK -1 (PR (P)S1 = PLu-1 ()]

~[Kn(P)S1+ Pyt ()11 (PHR)S) = Pl -1 (k)]
Aymi islem adimlar tekrarlanarak impulsif dikdortgen yiik altindaki deplasman ifadeleri
¢ikartilabilir. Ayrica gerilmeler de standart Hooke kanunu ile hesaplanabilir. Problemdeki
elastik sabitlerin diizlem gerilme halindekiler olarak alinmast durumunda i¢ basing altindaki
disk probleminin ¢6ziimii elde edilmis olur.

€

6. NUMERIK TERS LAPLACE DONUSUM METODU

Laplace uzayinda elde edilen g6ziimlerin zaman uzayina doénisiimii igim modifiye edilmis
Durbin’in ters ddniigiim yontemi kullanilacaktir, Bu yontemle elde edilen sonuglarin kesin
degerlerle ortiistiigli gézilkmektedir [14-15]. Bu yontem, sonlu Fourier-Kosiniis doniigiimiine
dayali Dubner ve Abate metodunun gelistirilmis halidir. Y6ntem agagida 6zetlenmistir{16]:

aja |’ 1 B N-I iz—”jk —|
ft,)= eT [—ERe{F(a)}+Re{§[(A(k)+iB(k))Lk]e(”) }J (32)

A(k) = iRe{F(a +itk+1 N))ZT”}‘

=0

B(k) = ilm{ﬁ(a +i(k+1 N))ZT”}

1=0

Burada “i” kompleks say1 olup, s, =a+i k inci Laplace doniisiim parametresini

gostermektedir. T, ¢Oziim aralifi olmak iizere, N adet esit zaman aralig,

t;=jAt=jTIN,(j=0,12,.... ,N—1) igin f(t) hesaplanmaktadir. Bu ¢aliymada g¢oziilen
sayisal 6rneklerde aT = 6 segilmistir. Lanczos ( L, ) faktorii ise
L,=0 for k=0
km
Sin—
bty 2 2 for k>0 B3
N
seklindedir,
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7. NUMERIK UYGULAMALAR

Sekil 1-2 A (r)=P,(1-Cos(yr))ve impulsif dikdortgen yiikleme altindaki ¢esitli a
degerlerine sahip ¢ubuk igin eksenel deplasmanlan gostermektedir. Cubuk igin inhomojenlik
parametresi (a) azaldik¢a tepkinin genligi artmaktadir.

3,0 .
g =
| a=1
25 P =7

Sekil 1. P (z) = P,(1- Cos(y 7)) yiikleme altindaki deplasman, y =1.0
4,0 4

35-: vreeeees =0

0 10 20 30 40 50

P, 0<7<256

impulsif dikdértgen yiikleme altindaki deplasman
0,7>25.6

Sekil 2. P,(r) ={
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Sekil 3-4 P (r)=P,(1-Cos(yr))ve impulsif dikddrtgen yiikleme altindaki ¢esitli S
degerlerine sahip silindir i¢in radyal deplasmanlann gostermektedir. Burada inhomojenlik
parametresi (/) azaldikga tepkinin genligi artmaktadir.

40

Sekil 3. P, (r) = P,(1-Cos(y 7)) yiikleme altindaki ig yiizeydeki radyal deplasman,
y=1.0, k=2.0, p=-5.0,-2.0,0.0,2.0,5.0

VC]]/Po

P, 0<7<256
0,7>25.6
yiizeydeki radyal deplasman, k=2.0,4=-5.0, -2.0, 0.0, 2.0, 5.0

Sekil 4.P,(7) = { impulsif dikdortgen yiikleme altindaki ig
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8. TARTISMA VE SONUCLAR

FGM’den yapilmis gubuk ve kalin cidarli silindir (veya disk) igin serbest ve zorlanmig
titresimi Laplace transform teknigi kullanilarak aragtirilmistir. Kosiniis fonksiyon ve impulsif
dikdortgen yiik olmak iizere iki dinamik yiik tipi uygulanarak problem ele alinmistir. Zaman
uzayina gegis igin gelistirilmis Durbin metodu kullanilmigtir, Hem silindir hem gubuk igin
inhomojenlik sabiti arttikca genlik azalmaktadir. Sonuglar, inhomojenlik parametresinin artigi
ile bir gerilim-azalma etkisinin saglandifint gdstermistir. Gerilim dagilimt kontrolii igin,
tasarim amaci ile bakildiginda, inhomojenlik parametresi kullanigh bir tasarim parametresidir
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