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OZET

Bu ¢alismada, diizgiin yayili izleyici olmayan (non-follower) yiik etkisi altindaki hiperelastik
malzemeden yapilmis basit Kkiriglerin geometrik lineer olmayan statik davranis
incelenmektedir. iki adet kiris goz oniine almmus olup kirisler igin mesnet kosullari izleyen
sekildedir: 1) Bir ucu sabit mesnetli, diger ucu hareketli mesnetli kiris. 2) Her iki ucu sabit
mesnetli kiris. Kirislerin incelenmesinde diizlem siirekli ortam kabulii yapilmistir. Kirislerin
malzemesi homojen, izotrop ve hiperelastiktir. Bu galigmada, kirigin sonlu eleman modelinde,
iki boyutlu dértgensel (quadratic) 12 diigiim noktali toplam Lagrangian sonlu elemanlar
modeli kullamilmistir. Bu lineer olmayan sonlu eleman problemi Newton-Raphson ardisik
yaklagim (iterasyon) yontemi kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Newton Raphson yénteminde, siirekli
ortama iliskin denge denklemlerinin lineerlestirilmesi gereklidir ki bu siirekli ortam
formundaki virtiiel is prensibinin lineerlestirilmesi yolu ile gergeklestirilebilir. Bu ¢aligmada,
biiyiik yer degistirmelerin ve biiyiik dénmelerin normal gerilme ve kayma gerilmelerinin kirig
yiiksekligi boyunca dagilimi iizerindeki etkisi detaylt olarak incelenmistir. Yatay ve diisey
dogrultularda gesitli sayida sonlu elemanlar alinarak yakinsama galismalari yapimigtir.
Sayisal sonuglar gostermektedir ki geometrik lineer olmayan durum kirigin statik cevaplar
lizerinde 6nemli diizeyde etkilidir.

Anahtar Kelimeler: Geometrik lineer olmayan, basit Kirigler, Sonlu elemanlar yontemi,
Toplam Lagrangian
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ABSTRACT

This paper focuses on the geometrically non-linear static analysis of simple beams made of
hyperelastic material subjected to a non-follower transversal uniformly distributed load. The
material of the beam is assumed as isotropic and hyperelastic. In this study, finite element
model of the beam is constructed by using total Lagrangian finite element model of two
dimensional continua for a twelve-node quadratic element. The considered highly non-linear
problem is solved by using incremental displacement-based finite element method in
connection with Newton-Raphson iteration method. In order to use the solution procedures of
Newton-Raphson type, there is need to linearized equilibrium equations, which can be
achieved through the linearization of the principle of virtual work in its continuum form. In
the study, the effect of the large deflections and rotations on the displacements and the normal
stress and the shear stress distributions through the thickness of the beam is investigated in
detail. The convergence study is performed for various numbers of finite elements. A few of
the obtained results are compared with the previously published results. Numerical results
show that geometrlcal nonlinearity plays very important role in the static responses of the
beam.

Keywords: Geometrically non-linear, simple beams, Finite Element analysis, Total
Lagrangian

1. GIRIiS

Son yillarda teknolojideki biiyiik degisim ile yiiksek hizli ve fakat hafif yapilara olan ihtiyag
kiriglerin lineer olmayan teorilerinin kullanimini gerekli hale getirmistir. Ornegin, ticari
araglarda kullanilan yaprak yaylarin incelenmesi kiriglerin lineer olmayan teorileri
gergevesinde olmalidir. Son 50 yilda, 6zellikle uzay mithendisliginde, robotikte ve gesitli
iretimlerde olugan geligmeler ile sayisal olarak ¢oziilebilen lineer olmayan modellerin
kullamimasi kaginiimaz hale gelmistir. Ciinkii kiriglerin biiyiik yer degistirme problemlerinin
eliptik integraller kullanilarak elde edilen kapali goziimleri sinirlidir. Kapali ¢oziimlere iliskin
bazi galigmalar izleyen paragrafta verilmigtir: Chucheepsakul ve digerleri [5,6], yer
degistirmis durumdaki yay uzunluu degisen, moment degisimi etkisi altindaki kirisleri
eliptik integral yontemi, shooting optimizasyon yéntemi ve sonlu elemanlar yontemini
kullanarak incelemistir. Wang ve digerleri [2], tekil yiik etkisindeki, degisken yer degistirmis
yay uzunluklu, bir ucu sabit mesnetli, diger ucu siirtiinmesiz hareketli mesnetli kiriglerin
biiyiik yer degistirme problemlerini incelemistir. He ve digerleri [8], benzer bir problemi,
sadece siirtiinmesiz hareketli mesnedi siirtinme mesnedi alarak ¢ozmiistiir. Sayisal
¢aligmalardan bazilan izleyen paragraflarda verilmistir. Kapania ve Li [4] sonlu sekil
degistirme ve donmeleri dahil ederek kesin egri kirig elemanlarinin formiillerini elde etmis ve
bunlar kullanmiglardir. Al Sadder ve Al Rawi [1] genel diisey ve yatay yonlerde etkiyen
stirekli ve siireksiz dig yayili yiikler etkisi altindaki prizmatik ve prizmatik olmayan narin
konsol kiriglerin biiyiik yer degistirmelerini incelemek igin quasi-lineer sonlu farklar yontemi
gelistirmistir. Li ve Zhou [7], diizgiin yayih izleyici (follower) yiik etkisindeki bir ucu
mafsalli diger ucu ankastre mesnetli kiriglerin burkulma sonrasi davramslarini, kesin
matematiksel model tiireterek ve sayisal sonuglar igin shooting yéntemini kullanarak
incelemigtir.
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Reddy [3] diizgiin yay1h yiik etkisindeki konsol bir kirigin statik incelemesini 8 diigiim noktah
dortgensel (quadratic) elemantar kullanilarak gergeklestirmistir.

2. TEORI VE FORMULASYON

Hiperelastik ve izotrop malzemeden yapilmig bir basit kirisin maddesel veya Lagragian
koordinat sistemi (Oxl, X,s °x3) ve uzaysal ya da Euler koordinat sistemi (Zx,, %5 2xg)
Sekil 1(a) ve Sekil 1(b)’de gosterilmistir. Ele alinan kirislerden birinin bir ucu sabit mesnetli,

diger ucu hareketli mesnetli, digerinin ise her iki ucu da sabit mesnetlidir. Kirigler sekil 1a ve
b de gosterildigi gibi diizgiin yay1l1 izleyici olmayan (non-follower) yiik etkisindedirler.
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Sekil 1. (a) Uniform yayil yiik etkisinde Bir ucu sabit mesnetli, diger ucu hareketli mesnetli
kirig (b) Uniform yayili yiik etkisinde her iki ucu sabit mesnetli kiris

Problemlerin gogu igin yonetici esitliklerin gikariimasi gok zor degilken bunlarin kesin
inceleme yontemleriyle ¢oziimii gok gii¢ bir islemdir. Bu tip problemlerde sayisal inceleme
yontemleri alternatif ¢oziim araglar1 olmaktadirlar. Bilindigi gibi niimerik yontemlerin
kullammuyla diferansiyel esitlikler cebirsel esitlikler sistemine doniistiiriilebilir ki bu esitlikler
sistemi de bilgisayarlar kullamlarak gziilebilir. Ele alinan problem lineer olmayan bir
problemdir.

Lineer problemler bile geometri ve malzeme karmagikliklarindan dolay: kesin olarak
¢oziillemeyebilmektedirler. Fakat sayisal yontemler kullanilarak yaklagik ¢6ziimler elde etmek
goreceli olarak daha kolaydir. Bernoulli-Euler kiris teorisi gergevesinde 6zel sinir ve yiikleme
kosullari igin bazt ¢dziimler vardir. Bununla birlikte iki ya da iig boyutlu siirekli ortam
yaklasimi gercevesindeki bir lineer olmayan problemin kesin ¢oziimii miimkiin degildir.
Incelenen basit kiriglerde, kiris iki boyutlu siirekli ortam olarak ele alinmstir. Caligmada, 12
diigiim noktali dortgensel (quadratic) elemanin toplam Lagrangian formiilasyonu {izerine
temellendirilen iki boyutlu ortamin toplam Lagrangian sonlu eleman modeli kullamldi. Iki
boyutlu siirekli ortam problemi igin toplam Lagrangian formiilasyonlarinin ¢oziimiinde,
‘bilinen onceki ¢oziimlerden hareketle kiigik adimli artimsal yiik yaklagimi kullanildi.
Bilindigi gibi, tim yiikiin tek adimda etkitilmesi durumda ¢8ziim ancak lineer olmamanin
yumugsak olmasi halinde miimkiindiir. Ayrica artimsal iglem yolunun takibi agiri sayida
iterasyon sayisini indirgemede ve fiziksel olarak dogru yolu izlemede faydahidir. Burada
artimsal islem yolu ile birlikte Newton-Raphson ardisik yaklagim yoéntemi kullanimig olup n
inci yiik artiminda i inci iterasyon igin ¢6ziim izleyen formda elde edilir:

du, =(K;)'R,,, @.1)
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Bilindigi gibi ardisik yaklagim yontemlerinin temel felsefesi, artiklar vektsriini ¢ok kiigiik bir
G ile tanimlanan kiyaslama parametresinden kiigiik kilacak ¢oziimii elde etmektir. Bu

alismada kiyaslama parametresi izleyen sekilde alinmigtir:

[ sy ]

3

SR S G (2.2)
() (arw?)]
Ardisik yaklagimlarin bir serisi
u‘n++ll = u:ﬂl + duiH»I = un + Aujy (23)
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Sekil 2. 12 diigum noktali dortgensel (quadratic), 1K1 boyutlu eleman

12 digiim noktali dértgensel (quadratic) eleman igin iki boyutlu siirekli ortamin toplam
Lagrangian sonlu eleman modeli durumunda i inci iterasyonda kullanilacak olan teget rijitlik
matrisi K;., ¢6ziim artim vekt6rii du’, ve artik vektorii R}, izleyen sekilde verilir:

Ju’ :{{ﬁ}}' . I:KHL:I+[K||N] [Km] 5 {§F'}—{:,F'}
" T ,:Kzu.j, I:KZZL]+[K22N] T {SFZ}—{:]FZ}
(2.5 ab,c)
Burada goriilen K", K7, K7, K™ = KP", IF' ve lF?biiyiklikleri Reddy [3] ve

P
<{
—

Akbag [8] tarafindan verilmis olup bu biiyiikliikler iginde kullamlan } 0o N o, kiitle

kuvvetleridir, jt, , i1, yiizey kuvvetleridir. Bunlar “x, ve "x, dogrultularindadirlar. Ayrica
2

> 0fo s obng
yine s6z konusu ifadelerde kullanilan gerilmeler olan |'S,,, 'S,,, /S,, biyiikliikleri cismin C

konumundaki ikinci Piola-Kirchhoff gerilme tensériiniin bilegenleridir. G6z &niine alinan
malzeme hiperelastikdir. Bu durumda ikinci Piola-Kirchhoff gerilme tensorii  (Sekil
degistirmemis birim alandaki doniistiriilmiis mevcut kuvvet: Bu tensor Cauchy gerilme
tensorii simetrik oldugunda simetriktir.) ve Green-Lagrange genleme tensorii arasindaki iligki
izleyen sekilde kabul edilir:
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Burada ,C, cismin C, konumundaki indirgenmis biinye tensOriiniin bilesenleridir.

Indirgenmis biinye tensérii matris formda izleyen gekilde yazilir:

oCu Ca 0 E vE E _E
WC=Cy WGy 0 |»oCn =__vz' 5 0Cn =Gy =1——_vT 5 0Can =T_—vz > oCa _m

1
0 0 Cy
(2.7 a,b)
Burada indirgenmis biinye tensdriiniin bilesenleri Young modiilii £, ve Poisson orant v

cinsinden izleyen sekilde yazilmistir. Green-Lagrange genleme tensorii iki boyutlu katr stirekli
ortam durumunda yer degistirmeler cinsinden izleyen gekilde ifade edilir:

ou 1 ouY (v )
ot 0 =9
0'x, 2|\ 0'x 0'x,
oFi ov (oY (oY
(le= v)lEzz =155 uu 59
0'x, 2(\0'x, 0'x,

2(:EIZ
Ou ov Ou Ou ov Ov
] + [ 0 0 0 o
0’x, 0'x, \(0'x,0"x, 0x0x,

(2.8)

Sonlu elemanin yer degistirme alanlari diigiim yer degistirmeleri cinsinden izleyen sekilde
ifade edilebilir:

uz(‘/’l U Y, Uy YU Y Uy T U T Y U Y Uy T W Uy T Uy

Wi Uy TY Uy T, 'ulz) (2.9 a)
V:(Wl VY VY VWV Y Vst Y Vet YV W Vet Yy
+*//|0“’10+'//1|"’11+'//|2'V|2) (2.9b)

12 diigiim noktali dortgensel (quadratic) eleman igin yaklasim fonksiyonlar1 Akbas [8]
tarafindan verilmis olup burada yeniden yazilmayacaktir.

Rijitlik matrisinde goriilen integralin sayisal hesaplamalari bes noktali Gauss kural
kullanilarak gergeklestirilecektir. Gergek gerilme, yani sekil degistirmig konumdaki gerilme,
sekil degistirmis birim alandaki mevcut kuvvet (son durum kuvveti) olarak ifade edilir.
Cauchy gerilme tensorii bilesenleri’c, ; ve ikinci Piola-Kirchhoff gerilme tensorii bilegenleri

(fS,.j arasindaki iligki izleyen gekilde yazilabilir:
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Burada °p ve ’p sirasiyla C, ve C, konumlarindaki malzeme kiitle yogunluklarini temsil

ederler. *p ve ?p arasindaki iligki izleyen sekildedir:

‘p="plJ @.11)
Burada }J, sekil degistirme gradyen tensérii F nin determinantidir (veya ddniigiimiin
Jacobieni) ve izleyen sekilde tariflenir:

33_\'| ale
22y 2"x, 3°
2 =det(2F) =00 T 0T 2.12)
a'x,| |0°x, a'x,
a()xl a(lxz

Sekil degistirme 6ncesindeki bir maddesel ¢izgi oL, sekil degistirmeden sonraki d1
¢izgisine izleyen sekilde doniisiir (d1,dL ile aynt maddeyi igermektedir.):
dl1=lFdL (2.13)

3. SAYISAL SONUCLAR

Bilinen birlestirme islemlerinin kullanimiyla esitlik (2.1) de verilen teget rijitlik matrisi, 12
digiim noktali dortgensel (quadratic) eleman igin toplam Lagrangian formiilasyonu iizerine
temellendirilen iki boyutlu siirekli ortamin toplam Lagrangian sonlu eleman modeline iliskin
eleman rijitlik matrislerinin kullanimiyla elde edilir. Sayisal hesaplamalarda bes noktali Gauss
integral kurali kullanilmistir. Kirislerin uzunlugu L =100cm, genisligi b =1cm ve yiiksekligi

h=2cm almmistir. Hiperelastik malzeme igin Young modiili £ =8300 N/cm?, Poisson
orani v =0.2 alinmistir. "x, ve “x, dogrultularinda gesitli sayilarda sonlu elemanlar alinarak

yakinsama galigmalari yapilmis olup “x, dogrultusundaki sonlu eleman sayist m=30 ve ‘x,
dogrultusundaki sonlu eleman sayisi n=8 oldugunda géz 6niine alinan gerilmeler ve yer
degistirmeler icin gok iyi degerler elde edilmistir. Bu yiizden sayisal hesaplamalarda °x,

dogrultusundaki sonlu eleman sayisi m=30 ve °x, dogrultusundaki sonlu eleman sayisi

n=38 alinmistir. Sekil 3a ve Sekil 3b, yiikteki artigin lineer ve lineer olmayan ¢Oziimlerin
diigey yer degistirme degerleri arasindaki farkta artisa yol agtigini gdstermektedir. Yiikteki
artigin lineer ¢6ziimiin diisey yer degistirmeleri iizerinde daha fazla etkili oldugu goriilmiigtiir.
Bu durum izleyen sekilde agiklanabilir: Lineer durumda dis yiiklerin kuvvet kolu veya dig
bilegke kuvvet kolu dis yiikiin siddeti ile degismez ve bu yiizden yer degistirmeler dig yiiklere
lineer olarak baglidir. Bununla birlikte lineer olmayan durumda, dis yiikiin siddeti ile dis
yiiklerin kuvvet kolu degisir ve dig yiikiin siddeti artarken dis yiiklerin kuvvet kolu azalr.
Ayrica kuvvetler artarken kiris konumu diiseye yakin bir hal almaya baslar ve bu ytizden kirig
konumu diiseye yakin olan belli yiik diizeyinden sonra yiikteki artig yer degistirmelerde belirli
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bir artiga neden olmaz. Bu durum kiris igin yer degigtirmis durumu gosteren $ekil 4 ve Sekil

Dasey Yer Degigtieme , v (cm)
o o
Dugey Yer Defiipgmme , v (am)

L .

a a.ns ni 18 ny nyy X [EI} i U W oy o '|f(7'7 o2 T e
Yayih Yok, q (N7am?) Yayil Yok q  (Neam®)

Sekil 3. Geometrik lineer ve geometrik lineer olmayan durumlar i¢in yﬂk—(L/2,0)

noktasindaki diisey yer degistirme egrisi (a) Bir ucu sabit mesnetli, diger ucu hareketli
mesnetli kirig, (b) Her iki ucu sabit mesnetli kirig

Sekil 4. g=3N/cm® igin yer degistirmis konum (a) bir ucu sabit mesnetli, diger ucu
hareketli mesnetli kirig, (b) her iki ucu sabit mesnetli kirig

A A A

= pr—t

Vo

Sekil 5. ¢=025N/cm” igin yer degistirmis konum (a) bir ucu sabit mesnetli, diger ucu
hareketli mesnetli kirig, (b) her iki ucu sabit mesnetli kirig

Geometrik lineer incelemede kirig iizerine etkiyen dig yiiklerin yatay bilegenleri
olmadigindan, yani dig yiikler kirig eksenine dik oldugundan, gerilme tensoriiniin normal
gerilme bilesenleri °c,,, "x, ekseni boyunca °x, =0 da sifirdir. Ciinkii denge esitlikleri yer
degistirmenin olmadig1 baslangig konumu dikkate alinarak yazilmigtir. Bununla birlikte,
geometrik lineer olmayan durumda yer degistirmeler olusurken bu g¢aligmada goz oniine
alinan izleyici olmayan dig kuvvetler kiris eksenine dik kalmazlar. Bu durum Sekil 4 ve 5 den
gozlenebilir. Geometrik lineer durumdaki sinir gartlari miikemmel olarak saglamir. Ciinkii

m=30 ve n=8§ icin  ¢=8 N/cm*durumunda  kirisin  iist  yiizeyindeki
gerilme o, =3.998 ~ 4 N/cm’ olmaktadir. Simdi geometrik lineer olmayan durumdaki sinir

kosullarinin saglatilmasi incelenecektir. Sekil degistirmeden sonra kiriglerin tist yiiziindeki bir
noktanin teget dogrultusu ile yatay dogrultu arasindaki agi egitlik (2.13) iin kullanimu ile elde
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edilir. g=8 N/cm?, "x, =100/3 cm ve "x, =1cm igin esitlik (2.13) iin kullanimuyla sekil
degistirmeden sonraki d1 ¢izgisinin yatay ve diisey dogrultulardaki bilesenleri (d1 gizgisi
sekil degisimi oncesinde dL idi ve boyu birim boydu.) bir ucu sabit mesnetli, diger ucu
hareketli mesnetli kiris igin strasiyla 0.1321 birim ve -0.9761 birim’dir. Bu biiyiikliiklerin
kullanimiyla ¢izginin tegetinin egimi -0.9761/0.1321 dir ve bu yiizden iist yiiziin ilgili

noktasinin teget dogrultusu ile yatay dogrultu arasindaki agi 82.29° dir. Diizlem gerilme
durumu igin gerilme déniigtimii izleyen esitliklerin kullanimu ile gergeklestirilebilir:

2 2
(*on), = “"+ Ty T T 052047 6, 5in 20 = ~123.4094 N/ cm? (2.14)
i 2
(*on), = ""J’ T2y T T 05 2(6+90) 47 0, sin 2(0+90) =~0.3315 N/cm’ (2.15)
(zguz) 70." sin20+? 7, c0s20 = 4.0267N /cm? (2.16)
= |

Bu esitliklerden  dondiiriilmiis  elemanin  gerilmeleri (Za,|)0=—123.4094 N/cm?,
(2022)0=—0.3315 N/em® ve (20,2)0:4.0267N/cm2 olarak elde edilir. Bu degerler

gostermektedir ki geometrik lineer olmayan durumda sinir kosullari saglanir. Ciinkii
dL=1.00cm —>d/=0.9878 cm

JCon), +(P0,), = 4.0403= 4/d1 =4.0494 N /em? (2.17)

Tablo 1 ve 2 de gériilen Ay ve A, degerleri A mesnedindeki sirasiyla °x, ve °x,

dogrultularindaki mesnet reaksiyonlarini , By ve B, degerleriise B mesnedindeki sirasiyla

“x, ve "x, dogrultularindaki mesnet reaksiyonlarini gdstermektedirler.

Tablo 1. Bir ucu sabit mesnetli, diger ucu hareketli mesnetli kiris igin sayisal sonuglar

q (N/em?) | u,,em) | v, em) | 4,V | A4,V | B, (V)
0.5 -21.29 -37.22 0 25 25
1 -27.63 -40.60 0 50 50
2 -32.41 -42.91 0 100 100
4 -36.09 -44 .80 0 200 200
8 -39,11 -46.64 0 400 400

Tablo 2. Her iki ucu sabit mesnetli kirig igin sayisal sonuglar

q N/em®) | u,, (em) | v, (em) | 4, (N) | B, (N) | 4,(N) | B, (N)
0.5 0 -6.7825 103.34 -103.34 24.99 24.99

1 0 -8.1359 170.48 -170.48 49,98 49,98

2 0 -9.8384 278.01 -278.01 99.89 99.89

4 0 -11.9806 446.44 -446.44 199.99 199.99

8 0 -14.679 714.80 -714.80 399.98 399.98
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Sekil 6 da kirisin orta kesitinde, bir ucu sabit, diger ucu hareketli mesnetli basit kirigin
sirastyla a) "x, dogrultusundaki normal gerilmelerinin, b) ’x, dogrultusundaki normal

gerilmelerinin c) "x,"x, diizlemindeki kayma gerilmelerinin d) lineer olmayan durumdaki asal

ve maksimum kayma gerilmelerinin e) lineer durumdaki asal ve maksimum kayma
gerilmelerinin kiris yiiksekligi boyunca dagilimi gosterilmektedir. Benzer sekilde, her iki ucu
sabit mesnetli kiris i¢in de gerilme dagilimlari Sekil 7 de gosterilmektedir. Burada Cauchy

gerilmeleri 20,.}. ile, ikinci Piola-Kirchhoff gerilmeleri f,S,j ile, lineer durumdaki gerilmeler

. 36 . . .. . . . 0 0 .

“O'U. ile gosterilmigtir. Lineer durumdaki asal normal gerilmeler “o;__, O..i» V€ maksimum
kayma gerilmesi o, ile gdsterilmistir. Lineer olmayan durumdaki asal normal gerilmeler
2 2 . . . S
Opmax s Opin Ve maksimum kayma gerilmesi *o,,, __ ile gosterilmistir.
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4. SONUCLAR

Yiikiin artimina kosut ¢larak geometrik lineer olan ve geometrik lineer-olmayan ¢oziimler
arasindaki fark ¢ok dnemli hale gelmektedir. Geometrik lineer durumda mesnetlerden birinin
sabit digerinin hareketli olmasi durumuyla iki ucun da sabit olmasi durumu arasinda fark
olmazken geometrik lineer olmayan durumda iki hal arasindaki fark yiikiin artimiyla gok
onemli hale gelmektedir. Yiikiin artimiyla iki ucu sabit mesnetli kirigteki yer degistirmeler bir
ucu sabit diger ucu hareketli duruma gére gok énemli oranda kiigiik gikmaktadir. Bu durum,
iki ucu da sabit mesnetli kirisgte diger kiris durumuna goére ¢ok daha biiyiik ¢ekme
kuvvetlerinin ortaya gikmasi nedeniyledir. 12 diigiim noktali ddrtgensel (quadratic) eleman
kullanilmasi ile serbest yiizeylerdeki gerilme sinir kosullari saglatilmis ve gok iyi gerilme
diyagramlar: elde edilmigtir. Gerilmeler agisindan bakildiginda da, yiikiin artimina kosut
olarak geometrik lineer olma ve olmama ile mesnet durumlarinin cevaplar iizerinde ¢ok
onemli diizeyde etkileri oldugu goriilmiistiir.
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