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ABSTRACT

In this study, the delamination buckling problem for the thick rectangular plate made from
composite material is studied. It is supposed that the plate has a rectangular edge crack and
edge-surface of that has an initial infinitesimal imperfection. The development of this initial
imperfection with an external compressive loading acting on the surfaces of crack is studied
by the use of the three-dimensional geomerically non-linear field equations of the Theory of
Elasticity for an anisotropic bodies. For the determination of the values of the critical forces
the initial imperfection criteria is used. The corresponding boundary-value problems are
solved by employing boundary form perturbation technique and FEM. The numerical results
on the critical force are presented.

Keywords: Buckling delamination, edge crack, thick plate, finite elements method.

OZET

Bu galismada, kompozit malzemeden yapilmig dikddrtgen kalin plaga ait delaminasyon
burkulma problemi incelenmistir. Plagin dikdértgen kenar gatlagina ve bu gatlagin
yiizeylerinin baslangigta ok kiigiik egintiye sahip oldugu kabul edilmektedir. Catlak
ylizeylerine etkiyen dig basing kuvveti altinda, bu yiizeylerdeki baglangig egintinin gelisimi,
anizotrop cisim igin ii¢ boyutlu Elastisite Teorisinin lineer olmayan alan denklemleri
yardimiyla incelenecektir. Kritik kuvvetin degerinin belirlenmesinde “baglangi¢ eginti kriteri”
kullanilacaktir. Uygun sinir deger problemleri sinir tipli pertiirbasyon teknigi ve sonlu
elemanlar yontemi (FEM) uygulanarak ¢oziilecektir. Kritik kuvvetin sayisal degerleri
verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Delaminasyon burkulmasi, kenar ¢atlagi, kalin plak, sonlu elemanlar
yontemi
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1.GIRIS

Bilindigi gibi yapi elemanlarinin mukavemetini etkileyen faktSrlerden belkide en
tehlikelisi yapinun igerdigi ¢atlaklardir. Ozellikle gevrek malzemeden yapilmis yap
elemanlarinda gesitli nedenlerle olugmus mevcut gatlaklar, dis etkilerin beklenmeyen
degerlerinde bile bu yapi elemanlarmin ani ve énlenemez kirilmasina sebep olmaktadir. Bu
nedenle pek ¢ok bilim dalindaki aragtirmacilar, yap: elemanlarmin kirilmasina ait
problemlerin incelenmesinde “kritik parametrelerin” belirlenmesine yonelik yogun olarak
calismaktadirlar. Bu konuda bazi galigmalar [1-15] kaynaklarinda verilmistir.

Ele alinan bu galigmada dikdortgen kenar gatlag: igeren kompozit kalin plagin yerel
delaminasyon burkulma problemi teorik olarak incelenmistir. Belirtilen problemin
matematiksel modeli, ii¢ boyutlu elastisite teorisinin lineer olmayan kesin denklemleri
gergevesinde yapilmis ve kritik burkulma yiikiiniin degerinin belirlenmesinde “baglagi¢ eginti
kriteri” kullantmistir. Bu kritere gére, ¢atlak yiizeylerinin baglangigta ¢ok kiiiik egrilige
sahip oldugu kabul edilmektedir. Bu egintilerin, plagin karsilikli iki kenarindan normal
dogrultuda etki eden dig basing kuvveti etkisinde biiyiiyerek sonsuza gitmesine sebep olan dis
basing kuvvetinin degeri kritik burkulma yiikii olarak kabul edilmektedir. Incelemeler, dis
yiikleme altinda dikdortgen kenar gatlagin yapi igerisinde kalan kenarlarinda olusan gerilme
yigilmasinin, ele alinan problemin geometrik ve malzeme parametre degerleri igin kritik
gerilme yigilmas: garpanindan (SIF) kiigiik oldugu kabulu altinda yapilmistir. Ele alinan siir
deger problemi sinir formu pertiirbasyon ybntemi ve sonlu elemanlar y&ntemi (FEM)
kullanilarak ¢6ziilmiigtiir.

2 PROBLEMIN MATEMATIKSEL MODELI
Problemin ¢oziim bolgesi (Sekil 1),

@-a) (1)
burada,

Q={0<x;<0],0<x9 <h,0<x3 <43}

Q' ={(t,—tg1)2<x; < () +£01)/2,x3 =hp £0,0<x3 < L3} ()

dir. (2) de €;(¢¢3) satlagin Ox; (Ox3) dogrultusundaki uzunlugunu gostermektedir. Catlak
yiizeylerinin &nceden ¢ok kiigiik “egrilie” sahip oldugu ve bu egriliklerin x| = 7,/2
diizlemine gore simetrik oldugu kabul edilmektedir. Catlak yiizeylerinin denklemi

X3 =hp +efT(x),x3), £1/2-001/2<x; <€[2+£01/2,05x3 <803 (3)
seklinde yazilabilir. Burada ¢ (& <<1), gatlak yiizeylerinin baglangigta sahip oldugu kabul
edilen egintinin derecesini gosteren boyutsuz kiigiik bir parametredir. (3)’deki f(xy,x3)
fonksiyonunun,

£ (xp,x3) =17 (x,%3)

£ (0 ~2£01)/2, )| e j -
(61-201)/2.%3 Dxasty, (L1 +201)/2.%3 . 0,
dfi((fl—301)/2,x3)| :dfi(“1+""u|}/?~x3)1 0
dxl ‘ dX'| o
OSX:;SZ(B USX:;‘;{”]
£ (xp,2 j -0
(x1> 03 01/2 0, /2<%, <6, 240y /2
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df*(x1. £g3)

=0. 4
o @

Z|/2—(0|/2<x] <Z1/2+[01/2

ozelliklerini sagladigi kabul edilmektedir. Plak ve g¢atlak geometrisi Sekil 1’de
gosterilmektedir. Bu bolgede saglanan alan denklemleri, transversal izotrop malzeme igin
biinye denklemleri ve sekil degistirme-yer degistirme iliskileri sirasiyla,

("Ju..
o, 5.n+_u] N

aXJ o X n

o = A] 1811 + A12822 + A13833 » Opy = A128“ + A22822 + A23833 R
O33 = A138” + A23822 + A33833 » Op3 = 2A44823 » O13 = 2A55813 » O1p = 2A66812 ,
ou 4 auj aun

S b BN LT TR )
v o2 Dx_l aXi aXi axj

ve sinir kogullan

du;
u2|X|=0;/f| =u2|X3=€3 = ,|:0']n[6?+ax:ljj|n]
o | n 4 i,
Jn axn J
G 8u, n;
Jn axn J

:p’
X|=0;,f|

=0 (j=1 igin)
x;=0;¢,

=0 (j#2igin)

X3={;3
aul n, Ouj ni
|:°'Jn ax,, ]“j =0, ["jn(ai +axn N |x2 =h 5 +ef* (x,,%3) =0
x3=0 (€1 =201)/2<x) <(£) +L01)/2
O<x3<lp3
i;j;n=1,2,3 . (6

seklinde verilebilir. Yukarida verilen denklem veya bagintilarda S gerilme tansorii
bilesenlerini; &jj sekil degistirme tansdrii bilesenlerini; u, ’ler (i,j=1,2,3) yer degigtirme

vektorii bilesenlerini ve n]?L catlak yiizeylerine ait birim normal vektoriin bilesenlerini

gostermektedir. (3) denklemi kullanilarak, n i¢in:
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+ 23
nl = ==
2 N 2
2| - (uxa) | o 0P (xy,x3)
0xy 0x3
L +1
2 B 2 2
14g2| A (xix3) | oof OF7(x1,x3)
6x1 6X3
+8(1"'Jf(_><_1,*<;)
B ox
nj = — - @)
L g2 A Caxa) |, o OF* (x1,x3)
x| 0x3

N 2 N 2
elde edilir. &2 o (x1,X3) + Of” (x1,%3) <<1 oldugu kabul edilirse, buna
aXI aX3

dayanarak, (7) deki denklemler € ’na bagli kuvvet serisi olarak ifade edilebilir:

s 0] o) 0
+ 2k+]  + + 2k + + 2k+1_+
n :kzos ny (xp,x3), nj =i]+kzls ny (X1,x3), n3 =kzos ny (X1,x3). (8)

(8) deki nlik(x],X3), n;‘Lk (x1,x3) ve n;“rk(xl,xﬁ katsayilarma ait ifadeler uzun
oldugundan burada yer verilmemistir. Akbarov [8], Akbarov ve Yahnioglu [10], Akbarov ve

digerleri [9], Akbarov ve Rzayev [11,12,13], Rzayev ve Akbarov [14] ¢alismalarinda verildigi
gibi aranan bliyiikliikler kiigiik parametre & ’na gore seri formunda yazilabilir;

o0
{cij;sij;ui}= > e qu);si(jq);ui(q)}. 9)
q=0
(9) ifadeleri, (5) ve (6) da yerine yazilir ve €’nun kuvvetlerine gore gruplastirihrsa, bu
parametrenin kuvvetlerine gore kapali denklemler sistemi ve sinir kosullan elde edilir. Elde
edilen seri-sinir deger problemlerinin her biri kendisinde énce gelen sinir-deger problemlerine
ait degerleri icermektedir. Her bir sinir deger problemi, elde edildigi €’nun derecesine gore
isimlendirilecektir 6rnegin, sifirinct, birinci vb. sinir deger problemi (yaklagimi).

Sifincr yaklasim sonucunda elde edilen sinir deger problemi g6z oniine alindiginda,
ele alinan sinir kosullari ve 6i” +6‘ui(0) /6xn = Si" igin ¢dziim kolayca yazilabilir. Buna gére
sifirinci yaklagima ait ¢ziimden gerilme fonksiyonlari;
oY =p, ol =0 for jj=11 (10)

olur.
Birinci yaklagima ait denklem ve bagntilar;
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m 0 U]
ROBORL ay _1joup oy

=0, ¢ -t (11)
ax; RS P i Ty oxj X
X0 P () -0
"2 xy=0;0, 2 Xy={3 '
aull oulD
@, (0 “Y O R (1) e
o1 toq) o, |l 0,
X|=0€| X]—0ﬂ|
Q) (1) 1) -
=0 = 0, o) =0,i=1,2,3
=0 31 X3=£ Blx,=r 2 X, =0
+
) ()7 S
O30 [xt=h, +0 =Fo)y 50 15123, (12)
(£, —10)/2<x, <(£; +£4)/2 I
O<x3<1’3

bulunur, (11) de o) ) sifirinci yaklagima ait gerilmeleri gostermektedir. Belirtelim ki (5)-(12)

de bilinen notasyonlar kullanilmagtir.

Ele alinan delaminasyon burkulma probleminin incelenmesinde, gatlak yiizeylerinin
baglangigta sahip oldugu kabul edilen kiigiik egintilerin dis basmg kuvveti etkisinde
biiyliyerek sonsuza gitmesine neden olan dis basing kuvveti degerinin belirlenmesi
istenildiginden, yukarida verilen seri-sinir deger problemlerinden sadece sifirinct ve birinci
yakla$1ma ait simir deger problemlerinin ¢6ziimii yeterli olmustur. Ciinki, her bir yaklasim
igin bulunan alan denklemlerinin homojen kismi birbiriyle aynen gakismakta, sadece
homogen olmayan kisimlari (denklemin sag taraflari) birbirinden farklilasmaktadir. Aranan
kritik deger ise denklemler takiminin katsayilar matrisini tekil yapan deger olarak
belirlendiginden, 2. ve sonraki yaklagimlar kritik parametrelerin degerini degistirnemektedir.
2. ve sonraki yaklasimlarin g6z 6niine alinmasi, gerilme yayihmimin hassaslastiriimasinda
etkindir. Amacimiz burkulmaya sebep olan kritik dig basing kuvvetinin degerini belirlemek
oldugu igin hesaplamalar sifirinct ve birinci yaklagim gergevesinde simirlandiriimistir.

3. SONLU ELEMAN FORMULASYONU

Ele alinan problemin birinci asamasina ait sonlu eleman formulasyonu,

] () Q) A (1)
) (0) au (lII (l) (0) 6u() 6u1 (l) ('\ll ay Ou3y .\

1
Mm=— c,| +0 +c +o
2QI_I£), S 6x1 axg | 7120 o T, 02 ax, 22 ox,

(h (1 1 -~ (D) (1)
) 0) r'}u} r:uI ) au() ) ﬂu3 @ 6u() 0 (:u

G4 +0C +0o c +o c — |dx1dxydx 4 —
13 11 ax] OX; 31 axl 32 ‘h_'l 23 6X3 33 (‘:} X3 1842083
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o3 (£1+L01)/2 +
0'%(1)) iugl) dxdx;

o3 (1+£01)/2 -
| Gg?)iaf—ugl) dxydxs — [ P
0 (£1=£01)/2 ! Xo=hp -0 0 (hi=to))/2 ! Xp=hs+0

(14)
fonksiyoneli ve Ritz teknigi yardimiyla yapiimigtir.

Sekil 1: Ele alinan dikdortgen kalin plak ve plagin bazi geometrik verileri

Sonlu eleman ¢oziimil igin, ¢oziim bdlgesi sonlu adet alt bélgeye yani, sonlu elemana (Q,,,
k=1,2,...,M) ayrniklagtirlir. Yani,

M
Q= UQ (15)
k=1
dir. Sonlu eleman ayriklastirmasinda sekiz nodlu dikdortgen prizmatik sonlu elemanlar
kullantlmistir  [17]. Co6ziim ig¢in yer degistirme esash sonlu elemanlar y&ntemi
kullanildigindan, her bir sonlu elemanda aranan yer degistirme fonksiyonu polinom kabul
edilir. Bu fonksiyonun, nodlardaki yer degistirme ve sekil fonksiyonlar ile ifadesi;
u® = N®a®  k=12,...M (16)

secilir. (16)'da, a® , N® ve u® matrisleri

(k)T_{k Kook ok ok k koo k}
(a ) S WU Uy Uy Uy, Uy Uy, Uy, Ugg, Ugg

NE oo NK 0o 0 o NE 0 0 {
T
(N =lo Nk 0 0 N5 0 0 NE o
0 0 Nf 0 0 Ny .. 0 0 N‘s‘[
(u(k))T = {ur(xl’xz7xl)’ug(XI’XZ’XJ)’U:‘;(X]’XZ’X:!)} (17)

dir [17]. (17)’ de k indisi uygun biiyiikliiklerin Q| elemanina ait oldugunu, a® vektoriiniin
bilesenleri ise Q) elemanin nodlarindaki aranan yer degistirmeleri gostermektedir.(16)
ifadesi, (14) fonksiyonelinde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa;

Ka=r (18)
cebirsel denklem sistemi elde edilir[17]. (18) esitliklerinde K Rijidlik matrisidir ve k. sonlu
eleman (Q ) igin bu matrisin elemanlari:
i;j=12,....8

19
k=12,..M (19)

T
K = [1{BY) DFany,
Qy
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(19) da,

N N oN|
— 0 0 — 0 —
6Xl 6x2 6X3
© oN| N| oN| ,
BN =| o 0 —+ —1 o | j=12...8 (20)
J oxy ox;  0x3
aNj 6Nj aNj
o o —1 o —
3 Oxy  0x)

ifadelerinden belirlenir.

(18) cebrik denklem sisteminin ¢6ziimiinden nodlardaki yer degistirmeler bulunur. Buna
gére Ox| =0;¢| ylizeylerinden etkiyen diizgiin yayili normal dis basing kuvveti etkisinde,
gatlak yiizeylerinin baglangigta sahip oldugu kabul edilen kiigiik egintilerin (veya yiizey
noktalarinin yer degistirmesinin) biiyiiyerek “sonsuza” gitmesi durumuna karsi gelen kritik
burkulma yiikiintin degeri ardigik islemler sonucunda belirlenir [15].

Belirtelim ki, ele alan problemin sayisal ¢oziimiinde kullamilan biitiin algoritma ve
programlar tarafimizca yapilmistir.

4. SAYISAL ¢OZUM
Plak malzemesinin birbirini tekrarlayan iki izotrop, homojen levhadan olusmus ¢ok katl:
kompozit malzeme oldugu kabul edilmektedir. Bu malzemelerin sirayla Ai,A, Lame

sabitleri; pj,u) Kayma modiilleri; E;, E, Young Modiilleri, v;,v, Poisson oranlar1 ve
kompoziti olusturan bilesenlerin hacim oranlann ny,m, ile gosterilmistir. Problemin
X1 =4/2’ye gbre simetri dzelliginden yararlanilarak, ¢0ziim bblgesi Ox, yoniinde 20, Ox,
yoniinde 12, Ox3 yoniinde 20 dikdértgen prizmatik sonlu eleman olacak sekilde toplam, 4800

dikdortgen prizmatik sonlu elemana ayriklasgtirtlmistrr, Ele alinan durumda sonlu eleman
modellemesi 5793 diigiim noktast (nod) ve 16567 serbestlik derecesi (NDOF) igermektedir.
Belirtelim ki, ¢6ziim bélgesinin sonlu eleman ayriklastirmasi, pek gok sonlu eleman ag igin
bulunan degerlerin literatiirdeki uygun degerlere en iyi yaklasimi saglayan sonlu eleman agl
arasindan segilmistir.

Ele alinan problem igin yapi elemaninin malzemesi, simetri ekseni Ox, olan transversal

izotrop malzeme olarak modellenmistir. Bu durumda, kompozit malzemenin normalize
edilmis mekanik sabitleri, asagidaki bilinen formiiller yardimu ile elde edilir [16].

(A + 21 )= (g +2p5) ]

M+ 2p g + (g + 200 )y
(—1)

(A1 + 2 g + (Mg + 2p0 Iy

Ay = A =AM +Agm —nmz[M ~Ay (

(An +A12) (A1 +2u g + (g + 2y s -

( Ay ‘Als) Nk +M2kg, Ay = Agg,

T
A =A :-——’A = + s
66 44 WM + o 55 = MK +M2k2
A+ 20 )— (4 +2u5))
(Azz)=(>»1+2u1)m+(7»z+2uz)nz—nmz (01 +20) - +20) @1

(R + 2y g + (g + 209 )y
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Belirtelim ki, sayisal hesaplamalar ig¢in v; =v, =03, 1y =n, =0.5 alinmigtir. Diger

parametre degerleri tablolar iizerinde gosterilmistir. Ayrnica (3)’de verilen ve gatlak
ylizeylerinin baglangigtaki egilmesini ifade eden fonksiyon,

£y —¢ fq—1
fi(Xl,X3)=hA iAsinz(n(xl— I > ljl—)/{’01]sin2[n(X3—%}/ﬂm] (22)

olarak segilmisgtir.

Tablo 1. Farkli £ /¢; i¢inP, degerleri
(hft,=0.15;h,=h, =h{2;€,]¢, =y, =1;£,/¢,=0.5)

E,/E

Lo1/44 ] T
0.65 0.0456 0.1817
0.6 0.0492 0.1931
0.55 0.0538 0.2067
0.50 0.0595 0.2231
0.45 0.0668 0.2428
0.40 0.0760 0.2666
0.35 0.0879 0.2953
0.30 0.1033 0.3300
0.25 0.1237 0.3721
0.20 0.1511 0.4233
0.15 0.1886 0.4854

Tablo 1’de dikdortgen gatlagin Ox; dogrultusundaki uzunlugu degisiminin, kritik burkulma
yikii P, degerine etkisi h/¢; =0.15;hs =hy =h/2;¢5/0) =y3, =1;0(3/¢5=0.5
parametre degerleri icin verilmektedir. Tablodaki sayisal verilerden, plak malzemesinin
izotrop (E/E| =1) ve anizotrop (E,/E| =10)olmasi durumlarinin her ikisi igin, catlagin
Ox|  dogrultusundaki uzunlugu kiigiilditkge P, degerinin monoton olarak arttig

gorillmektedir. Anizotrop durumdaki kritik burkulma yiikii izotrop durumdaki degerden
onemli Slgiide biiyiiktiir. Kritik burkulma yiikii, kenar gatlagin boyutlari kiigiildiikge gatlak
igermeyen kalin plaga ait kritik burkulma yiikii degerine yaklagmaktadir. Catlak yiizeylerinin
yer degistirme grafiklerinden, dis basing kuvvetinin degeriP,. degerine yaklastik¢a, yiizeyin
gosterdigi burkulma modunun, denklem (22) ile verilen baslangic eginti formuna benzer
oldugu tespit edilmistir (Sekil 2).
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Tablo 2. Farkly £g3/¢3 igin P, degerleri
(h/t,=015;h, =h, =h[2;¢,]C, =y, =1;£,/¢,=0.5)

Co3/t3 1 Ea /By T
0,7 0.0541 0.2039
0,6 0.0557 0.2100
0.5 0.0584 0.2207
0.4 0.0640 0.2414
0.3 0.0777 0.2898
0,2 0.1219 0.4238

Tablo 2°de dikddrtgen kenar gatlagin Ox3 dogrultusundaki uzunlugunun degisiminin kritik
burkulma yikii Py,  degerine etkisi h/¢; =0.15;hp =h, =h/2;£3/¢; =y3;3 =1;
£01/¢ =0.5 parametre degerleri igin verilmektedir. Tablodaki sayisal verilerden, plak
malzemesinin izotrop (E,/E; =1) ve anizotrop (E,/E; =10) olmasi durumlarinin her ikisi
i¢in catlagin Ox; dogrultusundaki uzunlugu kiigiildiikge P, degerinin monoton olarak artti§1
goriilmektedir. Tablo 1 i¢in yapilan degerlendirmeler Tablo 2 iginde gegerlidir. Belirtelim ki,

her iki tabloda elde edilen P,. degerleri i¢in Sekil 2°de gosterilen burkulma mod tipi elde
edilmigtir.

Sekil 2. Burkulma mod tipi

Bu galigmanin gergeklestirilmesinde bizden yardimlarim esirgemeyen hocamiz Sayin Prof.
Dr. Surkay D. AKBAROV a tegekkiir ederiz.
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