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SUMMARY

The aim of this study is to demostrate the role of modern variationel theory in structural
mechanics. Here shell theory is chosen as a representative problem. Variational theory not
only provide unified formulation of diverse field but also serve to obtain approximate
solutions.

OZET

Bu ¢aligmanin amact modern degisim yontemlerinin yap1 mekanigi problemlerindeki roliinii
gosterebilmektir. Kabuk teorisi 6rnek olarak segilmigtir. Degisim metotlar sadece karmasik
alanin denklemlerini biitiin hale getirmekle kalmaz ayni zamanda yaklagik ¢oziimii de saglar..

GIRIS.

Bu ¢alismada yap1 mekanigi problemlerinin ¢oziim yéntemleri ve bu alandaki gelismeler ele
alinacaktir. Once gubuk, plak ve kabuklara ait matematik model

Lu=f (1

operatorii ile belirlenir. Operatér siur kosullarimi da igeren diferansiyel denklem veya
diferansiyel denklem takimindan olusur. Burada u alan degiskenlerini, f ise dis kuvvetleri
gosteren vektdrlerdir. Alan denklemleri, kinematik bagntilar, denge denklemleri, biinye
bagmtilar1 ve sinir kosullarindan olusur. Degisken sayis1 ve operatériin biiyiikligii gubuk, plak
ve kabuklar igin farklilik gosterir. 1960’1l yillarda alan denklemlerini olusturmak ve kapali
¢oziimlerini elde etmek ugrag alan idi.

Sistematik diferansiyel denklem ¢6ziim ySntemlerinden birisi tasima matrisi yontemidir. Bu
konuda Prof. Dr. Mustafa INAN’in “Baglangic degerler yontemi” adli kitabi temel
kaynaklardan birisidir [1]. Alan denklemlerinin tiirevleri ile kendileri arasindaki iliskiyi
belirleyen diferansiyel gegis matrisinin 6z degerlerindeki katlilik halleri ve 6z vektorler
sayisinin katlhilik sayisina egit olmamasi hallerinde ileri matris yontemleri gerekir. Bu halleri
Prof. Dr. Vural CINEMRE’nin “Linear algebra”[2] kitabinda bulmak miimkiindiir.
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Diger bir ¢6ziim ydntemi de enerji yontemidir. Enerji yontemleri hakkinda kaynaklardaki
eserler onerilir [3]. Enerji yonteminin yapt mekaniginde ii¢ ayn islevini irdelemekte yarar
vardur:

= Kesin ¢éziim
n Yaklagik ¢oziim
»  Alan denklemlerinin 6zellikle simir kogullarinin bulunmasi [4]

T Toplam potansiyel enerji (TPE) kesin ¢dziimlerde kolaylik saglar. Ne yazik ki bu yontem
sadece, i¢ enerjinin diigiim noktalar1 yer degistirmelerine bagh olarak ifade edilebildigi;
eksenel yiik tastyan kafes sistem tipi yapilarda kullanilabilmektedir.

Ancak lateral yiik tasiyan hiperstatik egilme elemanlaninda T TPE’yi kullanma olanagi
yoktur. Ciinkii i enerji v elastik enerjisinin ikinci tiirevinin integrali ile hesaplanabilir. Elastik
egri de bilinmedigi igin i¢ enerji ve T hesaplanamaz. Bu problem biitiin yiik tiplerinde
kullanilmak iizere m© Esdeger Toplam Potansiyel Enerjisinin (ETPE) ortaya atilmasi ile
asilmigtir[5]. Boylece lateral yiik etkisindeki tagiyici sistemler de diigiim noktalarinin yer
depistirmeleri cinsinden kolayhikla ¢6ziilebilmektedir.

Sayisal yontemlerdeki galismalar, ugak sanayindeki jet motorlarm kullamlmas: ile ortaya
¢ikan daha giigli ugak gdvdelerinin elde edilme gereksinimi yeni hesap ydntemlerinin
arayisi1  hizlandirdi.  1940-1960 yillar arasinda matris metotlari gelisti. O yillarda
kullanilmaya baslayan rijitlik matrisleri ve esneklik matrislerine dayal sonlu elemanlar halen
kullanilmaktadir. Sonlu eleman deyimi ilk kez Clough, R.W., tarafindan kullanilmig[6]. Sonlu
elemanlarda alan denklemlerine dayal: bir fonksiyonele ihtiyag vardir. Isin en nemli kismi bu
fonksiyonele ulagmaktir.

Daha sonra © TPE ilkesi sadece geometrik biiyiikliikler cinsinden problemlerin ¢gdziimiinde
¢ok yaygin olarak kullanilan bir yontem haline gelmigtir. Bu yontem i¢ kuvvetlere ulagmakta
yeterli degildir. Titresim problemleri igin halen basari ile kullanilabilen bir ydntemdir. Ic
kuvvetleri de elde edebilmek igin karigik sonlu elemanlar i¢in Hellinger —Reissner ve Hu-
Washizu ilkeleri kullanilmustir[7]. Verilen diferansiyel denklemlerden fonksiyonele gegmek
i¢in Mikhlin teoremi, basit, dogrusal ve kendine eg sistemler i¢in kullanilabilen bir yontemdir
Ancak kapsamli problemler igin yeterli degildir. Son yillarda karigik sonlu elemanlarda zayif
formiilasyon yoéntemi yaygin olarak kullanilmaktadir[8].

Giiniimiizde ¢oziilecek problemlerin biiyiikliigii sayisal ¢oziim yontemlerini zorunlu
kilmaktadir. Sayisal ¢dziim yontemleri iginde de sonlu elemanlar yontemi 6ne ¢ikmaktadir.
Yukarda adlan verilen sonlu elemanlarda kullanilan ydntemlerin degisik agilardan eksikleri
bulunmaktadir. Ornegin kayma kilitlenmesi, sayisal islemlerdeki fazlalik, tamlik ve siireklilik
kosullarin1 saglayacak interpolasyon fonksiyonlarnin kolay bulunamamasi veya bulunan
fonksiyonlarla kapal: islem yapma giigliigii gibi bir ¢ok neden sayilabilir. Bunlann diginda,
karmasik olan problemlerde, bazi kabullerle elde edilen alan denklemlerinin birbiri ile uyumlu
(consistent) olmas1 gerekmektedir. Uyumluluk konusu ilk kez Goldenweizer tarafindan ortaya
atilmis ve konunun énemi Morris tarafindan da vurgulanmistir{9-10] Potansiyellik kosulu
kamimizca uyumluluk (consistency) kosulunun ifadesidir. Kabuk alan denklemlerinin
uyumlulugu hakkinda goriigiimiiz [11] da yayimlanmugtir.

Bu konugmanin baglica iki amaci vardir. Birincisi: Alan denklemleri belli ise, bu denklemlerin

uyumlu oldugunu gosterdikten sonra suur kosullarini ve fonksiyoneli iiretmektir. Bu islemler
Géteaux tiirevi yontemi ile yapilabilmektedir [12]. Bitiin bilinmeyenleri ve smir kogullarini
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da igeren fonksiyonel sonlu eleman ydnteminde kullanilirsa, islem kolayliklarinin yam sira
dogru sonuglara hizla ulagiimaktadir. Ayrica kullamlan tek ve gift eleman sayisina goére dogru
sonuglara alttan ve distten yaklastigi bir ¢ok problemde gézlenmistir. Bu yéntem, yaklagik
otuz yildir, ITU Insaat Fakiiltesi Mekanik Anabilim Dalinda, dogrusal, dogrusal olmayan,
elastik, viskoelastik biinye yapih birgok problemde kullanilmugtir[13-25]. Yontemin
ozellikleri, topluca sonuglar béliimiinde verilecektir.

Ikincisi: Kabuklara ait gelismeleri kaynaklarda bulmak miimkiindiir{26-27]. Kaln kabuk
problemlerine ait bagntilar, lateral kayma gerilmelerinin elde edilmesi, dogrusal olmayan
problemlerin alan denklemleri, ihmal edilen iigiincii moment denkleminin kullanilmas: gibi
konularda ¢alismak igin alan denklemlerinin bagimsiz olarak kurulmas gerekir. Bu galismada
aynca kabuk denklemlerinin 6zellikle gekil degistirme bagntilarinin siirekli ortam kavramlari
ile gikariminin bu konuda galigacaklara 151k tutacag: inanci ile, kabuk alan denklemleri genel
kabuklar i¢in elde edilecek ve Gateaux Diferansiyeli Yontemi ile Fonksiyonel bulunacaktir.
Bu fonksiyonelin yapt mekanigindeki gubuk, plak, ve genel kabuklara uygulanabildii teorik
ve sayisal ¢oziimlerle gosterilecektir.

KABUK ELEMANLARININ GEOMETRISi

Keyfi bir yiizey tizerindeki her noktanin yerini O merkezli ortogonal Kartezyen koordinat
takiminda tamimlayan vektér

R =R(a,f)=xi+yj+zk )]

seklindedir. Sekil 1 de gosterildigi gibi a, B yiizeyin egrisel koodinatlar, i, j, k kartezyen
koordinatin baz vektorleridir[28].

Sekil 1 Egrisel koordinatlar

a ve ff parametrelerine gére R konum vektdriiniin kismi tiirevleri

%:RJ=AI , %=R‘2=A2 3
dir. Burada egrisel koordinatlarn ortogonallik kosulu A, L A, , A -A, =0 geregi orta yiizey
lizerindeki iki nokta arasindaki dS yay elemanini boyu

dS*=dRdR —  dS’= A, do’+ A4, df? )
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seklinde yazilabilir. Burada 4;; yiizey 6lgiim tansoriidiir ve
Au:AlZ > A22=A22 > A1:||A1" > A2:HA2N (%)

baz vektdrlerin skaler carpimui ile elde edilir. Bu tansorler yiizey koordinatlarmin
doniisiimlerinde gereken kosullari yerine getirirler. (4) denklemi yiizeyin birinci ana formu
olarak adlandirilir.

Yiizeyin herhangi bir noktasindaki birim normal vektérii Sekil 2 de gortildiigii gibi yiizeye
diktir. N birim normal vektdrii

A! XAz A|XA;

N- : : ©)
A <A AA,
olarak elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa kabugun ikinci ana formu
N, A da’+N, A, df’
l _ v 2 ¢ ﬁ )

R A, da’ + 4, d B’
olarak elde edilir.
SEKIiL DEGISTIRMELER

Simdiye kadar kabuk kalmligim goz 6niine almadigimuz i¢in kabuk yiizeyini belirleyen
konum vektoriinii R ile gostermistik.

Sekil.2 Kabuk geometrisi

Bundan sonra kabuk kalmligin géz oniine alacagumz i¢in orta diizlemi gosteren vektor R,

ile keyfi bir noktadaki konum vektdriinii ise R ile gésterecegiz. Konum ve baz vektorleri Sekil
2 de goriilmektedir.

G,=Al[1+—zj , G2=A2(1+—Z) L R_g, , R_g, (8)
R R, oa op

Bir noktadaki sekil degistirme, birbirine sonsuz kiigiik uzakhkta keyfi iki nokta arasindaki yay
boylari kareleri arasindaki farkla olgiiliir (Sekil 3).
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Sekil.3 Yer degistirme vektorii

Sekil degistirmeden dnceki yay boyu:

dS’ =dR.dR =G,,dX,dX, &)
dir. Sekil degistirmeden sonraki yay boyu

ds’ =dr-dr=(G, +U,)(G, +U,)dX, dX, (10)
bulunur. Bu yay boyu ayrica

ds* =C,, dX, dX, (11)
seklinde de yazilabilir. C,, ye Green deformasyon tansorii adi verilir. Iki yay boyu arasindaki
fark ise sekil degistirmenin dlgiisii olarak kullanilir [29].

ds* —dS* =2E,, dX, dX, (12)
Burada lagrangien koordinatlardaki E,, ifadesi

2E, =G, U, +G, U, +U, U, 13)

dir. Son terim dogrusal olmayan terimdir. Agik ifadeler burada verilmeyecektir. Eger yer
degistirmeler birim vektorler cinsinden yazilarak Ek-1 boliimiindeki tiirev ifadeleri
kullanilirsa  sonuglara kolayca ulagilabilir. Ancak buradan sekil degistirmelerinin
miihendislikteki kargiliklarina ulagmak yararl olacaktir. Denklem (12) in sol tarafi ¢arpanlara
ayrilip yay boyunun karesine boliiniirse

ds’ —ds: (dsy—dS,) (dsy +dS,)

= 14
ds?, as,, ds, (1)

elde edilir. BuradadS, se¢ilmis herhangi bir N dogrultusundaki yay boyudur. Bu keyfi
dogrultudaki sekil degisiminin mihendislik taniminin

_ds, —dS,

15
AT (1)
oldugunu diisliniirsek &, < E,, iliskisi Denklem (14) {in kullanilmas: ile
2E,, e, ds, —dS, +2dSN e, (5N+2)=5§r+25N_2ENN —0 (16)
G ds,, ds, G

agagidaki gibi kurulabilir.
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u= 12 s B an
C;NN GNN

Sekil 4 de dik dogrultular arasindaki y,, ag1 degisiminin miihendislikteki kayma tanimi

oldugu hatirlanirsa

dX2= Cz dXz

dx, -dx,  CC, (18)
dyy dx, v Cix v Coz

elde edilir. Kordinat takimi ortogonal ise G, =0 oldugundan

cosf= y,, =

2E,
GK GL

(19)

Ve =

keyfi bir kabukta ortogonal koordinat takimi kullanilmak {izere miihendislikte kullanilan
dogrusal kinematik bagintilar,

4
gl:i[U_',+U2i+U’ﬁ}

G, 4, R,
3
£, =1 Ui +U' @+U3 4 , & _ov”
G,| 4 R, Oz
20
U3 U U’ U* (20)
Yo=—=+G|—= |, Vu="2+G| =
Gl Gl 3 Gz G, 3

G, (U? G (U
"=\ TAl A

G\ G, 1 G\ G 2
seklinde elde edilebilir. Dogrusal olmayan kinematik bagintilar benzer olarak denklem (13)
Un iigfincii teriminden tretilebilir.

KABUK TEORIiSi

Yerdegistirme ve Sekil degistirme bagmtilar
Kabugun herhangi bir noktasindaki yerdegistirmesi

U(a,B,z)=u(a,B) + B (e, ) z + (a,B) F(z)
Via,B,z)=v(a, B) + B(a,B) z + y,(a,B) F,(z) @21
wW(a,p,z)= w(a,p)
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ile tamimlanabilir. Burada u, v, w kabuk ortalama yiizeyinin @ f dogrultularindaki
yerdegistirmeleri gostemektedir. ,f,, ve S, donmeleri, » ,j kabugun asal en kesitlerin
kaymalaridir. f;, ve S, donmelerini, klasik ince kabuk teorilerinde oldugu gibi kayma
meydana getirmeyen diye tanimlanabilir, Burada

u 1 v 1
— _ - 22
ﬂl W,a 182 R2 A2 W,ﬂ ( )

dir. Kabuk yiizey smur kosullarni saglamak iizere F (z) ve F,(z) asagida gosterildigi gibi

seg¢ilmigtir.
F(2)=H, f(2) Fy(z)=H, f(z) (23)
Burada H, , H; ve f{z)
z z 4::
Ho=l+ g Hy =+ o f(z)=z{I ~ 37 ] (24)

gibi tarif edilebilir. Benzer fonksiyonlar Bhimaradda ve dig. [30] tarafindan genel donel
kabuklar i¢in kullanilmigtir.

Lateral kayma ifadelerinde U ve V igin sadece yeni, terimler alinirsa[11]
Ulap.z)= n(apB) F(z) . V (2p.2)= 1, (a.8) E(2) (25)

lateral kayma degerleri genel kabuklar i¢in agagidaki ifadelere ulagir.

422 4 72
Yin =11 i (1— 2 J Yon =72 Hy [1— 2 J (26)

Bu degerler sinir kogullarim sagladig: gibi z =0 da y, ve ¥, maksimum degerlerine ulagir.

GERILMELER, iC KUVVETLER, ve DENGE DENKLEMLERI

Hooke kanunu ile gerilme ve sekil degistirme bagintilan asagidaki gibi ifade edilmigtir,

o, = _EZ {e, +v &) azz_iz—{£2+ v &}
I-v 1-v @27

7, =Gy, T =G ¥y s T2=0
Orta yiizeyin birim uzunluguna etki eden i¢ kuvvetler,

N, » |9 Nz.‘ b laezl

5 z . z
Ny, r=[330: [|+R—]d: . AN =[3 o‘gl(l+;)dz
o) lo)t 0, [ Lr' ‘ (28)

M h
dz 4 { 2}=.|.2h{o-11}2(1+i}dz
M,, 2 % R,
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seklinde elde edilir. Burada sonlu eleman formiilasyonunda indislerden kurtulmak igin
agagida gosterilen simgeler kullanilacaktir.

R A R A v e B

9 o Q

Kuvvet yer degistirme iligkilerine burada ihtiyag olmadigi igin integral ifadeler burada
verilmemigtir.

Sekil 5 deki i¢ kuvvetler ve dig yiikler altinda kabuk elemaninin orta yiizeyine etki eden ig
kuvvetler ve momentler vektorel olarak ifade edilecektir. I¢ kuvvetlere ait vektorel ifade

Sekil 5 Kabuk elemanda pozitif kuvvet ve moment bilesenleri

o a1, -
%da-i_aﬂ dp+q4, A dadf=0
1=(N| E+N,E,+0Q N)Azdﬂ

(30)
T,=(N, E,+N,E, +Q, N) 4 da

seklindedir. Agik bigimleri yazilirsa,

ANA) y y, , OWMat)
a

O(N,4,) 9(AN,,)

-4, N, + 44, N, +—— + A4, Q“+q_, =0 31
’ afn ' oa R’y

a(A2Q1)+f-}(A|Q:) — 44 &4.& +A4,4,q,=0
. PY; 14, R R 1424,
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seklinde elde edilir. Burada Ilk endis, kuvvetin etkidigi normalin paralel oldugu ekseni,
ikincisi kendisinin paralel oldugu ekseni gosterir. Kuvvetlerin isaret kural ise, sol kesite
etkiyen kuvvetler eksenlerle gakismaz ise, sag kesite etkiyenler eksenlerle gakigirsa pozitiftir.

Moment vektoriing ait ifade,

oM oM
a—al da+——agldﬂ—(Tl xE )4 da—(T,xE,)4,df =0
Ml:(Ml E,-M, E])Azdﬂ (32)
M, =(-M, E +M, E,) 4 da
seklindedir. Agik bigimleri yazilirsa,

(M. 4,) a(M,A)

B ey —A4,M, + ﬂﬁ_ +A, My~ 0,44,=0

o (33)

(M, A, ) t"'[ﬂ-i’,lzfj )

—— A M+ ——— A4, M, -044,=0

da ‘ apg '

seklinde ifade edilir. Burada z)Qigin z,,)0ise M) pozitiftir.

KEYFi GEOMETRIYE SAHIP KABUKLARA AiT FONKSIYONEL

Alan Denklemleri ve Fonksiyonelin Elde Edilmesi

Daha énceki bolimde sozii edilen sekiz kinematik ve bes denge denkleminin yani sira
kabugun dinamik ve geometrik sinir kosullari,

~R+R=0 ~M+M=0, Q-0=0, u-4=0 (34)
seklinde sembolik olarak yazilabilir. Smur kosullarimin agik ifadeleri varyasyonel islemler
sonunda elde edilecektir. (34) denklemindeki sapkali terimler sirasiyla smirlarda bilinen R,
M, Q, u kuvvet, moment, dénme, ve yerdegistirme vektorlerine kars1 gelmektedir.

Kabuklar igin smir kosullarmi da igerecek sekilde alan denklemleri operatér formda
yazilabilir.

Q=Ly-f (35)

Q operatorii, burada verilmeyecektir. Amag yontem hakkinda fikir vermektir. Isteyen
okuyucular igin en basit gubuk probleminden genel kabuklara kadar degisik problemler igin
kaynakta verilen ¢aligmalar onerilir. Bu ¢alismada kabuklar igin elde edilen fonksiyonelin
biitiin yapt mekanigi problemlerinde kullamlabilecegini gosterdikten sonra fonksiyonelin
kullanimint agiklamak olacaktir. Amaca uygun Gdteaux diferansiyeli metodu kullanilmugtir.
Bu metoda ait genis kullaninm ve agiklamalari [14] de yer almaktadir. Burada basitlik i¢in
temel kavram ve tanimlari verilecektir. Q operatoriiniin Géteaux tirevi su sekilde
tanimlanmaktadir [12],

_0Q(y+y)

aQ(yy)=—75—1 (36)

T
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Burada t bir skalerdir. Eger Q siirekli bir operatorse ve <dQ (y,i)) gibi Géteaux diferansiyeli

varsa ve
(4Q (v.¥).¥*) =(dQ (v,¥").¥) (37)

esitligi saglaniyorsa Q operatorii potansiyeldir. Burada parantez igerisindeki ifadeler i
carpimi gostermektedir. Bu tanum kullanilarak i¢ ¢arpimlar yapilirsa denklem (35) deki Q
operatdriiniin potansiyel oldugu goriiliir ve sinir kosullar da;

[Rou]=[4L, u],+[4P, u],+ [4L, V], + [4N, V], +[4S ,w], +[40,w],
MQ]=[4K, Q] +[4T, Q],+[4T.Q,], +[4M ,Q,], +[4S W], +[40,w], (8)

seklinde elde edilir. Simir kosullari mekanik agidan onemlidir. Biitiin bu terimler sinir
kuvvetleri tarafindan yapilan isi tanimlamaktadir. Bu durumda alan denklemlerine kars1 gelen
1 fonksiyoneli

I(y) = j[Q (sy).y ] ds (39)

seklinde hesaplanabilir [12]. Burada s bir skalerdir.

1(y)=—[4u,, Pl-[u, ., 4 L]-[4, u , N]+[4,L , u]

-[s. 4w, ]-[4L ,v,]+[4.L, v]+<S, %>— (s, Q)

—[AN, v, ]-[P4,, v]-[0. 4 w,]-(0 . QZ>+<Q, RL>H<% w>

2

_<Rﬁ W>+ (> w) + {g0) + (g, » W-[4K 0, ]+[4,9, T]
-[A4T.,Q,]-[M4, Q]-[49, T]-[49,, .M]

[k 4, , 92]+B—(—11_7){% (P, P)-v(P, N)+% (N, N)}

- Qz]*m{é (K, k) = v (K M)+ 2 )]

1 | 1 6
T Al R (= AT (=)

+[R, (u-d)] + [M, (@-9)] +[R, u] « [M 0]

+

{(s. 8+, o)
(40)

Bu ¢aligmada alan denklemlerine kars1 gelen keyfi geometriye sahip kabuklar igin gegerli olan
fonksiyonel elde edilmigtir. Yukaridaki fonksiyonelden gériildiigii iizere herhangi bir yapinin
geometrisi belli ise (A,,A,)baz vektorleri biiylikliikleri ile (R,,R,)egrilik yarigaplarinin
bilinmesi yeterli olacaktir.
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UYGULAMALAR

Bu béliimde gelistirilmis olan keyfi geometriye sahip kabuklar igin elde edilen fonksiyonelin,
genel anlamda gubuk, plak ve kabuk problemlerine uygulanmasina ait drnekler incelenmistir.
Parabolik geometri miihendislik uygulamalarinda sik¢a kullanilmasidan dolayr Parabolik
silindirik (PRSH52) kabuk elemam ile gubuk, plak ve kabuk problemleri ¢oziilmiis ve daha
sonra dairesel silindirik (CRSH52) kabuk elemanina ait drneklerin ¢dziimleri verilmistir.

Sekil 6 de gosterildigi gibi f paraboliin sarkmasi, ¢ paraboliin agikligi olmak iizere m=f/ ¢
orani paraboliin basiklipmni gostermektedir. Basiklik orant m azaldikca parabolik silindir
kabuk, bir plaga, ve parabolik kiris de dogru eksenli bir kirise doniismektedir.

Sekil 6 Paraboliin geometrisi

Sekil 6 de gosterildigi gibi dogru eksenli kirig ile parabolik kirige ait malzeme ozellikleri
boyutlar ve yiikii E =20 GPa, v=03, /=10m, h=0.50m, b=0.20m, f{=0.01 m,q=10
kN/m dir. Diizgiin yayili yiikle yiiklii, iki ucu ankastre (CC), iki ucu basit mesnetli (SS), ve bir
ucu ankastre diger ucu serbest (CF) olan degisik mesnet tiplerine ait maksimum yer
degistirmeler, momentler Tablo 1 ve Tablo 2 de verilmistir.

Tablo 1.Degisik mesnet tiplerine ait dogru eksenli kirisler

Mak. ¢ikme w(m) Mak. moment M (kNm)
PRSHS2 Kesin giziim PRSHS2 Kesin ¢iiziim
CC 129107 1.25<107°  40.955 41.667
SS  6.36x10° 6.25x10 124.8 125
CF  0.60x10™ 0.60x10! 500 500

Tablo 2. Tki ucu ankastre mesnetli parabolik kirigin tepe noktasindaki ¢okme, moment
icin yaklagim testi

PRSHS52
q=10kN/m
1 ' i 4 4 . -5.60 uz
L B B A A B/ o
600 £ @ Tekuph ckmanlar
w0 €1t s3yvh elemnantar an ¢ Cin @yl chmatar
E Sayusal gozim (w = T4SE-6 m) " i Tek sayilt elemantar
; 550 EE 2 Sayisal gézam (M = - 0 H kNm)
: =
-1.20
-160
-5.00
-« > wnor o6 ow .El«..l-ms.li“lu 6 8 20 22 [N S -Ek:"-‘“i;mn 16 18 20 21
w(m) M (kNm)
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Tablo 2 de goriildiigii gibi, tek veya gift sayih elemanlara bagh olarak elde edilen sonuglarin
iistten ve alttan dogru sonuglara yaklastigi gozlenmektedir.

Kenarlarindan Basit Mesnetli, Diizgiin Yayili Yiike Maruz Plak

Bu calismada geligtirilen PRSH52 kabuk ecleman: ile bir ¢ok c¢aligmada ele alinan dort
kenarindan basit mesnetli, diizgiin yayili yiike maruz plak ¢dziimii yapilmistir Problemin
boyutlar, yiikii ve malzeme 6zellikleri sirasiyla 2a=2b=10 m, = 0.01, h= 0.1 m, q = 1 kPa,
E = 20 GPa, v = 0.3 olarak alinmigtir. Eleman sayisi arttirilarak yapilan ¢oziimlerde orta
noktanin ¢6kme moment degerlerinin kesin ¢6ziime yaklagimlari Tablo 3 de verilmistir.

Dairesel Silindirik Kabuk

Gelistirilen CRSH52 kabuk elemanin performanst, bir ¢ok mevcut ¢aligmada ¢oziimii yapilan
kabuk ¢at1 probleminde denenmigtir. Coziimii kargilagtirilan diger Omeklerden tamamen
kinematik farkhliga sahiptir. Tablo 4 de geometrisi verilen tiniform dairesel silindirik kabuk,
q = 4.393 kN/m” kendi airh@n altinda uglarindaki diyaframlara mesnetlenmistir. Malzeme
ozellikleri ve boyutlar1 swrasiyla v = 0.3, E =20 GPa, L, = 15.64 m, h=0.0762 m, 6 = 40°
dir.

Tablo 3.Kenarlarindan basit mesnetli, diizgiin yayili yiikke maruz Plak

4 44
= \l 00234 )
" i . Kirchbolf Plazaw= 00217 m 45
: 00250 Gift sayih elemanlar 6
Ty 2a | _ oo & Tekssph elemanlar i )
| E o . z 8 e
q 3 ®  Sayal gozim (w=002182m) % ’ KichholTPlai M= 4 9 1Xmm
- 00 3 1
l v0n . - €t sy elemasiar

& Tyl ckmanlar

00220 51

1 | s 6 7 L % ] H b i 3 6 7

EEEEN o # Lanap x|
A 3 ] ]
Z

Eleman sayist Eleman sapsi

|,_2b ” w(m) M (kNm)

0

Elde edilen bu formiilasyon titresim problemlerine de uygundur. Bunlara ait 6rmek ¢oziimleri

Dort kenarindan basit mesnetli (SSSS) ve bir kenari ankastre diger kenarlari serbest(CFFF)
olan kare plak i¢in titresim analizi yapilmigtir. Malzemenin geometrik 6zellikleri E = 20 GPa,
v=030,L=2a=2b=10m, f=0.01 m ve p =2400 kg/m® olarak ahnmustir. Gelistirilen
programin sonuglarn Leissa [23] tarafindan elde edilen analitik sonuglarla, ve Géateaux
diferansiyeli metodu kullanilarak yapilan ¢oziimlerle karsilastirilmigtir [16,24]. Frekans
paremetreleri Tablo 5 de de verilmistir.
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Tablo 4.Uglarindan diyafram olarak mesnetlenmis dairesel silindirik kabugun CD
boyunca yerdegistirme ve i¢ kuvvetlerin degisimi

CRSH52
0.050
&  CRSHS2 .
*
0.000 o o ¢
g wp =0.0185m
3 L wol'1=0.0129 m
-0:00 . wp*1=0.0142 m
wpP=0.0139 m
o0 ¢ ¢
-40 -30 -20 -10 0
10
CRSHS52
E Mp =9.083 kNm/m
g Mpl' = 10.80 kNm/m
1 Mp" = 9,083 kNm/m
Mp*?=9.207 kNm/m
0
-40 -30 -20 -10 0

Tablo 5 SSSS ve CFFF kare plak igin frekans parametreleri @, = @,,, 12 Jph/D

Frekans PRSHS52 Referans
Parametreleri Mod sekilleri Coziimler
§SSS 19.738 [33]
o 19.911 [22]
19.703 [34]
19.774
sss8 S0.112 (17
w2 49.069 [24]
49.088
sS85 090 [17]
@2 78.354 [24)
78.340
C555 3472 3.440 31
- . 440 [31]
CSSS
@ 21.150 21.090 [31]
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SONUCLAR

e Kabuk teorisindeki mevcut eksiklikleri gidermek iizere ¢aligmalara gereksinim oldugu
inanci ile, ve bu konuda ¢aliymaya baglayacaklara 1s1k tutmak umudu ile kabuk sekil
degistirmeleri genel koordinatlarda siirekli ortamlar anlayis1 ile agiklanmustir.

* Lateral kaymalar da igeren genel kabuklara ait fonksiyonelin, genel keyfi kabuklarin yani
sira egrisel gubuklar ve plaklara da sayisal olarak uygulanabildigi gosterilmistir. Sayisal
orneklerle gosterilen fonksiyonelin ¢ok amagh kullamimi, teorik olarak ta fonksiyonel daha
once yaptigimz bir ¢aliymadaki Reissner plaklart igin elde ettigimiz fonksiyoneli
vermistir[21].

¢ Géteaux tlirevinin getirdigi avantajlar daha Onceki bir yayinda genigce tartigilmigtir [11].
Dogrusal ve dogrusal olmayan problemler i¢in, Kullanilan alan denklemlerinin ayn
kaynaktan iiretildigini diger bir deyisle denklemlerin uyumlulugunu gésterir.

¢ Sinir kosullarmin tiretilmesini saglar.

e Dogrusal ¢arpim fonksiyonlari, tamhk ve siireklilik kogullanm sagladify icin islem
kolaylig1 vardir. Bu nedenle kapali eleman denklemleri kolaylikla elde edilir.

e Cok dogru sonuglar verir. Tek elemanla konsol kiriste kesin sonug alinmugtir [14]. Ayrica
¢Oziimlerin dogru sonuglara tek ve ¢ift elemanlar igin alttan ve iistten yaklagim yaptig
birgok drnekte gézlenmistir,

e Kayma kilitlenmesi yoktur.

e Kabuk denklemlerinin ortogonal olmayan koordinatlarda yazilmasi ve bunlara ait
fonksiyonelin iiretilmesi yararli olacaktir.

e Ugiincii moment denge denkleminin yiirtirliige konmasin1 saglamak, kabuk teorilerindeki
aksaklig1 gidermesi bakimindan yararli olacaktir.
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Ek-1

CHRISSTOFFEL SEMBOLLERI VE VEKTOR TUREVLERI

Sekil degistirme ifadeleri yer degistirmelerin tiirevleri bulunarak elde edilir. Bir vektor baz
vektorleri cinsinden ifade edildigi i¢in sekil degistirmeleri elde etmeden 6nce baz vektorlerin

tirevlerini bilmek gerekir. Bir vektoriin tiirevi yine bir vektor olacag igin tiirev vektorleri baz
vektorleri cinsinden asagidaki gibi yazabiliriz.

1 2
A= A+ A, +aN
V| 11
1 2
A,= 1 2 A+ ) A,+bN (E.1)
1 2
A,,= ) 2A,+ ) 2A2+cN

Burada gosterilen simgelere sadece bilinmeyen sabitler gozii ile bakmamiz gerekir. Buradaki
i

{ 'k} sabit j numarali degiskenin k numarall degiskene give tiirevinin i numarali bileseni
J

anlamma gelir. Tagidig1 anlamin diginda sadece bulunmasi gereken bir sabittir. Buna I nevi
Chirsstoffel sembolii ad1 verilir. Bu sabitleri elde etmek igin (E.1) bagintilarmin sag ve sol
taraflari sira ile A ve A, vektdrleri ile garpilir. I nevi Chirsstoffel sembolleri A; A, vektdr

carpimlan bilinirse elde edilmis olur. Bulunmasi gereken bu garpima ise I nevi Chirsstoffel
sembolii ad1 verilir ve agagidaki gibi kosgeli parantez ile gosterilir.

[i.k]= A, A, (E.2)

I Nevi Chirsstoffel semboliinii bulmak i¢in iki baz vektoriinii skaler olarak garparsak bu bize
metrik tansoriin Jj bilesenini verir. Bu metrik bilesenin £ degiskenine gore tiirevini alirsak

(AA) =A,=A,A +A A, (E.3)

&

Buradan goriildiigli gibi metrik tansor bilegenlerinin tiirevi iki tana I.Nevi Chirsstoffel
semboliiniiniin toplamidir. Bu 6zellik kullanilarak

iy 1
[U s k] = E[Aik,j + Ajk,i _Aij_k (E4)
elde edilir. A’ karsit baz vektorii agagidaki gibi tanimlanir,
o' =A A (E.5)

Burada 5/ Kronekar deltas1 adin1 alir. (i,j) degiskenleri birbirine esit ise (bir) esit degil ise
(sifir) degerini alir. Baz vektorii tiirevleri (E.1) soldan ve sagdan bir baz vektérii ile skaler
garpilirsa sol taraf I.nevi Chirsstoffel sembolii olur. Sonra her iki taraf ta A' ve A’ karsit baz
vektorleri ile garpilirsa

I
[i,k]= {l_ ,} AA, (E.6)

elde edilir. Bu da II. Nevi aranan Chirsstoffel sembollerini verir.
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/ .t K
{i ]}=[v kA (E.7)

Burada A"karsit baz vektorlere ait metrik tansor bilesenleridir. Metrik tansorler
bilinmektedir. (E.5) den I. Chrisstoffel sembolleri

A
[11,1] = A [11,2] = - 22 [12,1] =242
’ (E.8)
[12,2] = [22,1]= 221 [22,2]= 22
2 2
Olarak elde edilirler. (E.8) den de II. Chirsstoffel semboliinii leri:
1 _lAm 1 _l 1 __lAZZ.l
1 1) 24, 1 2] 2 2 2 2 A4,
(E.9)
1

2|__14, [2]_1 2 | _ 14,

11 2 4, 1 2 2A22 2 2] 24,
olarak elde edilirler. (E.1) deki a, b, ¢ sembolleri, Gauss-Weingarten bagintilar1 olarak bilinen
asagidaki bagintilardan bulunur[28]. Biitiin islemler yerine ana fikri belirtmek iizere N
normal vektoriin diklik nedeni ile A, ile skaler ¢arpiminin sifir oldugu diisiiniiliip, bu ifadenin
bir parametreye gore tiirevi alinirsa
N-A =0
(N.Al)l =N, A/ +N.A, =0 (E.10)
N ‘A +a=0 —a=-N, -A
bagntis1 bulunur. $imdi II. Temel kabuk formundan

1 N,A da’+N, A, dp’ E11)
R A,da*+ A4, dp’ '

da=1 df=0,igin az—% (E.12)

elde edilir.

BAZ VEKTORLERININ TUREVI

Bu degiskenler baz vektoriiniin tiirevlerinin iigiincii bileseni olduklari igin alarak tablo
IL.Chirisstoffel Sembol Tablosu
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Yer degistirmelerin fizik bilegenlerini bulmak igin birim vektorlerin tiirevleri 6nem kazanir.

Bu amagla birim baz vektorlerinin tiirevleri agagida verilmigtir.
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