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ABSTRACT

In this study, the point interpolation method (PIM) and radial point interpolation method
(RPIM) are used to compare solutions of elasto-plastic thick beams. In solutions, reduced and
higher order nodal integrations based on Taylor series expansion are compared with each
other and also other techniques. The effects of number of integration term, support domain
sizes and RPIM shape parameters on the convergency are also investigated. Nodal stiffness
matrices are obtained using Timoshenko beam theory. In addition, the results are compared
with finite element solutions in ANSYSS.

OZET

Bu ¢aligmada, kalin kirislerin elasto-plastik davranislarinin incelenmesi, agsiz yontemlerden
olan Noktasal Interpolasyon (NIY) ve Radyal Noktasal Interpolasyon (RNIY) yontemleri ile
gerceklestirilmistir. Yapilan ¢oziimlerde, indirgenmis ve yiiksek dereceli Taylor noktasal
integrasyon teknikleri birbirleriyle kiyaslanmis, ayrica bu sonuglar diger tekniklerle de
karsilagtirilmustir. Integrasyon yapilirken kullanilan terim sayisinin, NIY ve RNIY iizerine
etkileri arastirilmistir. Noktasal direngenlik matrisinin elde edilmesi, Timoshenko kiris
teorisine gore gerceklestirilmistir. Farkli etki alam biiyiikliikleri ve farkli RNIY sekil
parametrelerinin ¢éziimler tizerine etkileri ele alinmistir. Elde edilen ¢oziimler, ANSY'S paket
programi kullanilarak sonlu elemanlar yontemiyle kiyaslanmistir.

GIRIS
Klasik sonlu elemanlar yontemlerinde [1,2] ve sonlu hacimler yontemlerinde [3] problem
alanm1 aglara(elemanlara ya da hacimlere) ayrilarak ¢oziim yapilir. Agsiz yontemlerde [4,5,6]
ise, isminden de anlasilacag iizere, dnceden tanimli bir ag yapist olmaksizin, cebirsel esitlik

sistemleri sinir kosullari ile belirtilmis problem alanina dagitilan diiglim noktalar1 kullanilarak
olusturulur ve ¢oziime ulasilir.

Sonlu elemanlar yonteminin kii¢iik deformasyon problemlerinde cok iyi sonuglar verdigi
bilinen bir gergek olmasina karsin, biiyilk deformasyonlarin gerceklestigi durumlarda,
elemanlar ¢ok fazla sekil degistirebilmekte ve hata oranlar yiikselmektedir. Olusan hata
oranini azaltmak i¢in ise yiik tek seferde degil parca par¢a uygulanmakta, bunun sonucu
olarak, islem zamani uzamaktadir. Agsiz yontemlerde ¢oziim diigiim noktalar1 iizerinde
yapildigindan, biliyliik deformasyon problemlerinde 6nemli avantajlar saglamaktadir. Ayni
zamanda, agsiz yontemler nokta dagiliminda serbestlik imkani sundugu icin, ¢o6ziim
dogrulugunun gelistirilmesinde miikemmel bir esneklik sunmaktadir.
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ELASTO-PLASTIK KALIN KiRISLER

Sabit yayili yiik ¢ altindaki kirisler i¢in; dw diisey yer degistirmeler, df sanal normal dénme,
-z[d(660)/dx] ilgili sanal egrilik ve 58 kesme sekil degistirmeleri olmak iizere, genel is
denklemi asagidaki sekilde yazilabilir[1]:

2 b(t/2 d (56
fo I, 2 (2980 5+ 5, ) dydzdx — fy 6w qdx = 0 (1)

Burada t kiris kalinligi ve b kiris genisligidir. Ayn1 zamanda (1) numarali esitlik, K; genel
egilme direngenlik matrisi, Ks genel kesme direngenlik matrisi ve F genel kuvvet vektorii
olmak iizere:

[Kf + Ko —F=0 (2)

seklinde yazilabilir[3]. Burada kullanilan genel matrisler, noktasal degerler {izerinden uygun
birlestirmeler yapilarak elde edilir Asaglda bu matrislerin noktasal Vektérleri XL Ve X

............

elde edilmis noktasal sekil fonks1y0nu olmak tizere verilmektedir.
x T
k= [ '[Bs| (EDBgdx
ks = [} [Bs]" (GA)Bsdx (3)

f=0"d1 0 ¢ 0]"qdx

Yerel destek alanindaki diiglim noktast sayist n olmak iizere, diigiim noktas1 i iizerindeki
diisey yer degistirme w; ve egim 6; sekil fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki sekilde ifade
edilebilir[2]:

W = 1wy + Powy + -+ Py, (4)
0; = $161 + P20, + -+ ¢, 0,

Egim-yer degistirme iligkisini kullanarak, By egim-yer degistirme matrisi asagidaki gibi ifade
edilir[1]:

_[o %1 o d%2 dn
By = [0 dx 0 dax " 0 dx ] ©)
Ve ayni sekilde B¢ kayma sekil degistirme-deplasman matrisi:
d d don
B, = —¢ 2 g, .. L | (6)

Destek alanindaki egilme momentleri ve kesme kuvvetleri bu iki matris cinsinden asagidaki
sekilde ifade edilir[1]:

M = (ENBs@ = (%) 0, — 6,) ©)

= (GA)Bsp = (GA) () — (222} (8)

01, 6, yerel diigiim noktasindaki egimleri, [ ise integrasyon alaninin buiylkligini ifade
etmektedir. Bilindigi gibi kesme kuvveti, yerel destek alaninda lineer olarak degisim gosterir,
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eger bu kuvveti destek alaninin orta noktasinda hesaplarsak ortalama bir deger bulmus olunur
ve sabit kabul edilebilir.

Plastik bolgede, maksimum egilme momenti akma gerilimi g, cinsinden su sekilde ifade
edilebilir:

b(t/2) t)2
M, = fb(—t/Z) /22 00dz dy (9)

Burada dikkat edilmesi gereken noktalardan biri de, egilme momenti maksimum yani akma
degerine eristiginde, calisilan kesit tiimiiyle plastik bolgeye girmis kabul edildigidir. Akma
sonrasinda yani plastik bolgede, EI degeri, yerini asagidaki degere birakir:

(ED., = E1(1- =) (10)

H' degeri peklesme parametresini ifade eder ve, H' degeri; H = dM/(de;), seklinde ifade
edilir.

NOKTASAL INTERPOLASYON YONTEMI (N1Y)
Bir sistemin toplam potansiyel enerjisi, birbiri {istline gelmeyen integrasyon alanlarinda
yazilmis integrallerin toplamlar1 seklinde ifade edilebilir. Sabit egilme direngenligine sahip
ince bir kirisin integrasyon alamindaki () birim sekil degistirme enerjisi asagidaki gibi
yazilabilir:

d?w
UQQ = EIZ fﬂq(w)zdx (11)

Diiglim noktalari ile olusturulmus ve sinir kosullari ile belirlenmis () problem alaninda tanimli
bir u(x) fonksiyonu ele alalim.u(x) fonksiyonu, integrasyon noktasi x, {lizerinde [5]
tarafindan sunulan B;(x) temel fonksiyonu, a; temel fonksiyonuna ait katsayilar ve n yerel
destek alanindaki diigiim nokta sayisi olmak iizere asagidaki sekilde ifade edilebilir:

u(x, %) = Xizg Bi(0)a; (12)

Temel fonksiyonu olarak polinom kullanildiginda u(x) fonksiyonu asagidaki sekilde
yazilabilir:

u(x,xg) = Ty pi(0)a; (xg) = pT(x) a(xg) (13)

Burada verilen p;(x) kartezyen koordinatlarda tanimli terimleri, a, p;(x) temel fonksiyonun
katsayr matrisidir. n destek alanindaki nokta sayis1 olmak {izere, bir boyutta polinom temel
fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilebilir:

pT(x) = [1,x,x%,x3,x4, ..., x"71] (14)
I diiglim noktasinda (13) numaral esitlik asagidaki formatta ifade edilir:
usl = Pja (15)

Genel yer degistirme, us? vektorii:
uSd = {[Wll Hl,Wz, 92, ey Wy, Qn]T} (16)

ve bir boyutta moment matrisi P, su sekilde ifade edilir:

580 XIX. Ulusal Mekanik Kongresi



Kanber', Dogan®

[1 X1 e x{l‘l]
n—1
Py = F 2 % J (17)
1 x, xn—1
Eger, moment matrisin tersi varsa, (15) numarali esitligi kullanarak katsayir matrisi:
a=Pylus (18)

Son olarak (13) numarali esitlik asagidaki hali alir:
u(x,xp) = p"(x) Py us? (19)
¢ (x), NIY sekil fonksiyonu olmak iizere:
() =p"Po' = [$1(x) ¢P2(x) .. ¢ (x)] (20)

RADYAL NOKTASAL INTERPOLASYON YONTEMI (RNiY)

Bu yontemde, alan degiskeni radyal temel fonksiyonu kullanilarak hesaplanir. Boylece, (12)
numarali esitlik; a, radyal temel fonksiyonun katsayr matrisi; R, radyal temel fonksiyonu
olmak iizere asagidaki sekilde yazilir [5]:

u(x,xg) = Xy Ri(0)a; = RT(x)a(xy) 1)

r degeri, iizerinde hesap yapilan diigiim noktasi X ile destek alanindaki diger diigiim noktasi X;
arasindaki uzaklik olmak iizere, vektorel olarak temel fonksiyonu R fiissii olmadan da
kullanilabildigi gibi, ¢6ziim hassasiyetini artirmak amaciyla asagidaki sekilde ifade edilir:

R = [R(1)°, Ry ()", R3 (r3)%, .., R (1) '] (22)

Literatiirde bir¢cok radyal temel fonksiyonu bulunmakla birlikte, bu ¢aligmada ikinci
dereceden radyal temel fonksiyonu (MQ RTF) ((r? + (. * d.)?)?) kullanilmistir. Burada
bulunanr; incelenen diiglim noktast ile komsu diiglim noktasi arasindaki mesafeyi
vermektedir. MQ RTF ‘nun yapisinda, sekil fonksiyonunu kontrol eden «, ve q olmak iizere
iki sekil parametresi bulunmaktadir. Bu parametrelerin alabilecegi degerler gesitli calismalarla
sunulmugtur. Fonksiyonda bulunan d., problem alanindaki noktasal yerlesimi ifade eder. Eger,
diiglim noktalar1 esit araliklarla dagitilmissa, bu deger iki diiglim noktasindaki mesafeye esit
olur. Diger durumlarda, diiglim noktalar1 arasindaki ortalama mesafeye esit olur. Bu
parametreler, ¢6zlimiin hassasiyetini artirma amagl degistirilebilir.

Q diigiim noktasinda yapilan interpolasyon neticesinde (21) numaral esitlik asagidaki sekilde
ifade edilir:

u(xq) = XiLiaiR;i(xq) (23)

Yukaridaki esitlik, vektorel formda genel yer degistirme u*? vektorii kullanilarak asagidaki
sekilde yazilabilir:

usl = Rya (24)

(24) numaral esitlikte bulunan R radyal temel fonksiyonunun moment matrisidir ve
asagidaki gibidir:
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Ri(n)° Ry(r)' .. Ry(r)"!
Ry = Ry (:7”2)0 R; (:7”2)1 Ry, (T?)n_l (25)
Rl (rn)o RZ (rn)l Rn (rn)n_l
R moment matrisinin tersi oldugundan, katsay1 matrisi a:
a =Rgy'u™ (26)
Katsay1 matrisi a, (21) numarali esitlikte kullanildiginda:
u(x,xp) = RT(x)Ry' us (27)
Son olarak, RNIY sekil fonksiyonu ¢ (x) asagidaki sekilde ifade edilir:
¢(x) = R"(O)RG" = [$1(x) ¢2(x) ... $p(x)] (28)

INTEGRASYON YONTEMLERI

Destek alanindaki w(x) matrisi, (19) ve (20) ya da (27) ve (28) numarali esitlikler
kullanildiginda asagidaki sekilde ifade edilebilir:

u(x) = pTu? (29)

Deplasman matrisi, (11) numaral denklemde yazildiginda:
U=EL@)T fczc—zzd)Ti—zz(j)uSd dx (30)
Noktasal direngenlik matrisi, ki;:
ky = EI [(CD7(ED) dx (31)

burada i ve j sayaglar1 1’den n’ ye kadar degisir. n destek alanindaki diigiim noktasi sayisini
gosterir.

Gauss Integrasyon Yontemi

(31) numarali denklemi ¢6zmek igin iki farkli integrasyon semasi kullanilmigtir. Bunlardan
ilki standart Gauss integrasyonudur. Bu yontemde, Sekil 1°de gosterilen integrasyon hiicreleri
kullanilir. Ve sekil fonksiyonlari, destek alani i¢inde her bir diiglim noktasi i¢in hesaplanir.
Noktasal egilme direngenlik matrisi ky ve noktasal kayma direngenlik matrisi kg asagidaki
sekilde hesaplanir:

k; = EI  (Jac) * [(W1)([Bf]Tq1 * [Bf]ql) + (Wz)([Bf]qu * [Bf]qZ)]

k= GA* (Jac)  [(w)([B,I", * [Bslg )| (32)

Burada Jac, Jacobian matrisi; wy,w; agirlik fonksiyonlarini; q1,92 integrasyon noktalarini; H
ise NIY ya da RNIY ile hesaplanan sekil fonksiyonlarmi belirtmektedir. Dikkat edilecegi
lizere, kj hesaplanirken iki tane gauss noktasi, kg hesaplanirken ise bir tane gauss noktasi
kullanilmistir.
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Integrasyon noktast

i¢in destek alani, g

integrasyon

Sekil 1. Gauss integrasyon yontemi i¢in inteé%csrfl%h%%cresi ve integrasyon noktasi i¢in
destek alaninin gosterimi.

Indirgenmis Noktasal integrasyon Yontemi

Ikinci integrasyon yontemi, indirgenmis noktasal integrasyon yontemidir. Bu ydntemde,
noktasal direngenlik matrisleri Taylor serisi a¢ilimi kullanilarak yazilir. Yine bu noktada
dikkat edilmesi gereken nokta, kg hesaplanirken kullanilan terim sayisidir. Boylece noktasal
direngenlik matrisleri su sekilde ifade edilebilir:

<> inoktas! igin 2 numarali integrasyon hiicresi

@) : —O - O

Hicre 1, Hijcére 2

Hucre3

Sekil 2. Noktasal integrasydn yontemi integrasyon hiicresi gosterimi.

([Bf1%, * [Bflx)(diz — du1) + 5.2 ([BfIT, * [Byly,) (@2, — d2y)

b= L% (rg T 3 g3
+ 31557 ([Brlxy * [Brlx ) (diz — d31)
ks = GA * {([Bs]%, * [Bslx, ) (dyz — di1)) 33)

Bu caligmada yiiksek tislii terimlerin sonuca katkis1 detayli sekilde incelenmistir ve noktasal
direngenlik matrisleri yiiksek dereceli terimler de kullanilarak asagidaki sekilde
hesaplanmaistir:

([Bf1%, * [Bflxy)(dsz — du1) + 5. o= ([BfIT, * [Brly,)(d2, — d2))
+ 22 ([BSIT, * [Byly,)(d; — d2p)
([BSIZ, * [Bslxo) (diz — dit) + 5= ([Bs1E, * [Bsly, ) (d2, — d2y)

1 92
+ 22— ([Bsl%, * [Bslx, ) (d32 — d31)

ky = GA * (34)
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COZUMLER VE TARTISMA

X
1. h=01m---->

0.2m

h=

Malzeme: Yapisal Celik

_ _ p=7850 kg/m’
NIY ve RNIY Modelleri
(11 dizgiin dagitilmis DUgiim noktasi) E=200 GPa, 0,=200 MPa

o O O O To!

OO 002 =03, H’=200
Sekil 3. Ankastre konik kiris probleminin boyut bilgileri ile NIY ve RNIY modelleri

Bu calismada, yapilan ¢oztimlerde, gelistirilen MATLAB kodlar1 kullanilmistir ve yukaridaki
sekilde gortilen parabolik bir ylike maruz birakilan ve kendi agirliginin da yardimiyla deforme
olan ankastre konik kiris modeli ¢oziimlenmistir. Uygulanan yiik tek bir seferde degil artigsal
olarak uygulanmis ve elasto-plastik davranisi daha rahat bir sekilde goézlemlenmistir. Sekil
4’te, NIY ve RNIY c¢oziimlerinin, tiim integrasyon teknikleriyle ve sonlu elemanlar
yontemiyle karsilagtirilmasi yapilmistir. Biitiin yontemlerde uyum goézlemlenmekle birlikte,
RNIY ile yiiksek dereceli noktasal integrasyon kullamildiginda ¢dziim kararliliginda sapmalar
gbzlemlenmistir. Sekil 5 ve Sekil 6’da, NIY ve RNIY ile birlikte indirgenmis ve yiiksek
dereceli noktasal integrasyon teknikleri kullanildiginda, destek alan1 biiytikliigiiniin ¢ézlimlere
etkisi gosterilmistir. Sekil 7-8’de, q ve o sekil parametrelerinin, ¢6ziim kararliligina etkileri
gosterilmistir.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,0001
0 —a
. v ‘N}
€ -0,0001
5 -0,0002 —o— ANSYS
& -0,0003 —=—NiY_Gauss_sd=L/10
‘s -0,0004 NiY_Noktasal_sd=L/10
O -0,0005 —»—NiY_iNoktasal_sd=L/10
-0,0006 —%—RNIY_Gauss_sd=L/10
-0,0007 RNIY_Noktasal sd=L/10
-0,0008 RNiY_iNoktasal_sd=L/10
-0,0009 Uzunluk(m)

Sekil 4. Son yiik pargasinda (4.4 kN) tarafsiz eksen boyunca deplasman dagilimlari
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25
20 Qp—pt—il ¥
_ —o— ANSYS
£15 —5—NiY_Noktasal_sd=L/10
g —%—NIiY_Noktasal_sd=3L/10
x 10 —o— NiY_Noktasal_sd=5L/10
> NiY_iNoktasal_sd=L/10
5 —A—NiY_iNoktasal_sd=3L/10
0 —%—NiY_iNoktasal_sd=5L/10

0 0,1 0,2

0,3 0,4 0,5
Deplasman(m)

—o— ANSYS
—B—RNIY_Noktasal_sd=L/10
—A—RNIY_Noktasal_sd=3L/10
—%—RNiY_Noktasal_sd=5L/10
—*—RNIiY_iNoktasal_sd=L/10
—o—RNIY_iNoktasal_sd=3L/10
RNIY_iNoktasal_sd=5L/10

0 0,2 0,4 0,6
Deplasman (m)

Sekil 5. Farkli destek alan1 uzunluklarinda,
NIY ile noktasal ve Indirgenmis Noktasal
integrasyon yontemi kullanilarak elde
edilen deplasmanlarin karsilastirilmasi.

Sekil 6. Farkli destek alani uzunluklarinda,
RNIY ile noktasal ve Indirgenmis Noktasal
integrasyon yontemi kullanilarak elde
edilen deplasmanlarin karsilastirilmasi.

25

20 @ =

. —o— Ansys
E15 —=—RNiY_iNoktasal_g=0.5
g —a—RNIiY_iNoktasal_g=0.7
=10 —»—RNIiY_iNoktasal_q=0.98
> —%—RNIiY_iNoktasal_g=1.0

> —o—RNIiY_inoktasal_g=1.3

0

0 0,6

0,2 0,4
Deplasman (m)

25

20 Tm
—o— ANSYS
€15 —=—RNIiY_iNoktasal_ac=1
> —~— RNIiY_iNoktasal_ac=3
i’lo —»— RNIY_iNoktasal_ac=5
= 5

—x— RNIY_iNoktasal_ac=7
—&—RNIY_iNoktasal_ac=9

0 0,1 0,4 0,5

0,2 0,3
Deplasman {m)

Sekil 7. Farkli g sekil parametresi
degerlerinde, destek alani (sd) biiytikligii
3L/10 igin RNIY ile Indirgenmis Noktasal

integrasyon yontemi kullanilarak elde
edilen deplasmanlarin karsilagtirilmasi.

Sekil 8. Farkli a, sekil parametresi
degerlerinde, destek alani (sd) biytikliigii
3L/10 igin RNIY ile Indirgenmis Noktasal

integrasyon yontemi kullanilarak elde
edilmis deplasmanlarin karsilastirilmasi.
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