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ABSTRACT

In this study an approach which can improve the performance of the Fourier spectral method, which is
very frequently used for simulations in computational fluid mechanics and similar branches, is
proposed. The sparse functions, that are functions with majority of elements are zero, are considered
and it is shown that compressive sampling algorithm can be used with the Fourier spectral method to
improve the performance of the simulations. For this purpose nonlinear Schrodinger equation and its
one and two soliton solutions are utilized. For the time integration split-step method is used and it is
shown that proposed compressive Fourier spectral method can improve the performance of the
simulations by decreasing the computation times significantly with negligible change in the accuracy.

OZET

Bu ¢alismada hesaplamali akiskanlar mekanigi ve benzer dallarda benzetimlerde (simulasyon) sik¢a
kullanilan Fourier tayfi yonteminin performansini gelistirecek bir yaklasim ortaya konulmustur.
Benzetimi yapilan fonksiyonlarin seyrekligi, yani ¢cogu bileseninin sifir olmasi, durumu ele alinmis ve
sikistirilabilir algilama yonteminin bu tip fonksiyonlarin benzetiminde klasik tayf yontemiyle beraber
kullanilarak benzetim performansini gelistirebilecegi gosterilmistir. Bu amagla egrisel (dogrusal
olmayan) Schrédinger denklemi ve bu denklemin bir ve iki tekil dalga ¢oztiimleri Kullanilmustir.
Zaman integrasyonu i¢in yarik-basamakli Fourier tayfi yontemi (split-step Fourier method) kullanilmig
ve Onerilen sikistirilabilir Fourier tayfi yonteminin sonuglarin kesinliginde belirgin bir fark olmaksizin
hesaplama zamanlarini belirgin  Olgliide azaltarak benzetim performansimi  gelistirebilecegi
gosterilmistir.
GIRIS

Bu calismada hesaplamali akiskanlar mekanigi, matematik vb. galismalarda kullanilan Fourier tayfi
yonteminin performansini geligtirebilecek bir yontem 6nerilmistir. Sikistirilabilir Fourier tayfi yontemi
olarak adlandirilan bu yontem, zaman basamaklamasi boyunca Fourier doniisiimiiniin klasik Fourier
doniisiimiine nazaran daha az sayida bilesen i¢in hesaplanmasi ve zaman basamaklama sonunda
sikigtirilabilir algilama yontemi kullanilarak daha fazla sayidaki bilesen i¢in fonksiyonun gericatilmasi
ilkesine dayanmaktadir. Bu yontemle benzetim sonucu ¢ok daha kisa zamanda elde edilirek benzetim
performansi gelistirilmis olur.

Onerilen yontem sikigtirilabilir algilama yontemini kullandigi igin ancak seyrek, yani gogu sifir
elemanlardan olusan, fonksiyonlarin benzetiminde kullanilabilir. Doga ve miihendislik yapilarindaki
¢ogu fonksiyonun seyrek oldugu diisiiniiliirse bu yontemin birgok benzetim igin ¢ok avantajli
olabilecegi anlasilir. Seyrek fonksiyon modeli olarak kuantum mekanigi, optik ve akiskanlar mekanigi
gibi cesitli branglarda kullanilan ve su dalgas1 paketlerinin zayif egrisellik altinda degisimini
modelleyen egrisel Schrodinger denklemi ele alinmistir. Egrisel Schrodinger denkleminin tek ve ¢ift
tekil dalga c¢oziimleri yarik-basamakli Fourier yontemi i¢in ilk sart olarak kullanilmistir. Zaman
basamaklama ise yarik-basamakli Fourier yontemiyle yapilmistir. Onerilen sikigtirilabilir Fourier tayfi
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yonteminin Kesinlikte belirgin bir azalma olmaksizin, hesaplama zamanini azaltarak benzetim
performansin1 gelistirebilecegi ortaya konmustur. Ozellikle daha fazla sayida zaman basamagi
kullanildiginda 6nerilen yontemin ¢ok daha avantajli olacagi gdsterilmistir.

ALAN DENKLEMLERI ve FORMULASYON
Egrisel Schrédinger Denkleminin Bir ve ki Tekil Dalga Céziimlerin

Egrisel Schodinger denklemi kuantum mekanigi, optik gibi branslardaki yaygin kullaniminin yanisira
akiskanlar mekaniginde zayif egrisellikli su dalgas: paketlerinin modellenmesinde kullanilmaktadir
[1]. Bu denklemin en yaygin kullanilan formu olarak

. 2
i1, =1, +2n| (1)
ele alinabilir. Bu denklemin bir tekil dalga ¢oziimii
n(x,t) = 2 Aexp{—i[2x —4(1— A*)t + 7/ 2]}sech(2 Ax —8At) 2

olarak verilebilir. Iki tekil dalga ¢dziimiinii elde etmek icin gereken prosediir Hirota tarafindan
verilmis olup [2], asagidaki sekilde 6zetlenebilir. Denklem i¢in

n(x,t) =G(x,t)/ F(x,t) (3)
bigiminde bir ¢6ziim aranirsa buradan
F(x,t)=1+a(l, 1:) exp(&, + g“l’;) +a(l, 2*)*EX[1(§1 +¢5)+ a(Z,{*) ex*p(g“2 +¢7) 4)
+a(2,2)exp(¢,+4&,)+al,2,1,2)exp(S, S, + 6, +65,)
ile
G(x,t) =exp(¢;) +exp(¢;) +al 2, 1) exp(s; + &, + &) +all, 2, 2)exp($y + ¢, + ;) (5)
ifadeleri elde edilir [2]. Bu ifadelerdeki katsayilar
ai, ') = (Pi+P™)*, a(i, J) = (Pi-Py)°, a(i", ') = (R - P)",
a(i, j,k*) =a(i, ja(i, k*)a(j, k*) (6)
a(i, j,k* I*)=a(, pa(,k®a(,*)a(j,k*a(j,1*)ak*,1*).
seklinde gosterilebilir [2]. Bu denklem setinin igindeki parametreler [2]’deki gibi segilerek
¢ =Px-Qit-¢?, OQ=iP? )
P=4-2i,P,=3+i, ¢ =-9.04, £ =21.
olarak alinmustir.
Yarik-Basamakh Fourier Tayfi Yontemi

Tayf yontemleri i¢inde Fourier tayf yontemi ¢ok degisik benzetimleri yapmak amaciyla kullanilan en
yaygmn yontemdir [3, 4, 5, 6, 7, 8]. Alan denklemindeki mekansal tiirevler Fourier serileri ile
hesaplanirken zamansal tiirevlerin integrasyonu i¢in Runge-Kutta, Adam- Bashforth gibi yontemler
kullanilmaktadir [3, 5, 6, 7, 8]. Sik¢a kullanilan bir diger yontem ise yarik-basamakli Fourier tayf
yontemidir (split-step Fourier method). Bu yontem ilk olarak [9]’de ortaya konulmustur. Bu yontemin
Schrodinger denklemi igin uygulanabilecek hali [10, 11]°da verilmistir. Bu yontemde denklem 6nce
egrisel ve dogrusal kisimlarina ayrilir. Egrisel kisim

in, = 2n[n ®)

olarak yazilir. Bir sonraki zaman basamag: i¢in fonksiyon
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17(X, to+ At) = e 210 1y 10 9)

olarak hesaplanabilir. Burada i imajiner sayiy1, At zaman basamagim gostermektedir. Schrodinger
denkleminin dogrusal kismi1

77, =71 (10)
olarak yazilir. Bu dogrusal kisim hizli Fourier ve ters Fourier doniistimleri kullanilarak
n(X,to+At) = E [ F[n(x, to+ At)]] (11)
seklinde hesaplanabilir. (9) ve (11)’de verilen ifadeler birlestirilerek
n(x,to+At) = F [ F[e ™00 (x t)]] (12)

denklemi elde edilir. Bu denklem ilk degerden bagslayarak daha sonraki zaman basamaklari igin
fonksiyonun bulunmasinda kullanilir.

Sikistirilabilir Algilama Yontemi

Sikistirilabilir algilama yontemi yaklasik on yil kadar 6nce ortaya atildig1 giinden itibaren ¢ok sayida
arastirmacinin ilgisini ¢ekmis olup dijital sinyal isleme, uygulamali matematik vb. gibi ¢ok cesitli
bransta kullanilmaktadir. Bu yontem ayni zamanda tek pikselli kamera sistemi, sikistirilabilir algilama
yontemine dayanan analog-dijital ¢eviriciler gibi donamim sistemlerinin temelini teskil eden
yontemdir. Bu boliimde sikistirilabilir algilama yonteminin kisa bir 6zeti sunulmustur.

17, N elemani olan K-seyrek, yani N elemandan sadece K tanesi sifirdan farkli olan, bir fonksiyon
olsun. Doniisiim matriksiy olan dik dontisiim yontemleri kullanilarak 77 doniigiim yiizeyindeki temel
fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. Giiniimiizde sik¢a kullanilan dik doniisiim yontemlerine 6rnek
Fourier, dalgacik, ayrik kosiniis doniisiimleridir. Dolayisiyla 1, doniisiim katsay1 vektorii olmak tizere
fonksiyon, n=wyn_ olarak ifade edilebilir. Fonksiyonun sadece sifirdan farkli olan bilesenleri ele
alinarak 7¢ =yn: elde edilir.

Sikistirilabilir algilama yontemi N elemanli K-seyrek 7 fonksiyonunun M=0O(K log(N/K))
mertebesinde rassal Ol¢iim yapilarak bu 6l¢iimlerden c¢ok yiiksek bir olasilikla gerigatilabilecegini
belirtmektedir. Kullanilan M rassal 6l¢iim igin 6lglim matriksi @ olarak gosterilirse yapilan rassal
Ol¢iimler sonunda g =®# fonksiyonu elde edilir. Bu asamadan sonra problem

g =®'¥n, sarti alinda  min|[n, ||,

olarak ozetlenebilir. Burada ||, |||1=Z|nci| dir. Yani verilen sarti saglayan fonksiyonlar iginde
i=1

sikistirilabilir - algilama yontemi ¢oziimii, |1 enkiigiiklemesini saglayan 7=wyn_ dir. Seyrek
fonksiyonlarin geri¢atilmasindaki tek yontem |1 enkiigiiklemesi yontemi degildir. A¢gozlii tarama,
agirliklandirilmis |1 enkiigiiklemesi gibi yontemler de mevcuttur. Bu ¢alismada |1 enkiigiiklemesi
yontemi kullanilmustir.  Sikistirilabilir algilama yoOnteminin daha kapsamli agiklamasi [12]’de
goriilebilir.

Onerilen Sikistirilabilir Fourier Tayfi Yontemi

Klasik Fourier tayf yonteminde bir fonksiyon N tayf bileseniyle temsil edilir. Dolayisiyla Fourier
katsayilart bu N bilesen i¢in hesaplanmakta olup, her zaman basamaginda bu islem tekrarlanmaktadir.

(Coziilen denkleme bagli olmak iizere birden fazla sayida hizli Fourier ve ters hizli Fourier doniigiimii
gerekebilir. Bu da hesaplama siiresini arttiran en temel faktordiir.

Bu calismada sikistirilabilir algilama yontemine dayanan ve hesaplamali Fourier tayfi yontemini
hizlandirabilecek bir yaklagim onerilmistir. Benzer bir yaklagim [13]’te goriilebilir. Bu yontemde N
bilesen kullanmak yerine M << N olmak {izere, seyrek bir fonksiyondan M=O(K log(N/K)) bilesen
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secilip hizli Fourier ve ters hizli Fourier doniistimleri bu M bilesen igin yapilir. Zaman
basamaklamasinin sonunda fonksiyonun N bileseni, bu M bilesene sikistirilabilir algilama yontemi
uygulanarak elde edilir. Boylelikle Fourier doniisiimleri igin bilesen sayis1i biyik Olcilide
azalacagindan sonu¢ ¢ok daha kisa zamanda elde edilir. Bu yontem sikistirilabilir Fourier tayfi
yontemi olarak adlandirilabilir. Bu yontemin klasik Fourier tayfi yontemine kiyasla kesinlikte belirgin
bir azalma olmaksizin performansi biiyiik 6lciide gelistirdigi ileriki kisimlarda gdsterilmistir.

SAYISAL SONUCLAR

Egrisel Schrodinger Denkleminin Yarik-Basamaklh Fourier Tayfi Yontemi Coziimii icin
Sonuclar

— Solution by SS5FM
0.9f = = =Solution by CSSFM | A

0 10 20 30 40 &0 60 70 80
X (m)
Sekil 1. Klasik Fourier tayfi yontemi ile 6nerilen sikistirilabilir Fourier tayfi yonteminin bir tekil dalga
¢Oziimii i¢in kiyaslanmasi, N=1024, M=128.

Sekil 1°’de, N=1024 bilesenli klasik Fourier tayfi yontemi ve M=128 bilesenli sikistirilabilir Fourier
tayfi yontemi egrisel Schrodinger denkleminin bir tekil dalga ¢dziimii i¢in kiyaslanmistir. Bu benzetim
i¢in ilk sart (2)’yle tamimlanmustir. Sekilde goriilebilecegi tizere bu iki yontemin kesinligi arasinda
belirgin bir fark yoktur. iki yontemle elde edilen sonuglar arasindaki normallestirilmis ortalama
karekok fark (root-mean-square) 0.0025 olarak hesaplanmistir.

Sekil 2°de, N=1024 bilesenli klasik Fourier tayfi yontemi ve M=256 bilesenli sikistirilabilir Fourier
tayfi yontemi egrisel Schrodinger denkleminin bir tekil dalga ¢ozlimii i¢in kiyaslanmistir. Bu benzetim
i¢in de ilk sart (2)’yle tamimlanmustir. Sekilden goriilebilecegi tizere bu iki yontemin kesinligi arasinda
belirgin bir fark yoktur. iki yontemle elde edilen sonuglar arasindaki normallestirilmis ortalama
karekdok fark (root-mean-square) 0.0012 olarak hesaplanmustir.
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Sekil 2. Klasik Fourier tayf1 yontemi ile 6nerilen sikistirilabilir Fourier tayfi yonteminin bir tekil dalga

¢Oziimii i¢in kiyaslanmasi, N=1024, M=256.

Cizelge 1. Schrodinger denkleminin bir tekil dalga ¢6ziimii igin klasik Fourier tayfi ve dnerilen

sikigtirilabilir Fourier tayfi yonteminin performans kiyaslamast.

Zaman Basamak  Klasik Tayf Yontemi  Onerilen Yontem Normal Rms

N Sayisi Zamani(s) Zamani(s) Fark
1024 64 10° 308.75 73.04 0.0209
1024 128 10° 256.40 96.73 0.0025
1024 128 108 2735.00 527.44 0.0025
1024 256 10° 302.81 182.43 0.0012
2048 256 10° 613.63 541.15 0.0023

Yukarida sunulan sekiller yontemin kesinliginde belirgin bir azalma olmadigini géstermektedir. Cesitli
parametreler i¢in bir tekil dalga benzetim zamanlari ise saniye cinsinden Cizelge 1°de sunulmaktadir.
Hesaplama zamanlan ¢ift 1.8 GHz c¢ekirdekli, 1GB RAM i olan Dell Vostro 1700 model bir
bilgisayarda Olglilmistiir. Cizelgedeki her satir igin 50 benzetim yapilarak ortalama zaman
hesaplanmistir. Cizelgeden de goriilebilecegi tlizere, az sayidaki zaman basamagi i¢in dnerilen yontem
klasik yonteme nazaran kiigiikk bir gelisme saglamaktadir. Bunun nedeni l; enkiigiiklemesi i¢in
harcanan zamandir. Ancak zaman basamagi sayisi arttik¢ca Onerilen yontemin klasik yonteme nazaran
kesinliginde belirgin bir azalma olmaksizin ¢ok daha kisa siirede benzetim yapabildigi goriilebilir.
Boylelikle onerilen yontemle tayf benzetimlerinin performansi gelistirilebilir.
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Sekil 3. Klasik Fourier tayfi yontemi ile dnerilen sikistirilabilir Fourier tayfi yonteminin iki tekil dalga
¢Oziimii i¢in kiyaslanmasi, N=2048, M=256.
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Sekil 4. Klasik Fourier tayfi yontemi ile 6nerilen sikistirilabilir Fourier tayfi yonteminin iki dalga
¢0Oziimii i¢in kiyaslanmasi, N=2048, M=128.

Sekil 3’te, N=2048 bilesenli klasik Fourier tayfi yontemi ve M=256 bilesenli sikistirilabilir Fourier
tayfi yontemi egrisel Schrodinger denkleminin iki tekil dalga ¢6ziimii i¢in kiyaslanmistir. Bu benzetim
icin ilk sart (3-7)’yle tanimlanmustir. Sekilden goriilebilecegi iizere bu iki yontemin kesinligi arasinda
belirgin bir fark yoktur. iki yontemle elde edilen sonuglar arasindaki normallestirilmis ortalama
karekok fark 0.0032 olarak hesaplanmustir. Sekil 4’te ise aym kiyaslama N=2048 bilesenli klasik
Fourier tayfi yontemi ve M=256 sikistirilabilir Fourier tayfi ydntemi i¢in yapilmis olup
normallestirilmis ortalama karekok fark 0.0068 olarak hesaplanmugtir.

Cesitli parametreler icin iki tekil dalga benzetim zamanlar1 ise saniye cinsinden Cizelge 2’de
sunulmaktadir. Hesaplama zamanlar yine ¢ift 1.8 GHz ¢ekirdekli, 1GB RAM i olan Dell Vostro 1700
model bir bilgisayarda 6l¢iilmiistiir. Cizelgedeki her satir igin Cizelge 1°de yapildig gibi 50 benzetim
yapilarak ortalama zaman hesaplanmistir. Cizelgeden de goriilebilecegi iizere bir tekil dalga ¢oziimii
icin elde edilen sonuglarin iki tekil dalga ¢6ziimii i¢in de gegerli oldugu ve az sayida zaman
basamag: icin Onerilen yontemin klasik yonteme nazaran kiigiik bir gelisme sagladigi anlasabilir.
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un nedeni yine |1 enkiiciiklemesi i¢in harcanan zamandir. Ancak benzer sekilde zaman basamagi
st arttikca Onerilen yontemin klasik yonteme nazaran kesinliginde belirgin bir azalma olmaksizin
daha kisa siirede benzetim yapabildigi goriilebilir. Boylelikle tayf benzetim performansi onerilen

yontemle gelistirilebilir.

Cizelge 2. Schrodinger denkleminin iki tekil dalga ¢6ziimii igin klasik Fourier tayfi ve onerilen
sikistirilabilir Fourier tayfi yonteminin performans kiyaslamasi.

Zaman Basamak  Klasik Tayf Yontemi  Onerilen Yontem Normal Rms

N Sayisi Zamani(s) Zamani(s) Fark
1024 64 10° 328.01 59.54 0.0160
1024 128 10° 257.04 107.00 0.0052
1024 128 106 2607.40 501.90 0.0052
1024 256 10° 297.00 242.70 0.0034
2048 256 10° 614.39 532.88 0.0031

SONUCLAR

Bu calismada hesaplamali akigkanlar mekanigi ¢aligmalar1 igin sikistirilabilir Fourier tayfi yontemi
Onerilmigtir. Bu amagla egrisel Schrodinger denklemi ele alinmig ve bu denklemin bir ve iki tekil
dalga ¢Oziimleri kullanilmistir. Bu ¢odziimlerin seyrek olmasi géz oOniinde bulundurularak klasik
Fourier tayfi yontemine nazaran daha az sayida bilesen ve sikistirilabilir algilama yontemini kullanan
sikigtirilabilir Fourier tayfi yonteminin, kesinlikte belirgin bir azalma olmaksizin, hesaplama zamanini

azal

tarak benzetim performansini gelistirebilecegi ortaya konmustur. Ozellikle daha fazla sayida

zaman basamagi kullanildiginda Onerileren yontemin ¢ok daha avantajli olacagi gosterilmistir.
Onerilen yontem hesaplamali mekaniginin baska dallarinda kullanilabilecegi gibi ayn1 zamanda sonlu

fark
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lar vb. gibi bagka hesaplama semalarinda da kullanilabilir.
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