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UC BOYUTLU ANTI - DE SITTER UZAYINDA EINSTEIN
DENKLEMLERININ SKALER ALAN VARLIGINDA COZUMLERI

OZET

Kiitlegekimi ii¢ boyutta incelemek genel goreliligin 6zellikle gizlerle dolu olan
kuantumsal olgularinin daha rahat incelenmesini saglar. Igerdigi negatif kozmolojik
sabitle Anti — de Sitter uzay1 ii¢ boyutlu kiitlegekimin ¢alisilmasi i¢in en iyi se¢imdir.
Banados, Teitelboim ve Zanelli tarafindan bulunan {i¢ boyutlu karadelik ¢6ziimii de
bir¢ok yonden dort boyutlu karadeliklere benzerlik gdstermekle birlikte ¢aligsilmasi
daha zor olan dort boyutlu karadelik ¢ozlimlerine gore biiyik imkanlar
saglamaktadir. Bununla beraber bir AdS uzayina bir konform alan teorisi karsilik
getiren bir konjektiir de aragtirmanin derinligini artirmaktadir.

Choptuik’in karadelik olusumunda evrensel kritik iisler bulmasi ve bunu BTZ
karadeligi ¢oziimiiyle de desteklemesi konunun diger bir ilging noktasidir. Bizim
calismamizda Choptuik ve Pretorius’un, bir skaler alanin Einstein denklemlerine
kuple edildiginde geldigi duruma onerdigi ¢oziim, metrikte bulunan parametrelere ve
skaler alanin genligine yapilan lineerlestirmeyle zamandan bagimsiz olarak
incelenmigstir. Cozlimlerde karsilasilan hipergeometrik denklemler sistemin konform
simetrisinin varligini ortaya koymasi agisindan ilgingtir. Yeni bir koordinat sistemine
gecilerek uzay, sifir - sonsuz sinirina taginmis, kiitle parametresi elde edilmis ve
c¢esitli durumlarda uzayin aldig1 hal incelenmistir. Son olarak, Pretorius ve Choptuik
tarafindan verilen “tuzaklanmis yiizeyler kosulu” ile orijin etrafinda bulunan
karadeligin varlig1 desteklenmistir. Elde edilen sonuglar bu konuda daha 6nce varilan
sonuglarla uyumludur ve konu donen, yiiklii karadelik ¢oziimleri i¢in ve niimerik
hesaplamalarla genellestirilmeye agiktir.
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SOLUTIONS OF EINSTEIN’ S EQUATIONS IN THREE DIMENSIONAL
ANTI - DE SITTER SPACE IN THE PRESENCE OF A SCALAR FIELD

SUMMARY

Studying the gravity in three dimensions makes it possible to investigate general
relativity, especially the phenomena of quantum gravity in an easier way. Anti — de
Sitter space is the best choice to study three dimensional gravity with its negative
cosmological constant. The three dimensional black hole solution found by Banados,
Teitelboim and Zanelli is similar to four dimensional black holes in many ways and it
supplies an easier case. In addition to this, a conjecture which correponds an AdS
space to a conformal field theory makes the research more interesting.

The universal critical exponents of black hole emergence discovered by Choptuik is
also supported by BTZ black holes and this is another surprising aspect of the
subject. In our study, the solution in which a scalar field is coupled to Einstein’s
equations suggested by Pretorius and Choptuik is studied by linearizing the metric
parameters and the amplitude of the scalar field. And in our case, the system is time
independent. The hypergeometric equations encountered are interesting in the sense
that their presence signs the conformal symmetry of the problem. A coordinate
transformation makes it possible to translate the whole space to zero — infinity limits
and calculating the mass parameter leads our study of the state of space in different
conditions. Consequently, “the trapped surfaces” condition given by Pretorius and
Choptuik also supports the presence of a black hole at the origin which was found in
our study. The results aggree with the previous works and the subject is open to cases
of rotating and charged black holes and  numerical  study.



1. GIRIS

Genel gorelilik, tizerinde ¢alisilmasi olduk¢a zor olan bir kuramdir. Klasik seklinde
kozmik sansiir (cosmic cencorship), tekilliklerin dogas1 gibi anahtar konular heniiz
tam anlamiyla agikliga kavusmadigi gibi kuantumsal seklinde kuramin durumu ¢ok
daha kotidiir. Altmis yillik ¢alismaya ragmen kuantumsal kiitlegekimin en temel

niteliklerini bile giivenle tartisabilmekten uzagiz [1].

Kurami daha basit bir hale getirmek i¢in (2+1) boyutun kullanilmasi fikri 1963 yilina
kadar gider [2]. Fakat bu konunun en 6nemli baglangicini iki grubun g¢alismalarina
dayandirabiliriz: Deser, Jackiw ve ‘t Hooft nokta kaynaklarin klasik ve kuantum
dinamigini incelemisler [3-5], Witten ise (2+1) boyutlu kiitlecekimi bir Chern —

Simons kurami olarak yazmistir [6-8].

Her uzay — zamanda egrilik tansorii, bir egrilik skaleri R, bir Ricci tansérii R, ve izi

olmayan konform degismez bir kisim, Weyl tansorii pro olarak ayristirilabilir. (2+1)

boyutta Weyl tansorii sifirdir. Dolayisiyla tiim egrilik tansorii egrilik skaleri ve Ricci

tansoriiyle yazilir.

1
Ruva zgupva +gv<5Rpp _gvapc-gpchp-E(gupgvc -gpo'gvp ) R (11)

Boslukta Einstein alan denklemlerinin ¢oziimii diizdiir (flat) ve kozmolojik sabit

iceren alan denklemlerinin ¢oziimleri sabit egrilige sahiptir:
RHV :2Agw (12)

Fiziksel olarak (2+1) boyutlu uzay — zamanda yerel serbestlik derecesi yoktur. Bu
sebepten klasik teoride kiitlegekim dalgasi olmadigi gibi kuantum teorisinde d uzay —
zaman boyutu olmak tizere (d-3) ile hesaplanan gravitonun serbestlik derecesi sayisi

sifirdir. Bununla beraber topolojik serbestlik dereceleri varligini siirdiirmektedir.



(2+1) boyutta Anti — de Sitter (AdS) uzayi, igerdigi negatif kozmolojik sabitle
kiitlecekim teorisi yazilmasina, dolayisiyla karadelik ¢oziimii yazilabilmesine olanak
saglar. Bu karadelik ¢6ziimii Banados, Teitelboim ve Zanelli tarafindan bulunmustur
[9,10] ve kisaca BTZ ¢oziimii olarak bilinir. Ug boyutlu karadelik ¢ziimiiniin dort
boyuttakinden biiyiik bir farki vardir: Ug boyutta egrilik sabit oldugundan orijinde bir
egrilik tekilligine izin verilmez. Bunun diginda BTZ ¢6ziimii dort boyutlu karadelik
¢Ozlimii gibi bir olay ufkuna, agisal momentumu oldugunda bir i¢ ufka (inner
horizon) ve termodinamik 6zelliklere sahiptir. Bilgi kayb1 paradoksu (the information
loss paradox) AdS uzayinda oldukca keskindir ¢ilinkii bu uzayda daima varolan
karadelikler olusturulabilmektedir. Bilgi kaybi arglimani, bir karadelige diisen

maddeyle olan biitlin baglantilarin iistel olarak azalacagini 6ngoriir.

Choptuik’in bir skaler alanin karadelik olusturmasi olgusuna bir faz gegisi olarak
bakmast ve genellikle dalganin genligi olarak aldigi bir parametreyi bir diizen
parametresi gibi inceleyerek evrensel kritik iisler saptamasi konuya olan ilginin bir
kat daha artmasini sagladi [11]. Sonralar1 bu olgu BTZ karadeligi kullanilarak da
gosterildi [9,10,12].

Biz bu c¢alismada, Pretorius ve Choptuik’in bir makalesindeki [12] sisteme statik
durumda ve denklemleri lineerlestirerek yaklastik. Once skaler alanm olmadig
durumu inceledik, sonra skaler alani bu sifir ¢oziimii etrafinda isleme kattik ve bu

durumda uzaymn aldig: hali inceledik.



2. AdS UZAYI

2.1. AdS Uzaymin Genel Ozellikleri

AdS uzayi, Einstein denklemlerinin negatif isaretli kozmolojik sabit barindiran bir

¢Ozliimiidir [13].

(p+2) boyutlu AdS, ., uzayr R**® ‘te
p+2 y

p+1

O A (2.1.1)
i=1

Hiperboloidiyle gosterilebilir. Metrik su sekildedir:

p+1

ds® =—dx,” —dx,,," + >_dx;’ (2.12)
i=1

(2.1.1) denklemi su doniisiimlerle ¢oziiliirse:

=Lcoshpcost
=Lcoshpsint

XO
Xp
X, = Lsinhp Q, (2.1.3)

+2

p+1

(ZQK =1)

metrik

ds? = L2(~cosh? p dt? +dp? +sinh? p dQ?) (2.1.4)
olarak bulunur.

0<p ve 0<t<2xm i¢in (2.1.3) doniisiimleri biitiin hiperboloidi bir defa tarar. Bu

yiizden (t,p, ;) takimina AdS’nin global koordinatlar1 adi verilir. Nedensellige



(causality) uyan bir uzay — zaman igin sinirlar —o <t <o olarak alinir. AdS uzayiyla

anlasilan genellikle budur.
AdS,,, uzaymin simetri grubu SO(2, p+1)’dir [13].

(d+1) boyuttaki AdS cebrine (d) boyutta konform bir cebir karsilik geldigini savunan
ve dogrulugu en zayif formunda kanitlanmis bir konjektiir mevcuttur. Bu konjektiire
gore asimptotik olarak AdS olan bir uzay — zamana bir konform alan teorisi karsilik

gelir [14,15].

2.2. AdS Uzay - zamaninda Einstein Klein — Gordon Sistemi

(2+1) uzay-zaman boyutunda, Einstein denklemlerinin A = -1/s kozmolojik sabitine
sahip oldugu ve kiitlesiz bir Klein — Gordon alanina kuple edildiginde geldigi durum

incelenecektir.

Rab_% Rgab +Agab :KTab (221)

Klein — Gordon alan1 (@) igin baski-enerji-momentum tansorii su sekilde yazilabilir
[16,sf. 70]:

1 .
T =0u0s75 2090 (2.2.2)
¢ su dalga denklemini saglar:
W=, =0 (2.2.3)

Biz burada ¢’yi sadece radyal koordinat r ve zaman koordinati t’nin bir fonksiyonu

olarak alacagiz.



3. CHOPTUIK — PRETORIUS KOORDINATLARI

3.1. Choptuik — Pretorius Koordinatlarinda Einstein Denklemleri

Pretorius ve Choptuik tarafindan verilen metrikte [12] biitin uzay 0 < r < 7/2
araligma tasimmigtir. Metrigin yazildigi bu tanim araligi, sayisal hesaplama
yontemleri i¢in, ucu sonsuza giden bir tanim aralifindan daha kullanighdir. Gerek
islemci zamanindan tasarrufta, gerekse sayisal hatalari en aza indirmede sinirli ve ¢ok

biiyiik olmayan bu aralik oldukea iyi bir se¢imdir.

2A()
ds?= CESZ(r) (dr?-dt?)+tan? (e do? (31.1)

Kozmolojik sabit olan A, —1’¢ esit secildi ve r’nin de boyutsuz olmasi saglandi.
Kozmolojik sabit olarak A/s ve koordinat olarak r/s alinip s = 1 boyutlandirmasi
yapilirsa soOzii edilen islem yapilabilir. Statik ve kiiresel simetrik ¢oziimler
incelendigi i¢in A ve B parametreleri sadece r’nin fonksiyonudur. Doénmeyen
¢oziimler incelendigi i¢in de 6 bagimliligr yoktur. Kiitlecekim sabitini iceren x
parametresi 4n olarak alinmistir. Bu noktadan itibaren A, B ve ¢’deki r bagimliligt
acikca yazilmayacaktir. Biz burada zaman bagimliligi olmayan (statik) durumu

inceleyecegiz.

Skaler, statik bir pargacik metrige kuple edilirse kozmolojik sabit barindiran Einstein

denklemlerinin bu metrik i¢in sunlar oldugu goriiliir [12]:

2 2A
¢°A, (1) o oo (3.1.2)
dr?  Cos°r
2 2A
d_B+d_B d_B+ 2 - +2(1-e ):o (313)
dr? dr{dr CosrSinr Cos’r



¢’ dB(dB _dA, L+Cos'
dr drldr dr CosrSinr
1 dA (3.1.4)
CosrSinr dr
2A
+M+ZTC(D2:O
Cos*(2r)
d B _ 3.15
a[tan(r)e CD]—O (3.1.5)

Burada @, skaler alanin r koordinatina gore tiirevidir. (3.1.2), (3.1.3) ve (3.1.4)
metrik i¢in FEinstein denklemleri ve (3.1.5) skaler alan igin dalga denklemidir.

Sistem, integre edilebilir bir sistemdir.

3.2. Denklemlerin Lineerlestirilmesi

Yukarida verilen Einstein denklemlerindeki parametreler icin lineerlestirme

yapilabilir. € ¢ok kiiciik bir sabit olmak iizere,

A=A +eA +EPA, + ... 3.2.1)
B=B,+eB,+&’B, + ... 322
D=0, +eD, +&°D,, + ... (3.2.3)

Bu acilimlar kullanilarak (3.1.2) — (3.1.5) denklemleri &’un sifirinci, birinci ve ikinci

mertebeleri i¢in yazilabilir.

¢? mertebesinde sistem ayni sirayla yazarsak su hale doniisiir:

d?A, | (167)
dr?>  Cos’r

+210," =0 (3.2.4)



2 2Ag
d BO + dBO dBO N 2 + 2(1-e ) -0 (325)
dr? dr |\ dr CosrSinr Cos’r

d’B, +dBO(dBO_dAO ,_L+Cos’r j

- .
dr dr{ dr dr CosrSinr (3.2.6)
27,
i 1 : dA, | (-e - ) +21D," =0
CosrSinr dr  Cos‘r
E[tan(r)eBO @, |=0 (3:2.7)
dr ’

Bu mertebedeki denklemler i¢in Pretorius ve Choptuik tarafindan onerilen ¢oziimler

kullanilirsa [12] :

D,= 0, ™= cl : (3.2.8)
-COosr

Su ¢ozlim kiimesi elde edilir:

®,=0 (3.2.9)

A,=-log(sin(r)) (3.2.10)

B,=log (COS_(ZJ)) (3.2.11)
2sinr

Bu ¢oziimler Sekil 3.2.1 ve Sekil 3.2.2°de gosterilmistir. Bunlar sifirinct mertebe

¢oziimler olarak alinip diger mertebedekiler bunlara gore bulunabilir.

Orijinal bolgemiz olan 0 <r < /2, By’ 1n sinirda iraksama davranisi sebebiyle yartya
boliinmiistiir. Kullanmay1 sectigimiz bolge uzayin 0 < r < n/4 bolgesidir. Bu se¢im
daha sonra yapacagimiz koordinat doniisiimiinde de uzayin sifir — sonsuz arasina

tasinmasini saglayacaktir.
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Sekil 3.2.1. Sifirinci mertebede A parametresinin aldigi durum
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Sekil 3.2.2. Sifirinct mertebede B parametresinin aldigi durum

! mertebesinde (3.1.2) denklemi su hale gelir:

dZAl ] 2e2AoAl -0 (3.2.12)
dr®  Cos’r




Sifirinc1 mertebedeki Ag degeri yerine yazilirsa

dr®  Sin®(2r)

denklemi elde edilir. Bu denkleme y = Sin*(2r) doniisiimii yapilir.

d? d?
g o 2y)—+16y(1-y) (3.2.14)
Denklem su hale gelir:
2y1) TP 1.9 DAY (3215)

Bu denkleme A;(y) = yF doniistimii uygulanir. Burada o bir sabit, F sadece y’nin

bir fonksiyonudur.

dA(y) -1 o dF
— M= F+y® —
oy Y

ZA(y)
dy’ dyz

(3.2.16)

+20y°* dr +o(0-1)y*F
dy
Bu yeni doniisiim denklemi su hale getirir:

d’F dF
2y(1-y)_+[40)(1 y)+1-2y]— &y

{2(0(0) (L) , o(1-2y) 1% 0
y y vy

(3.2.17)

Bu denklemde F’nin katsays1 sifira esitlenerek iki o degeri bulunur.

20(w-1)+w-1=0 (3.2.18)

Bu denklemden o =1 ve ® = -1/2 bulunur.



o = 1 alinirsa:

d*F [5 _ dF
1-y)— +| =-3y |—-F=0 (3.2.19)
( y)Olyz {2 y}dy

denklemine ulasilir. Bu da hipergeometrik tipte bir denklemdir. Hipergeometrik

denklemin genel formu

2
y(l-y)d—'2:+[c-(a+b+1)y]d—F-ab F=0 (3.2.20)
dy dy

olmak tlizere ¢6ziim ,F (a,b|c|y) hipergeometrik fonksiyon olarak yazilabilir.
(3.2.19) denkleminde a =b = 1 ve ¢ = 5/2 olduguna gore FZZFl(l,1|g|y) ‘dir.

® = -1/2 almirsa bu duruma karsilik gelen hipergeometrik denklemden

-1-1.-1 i,
F=, F(—=,—=|—=|y) elde edilir.
2 1(2 2|2|y)

Elimizde hipergeometrik fonksiyonun 6zel durumlart vardir. Bunlar basit
fonksiyonlar cinsinden yazilabilirler [17, sf. 1041]. Buna gore (3.2.12) denkleminin
iki ¢ozlimii su sekilde yazilabilir:

Al=cot(2r) (3.2.21)

AZ=3[1-2rcot(2r)] (3.2.22)

Bu ¢oziimler Sekil 3.2.3 ve Sekil 3.2.4’te gosterilmislerdir.
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140 |+
120
100

80 :

60 H

20

Sekil 3.2.3. Denklem 3.2.21 ‘den elde edilen A parametresi

0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 3.2.4. Denklem 3.2.22 “‘den elde edilen A parametresi

¢! mertebesinde (3.1.3) denklemi incelenirse istenilen mertebedeki denklem sOyle

cikar:

11



2 2A,
d’B, ,,dB,dB,, 2 dB, 4Ae™ (3.2.23)
dr? dr dr cos(r) sin(r) dr cos?(r)

Bu mertebede (3.1.4) denklemi ise

d’B, ,,dB, 0B, , dA, dB, , dA, dB, , [L+cos’(1)] dB,
dr? dr dr dr dr dr dr cos(r) sin(r) dr

(3.2.24)
] 1 dA, 2A e
cos(r) sin(r) dr  cos?(r)
seklini alir.
Ayn1 mertebede (3.1.5) denklemi
%[tan(r) e* (@,B, +®,) |=0 (3.2.25)

halindedir.

(3.2.23) ve (3.2.24) denklemleri kullanilarak (3.2.21) ¢oziimiine karsilik gelen B

parametresi ¢oziimiiniin
BL=cot(2r)+tan(2r) (3.2.26)
ve (3.2.22) ¢oziimiine karsilik gelen B parametresi ¢oziimiiniin
B?=- 6rB} (3.2.27)

oldugu gortiliir.

Bu ¢oziimler Sekil 3.2.5 ve Sekil 3.2.6’da gosterilmislerdir.
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B,!
140 k
120
100 E

80 :

60 H

40 |

20 |

0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 3.2.5. (3.2.21) ¢ozlimiine karsilik gelen B parametresi

-100

-200 -

-300 |

-400 |

-500 |

Sekil 3.2.6. (3.2.22) ¢oziimiine karsilik gelen B parametresi

¢ = 0.1 almarak sifirincit ve birinci mertebedeki ¢oziimler birlestirilerek A ve B

parametreleri icin su grafikler elde edilebilir:

(AL, By) ¢6ziim kiimesi kullanildiginda:

13



Alineer

25 I+

20 |+

15 |

10

0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 3.2.7. A, +eA; grafigi (¢ = 0.1)

BIineer

30
25 It
20
15

10

o.rz o.r4 \"‘/ _r
Sekil 3.2.8. B,+eB; grafigi (¢ = 0.1)

grafikleri elde edilir. (A?,B?) ¢dziim kiimesi kullanildiginda
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Alineer

10
8
6
4
2
0.2 0.4 0.6 0.
Sekil 3.2.9. A, +eA? grafigi (¢ =0.1)
Blineer
20 -—

-20 }

-40

-60 |

Sekil 3.2.10. B,+&B? grafigi (¢ = 0.1)
elde edilir.

(3.2.25) denkleminden

15



d,= % tan(2r) (3.2.28)

bulunur. Bu ¢6ztim Sekil 3.2.11°de gdsterilmistir.
F1

80
60

40 |

20 F

0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 3.2.11. Birinci mertebede @ ¢ozliimii

&? mertebesinde (3.1.2) denklemi su sekilde incelenebilir:

2 2y 424,
dd?Z'Z(AZ;AS\;r)e 27020 (3.2.29)

d’A,  2A, L 18[1-2r cot(2n]?
dr?  sin®r cos’r sin’r cos’r

+gtan2(2r)=0 (3.2.30)

A; bulundurmayan kisim denklemin sag tarafina gegirilerek parametrelerin degismesi
yontemiyle ¢6ziim aranabilir. Bu yontem Ek A’da aciklanmistir. Denklemin sag tarafi

f olarak adlandirilirsa

2
d°A, _2A, ¢ (3.2.31)
dr’®  sin’r cos®r

16



denklemi elde edilir. Homojen halinin ¢6ziimleri (3.2.12) denklemi ile aynidir.

(3.2.21) ve (3.2.22) homojen denklemin ¢dziimleri olarak almabilir. O halde y,=A?

ve y,=A] yazilabilir.
(3.2.31) denkleminin genel ¢oziimii

A,=C Yy tC,Y, (3.2.32)

olarak yazilabilir. (3.2.31) denkleminde ikinci derece tiirevin Oniindeki katsayr 1

olduguna gore c¢; Ve C; katsayilarinin bulunacagi matris su hale gelir:

Y. Y,
D= % % (3.2.33)
dr dr
Matrisin determinanti ise
dy, ~dy
d=det(D)=| vy, 22 -y, 2L |=-6 (3.2.34)
(©) [yl 2y, dr}

olarak bulunur. Buna gore c¢; Ve c; katsayilari su sekilde bulunur:

0 v,

detl ¢ dy, (3.2.35)
%: dr :'f Y,
dr d d

dc, _ 1 [18[1-2r cot(2n)]’
dar 6 sin’r cos’r

+gtan2(2r)}cot(2r) (3.2.36)

o= 1 1
' 1536 sin*(r) cos*(r)
(36+n-288r2 +2nlog(cos(r))) + (3.2.37)
m(cos(6r)+(3+cos(8r))log(cos(r)))+
2(36+m-144r sin(4r)))]

[-mcos(2r)-2cos(4r)

17



y, O

det % £
de,__ Ldr J_Tv
dr d d

_ 2
dc, 1 18L1-2r 2T, 72 o) La-2r cot(en)]
dr 2 sin“r cosr 2

L9 1
2 256 sin*(r) cos*(r)
2(1+24r%)sin(4r)+sin(8r)]

[24r+8r(-3+8r)cos(4r)-

+ I % [(-1+2r cot(2r)tan?(r)]

(3.2.38)

(3.2.39)

(3.2.40)

Bu sonuclar (3.2.32) denkleminde kullanilarak A fonksiyonuna & mertebesindeki

katki elde edilebilir.

Bu mertebede (3.1.3) denklemi incelenirse

2
dzB22 +(d|31j ;3B dB, 2 _ dB,
dr dr dr dr CosrSinr dr
_4(A2 +A12)e2A0 _0
Cos?r

elde edilir.

¢” mertebesinde (3.1.4) denklemi su haldedir:

d’B, ,,dB, dB, +(d81j2 ,0A, dB,  dA, dB,

dr? dr dr dr dr dr dr dr
dA, dB, . 1+Cos’r dB, 1 dA,
+ + -
dr dr CosrSinr dr CosrSinr dr
2\ .28,
) 2(A, +A12 )e +2n®12:0
Cos‘r

&” mertebesinde (3.1.5) denklemi su sekilde incelenir:

18
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%[tan(r)e(Bo B D) (@ +8(Dl+82q)1):| =0 (3.2.43)

ve sadece &° mertebesindeki terimler almarak

di[tan(r)eBo (®2+B2®0+B1®1+%B12q)0ﬂ -0 (3.2.44)
r

esitligi elde edilir. Bilinen parametreler yerine koyularak bu mertebedeki ® degeri

bulunur.

6r+sin(4
@, = Or+sindn (3.2.45)
2c0s°(2r)

Bu fonksiyonun grafigi Sekil 3.2.12 ‘de gdsterilmistir.

F2
400 |
300 F
200 :

100 [

rrrrrr

Sekil 3.2.12. Ikinci mertebede @ fonksiyonu

@ parametresi i¢in € = 0.1 alinarak hesap yapilirsa su grafik elde edilir:
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Flineer

250

200

100

50

0.2 0.4 0.6

Sekil 3.2.13. @, +ed, +&°D, grafigi (¢ = 0.1)

20




4. YENI KOORDINATLAR

4.1. Yeni Koordinatlara Gecgis

Daha Once kullanilan koordinatlara

T=tan(r)e®
(4.1.1)

D rl—l'-l
I I

dontisiimii yapilirsa radyal koordinat i¢in yazilan tanim araligi degisir. Daha 6nce

O<r<% olarak belirlenen aralk 0<T<o haline gelir. Burada eski

koordinatlardaki O sinir1 yeni koordinatlarda sonsuza, eski koordinatlardaki 2 sInir1

ise yeni koordinatlarda sifira taginmustir.

Bu koordinatlarda, bosluk durumunda (3.1.1) metrigi Ek B’de aciklanan igslemlerle su

hale gelir :
ds? = —(-M+T?)dt? + _r —d7? +7°d0? (4.1.2)
(-M+T77)
Bosluk olmayan, daha genel durumlarda su tanim yapilabilir [12]:
Vil 2 =-Mm(r 1 (4.1.3)

Burada M, kiitle parametresidir ve eski koordinat sisteminde su sekilde yazilabilir

[12]:
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2
M = g2 {ez’* tan®r—sin’r (Z—Bj —2tanr ?j—B—secz r} (4.1.4)
r r

Sifirinct mertebedeki B parametresi

B:Jog(lEEEElj (4.15)

2a.sin’r

aliirsa bunun da icerdigi o parametresi ile de ilgili denklemleri sagladigi goriiliir. Bu

¢Oziim kullanilarak T hesaplandiginda,

T= =cot(2r)+O(e) (4.1.6)

Q|+

bulunur.

o = 1 durumunda sifirinc1 mertebede kiitle parametresi M = -1 ¢ikar. Bu da eldeki

sistem i¢in AdS ¢6ziimiidiir [12]. Bu durumun grafigi Sekil 4.1.1°de verilmistir.

Mo

Sekil 4.1.1. Sifirinc1 mertebede kiitle parametresi

0 < a <1 durumunda konik tekillik veya bir baska deyisle sicim ¢oziimiine ulasilir

[1,3].
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o = -1 durumu metrikte bir yeniden parametrize etme islemi gerektirir. Trigonometrik
kosiniis ve tanjant fonksiyonlar1 sirasiyla hiperbolik kosiniis ve hiperbolik tanjant
olarak degisirler. Bu durumda M > 0 kosulu saglanir ve sistemin BTZ ¢oziimi

bulunur [9,10].

Lineerlestirilmeyle elde edilen ¢6zlimiin birinci mertebesi i¢in islem iki kisimda

incelenebilir. (A},B;) (A],B;) ¢dziim kiimesi dikkate alinirsa

M=-l-32;{%—?3) 4.1.7)
r

bulunur. € = 0.1 alinarak bu ¢6ziime karsilik gelen kiitle parametresi Sekil 4.1.2,

Sekil 4.1.3 ve Sekil 4.1.4’te gosterilmistir.

Miineer

-100 F
200 F
-300 H

-400 [l

-500 |
-600

-700

Sekil 4.1.2. (A, B)) ¢oziim kiimesine karsilik gelen kiitle parametresinin sifir
civarindaki davranisi (€ = 0.1)
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IV'Iineer

400 |

200

-200 Ir

Sekil 4.1.3. (A}, B;) ¢oziim kiimesine karsilik gelen kiitle parametresinin sifirdan
uzaklastik¢a gosterdigi davranis (€ = 0.1)

Mlineer

1500 i
1250
1000 :
s |
500 :

250

4 5 6 7 8

Sekil 4.1.4. (A}, B;) ¢dziim kiimesine karsilik gelen kiitle parametresinin T
sonsuza giderken gosterdigi davranig (€ = 0.1)

(A2, B?) ¢bziim kiimesi dikkate alindiginda

24



M=-1+96¢ {1+T2 +arccot(T) (% - ﬂ (4.1.8)
r

bulunur. € = 0.1 alinarak bu ¢6ziime karsilik gelen kiitle parametresi Sekil 4.1.5,
Sekil 4.1.6 ve Sekil 4.1.7°de gosterilmistir.

“AHneer

3500 fr
3000
2500 H
2000 :

1500 [

1000 F

500

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.1.5. (AZ B?) ¢oziim kiimesine karsilik gelen kiitle parametresinin sifir
civarindaki davranisi (¢ = 0.1)
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IV'Iineer
12.6
12.5 :
12.4 f
12.3 F
12.2 :

12.1 F

1.9 F

Sekil 4.1.6. (A2, B?) ¢dziim kiimesine karsilik gelen kiitle parametresinin sifirdan
uzaklastik¢a gosterdigi davranig (€ = 0.1)

IV'Iineer

12.6 |

12.4 |

12.2

11.8 F

Sekil 4.1.7. (A2, B?) ¢dziim kiimesine karsilik gelen kiitle parametresinin T
sonsuza giderken gosterdigi davranig (€ = 0.1)

Skaler alan yeni koordinatlarda hesaplandiginda birinci mertebede
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Y
(pl(?):%k)g [MJ (4.1.9)

bulunur. T =0 durumunda daha 6nce Garfinkle [18] ve Burko’nun da [19] gosterdigi

gibi skaler alan log(T) ile orantilidir. T sonsuza gittiginde ¢, (T) sifira gider. Ilgili

grafik Sekil 4.1.8’de gosterilmistir.

i1 el

2 4 6 8 10

Sekil 4.1.8. Yeni koordinatlarda birinci mertebede ¢

Benzer durum ikinci mertebede de goriiliir.

0 (T):%+§arc cot(T) (r_izl) (4.1.10)
227 1 2 r

Bu durumda T sifira yaklagirken iraksamanin daha hizli oldugu goriiliir. Bu mertebe

icin grafik Sekil 4.1.9’da verilmistir.
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j2 1 Bl

400 H

300 R

200 H

2 4 6 8 10

Sekil 4.1.9. Yeni koordinatlarda ikinci mertebede ¢

e = 0.1 alindiginda ¢ icin bu koordinatlarda ¢oziim Sekil 4.1.10°daki gibi

gosterilebilir:

j lineer H Bl

400 H

300 R

200 H

100 |-

2 4 6 8 10

Sekil 4.1.10. Yeni koordinatlarda ¢ ¢oziimii (¢ = 0.1)

T sifira giderken M’nin pozitif degerler almasi orijin etrafinda bir karadeligin

varhigina isarettir. -M+T 2nin sifir oldugu yerler ¢ikartilmalidir.
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M#7220 (41.10)

Al B) ¢oziim kiimesi i¢in bu denklemin grafigi Sekil 4.1.11°de ¢izilmistir.
1 1

_M+}- 2
300 F

200 F

-100 [
-200 |}

-300 [

Sekil 4.1.11. (A}, B;) ¢bziim kiimesine karsilik gelen M+ T 2 fonksiyonu (g =
0.1)

(A2, B?) ¢bziim kiimesi i¢inse ayni fonksiyon igin Sekil 4.1.12 ‘deki grafik elde

edilir.
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- hﬂ*.} 2

200 F

100 F

-100

-200

-300 F

-400 F

Sekil 4.1.12. (A?,B?) ¢dziim kiimesine kargilik gelen —M+ T 2 fonksiyonu (e =
0.1)

Bu denklemin tek kokii vardir ve su yaklagik ifadeyi verir:

T > 247e(1-(24)* %) +0(e*) (4.1.12)

Bu ayni1 zamanda T = 0 ‘da olusacak olan egrilik tekilligini de onler.

R:i(LJ (4.1.13)
T2\ 1472

Burada R, egrilik skaleridir.

4.2. (4.1.2) Metrigi icin Einstein Denklemlerinin Cikarilmasi

(4.1.2) metrigine bir skaler alan kuple edildigi durum i¢in A= -1 alindig1 zaman

hesap yapildiginda Einstein denklemleri su sekilde ¢ikar:

_dM_(F) +Fo|2|\/|(F)

2 _8ar(r” — M) (@(r))* =0 (4.2.1)
dr dr

30



d2M(r) _ldM(F) _

40 220 - (4.2.2)
L EMO ¢ m@)@my =0 (4.2.3)
4n  dr

d (2 "N\t

J((r —M(r))CD(r))zo (4.2.4)

Burada (4.2.1), (4.2.2) ve (4.2.3) metrik icin Einstein denklemleri, (4.2.4) ise skaler

alan i¢in dalga denklemidir.

Bunlar analitik olarak ¢oziilebilir ve @ = 0 durumu igin bosluk ¢6ziimii bulunur. M,

bosluk olmayan durumlarda da gecerli, kiitle parametresidir [12].
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5. TUZAKLANMA KOSULU

Bir karadeligin olusup olusmadigini ortaya ¢ikarmak icin uygulanabilecek olan bir
yontem de tuzaklanma kosuluna bakmaktir [12]. Tuzaklanmis yiizey, “ylizeye dik
(normal) yonde ¢ikan sifir (null) egrilerin aciliminin negatif oldugu yiizey” olarak

tanimlanmastir [12].

Bunun i¢in kullanilacak olan kosul

S=1+sin(r) cos(r)c(;—B<O (5.1)
r

olarak verilmistir.

¢ parametresine gore sifirinci mertebede bu kosul, bu mertebedeki ¢oziimler

alindiginda

a+)” (5.2)

S —
0 27

halindedir. Sekil 5.1 bu durumu gostermektedir.
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So

-10 H

-15 H

-20

Sekil 5.1. Sifirincit mertebede tuzaklanma kosulu

T=0da(r= %) kosulun saglandig1 goriiliir. r = 0’da (T — o) S= —_iz buluruz, bu
r

da asagidan sifira gitmektedir.

Birinci mertebedeki ¢oziimlerden (A}, B;) ¢6ziim kiimesine bakildiginda

S:—[(1+T2)% (%He(l—i ﬂ (5.3)

TZ

bulunur. £< ¢ icin tuzaklanmis bolge yoktur. Egrilik tekilligine kadar gelinebilir.

Tuzaklanma kosulunun bu ¢6ziim i¢in grafigi € = 0.1 i¢in su sekildedir:
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S;t

Sekil 5.2. (A, B]) ¢dziim kiimesi igin tuzaklanma kosulu (e = 0.1)

(A2, B?) ¢bziim kiimesiyle islem yapildiginda

S= —38|:(1+ F2)72 uﬂ %) +arccot(T) (-TZ + %)ﬂ (5.4)

bulunur. € = 0.1 i¢in tuzaklanma kosulunun grafigi bu ¢6ziimde su sekildedir:
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S,

-50 |}

-100 |

-150 F

-200 H

-250 H

Sekil 5.3. (A2, B?) ¢dziim kiimesi igin tuzaklanma kosulu (¢ = 0.1)

T sifira gittikce yiizey tuzaklanir. Pargacik orijindeki koordinattan bagimsiz egrilik

tekilligine yaklagamaz.
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6. SAYISAL ISLEMLER

Bu béliimde, daha once lineerlestirmeyle incelenmis olan sistemin sayisal ¢oziimi

icin kullanilabilecek yontemler incelenecektir.

6.1. Adi Diferansiyel Denklemler i¢cin Baslangi¢c Deger Problemlerinin Sayisal
Coziimleri

Her adi diferansiyel denklem, bir birinci dereceden adi diferansiyel denklem takimi

olarak yazilabilir [21, sf. 707; 22, sf. 423; 23, sf. 353]. Ornegin,

PN
™ +q(x) vl r(x) (6.1.1)
denklemi,
dy _
ol z(x) (6.1.2)
dz
ax r(x)—q(x)z(x) (6.1.3)

seklinde yazilabilir. En genel halde N. dereceden bir denklem igin sOyle yazabiliriz:

dy; _ -
d—X_fi(x,yl,yz,...yN) (i=1...N) (6.1.4)

Bununla beraber, baslangi¢ kosullar1 da vy, (X,) seklinde verilmis olsun.

Bu tiir problemlerin sayisal ¢ozlimleri i¢in kullanilan yontemlerden en basiti “agik
Euler yontemi” veya sadece “Euler yontemi” olarak bilinir. Acik yontemlerde
denklemin sag tarafinda hesaplanmak istenen (n+1). noktayla ilgili bilgi bulunmaz,
hersey onceki noktalara baglhdir. Euler yonteminde denklemler dogrudan, sonlu

farklar seklinde yazilarak ¢oziiliirler.
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Y _txy) (6.1.5)

dx
seklindeki denklem
Ay
—=f(x, 6.1.6
o (x,y) (6.1.6)
Ay = AX T(X,Y) (6.1.7)

halinde yazilir. Burada Ax ayni zamanda h, adim araligi oldugundan algoritma su

sekilde yazilabilir:
You =Ya +h f(x,,y,)+06(h?) (6.1.8)
Burada n islem yaptigimiz nokta, y, ise y(X,) olarak tanimlanir.

Sayisal yontemlerde hatalarin iki kaynagi vardir. Birincisi hesaplayicinin
limitlerinden dolayr olusan yuvarlama (round off) hatalari, digeriyse hesaplama
algoritmasindan kaynaklanan kesme (truncation) hatalaridir. Hata her adimda
bliyliyorsa hesaplamada instabilite oldugu sdylenir. n’inci mertebeden bir sayisal
yontem (n+1) derecesinde bir hataya neden olur. Yontemden kaynaklanan instabilite
adim araliginin ayarlanmasiyla en aza indirilebilir. Hata soniimlii salinim yapan bir

diizende gidiyorsa ¢6ziim stabildir.

Buna gore Euler yontemi birinci derece bir yontemdir ve hata oran1 fazla oldugundan

tercih edilmez.

Bu tir problemlerde daha ¢ok kullanilan yontem “Runge-Kutta” yontemidir.
Integrasyon araligmi verilen adim araliinda almak yerine parcalayarak islem
yaptigindan hata miktar1 azalir. En ¢ok kullanilan tiirii, dérdiincii dereceden olan

algoritmadir. Su sekilde yazilabilir[21, sf.711]:

k,=hf(X,.Y,) (6.1.9)

1
k,=h f(xn+§h,yn+%kl) (6.1.10)
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1 1
ks =h F(x, +2 0.y, +2k,) (6.1.11)

k, =hf(x,+hy, +k;) (6.1.12)

y o=y +%(kl+2k2 12K, +k,)+O(h°) (6.1.13)

Bunlarla beraber, igslemlerde hassasiyet ve verimlilik saglamak i¢in adim araligi h
sabit tutulmamalidir. Cozlimiin diizgiin olarak degistigi yerlerde verimliligi artirmak
icin bliyiik adim araligi, ani degisimlerin oldugu yerlerde ise hassasiyeti yiikseltmek
icin kiiciik adim aralig1 kullanilmalidir. Adim araligin1 2h alarak bulunan sonugla h
alarak bulunan sonug arasindaki fark, yapilan hata hakkinda bilgi verir. Buna uygun

olarak en uygun adim aralig1 belirlenebilir. Adim araligi, hassasiyeti ¢ok diisiirecek

kadar biiyilik veya verimliligi ¢cok diistirecek kadar kii¢iik se¢ilmemelidir.

“Degistirilmis orta nokta yontemi” (modified midpoint method) adim ayarlamak igin
kullanilabilir. Bu yontemde H adimi n tane, herbiri h uzunlugunda adima ayrilir[21,

sf. 722].

Z,=Y, (6.1.14)
z,=2,+h f(X,2,) (6.1.15)
z,=2,+2h f(x+h,z) (6.1.16)
z,=2,+2h f(x+2h,z,) (6.1.17)
z,=2, ,+2h f(x+(n-Dh,z ,) (6.1.18)

kullanilarak X, +H noktasindaki ¢dziim su sekilde bulunur:

A :%[zn +(z,,+h f(x+H,z,))] (6.1.19)
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Bu yontemi baz alan ve diizgiin fonksiyonlarin integrasyonunda kullanilan Bulirsch-
Stoer yonteminin 6zelligi ekstrapolasyon igcermesidir. Once H adimi1 2,4,6,8... gibi
cift sayida adima ayrilir, sonra bunlar kullanilarak h=0 civarindaki degere erisim icin

ekstrapolasyon kullanilir [21, sf. 724].

Cok adimli agik algoritmalarin en ¢ok kullanilanlarindan biri “Adams-Bashforth”

algoritmasidir. Bu,
A A +%(55fn —-59f , +37f _,—9f ,)+0O(h%) n=34,.. (6.1.20)

olarak yazilabilir. Burada f, (6.1.5) denkleminin sag tarafindaki fonksiyonun n
noktasindaki degeridir. Coziilecek problem bir baslangi¢ deger problemi oldugundan
birinci ve ikinci noktalardaki fonksiyon degerleri Runge-Kutta gibi bagka bir

¢oziicliyle 6nceden hesaplanmalidir.

Coziimlerinde birbirinden ¢ok farkli, iki veya daha fazla skala (veya Ozdeger)
bulunan denklemlere “sert” denklemler denir [21,sf. 734; 22, sf. 477]. Sertligin
derecesi en kiigiik ve en biiyiik 6zdegerin orani olarak verilir. Su 6rnegi inceleyelim

[21, sf. 734]:
u'=998u+1998v (6.1.21)
v'=-999u-1999v (6.1.22)

Burada centik isareti x’e gore tiirevi gostermektedir. Denklem sisteminin u(0) =1 ve

v(0) = 0 baslangi¢ kosullar1 altinda ¢6ziimii su sekilde bulunur:
U= 2e X — g 1000x (6.1.23)

vV=—g %4+ (6.1.24)

1000x

(6.3.1)-(6.3.2) sistemini herhangi bir sayisal yontemle ¢6zmeye c¢alissaydik e~
teriminden dolayi, stabil bir ¢oziim i¢in 1/1000°den daha kiiciik bir adim aralig
kullanmamiz gerekecekti. Cilinkii x sifira yaklastikca analitik ¢oziimde ihmal

edebilecegimiz bu kisim daha 6nem kazanmaya baslayacakti.
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Sert denklemlerin ¢6ziimii i¢in kiiclik adim araligiyla agik (explicit) yontemler
kullanmak yerine daha biiyiik adim araligi alarak kapali (implicit) yontemler
kullanilmas1 daha yaygindir. Her adimda ¢oziilmek zorunda olan cebrik denklem
sisteminin ve matris tersi alma isleminin getirdigi dezavantaj disinda ardisik iki
¢Ozlim noktas1 arasinda olusan keskin degisimleri isleme katabilmek i¢in kapali

coziimler sert denklem sistemlerinde yogun olarak kullanilirlar.

Kapal1 yontemlerin en basit hali kapali1 Euler yontemidir. Semas1 sdyle verilebilir:
You=Yn +g (f, +f...) (6.1.25)
Kapali Adams-Moulton algoritmasi ise su sekildedir:
You=Y,+ % (of , +19f —5f  +f ,)+0O(h°) (6.1.26)

Sistemin Jacobian’mi igeren yari-kapali Rosenbrock algoritmasi su sekilde

verilebilir:
k, =h[1-ha,J(y,)]f(y,) (6.1.27)
k, =h[I-ha,J(y, +ck)]*f(y, +bk,) (6.1.28)
a1=1+£ a, =1—§ (6.1.29)
w, =—0.41315432 w, =1.41315432 (6.1.30)

6-/6++/58+ 2046 (6.1.31)
6+26 h

b,=c, =

Vo =Y, WK, +W,K, (6.1.32)

Burada I birim matris, J ise sistemin Jacobian’idir.
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Kapal1 yontemlerin bir ¢esidi de acik bir yontemin sonucunu kapali bir yontemde
kullanarak islem yapmaktir. Burada, acik yontemle elde edilen (n+1). noktadaki
sonu¢ kapali yontemde, denklemin sag tarafinda kullanilmaktadir. Kullanilan agik
yonteme tahmin edici (predictor), bu yontemi kullanarak (n+1). noktadaki degeri
takrar hesaplayan yontemeyse diizeltici (corrector) denir. Bu yontemlerin genel adi
tahmin edici-diizeltici  (predictor-corrector) olarak verilir. Bashforth-Moulton
algoritmasinda Adams-Bashforth semasi tahmin edici, Adams-Moulton semasiysa

diizeltici olarak kullanilir[21, sf.749].

6.2. Sayisal Islemler icin Denklemlerin Diizenlenmesi ve Coziilmesi

Statik durumda, skaler alan kuplajli (3.1.1) metriginden ¢ikartilan (3.1.2) - (3.1.5)
denklemleri, kullanacagimiz Runge-Kutta bazli algoritmalar i¢in birinci dereceden

diferansiyel denklemlere doniistiiriilmek zorundadir.

dA(r)
dr

dB(r) _

AN =y, , ar Ya

=Y, B(r) =Ys, (6-2-1)

Doniistimleri kullanilirsa sayisal ¢oziimde kullanilacak denklemlerin sunlar oldugu

goriliir:

dy, (6.2.2)

ar =Y,
d 6.2.3
% =YY, — H1yz - tan(r)y4 - Hz ( )
dy (6.2.4)

dar 7
d 6.2.5
%:_y4(y4+2H1)_H2 ( )

r

1 (6.2.6)

- 2tan(r)e”

H; ve H; fonksiyonlari su sekildedir:
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! 201-e™)
Y cos(r) sin(r) R, = (6.2.7)

cos’(r)
Bu doniigiimlerle T fonksiyonu, M kiitle parametresi ve S tuzaklanma kosulu su hale

gelir:
r=tan(r) e” (6.2.8)

M=%+ [e¥:tan? (r)-sin® ()(y, )’

: (6.2.9)
-2tan(r)(y, )-sec’ (1]

S=1+sin(r)cos(r)y, (6.2.10)

Bu asamadan sonra, (6.2.2)-(6.2.5) denklemlerinin sayisal ¢oziilmesi ve sonuglarin
fiziksel parametreleri veren (6.2.6), (6.2.8), (6.2.9) ve (6.2.10) denklemlerine

yerlestirilmesi yolu izlenebilir.

Eldeki denklem sisteminin, non-lineer terimler igerdiginden ve orijinal durumunda
bu terimler tiirev icerdiginden sert bir denklem seti olmasi olasilig yiiksektir. Cesitli
yontemler kullanilarak yapilan islemlerle fiziksel M, S ve @® parametreleri
hesaplanmis fakat bunlarin Onceki sonuglarla ve birbirleriyle tutarsiz olmalari,
hesaplarin baslangi¢c kosullarina hassas bagliligi ve her durumda sayisal ¢ézliimiin
daha oOnce lineerlestirmeyle bulunan fiziksel olmayan c¢oziimii segmesi sayisal

¢oziimlerin stabil olmadiginin bir gostergesi olarak bulunmustur.
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7. SONUCLAR VE TARTISMA

Calismamizda goze carpan en Onemli sonuglardan biri ¢oziimde hipergeometrik
fonksiyonlarin bulunmasidir. Bu 6zellik daha 6nce, BTZ fonunda Klein — Gordon
sisteminin calisildig1r baska ¢alismalarca da ortaya konmustu [20]. Bilindigi gibi
sistemlerde hipergeometrik denklemlerin bulunmasi konform simetrinin bir

gostergesidir.

Sistemimiz, “yeni koordinatlar” dedigimiz bigimiyle fiziksel yoruma daha agik bir
hale gelmistir. Ozellikle bu koordinatlarda hesapladigimiz kiitle parametresi, buna

bagli olarak hesapladigimiz —~M+T? fonksiyonu ve besinci béliimde hesaplanan
tuzaklanma kosulu yardimiyla iigiincii boliimde bulunan (A7, B;) ¢oziim kiimesinin
fiziksel olmadigini, bununla beraber (A?,B?) ¢dziim kiimesinin orijin etrafinda bir
karadelik ¢6ziimii verdigini goriiriiz. Fiziksel bir karadelik ¢6ziimii vermemesi bir
yana, (A;,B})¢6ziim kiimesi AdS uzayinin énemli bir dzelligi olan egrilik tekilligine
izin verilmemesi kosulunu da saglayamamaktadir, egriligin patladig: yer olan orijinde
bu kiime igin tuzaklanma yoktur. (A2, BZ)¢dziim kiimesi iginse orijin tuzaklidir,

kiitle ve skaler alan orijinde yogunlasmistir. Orijin, tuzaklanmanin yanisira metrik

tekilligini 6nlemek i¢in de ¢ikartilmistir.

Konu, bugiin itibartyla oldukc¢a canli bir konudur ve yeni ¢alismalar alanin en 6nemli
yayinlariin her sayisinda goriilmektedir. Bizim yaklasimimiz acgisindan bakildiginda
ilerde yapilabilecek olan birincil ¢aligmalar, sisteme agisal momentum parametresi
ekleyerek donen karadelik ¢oziimlerine bakmak ve yiik parametresi ekleyerek yiikli
karadelik ¢ozlimlerini incelemektir. Denklemlerin stabilitesi sorunu ¢dziilerek sayisal

hesaplar da yapilabilir.
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EKA

¢ MERTEBESINDEKI (3.1.2) DENKLEMININ COZUMU iCiN iZLENEN
PARAMETRELERIN DEGISMESi YONTEMi

Coziilmesi istenen denklem, y ve f sadece x ‘in fonksiyonu olmak iizere,

2
Ad—i/ BY +Cy=f (A1)
dx dx

seklinde ise ¢oziim, y; ve Y» homojen denklemin ¢6ziimleri olmak {izere

Y=C.y11C,Y, (A2)
seklinde yazilabilir.
dC1 CIC2 ( A 3)
4y, 22 = .
Y1 ax Y2 dx

dy . dy. . 9. (A.4)

ve

2

d’y_de dy, , dy,  de, dy, o d, (A5)

dx? dx dx “dx® dx dx ° dx?

esitlikleri elde edilir. Bunlar (A.1) denkleminde yerine yazilarak (A.3) kosulunun da

dikkate alinmasiyla
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dy, de,  , dy, dc, _

dx dx dx dx
denklemi elde edilir.

O halde su matris formu yazilabilir:

dc,
AL Aol |7t
dx dx Il /=
dx

Operatdr matrisinin determinanti hesaplanir:

d=det A% % =AYy, —=-Y,

yl y2 [ dy2 dy1 :|
dx dx
dx dx

Buna gore d, ve dc, ifadeleri elde edilir:
dx dx

0 v,
det
_
dc, _ dx J_-TY,
dx d d
y, O
det
AL
dc, _ dx J_Tv
dx d d

Bunlar integre edilerek c; ve c; hesaplanir:

C1:I -fdyz dx

02:.[fdi dx
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(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)



Bu katsayilarin yerine yazilmasiyla (A.2) denklemi son halini alir:

y= - ngz dx}yﬁ“fdl dx}y2 (A.13)
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EKB

METRIGIN YENi KOORDINATLARDA YAZILMASI

2A(®)

ds? = —— (dr-dt? )y +tan? (r)e?*0do? (B.1)
cos“(r)
metrigine
T =tan(r)e®
0=0

dontistimleri uygulanir. Bu durumda

dT=sec’r eBdr+tanr e® ?j—Bdr (B.3)
r
ve dolayisiyla
dr= dre®
r= ) (B.4)
sec’r+tanr —
dr
halini alir.
de=dt (B.5)
do=do

aynen kalir.

O halde metrik
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) e2A — e2(A-B) P,
ds® =— dt+ -dr +1°do

cos’ r ( . dB] (B.6)
sec r4sin - -

seklini alir. d72 nin katsayis1 diizenlenirse
2
{sec2r+2tan(r)?j—8+sin2(r) (Z—Bj }TZ +tan?(r) e?® =-M+¥? (B.7)
r r
ise (Burada son iki terim T2’nin taniminin toplanip cikartilmasiyla elde edilmistir.)

2
M=tan?(r) e*®-e*®» {sec2r+2tan(r)cil—8+sin2(r) (Z_B] } (B.8)
r r

tanimi yapilabilir.

Son olarak metrigin su formda oldugu bulunur:

dS2 = —(—M + Tz)de + (_M—::_Tz)drz + Tzdéz (Bg)
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