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YERDEGISTIRMEYEN KOORDINATLAR ICIN WIGNER
FONKSIYONLARI

OZET

Deformasyon (WWMG) kuantizasyonu bir kuantum mekaniksel sistemi faz uzay1
degiskenleri cinsinden ifade eder. Operator kuantizasyonu ile arasindaki iligki sem-
bol haritalar1 ve yildiz ¢arpimlar: cinsinden verilir. Wigner fonksiyonu onceleri
istatistik fizikte kuantum seviyesinde diizeltmeler yapmak i¢in kullanilmig, son-
radan yerdegistirmeyen koordinatlarda kuantum mekanigi dahil olmak tizere
daha pek ¢ok alanda uygulama alani1 bulmug bir quasi-olasilik dagilim fonksiy-
onudur. Wigner fonksiyonu yildiz ¢arpimi ile birlikte deformasyon kuantizasyonu
yonteminin en onemli araglarindandir.

Yerdegigtirmeyen koordinatlar geometrisinin 6nemi 6zellikle sicim teorilerinde
uzay-zaman koordinatlarinin yerdegismez olmasi gerektigi anlasilinca artmigtir.
Yerdegistirmeyen koordinatlarin uygulamalarinin ne gibi etkileri olacagini
gorebilmek i¢in bu koordinatlarda kuantum mekaniginde ulagilacak sonuclara
bakilabilir.

Bu caligmada yerdegistirmeyen koordinatlarda kuantum mekaniginin
anlagilmasina yardimci olmasi amaciyla yerdegistirmeyen koordinatlarda
Wigner fonksiyonu caligilmigtir. Yerdegistirmezlik ve kuantizasyon iki farkh
deformasyon olarak caligilmig, harmonik salinic1 ve Landau problemigin Wigner
fonksiyonlar1 ele alinmigtir. Bir boyutlu harmonik salinici i¢cin Wigner fonksiy-
onlar1 bulunmusg, iki boyuta genellenmesi tartigilmigtir. Ayrica Landau problemi
icin Wigner fonksiyonlar1 yerdegismeyen koordinatlar ve yerdegismez momen-
tumlar i¢in bulunmustur. ilging bir bulgu olarak da yerdegistirmezlik iligkilerinin
ozel bir secimiyle Landau problemi i¢cin Wigner fonksiyonunun yerdegistirmezlik
parametresinden bagimsiz oldugu gorilmiigtiir.



WIGNER FUNCTIONS IN NONCOMMUTING COORDINATES

SUMMARY

The Wigner function is a quasi-probability function which was at first used in
order to make corrections in quantum levels and which later has gained popular-
ity in many applications fields including quantum mechanics in noncommuting
coordinates. Wigner function together with the star product is one of the most
significant elements of deformation quantization method. Deformation quantiza-
tion identifies a quantum mechanical system in terms of phase space variables.
Its relation with operator quantization is given in terms of symbol maps and star
products.

Noncommutative geometry has gained greater importance after it is found out
that space-time coordinates should be noncommuting in string theories. In order
to observe the effects of noncommutative coordinates on physical systems it is
reasonable to take a look at the consequences of their applications in quantum
mechanics.

Throughout this work, the Wigner functions have been taken into consideration
in order to get an understanding of noncommutative quantum mechanics. Non-
commutativity and quantization have been studied as two different deformations,
thus Wigner functions for harmonic oscillator and Landau problem have been
examined. Wigner functions for one dimensional harmonic oscillator have been
derived and generalized into two dimensional case. Also Wigner functions for Lan-
dau problem, for noncommutative coordinates and momenta have been derived.
It has been concluded that by a special choice of noncommutativity relations
the Wigner function for Landau problem is independent from noncommutativity
parameter.

vi



1 GIRIS

Kuantum mekaniginin olasiliksal gosterimi, klasik mekanigin deterministik karak-
teriyle celismektedir. Bu iki mekanik dalinin aksiyomatik temelleri birbirinden
bagimsizdir. Dolayisiyla kuantizasyon prosediirii ve bir dereceye kadar da klasik

limite donme iglemi dogal gorinmemektedir.

Bu durum, kuantum mekanigini faz uzayinda bir istatistiksel teori olarak
gosterme cabalarina hiz getirmigtir. Wigner 1932’de [1] Weyl'in [2] kuantiza-
syon prosediiriiyle ilgili olarak “faz uzay1r dagilim fonksiyonu” kavramini or-
taya atmigtir. Bu amaca yoOnelik en ilging geligmelerden biri de Moyal'in
faz uzayindaki fonksiyonlar icin tanimladig1 “siniis Poisson parantezleri” veya
bugiinkii adiyla “Moyal Parantezleri” dir [3]. Bu formalizmde Moyal parantezleri
kuantum mekanigindeki komutasyon parantezlerine karsilik gelmektedir. Kuan-
tum mekaniginin 6nemli uygulamalar1 Moyal parantezleri cinsinden klasik bir

formiilasyona oturtulabilir.

Ozetle kuantizasyon, klasik gozlenenlerin cebrik yapisinda bir deformasyon
seklinde de algilanabilir. Dolayisiyla kuantum mekanigi, deforme olmug ¢arpim
islemine ve deforme olmug parantezlere sahip olan faz uzay:1 fonksiyonlar (veya

dagilimlar) teorisi seklinde ifade edilebilir.

Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal kuantizasyonu olarak da bilinen deformasyon
kuantizasyonu, bir kuantum sistemini klasik faz uzay1 degiskenleri cinsinden
tanimlar. Operator kuantizasyonu ile sembol gonderimleri ve x-carpimi yoluyla
baghdir. Operatorler klasik fonksiyonlara karsilik getirilmelerine ragmen birbir-
leri lizerine etkileri x-¢arpimi yoluyla gerceklesmektedir. Deformasyon kuantizasy-
onunun en o6nemli elemanlarindan biri de Wigner fonksiyonudur. Wigner fonksiy-
onu, operator formalizmindeki beklenen degerlere karsilik gelen faz uzayi inte-

grallerinin tanimlanmasi i¢in gereklidir.

Yerdegistirmeyen koordinatlar geometrisi hem matematiksel hem de fiziksel



acidan ilging bir konudur [4]. Ozellikle sicim teorilerinde uzay-zaman koordinat-
larmin yerdegistirmez olmasi gerektigi ortaya cikinca [5] bu konuya fizik¢ilerin
ilgisi artmigtir. Burada sozii edilen yerdegistirmezlik genelde alan teorilerine
uygulanmaktadir [6] fakat bu tiir koordinatlarin getirecegi sonuglar1 gérmek igin
yerdegigtirmeyen koordinatlarda kuantum mekanigi iizerinde ¢aligmanin yararh

olabilecegi aciktir[7].

Yerdegistirmeyen koordinatlar operator olarak goriinmek zorundadir. Dolayisiyla
nonkomutatif sistemler kuantize edildikten sonra elimizde iki tiir operator ol-
maktadir. Bundan kacinmak i¢in yerdegistirmeyen koordinatlarin yerine birbiriyle
yerdegigtiren ancak deforme olmug koordinatlar kullanilabilir. Yerdegistirmeyen
koordinatlarda kuantum mekanigi genel olarak bu yontemle caligilmigtir. Hal-
buki, kuantum mekaniginin de bir deformasyon olarak goriillmesi olasidir.
Yerdegistirmezlik ve kuantizasyon iki farkli deformasyon olarak caligilabilir mi?
Bu soru bu ¢aligmanin temelini olusturmaktadir ve cevabi yerdegistirmeyen ko-

ordinatlarda Wigner fonksiyonunun bulunmasini zorunlu kilmaktadir.

Bu caligmada deformasyon kuantizasyonu ve Wigner fonksiyonu kavramlarina
deginildikten sonra bir boyutlu harmonik salinici i¢in Wigner fonksiyonu bulu-

nacaktir. Iki boyutta harmonik saliniciya genellegtirilmesi tartigilacaktir.

Diizlem iizerinde bir elektronun diizleme dik ve iiniform bir manyetik alan
etkisinde hareketi Landau problemi olarak bilinir. Yerdegistirmeyen koordi-
natlarda Wigner fonksiyonunu bulmak icin ilk once deformasyon yontemi
sadece yerdegigtirmeyen koordinatlar icin kullanilacaktir. Daha sonra etkin bir
Hamiltonyen fonksiyonu kullanilarak hem yerdegistirmeyen koordinatlar hem de
deformasyon yontemiyle Wigner fonksiyonu bulunacaktir. Bu caligmada ayrica
Landau problemi icin Wigner fonksiyonlar1 yerdegigtirmeyen koordinatlar ve
yerdegistirmeyen koordinatlar ile birlikte yerdegistirmeyen momentumlar icin bu-

lunacaktir.



2 DEFORMASYON KUANTIZASYONU

Klasik bir sistemi kuantize etmenin bilinen ii¢ yolu vardir: Kanonik kuantizasyon,

yol integrali kuantizasyonu, deformasyon kuantizasyonu.

Kanonik kuantizasyon,

oL
= 2 2.1
Pi= e (2. 1)
{pi, i} = —6ij = [P, §;] = —iRdy; (2.2)
Pl >=0 (2. 3)

seklinde olup operator cebri igerir.

Yol integrali kuantizasyonu klasik mekanigin Lagrange formiilasyonundan yola
¢ikar. Bu kuantizasyon yonteminin i¢inde operator cebri bulunmaz ve bu yontyle
yol integrali kuantizasyonu kanonik kuantizasyondan iistiindiir. Deformasyon
kuantizasyonu klasik mekanikten kuantum mekanigine gecis (kuantizasyon)
prosediiriiniin diger bir alternatifidir. Burada gozlenenlerin normal ¢arpimh cebri
yerine asosiyatif x-carpimli bir cebir konur. Bu, kuantum mekaniksel hesapla-
malarin Hilbert uzayi formalizmini kullanmadan, klasik cercevede yapilabilecegi
anlamina gelir. Standart kuantizasyon prosediiriinde karsilagilan, sistem icin uy-
gun bir Hilbert uzay1 olusturma problemine bir alternatif olarak sunulmusgtur.
Esas olarak klasik mekanigi kuantize etmek icin kullanilsa da kuantum alanlar

teorisinin formulasyonuna da uygulanmaktadair.

Kisacas1t bu yontem, kuantum mekanigini formiile etmek igin bir alternatiftir.
Bu formiilasyonda Kuantum gozlenenleri faz uzayindaki reel fonksiyonlarla

tanimlanir.



Matematiksel olarak ise gozlenen biiyiikliiklerin cebrinin yerine deforme olmusg
olan bir bagka cebrin konmasi ve Poisson parantezlerinin yeni bir deforme olmusg

parantezlerle degistirilmesidir.

A = A C(h 2.4
An, 4 @ (7) (2. 4)
deforme cebir  eski cebir h—deformasyonu

Deformasyon kuantizasyonunu sembolik olarak gostermek istersek,

1)

f = sym(f) = f, (2. 5)
g — sym(g) =g, (2. 6)
2)
f-g— fxg, (2.7)
3)
df g 0f dg (if)?

dq; Op;  Opi Vg 2

Goriildiigii gibi Poisson parantezlerine bu gekilde ek terimler gelmesinden dolay:
deforme olmus bir bagka parantez elde edilmektedir. Yani klasik sisteme karsilik

gelen cebirsel yapi deforme olmaktadir.

2.1 x-carpimi ve Moyal Parantezleri

2.1.1 *-c¢arpimi

Deformasyon kuantizasyonunun en 6nemli araci olan x-carpimi ilk olarak Groe-
newold tarafindan ortaya atilmigtir [8]. Bu ¢arpim faz uzay1 fonksiyonlarini bir-

birine baglayarak normal ¢arpimin deformasyonuna yol agar.

=
* = eih(gqap*gpaq) (2.9)



Calismamiz boyunca *-carpimindaki operatorler icin Weyl siralamasi kul-

lanilmigtir.

o —
(fx9)(g,p) = fem@ap‘gpaq)g

e~ =
= f(q+2h’ap:p_

ihd,)g. (2. 10)

Burada f (x,p) ve g (x,p) gbzlenenlerdir.

Bir bagka deyisle x-carpimi sembol diizeyinde operator carpimini saglar. Eger f ve

g operatorlerine klasik bir kargilik getirmek istersek bunu su gekilde gosterebiliriz:

f—> sym(f), (2. 11)
g — sym(g), (2. 12)
f.g — sym(f) *x sym(g). (2. 13)

Yani x-carpimi yerdegistirmeyen koordinatlara sahip bir uzayda normal carpimin

yerine gecer.
*-¢arpiminin o6zellikleri

1) Asosiyatiflik: *-carpimi yerdegistirmez olmakla birlikte asosiyatiftir. Bu

ozelliginin bir sonucu olarak Moyal parantezleri Jacobi 6zdesligini saglar.

2) Bu garpimin ¢ok 6nemli bir bagka 6zelligi de agagidaki gibidir:

/ dpdqf x g = / dpdqg x f = / dpdqfyg, (2. 14)

Bunu agikca gosterelim:



e
/dqdpf*g = /dqdpfe%@apgpaq)g (2. 15)

[ daiv{ g+ 2@ 150 15,0 + ) (2. 16)
h h
[ dadpi o+ 5@ (F59) — 00,9 — 5 (B(f,0) — f0p9}  (2.17)

Burada diverjans terimlerinin integrali sifir vereceginden,

/dqdpf*g: /dqdpfg (2. 18)
sonucunu elde ederiz.
2.1.2 Moyal parantezleri

Moyal parantezleri [3],

frg—gxf=1ih{f g}m (2. 19)

olarak tanimlanir. Moyal parantezlerinin bir bagka ismi de “siniis Poisson parante-
zleri”dir. Bunun nedeni Moyal parantezlerinin tam olarak Poisson parantezlerinin

sintiisii olmasidir.

(. 0hs = 2sin o (.} (2. 20)

Moyal formalizminde, durum yogunlugu p'nun zaman iginde degisimi Liouville

denkleminin genellestirilmig haline kargilik gelir:

Liouville denklemi,

5 T {H P} =0 (2. 21)



Moyal denklemi,

dp 2 . h
o T gt

o 0
—}Hp= 2. 22
8pg7 aqa} p 0 ( )

2.2 Wigner Dagilim Fonksiyonu

Wigner dagilim fonksiyonu ilk olarak Wigner [1] ve Szilard tarafindan or-
taya atilmigtir. Wigner dagilim fonksiyonlar: istatistik mekanikte kuantum se-
viyesinde dizeltmeler yapmak ic¢in, kuantum kimyasinda ve kuantum optiginde
yaygin olarak kullanilmaktadir. Ayrica, genel olarak kuantum mekaniksel sistem-
lerde, 6rnegin M-teorisinin cebrik yapisinda kullanildigi gibi, klasik ve kuantum

mekanigi arasindaki baglantilarin da daha iyi anlagilmasimi saglar.

Wigner dagilim fonksiyonu yogunluk matrisinin faz-uzay1 dagilimi alternatifidir.
Wigner fonksiyonu ile yogunluk matrisi elemanlar1 birbirine Fourier doniigiimii
ile baghdir. HU = EV¥ denkleminin ¢oziimii olan Wigner Fonksiyonu agagidaki
gibidir:

1 A o
P :—/ TH(1 — L) U(z + e Y 9.9
w=o- [ dy (z 2y) (z+ 2y)e (2. 23)

Bu fonksiyonlar olasilik dagilim fonksiyonu degillerdir. p veya z {izerinden integre
edildiklerinde ise olasilik dagilimina doniigiirler. Ayni1 zamanda sistemin klasik
limitine gidildiginde (biiyiik boyutlar, yavas degisen potansiyellerde veya yiiksek

sicakliklarda) Wigner dagilim fonksiyonu klasik dagilim fonksiyonuna gider.

Bilindigi gibi, belirsizlik ilkesi kuantum mekanigindeki faz uzayr kavraminda
problem yaratmaktadir. Bir parcacigin aymi anda kesin belirli bir konumu
ve momentumu olmadigindan dolayi, kuantum mekaniksel bir parcacik igin
gercek bir olasilik dagilimi tanimlanamamaktadir. Bununla birlikte “quasi-olasilik
dagilim fonksiyonlar1 7 bazi yonlerden faz uzayr dagilim fonksiyonlarina ben-
zerlik gosterirler ve kuantum mekaniksel sistemlerin iizerinde ¢aligilmasini ko-
laylagtirirlar. Hesaplamalarda c¢ok iyi bir ara¢ olmanin yanisira klasik ve kuantum

mekanigi arasindaki iligkilere 1s1k tutarlar.



Bunun nedeni, quasi-olasilik dagilimlarinin kuantum mekaniksel biiyiikliiklerin
beklenen degerlerini klasik beklenen degerlere ¢ok benzer bir gekilde ifade
edilmesini saglamasidir. Ornegin bir boyutta q konumuna ve p momentumuna
sahip bir pargacigl ele alalim. Klasik olarak parcacigin faz uzayi dagihmi Pg(q, p)
ile verilsin. Bu durumda argiimanlar: konum ve momentum olan bir fonksiyonun,

A(q, p), beklenen degeri,

< Ag >= / dp / dqA(q, p)Pei(q, p) (2. 24)

seklinde verilir.

Kuantum mekaniksel bir pargacik ise yogunluk matrisiyle agiklanir ve konum ve

momentum operatorlerine bagh bir operatoriin, A, beklenen degeri,

< A >puam= Tr(Ap) (2. 25)

seklindedir. Burada sorunlardan biri klasik A(g,p) fonksiyonuna kargilik gelen
operatoriin tek olmamasidir ve bdyle bir tanimin (operatdr) amaci belli degildir.
Buna kargilik Pg(q, p) quasi-olasilik dagilimi béyle bir tanimi su sekilde getirmek-
tedir:

< A >puam= / dg / dpA(q, p)Pg(q, p) (2. 26)

A

Burada A(g, p), A(q, p) operatdriinden iyi tanimlanmug bir iligkiyle elde edilebilir.
Bu da kuantum mekaniksel sonuglarin klasik sonuglara benzeyen bir forma getir-

ilmesini saglar.

Bu quasi-olasilik dagilimlarindan ilki 1932’de Wigner tarafindan ortaya atilmigtir.
Bu dagilim fonksiyonunun amaci Schrodinger’in kuantum mekanigini yeniden
formiile etmekti. Wigner dagilim fonksiyonu durum fonksiyonlarini konfigiirasyon
uzayindaki fonksiyonlar cinsinden ifade eder. Lorentz grubu altinda degigmez ol-
madigl i¢in non-relativistiktir. Ayrica birden fazla parcacik icin konfigiirasyon

uzayl kuantum mekanigini relativistik olarak formiile etmek zor olacagindan bu



sekilde olmasi tercih edilmistir. Bununla birlikte oncelikle istatistik mekanikte
olmak iizere, kuantum kimyasi ve kuantum optiginde pek c¢ok uygulama alam

bulmustur.

Kuantum optiginde bundan bagka pek ¢ok quasi-olasilik dagilimi kullamilmaktadir

ancak bunlardan biri digindakilerin kullanim alam kisithdir.

2.2.1 Operator ve deformasyon kuantizasyon yontemleri arasindaki
iligki

Operator ve deformasyon kuantizasyonu yonteminde aralarinda iligki kurulmasi
gereken kavramlar sunlardir: i) olasilik fonksiyonu, ii) klasik biiyiikliikle kuantum

mekaniksel biiyiikliik arasindaki iligki ve iii) 6zdeger-6zvektor denklemi.
Olasilik Fonksiyonu

i) Kuantum mekaniginde bir sistem igin iki olasiliktan sz edebiliriz ve bun-
larin hangisini sececegimiz sorunu séz konusudur. Ustelik bunlar genel olarak

reel degillerdir.

Pi(q,p) =Tr(pd(q — G)0(p — P)), (2. 27)

Py(g,p) =Tr(pé(p — p)o(q — 4))- (2. 28)

Burada (¢ — §), |¢' >’ nii agsagidaki sekilde déniistiiren operatordiir.

8(g—q)ld >= g >=lg ><ql¢ >=d(qg—¢)|¢ >, (2. 29)

Oysa Wigner dagilim fonksiyonuyla bunu hi¢bir sorun olmadan hallederiz. Wigner
dagilim fonksiyonu her fonksiyon ve ona kargilik gelen operator icin tek bir bek-

lenen deger verir. Wigner fonksiyonu,

2ipy

1 ) 2ipy
Pw(q,p)=ﬁ/dy<q—y|p\q+y>e 2 (2. 30)

9



veya egdeger olarak

Pw(q,p) = /dW (g+v)v(g—y)e (2. 31)

seklindedir.
Wigner-Weyl Kargilikligi

Bir kuantum mekaniksel operatoriin olgiimiiniin sonucu bellidir: o6l¢iimiin
yapildig: sistemin durum vektorii, olcililen operatoriin karakteristik vektorlerinden
birine taginir. Klasik fonksiyonlar icin boyle bir postiila mevcut degildir fakat
Weyl, operatoriin dl¢iim degerine kargilhik bir A(g, p) getirmis ve bu iligkiyi su
sekilde vermistir [2]:

< VAT >= /dq/dpr(q,p)A(q,p), (2. 32)

Tr(pA) = / dgq / dpPw (q,p)A(q, ). (2. 33)

Ozetle, eger klasik bir A(q,p) fonksiyonu,

A(g,p) /da/dTe% 7+ o (a, 7)), (2. 34)

bir kuantum mekaniksel operatore karsilik geliyorsa,

/do/d’re% (0d+10) (0, T), (2. 35)

A ile A arasindaki iligki Wigner tarafindan agagidaki sekilde verilmistir [1]:

ipz 1 ~ 1
Alg,p) = /dzeT <g-52Alg+ 52> (2. 36)

Tersine verilen bir A(q,p) fonksiyonu, fl(c], p) operatoriiniin Weyl semboliidiir.

10



Ozdeger Denklemi ve Yogunluk Matrisinin Hareket Denklemi

Yogunluk matrisinin hareket denklemi,

0
h—=H,p 2.

ona kargilik gelen Wigner fonksiyonunun hareket denklemi,

0P,
ih—Y = {H, Pw}u, (2. 38)
ot

seklinde verilir. Burada H (g, p) sistemin H operatoriine kargilik gelen fonksiyon-
dur. A — 0 limitini aldigimizda elde edecegimiz denklem klasik Liouville den-

klemidir:

oPs,
ot

+{PS, H} =0. (2. 40)

Burada c indisi klasik limit anlamindadir. Kuantum Mekaniksel 6zdeger denklemi,

Ap = M\p, (2. 41)

agagidaki formu alir:

J [ dgdpA(g+¢',p— ) Pw(qg — ¢, p+ p)e*@PH'0 =

= X[ [ dpdqPyw (g, p)e*@P+¥' 0. (2. 42)
2.2.2 Wigner fonksiyonlarinin ozellikleri
Wigner fonksiyonunun sekiz adet ana 6zelligi vardir [9]:
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(i) P(q,p), ¥(g) durum vektoriiniin hermitsel bir formu olmaldir, yani,
P(q,p) =< ¥|M(g,p)|¥ > (2. 43)

Burada M (¢, p) hermitik bir operatordiir, dolayisiyla P(q, p) reeldir.

(i)
[ dvP(a,p) = [4(a) P =< alpla >, (2. 44)
/qu(q,p) =< plplp >, (2. 45)
[ dadpP(a.p) =Tr(p) = 1 (2. 46)

(iii) P(q,p), Galile doniigtimleri altinda degismez olmahdir, yani eger ¥(q) —
U(g+a) ise P(g,p) = P(g+a,p) ve efer ¥(q) — U(¢) ise P(q,p) = P(g,p—p').

(iv) P(q,p), uzay ve zaman yansimalari altinda degigsmez olmahdir, yani eger
U(q) = ¥(—q) ise P(g,p) = P(—g,—p) ve eger ¥(q) — ¥*(q) ise P(q,p) —
P(q,—p) olmahdur.

(v) Kuvvet sifir ise hareket denklemleri klasiktir,

oP p OP
- 7 2.4
ot m 0q (2. 47)

(vi) Eger Py(q,p) ve Pg(q,p) sirasiyla ¥(q) ve ®(q)’ya karsilik gelen dagilunlarsa

0 zaman,

| / dq¥*(q)®(q)|> = (27h) / dq / dpPy(q,p)Ps(q,p) (2. 48)

Bu 6zelligin iki ilging sonucu vardir. Birincisi eger ¥(q) = ®(g) alirsak,

/dq/d;D[P\p(q,p)]2 = % (2. 49)

elde ederiz. Ikinci olarak ¥(g) ve ®(g)’yu ortogonal secebiliriz. O zaman,

/ dq / dpPy(q,p)Ps(q,p) (2. 50)
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elde ederiz ki bu P(g,p)’'nin her yerde pozitif olamayacagini gésterir. Bu sonug

oldukca geneldir.

Wigner 1979’da (i) ve (ii) Ozelliklerini saglayan herhangi bir dagihm fonksiy-

onunun baz p ve g degerleri icin negatif degerler de alabilecegini gostermigtir.

(vii)
/ dg / dpA(q,p)Blq, p) = 27hTr(AB), (2. 51)

Burada A(q, p), A operatoriine kargilik gelen klasik fonksiyondur ve Wigner’in

recetesine gore

ipz 1 ~ 1
A(g,p) = /dzeT <q-— §z|A|q + 37> (2. 52)

ile verilir.

(viii) Bir dalga fonksiyonunun Fourier doniigiimiinii agagidaki gibi tanimlarsak,
@(p) = (270)”" [ dg(g)e® (2. 53)
o zaman (2. 23) su formu alir:

2igp’

PMm):Wﬁ4/@ﬁW@+mWNp—ﬂk’h (2. 54)

Bu ozelliklerden ilk altisinin tek bir dagilim fonksiyonunu belirledigi gosterilmigtir

ve bu dagilim fonksiyonu (2. 23) ’dir.

Bu dagilim fonksiyonu iizerinde iki kisitlama vardir. Birincisi, daha 6nce de belir-
tildigi gibi Wigner dagilim fonksiyonunun non-relativistik olmasidir. Ikinci olarak

da her P(q, p) fonksiyonuna izin verilmayisidir. Izin verilen P(q, p) su sart1 saglar:

/@/@P@MP@MZO (2. 55)

Burada P’(g, p) bir pure state’e karsilik gelen herhangi bir dagilim fonksiyonudur.
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Wigner fonksiyonlar birbirleriyle x-¢arpimi yoluyla etkilesirler. f(q,p) ve g(q,p)

iki Wigner fonksiyonu ise

1h— 1h
frg=Flap—39)9(.p+50,) (2. 56)
veya
- -
f*xg=flg+ %@),p — %@))g(q,p) (2. 57)

Ayrica pure state Wigner fonksiyonu i¢in Moyal denklemi

ih%f(x,p;t):H*f—f*H (2. 58)

olup statik Wigner dagilim fonksiyonlar1 asagidaki gibidir

{H, f}m=0. (2. 59)

2.2.3 Bir boyutlu harmonik salinicinin Wigner fonksiyonlarinin iki
yolla bulunmasi

Dalga fonksiyonu yoluyla

Bir boyutta harmonik salinicinin 6zdurumlari ,

02q2

“ 2 Hpy(ag), (2. 60)

Unla) = ()

seklindedir. Burada H,, n inci dereceden Hermite polinomu, « ise a =

(mw /k)? dir.

U; (q + y)Un(q — y) = (0‘?2)l 1 e*a2((Q+y)2+(lI*y)2)2.

2
2nn!

“Hy (g +y))Hu(a(g — v)) (2. 61)
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Yukardaki ifade (2. 23)’de yerine konursa,

]_ 1 p
Pw(q,p) = gy L a2q2/dy e e Ho(alg +v))
Hy(a(q —y)) (2. 62)
Eksponansiyelin iistiinii tamkare yaparsak,
2ipy ip p?
2,2 _ 2 2
ay—T—a(y—%) +a2712’ (2. 63)
ve yeni bir degigsken tanimlayarak,
p
=aly — —), 2. 64
s=oaly - 2) (2. 64)

1 1 1
—_—— e
7h /7 27n!

—Ce=F [ dz e Hylag+ 2z + B)) -

Hy (g — 2 — B)) (2. 65)

Pw(q,p) =

Burada § =ip/ah. H,(—z) = (—1)"H,(z) 6zelligi kullanilirsa,

npl

Pw(q,p) = %% CU" a6 g, o H,(ag + 2 + B)) -
Ho(—ag+2+08)) (2. 66)

hw 2m 2 e o P '
1 2 4H
P = — —]_ n __“JLTL = /- °
= I'w Wﬁ( )temn (hw) (2. 68)

Burada L, , n inci dereceden Laguerre polinomu olup L, = e*0"(e *z") yani
n. dereceden Laguerre polinomudur. Ik birkag Laguerre polinomlarina bakacak

olursak,
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Lo(z) =1, (2. 69)
Li(z)=1-z, (2. 70)

Ly(x) =1 — 2z — 27, (2. 71)

harmonik salinicinin taban durumu igin Py > 0 oldugunu fakat uyarilmig du-
rumlarda Py 'nun negatif degerler alabilecegini goriiriiz. Bununla birlikte kanonik
topluluk i¢in sonu¢ her zaman pozitiftir. Bir boyut i¢in ¢6ziilmiig olan bu problem,

kartezyen koordinatlarda kalmak sartiyla n boyuta genellestirilebilir.
*-0zdeger Yoluyla

h =1, m = 1 alinirsa Harmonik salinici Hamiltonyeni asagidaki formu alir:

H= %(pQ + 2?) (2. 72)

Bir boyutta harmonik salinic1 x-6zdeger denklemi,

H(xz,p)x P(x,p) = EP(z,p)
%(p2+x2)*P(x,p) = EP(z,p) (2. 73)

seklindedir. Acikca yazacak olursak,

50— 50. + (2 + L8,/P(z,p) = EP(z,p) (2. 74)

[%(p2 — 1p0y — i&f) + %(:CQ +ix0, — i@f)]P(ac,p) = EP(z,p)
[3(p* + 2* — E) — 128, — pdy) — §(0,° + 8,°)|P(z,p) =0 (2. 75)
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Yukaridaki denklemde Hamiltonyenin reel olmasi kogulundan katsayis1i i olan

kismin sifir olmas: gerekir.

20, — POy =0

Bu yiizden P’yi tek bir degiskene baglh gibi diigiinebiliriz.

z=2(z” +p’)

Bu durumda kismi tiirevler de agagidaki gibi degisecektir:

0,P = 410,P = 0,°P = 40,P + 82%0,°P
0,P = 4pd,P = 0,°P = 40,P + 8p*0,>P

Degerler yerine yazilarak,

(Z —E)P—9,P —20,2°P =0

elde edilir. Bu denklemde P yerine e2 L(z) konulursa,

(207 + (1~ 2)2. + B~ 1)L(z) = 0

elde edilir.

Tki boyutlu harmonik salinicida ise Hamiltonyen,

1
H(zi,pi) = 5(3%'2 +p;%)

seklinde olup x—carpimi,

. 76)

. 77)

. 78)

. 79)

. 80)

. 81)

. 82)



seklini alir. Bu durumda x—6zdeger denklemi agagidaki gibidir.

HAW (2, 7) = (5 (piihd )+ 5 (r:4ih0,, W (7, ) = EW (2, F) (2. 83)

Bu Hamiltonyenin iki tane bir boyutlu harmonik salinict Hamiltonyeninin toplami

gibi yazilabildigi agiktir. Bu da ilgili Wigner fonksiyonunun,

W (T, 7) = Wi(Tt, pl)Wa(T3, B3) (2. 84)

seklinde ifade edilebilecegini gosterir. Bu sayede (2. 83) asagidaki denklem gibi

iki ayr1 denkleme ayrilir.

1 . 1 .
[§(p1 - lhaz1)2 + 5(351 - zh8p1)2]W1(x1,p1) = Enlwl(xlapl) (2- 85)

Bu ve benzeri ikinci denklemin ¢6ziimii bize Wy ve W, fonksiyonlarini verecektir.
Bu iki fonksiyonunun ¢arpimi da iki boyutlu harmonik salinici i¢in ¢oziimiinii
aradigimiz Wigner fonksiyonu olacaktir. Bir 6nceki boliimde gosterildigi iizere
bir boyutlu harmonik salinici Wigner fonksiyonlariu Laguerre polinomlaridir,
dolayis}yla iki boyutlu harmonik salinici Wigner fonksiyonlar: da iki Laguerre

polinomunun carpimi geklinde olacaktir.

2.2.4 Sabit bir dig manyetik alandaki yiiklii parcacik (Landau prob-
lemi) i¢in Wigner fonksiyonular:

Landau problemi, diizlem iizerinde bir elektronun diizleme dik ve iiniform bir

manyetik alan etkisinde hareketi olarak bilinir. Dig Manyetik alandaki bir parcacik

icin Hamiltonyen

H, = %(7 + SX)Z (2. 86)

seklinde olup Coulomb ayarinda,
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V.4 =o.

A’y1 simetrik ayarda secersek,

A= g(—y,az,ﬂ).

Bu secimle dig manyetik alan B’yi z yoniinde sabit almig oluruz:

A= ——¢€:x,.
2 ¥ aad¥]

A’nin ifadesini Hamiltonyende yerine koyarsak,

1 eB
Hp = om (pi — —eijz;)%,
1 eBy., 1 eBzx 4
H, = —(p, — —2)2 4 — =
L 2m(pz c ) 2m(py )
Hy = ——( 24 (py + )?
= —(py — — MWT
L om Dy — MY om Dy c ;

(2. 93)

Burada w, siklotron frekansi olup w, = eB/mc’dir. Yukaridaki ifadeyi acip tekrar

toparladigimizda,

HL - HHO + wcLz

oldugunu goriiriz. Burada Hyo harmonik salinici Hamiltonyenidir.

HL\I/ - EL\I/

19
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ozdeger denkleminin ¢oziimii bilindigi gibi Laguerre polinomlandir. (2. 31)
tanimindan Landau problemi icin Wigner fonksiyonu, integral alinamadig icin

ancak agik formda verilebilir.

Wy = / dyL*Le Y. (2. 96)
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3 YERDEGISTIRMEYEN KOORDINATLARA SAHIP UZAYDA
KUANTUM MEKANIGI

Yer koordinatlarinin yerdegigtirmezligi su sekilde ifade edilir:

[, 25] # 0,1 # ] (3.1)

Bir uzayda  yerdegistirmezlikten = bahsediyorsak  koordinatlarin  yer
degistirememesinden dolay1 o uzayda bulunan parcaciklarin higbiri lokalize

olamiyor demektir.

Yerdegistirmeyen koordinatlar geometrisinin arkasinda yatan fiziksel diigiince,
uzay-zamanin kuantizasyonunu yerdegistirmeyen uzay-zaman fikriyle aciklamaya
caligmaktir. Bildigimiz kuantum teorisinde kanonik kuantizasyon iligkileri faz

uzayinin kuantize olmasina neden olmaktadair.

Alan teorisine yerdegigtirmezlik kavrami normal ¢arpimin yerine *-¢arpimi konu-
larak sokulur. Ug boyutta koordinatlar arasindaki komiitasyon bagintisi agagidaki
gibidir.

[.Ii, .’IZ']'] = 7,01] (3 2)

Burada 6% yerdegistirmezligin bir dl¢iisiidiir ve standart kuantum mekanigindeki

h mkine esdeger bir rol oynar. €/ antisimetrik tensér olmak iizere

0 = e (3. 3)

Yerdegistirmeyen koordinatlara sahip bir uzayda problem ¢oziilmek istenmesinin
nedeni, yerdegigtirmezligin sicim teorilerinde dogal olarak, goriinmesi ve nor-

mal ve yerdegistirmeyen koordinatlara sahip bir uzayda ayar teorilerinin esdeger
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oldugunun anlagilmasidir.

Eger uzay-zamanin yerdegistirmez oldugu iddias1 dogruysa uzay-zamanla ilgili
bildiklerimize tamamen yeni kavramlar eklenebilir. Ik akla gelen yeniliklerden

biri yeni bir Heisenberg iligkisidir; yani,

AzAy ~ 0 (3. 4)

x ve p arasindaki komutasyon bagintisini elde etmek ic¢in *z-carpimini
tanimlamigtik. Simdi de klasik mekaniksel olarak x ve y’yi yerdegigtirmez yapmak

icin *p-carpimini tamimlayabiliriz:

*g = €

Moyal parantezleri de agagidaki formu alir:

{LEZ',.T]'}M’Q = I; *p Tj— Xy *9 T; = eij (3 6)
3.1 0 ve I Kuantizasyonu icin U¢ Yontem

Daha once belirtildigi gibi sadece 6-deformasyonu uygulandiginda harmonik
salinici ve Landau problemi i¢in Wigner fonksiyonlar1 ayni formdadir. Buradan
yola cikarak 6 ve h deformasyonlar1 aym1 anda uygulandiginda bu iki problemin

Wigner fonksiyonlar1 arasinda ne tiir bir iligki olacagi incelenebilir.

3.1.1 Dalga fonksiyonu yontemi

Bu yontemde kanonik olarak kuantize edilmig Hamiltonyen kullanilarak x-6zdeger

denklemi tanimlanir.

Hxg U = Hyo V. (3.7)
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Burada Hyc, yerdegistirmeyen degigkenlere sahip Hamiltonyen operatoriidiir.
Etkin Hamiltonyen yonteminden farkli olarak burada klasik degigkenlere
gecilmeden yerdegistirmeyen degiskenlere sahip Hamiltonyenin sagladig1 6zdeger

denklemi ¢oziiliir.

I:[NC\IJQ(IL') = ENc‘IJQ(.’E) (3 8)

Burada Wy yerdegistirmeyen koordinatlara sahip sistemin dalga fonksiyonudur.
(3. 8) coziilerek ¥y bulunduktan sonra (2. 31) tamimindan Wigner fonksiyonu
elde edilir.

1 h , h
= — T —_ —tpy _
W o /dy\lla(a: 2y)e Uo(z + 2y). (3.9)

3.1.2 Etkin Hamiltonyen yontemi

Bu yontemde de dalga fonksiyonu yonteminde oldugu gibi kanonik olarak kuantize
edilmig Hamiltonyen ile baglamr. Yine (3. 7) tammm aynen gecerlidir. Ornegin

genel olarak bir harmonik salinici Hamiltonyeni alirsak,

Huo=7 +7 (3. 10)

ve (3. 7) tanimini kullanirsak,

—2 =2 —2 .0
(p + )*Q\P:[p +($i2+Z€ij§8]2]\IJ (3 11)

elde ederiz. Bu denklemde 0; = %;ﬁi temsili kullanilirsa,

- -2 .0
Hyonc¥V =[p + (&7 + ZGz‘jﬁij)]‘I’ (3. 12)

oldugunu goriiriiz. Burada operatorleri beklenen degerlerine gondererek bir

yaklagiklik yaparsak [10]
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pi = P (3. 13)

etkin bir Hamiltonyen, Hy¢, elde ederiz.

. 0
Hye = Hye =72 + (7 + %61'1'19]')2 (3. 15)

Burada goriildiigii gibi Hy¢ klasik degiskenlerden olugmus olmasina ragmen
icinde A barindirmaktadir. Bu nedenle Hyc Hamiltonyeni tam olarak klasik degil,

etkin bir Hamiltonyendir. Yani (3. 7) tanimi etkin bir teoriye yol agmaktadir.

Wigner fonksiyonunu bulmamiz icin Hyc’ye h-deformasyonu uygulamamiz
gerekir.
HNC’ *p We = E@Wa (3. 16)

Burada Wigner fonksiyonu (3. 16)’daki x;-6zdeger denklemini ¢ozerek elde ederiz.

3.1.3 Yeni yontem

Bu yontemde, klasik Hamiltonyen fonksiyonu kullanilarak Wigner fonksiy-
onunun bulunmasi amaclanmigtir. Bu problem icin 6 ve A-deformasyonlar
birbiriyle esdeger olarak alinmigtir. Burada Wigner fonksiyonu agagidaki gibi

tanimlanmigtir:

Hcrasik %0 xnWon = EWa s (3.17)

(3. 17) tamimindaki g -6zdeger denkleminin ¢oziimii yeni bir Wigner fonksiy-
onu olacaktir. Diger yontemlerden farkli olarak burada p;’lerin yerdegistirmezligi

giindeme getirilmigtir. p;’ler arasindaki komutasyon iligkisi,
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'] = it (3. 18)

seklinde olup 6’ daha 6nce (3. 2) esitligi ile tanimlanan 6% ile benzer bir rol oy-
namaktadir. Bu durumda momentumlar arasindaki yerdegistirmezligin bir ol¢iisii

olmaktadir. Bu se¢imle yeni yildiz carpimi da asagidaki sekilde olacaktir.

* = Ky kg *p, (3. 19)

3.2 Yerdegistirmeyen Koordinatlara Sahip Uzayda Harmonik
Salinici Problemi i¢in Wigner Fonksiyonu

Daha onceden belirtildigi gibi bir sistemin yerdegistirmezligini ii¢ sekilde
saglayabiliriz. Bu yontemlerden “Yeni Yontem” i harmonik salinici i¢in gorelim:

(2. 72)’daki Hamiltonyenin g z-6zdeger denklemi,

H(Z,7)%*xh(Z, 7)) = |

H(Z, )% *h(T, ) = %[(px—ihaw)2+(x—f-ihapm)Q—i—(py—ihay)Q

+(y + ihdy, ) + 10[(z + ihdy, )y —
~(y+ h,,)2] ~ 0.7 + 9]
WT,7) (3. 21)

ayn1 zamanda p, ve p,’yi de yerdegistirmez alirsak,

i0! = -
*g = e%(aapy_gyapm)

(3. 22)
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Koordinatlarin ve momentumlarin yerdegismez oldugu bu durumda yeni x—
carpimi,
*h,0,k = *p kg Xk (3 23)

seklindedir. ilgili Wigner fonksiyonunu bulmamiz igin ¢6zmemiz gereken *—

ozdeger denklemi ise agagidaki gibidir.

H@, P s K@, T) = S+ 5+ 500+ (- D))
*gr X, k(?, 7) (3 24)
1 i, ik
H@, ) xoxemn KT, T) = 5100+ 50, + (0 = 50,.° +
bt 0+ - Do
*nk (T, 7) (3. 25)

ik
H(,P) %o m h(B,T) = 3l(pe — 00, + 50y,

) 1k
+ (p, — k0, — 5(‘3“)2 +

0
+ (z+ihd,, + %ay)2 +

+ (y+ihd,, — gaw)ﬂk(?, )  (3.26)

H@ ) ronnh(TF) = [0+, + 3 +17) -

h2

— 5(6952 + 0,0+ 0"+ 8,,%) —
k? 62

- g(apr + 81?;;2) - g(azQ + ayQ)

— ih(py0p — 0y, + py0y — YOy, ) +

1k 10
+ 5(p$6py - pyapy) + i(xay - yaw) +
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hk hé

+ 7((%8;% - ayapm) - 7(8119»874 - 6pyaw)]
KT, 7) (3 27)
k = —6 secersek (3. 27) denkleminin sanal kismi,

0

reel kismi ise,

1 h2 H2
(5 (pa”+p +0 4"+ (00" 40,40, +0y,*) — (05, *+0p, *+0,+0,”) | = 2Bk
(3. 29)
seklindedir. (3. 28) denklemi,
KT, ) =K() (3. 30)
¢=2"+y* +p.° +p,° (3. 31)

olacak sekilde bir ¢6ziime igaret etmektedir. Bu durumda (3. 29) denklemi adi

diferansiyel denkleme dontisiir.

1

PKE), 1
i&#+%

88]_M#+%

x(©) - (25 + ¢ EK(E)  (3.52)
Yukardaki denklem i — v/2(h* + %)1/ 2 doniisiimii altinda A-deformasyonuyla
ayni sonucu verir. Ancak dikkat edilecek olursa iki boyutlu harmonik salinici
ile baglanilan problem sonu¢ olarak bir boyutlu harmonik salinici problemine
indirgenerek sistemin serbestlik derecesi azaltilmigtir. Bu duruma neden olmamak
icin faz uzay: degiskenlerine sistemin serbestlik derecesini koruyacak dontigiimler

uygulayabiliriz. Bu donitigiimler agagidaki gibidir.
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Dy = Dy
- 1
§ = jparay (y — 40ps)
~ 1 B
Dy = W (hpy — 46y) (3. 33)

Yeni degiskenlerle (3. 27) denkleminin sanal kismu,

[(p.0% — £0p,) + (5,07 — §0p,)]k = 0 (3. 34)

halini alir. Denklemin bu gekli Wigner fonksiyonu igin,

& = 2(3* + p,%)

& =2(7" +p,%) (3. 35)

olacak gekilde k(&;, &) formunda bir ¢oziimii isaret eder. (3. 27) denkleminin reel

kismia,

0K 0K ’K 62K 1
m(fri—&) %, + %, +§18§12 2] W +Z2)EK (3. 36)

haline gelir. Bu denklemin ¢o6ziimi Laguerre polinomlarinin ¢arpimi geklindedir.

K(&,6) = ex )L, (&) L (&) (3. 37)
Burada,
1 .d™, . .
Lp(&) = ﬁe&dei(e g™ (3. 38)
seklindedir.
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Goriildiigii gibi klasik halde oldugu gibi iki boyutta yerdegigtirmeyen harmonik
salinici Wigner fonksiyonu da iki Laguerre polinomunun carpimi geklinde elde

edilmigtir.

3.3 Yerdegistirmeyen Koordinatlara Sahip Uzayda Landau Problemi
icin Wigner Fonksiyonu

Landau problemi, diizlem iizerinde bir elektronun diizleme dik ve iiniform bir
manyetik alan etkisinde hareketidir. Landau probleminin Hamiltonyeni agagidaki

gibidir.

1 eB 1 eB
H(Z,F) = —(ps — —y)* + —(py + —2)? .

Bu Hamiltonyende koordinatlar1 yerdegistirir kabul edip sadece #-deformasyonu
uygularsak yerdegistirmeyen koordinatlara sahip uzayda Wigner fonksiyonunu

bulabiliriz.

Hyp % U(7) = HycU(7) (3. 40)

Burada eB/mc¢ = w, olup siklotron frekansidur.

. 1 eB i = eB 10 =
Hye = —[(py — —(y — =05))> + (P, — — —0,)? 3. 41
vo =5l = = SA + G- S @+ TR (A
25: = % temsilini kullanirsak,
~ 1 eB 0 eB 0
il — Am 2 v Am 2 -~ D Yo 2
vo = gl = Sy P+ (B~ S )]
1 eB eB
= —((1 Dy — —1)° 1 py — —1)* .
[+ mpe— S (L Rpy = 5] (3.42)
Burada k = % seklinde bir sabittir. Bu noktada Hye Hamiltonyenine kargilik

gelmek iizere etkin Hamiltonyen tanimlayalim:
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(1+kK)2 s mw?_, @
H, = ER — Ypg). 3. 43
ot o 7+ 2 + 5 (zpy — yp2) (3. 43)

k, h’a bagh oldugundan klasik bir biiyiikliik degildir. ilgili Wigner fonksiyonunu

bulmak icin,

Het *1 Wl(?,?,ﬁ) = EWl(ﬁ,?,G) (3 44)

tanimini kullanalim. Bu egitlik tek degiskene bagli bir diferansiyel denklem

seklinde yazilabilir.

olmak tizere:

W, dw; 4
_ E = .4

Bu denklemi ¢ozmek icin,
4p
R=_— 3. 47

degigken doniigiimiinii yapalim. Bu durumda,

Wi =e>L(R) (3. 48)
elde ederiz ve (3. 46) denklemi,
d? d 1 FE
i —R)— — (== W, = 4
R (1= R — (5= )Wy = 0 (3. 49

haline gelir. Yukaridaki denklemin ¢6ziimleri L, (4R) formundaki Laguerre poli-
nomlaridir ve n = 0,1,... seklinde degerler almaktadir. Bu durumda Wigner

fonksiyonu,
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—2Hey 4H€
Win (P, T,0) =e s Ln(h—@t) (3. 50)

olur ve tek boyutlu hale gelir.

Bu durum gagirtic1 degildir zira sistem bir boyutlu harmonik saliniciya egsdegerdir.

Kanonik doniigiimleri uygularsak,

(3. 51)

ve etkin Hamiltonyen,

1
H, = 5(])12 + q12). (3 52)

olarak bulunur.

3.4 Yerdegistirmeyen Faz Uzay1 Koordinatlarina Sahip Uzayda Lan-
dau Problemi i¢cin Wigner Fonksiyonu

Yerdegistirmeyen koordinatlara sahip uzayda kuantum mekanigini, x; ve *y—
carpimlarini ayni anda kullanarak, ilgili Wigner fonksiyonunu bulmak i¢in yeniden
tanimlayalim. Bunun i¢in konumla beraber momentumu da deforme etmemiz

gerekir:

, = A
o = e#(%apy—ﬁpﬁm)_ (3. 53)

Burada k sabittir. Simdi yeni bir x-6zdeger denklemi tanimlayalim.



HxV =FEV.

(3. 54)

Denklemdeki H, (2. 86) denkleminde verilen ve simetrik ayarda Landau problem-

ine kargilik gelen Hamiltonyendir.

*—0zdeger denklemi asagidaki gibidir.

(H-BLy? 1 mipg?_ w9 —0,0,)

%[%3_5 6_5 kw(Op, Oy — Op,0s)]
D20, + k5,)) + ( () + )@y, — 3y,
BILP G — ™ G — $(yDs — pady, — 10, + 1y )]

%[%(xa@ - yaw) + k%(pxapy - pyapm)"i'
& (pyOy + Y0y, — kx0p, — kpy0;)] — E}Wy =0

Simdi yeni bir degigken tanimlayalim

E=H

(3. 55)

(3. 56)

(3. 55) denklemindeki sanal kisim sifira egit oldugundan denklem agagidaki hali

alir.

Wo(E) | dW,(€) _
e + b ) +EW2 (&) = EW(8).

—4a®(k,0,1) (¢

Denklemdeki o agagidaki gibi tanimhdir.

0% k2 w'm?  kw? 1. wm  kw

7.

o?(k,0,h) = L2 4 + (5 +—+ ) - h(—— +

16 16 'm 16 2 2 4 m

Tekrar yeni bir degigken tanimlarsak,

1= ok, 0,n)
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(3. 58)

(3. 59)



(3. 57) denklemi agagidaki sekilde yazilabilir.

(778 + - 1 +E)W2( )=0. (3. 60)
Yukardaki denklemde F = o (k ) dir. Burada
Wa(n) = e2 L(n) (3. 61)

alacak olursak L(n)nin agagidaki denklemi sagladigini goriiriiz.

[10,” + (1 —m)d, + B~ J]Ln) = 0. (3. 62)

L(n) = L,(4n) olup n = 0,1, ... degerlerini alir ve boylece yerdegistirmeyen
faz uzay:1 koordinatlarina sahip uzayda Landau problemi i¢cin Wigner fonksiyonu

asagidaki formu alir.

-1)" __=u 4H
Wou(P, 7, k,0) = ( TR Ly (————). 3. 63
2, (?a s vy ) 7Th € (Oé(k,e,h)) ( )
k’nin belli bir degerinde ilging bir durum gozlenmektedir. Bu deger,
— Ly 9
k ile birlikte o’nin da degeri agagidaki gekilde degismektedir.
B w?
o2 (ks, 0, 1) = 1;’ (3. 65)

Goriildiigii gibi «, #’dan bagimsiz olmakta ve bu da yerdegistirmezlik
parametresinin ortadan kalkmasi anlamina gelmektedir. Yani faz uzayinin
yerdegigtirmezlik iligkileri Oyle segilebilir ki sonugta varilan noktada kuantum

mekanigi yerdegistirmezlikten bagimsiz ¢ikabilir.

33



4 SONUCLAR

Yerdegistirmeyen koordinatlarda kuantum mekanigini formalize etmek igin
Wigner fonksiyonlar: kullanilmasi 6nerilmistir. Bu yontem, yerdegistirmeyen ko-
ordinatlar i¢in kuantum mekanigi icin genelde kullamlan yontemden degisik
olarak, hem kuantizasyonu hem yerdegistirmezligi klasik durumun deformasy-
onu olarak ele almaktadir. Normal kuantum mekanigindeki deformasyon kuan-
tizasyon yontemi kisaca orneklerle agiklanmigtir. Tki boyutlu diizlemde, sabit,
diizgiin ve diizleme dik bir manyetik alanda hareket eden yiiklii parcacik bu
baglamda caligilmigtir. Bunun icin ilk 6nce etkin bir Hamilton fonksiyonu mo-
mentum operatorlerinin ortalama degerleri kullanilarak tanmimlanmigtir. Bunun,
bir boyutlu harmonik salinici problemine egdeger oldugu goriillmiigtiir. Etkin bir
Hamilton fonksiyonu ile caligmak yerine hem tiim faz uzayi1 degiskenlerinin yer
degistirmedigi ve hem bunun hem de kuantum mekaniginin deformasyon olarak

ele alindigi sistem i¢cin Wigner fonksiyonlar1 bulunmugtur.
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