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_ ZAMAN GECIiKMELI SISTEMLERDE KARARLILIGI SAGLAYAN
DUSUK MERTEBELI KONTROLORLER VE POZITiF GERIBESLEMENIN
KARARLILIGA ETKiSi

OZET

Bir sistemin girisine verilen bir isaretin etkilerinin, sistemin ¢ikisinda belirli bir siire
farkla gozlemlenmesi seklinde kabaca tanimlanabilecek olan zaman gecikmesi, bircok
fiziksel sistem i¢in kaginilamaz fiziksel bir olgudur. Bu olgu bir¢ok nedenden meydana
gelebilse de, bir kontrol sisteminde zaman gecikmesi, genellikle temelde sistemin
kendi i¢ dogasindan, kontroldr kaynakli sebeplerden ve/veya sensorlerden meydana
gelmektedir.

Bir kontrol sisteminde zaman gecikmesi, 6zellikle miktan arttikca, sistem {izerinde
yadsinamaz etkilere sahip olur. Bu etkilere iki bakis acisiyla yaklasmak miimkiindiir;
bunlardan birincisi, zaman gecikmesinin sistem iizerinde ne gibi etkilerinin
olabilecegine dair sozel cikarimlardir. Ikincisi ve daha onemlisi ise, zaman
gecikmesinin sistemler iizerindeki etkilerinin matematiksel anlamda incelenmesidir.

Bu baglamda, dogrusal zamanla degismeyen (DZD) ve tek girisli tek ¢ikish (TGTC)
sistemler ele alindiginda, zaman gecikmesi bir kontrol ¢evriminin iginde yer aldigi
takdirde; kapali ¢cevrimli sistemin kararteristik ifadesi bir polinom yerine polinomsu
(quasipolynomial) ile ifade edilmektedir. Polinomsularin, polinomlardan en 6nemli
farki, sonsuz sayida koke sahip olmasidir; yani boyle bir durumda kapali ¢evrimli
sistemin kutup sayisi sonsuz olmaktadir. Belirtilen sistem cesidinde de sistemin
davranisi, kapali ¢cevrimli kutuplarin yerleriyle son derece iligkili oldugundan, zaman
gecikmesinin varligi, sistemin tasarlanmasim gii¢lestirdigi gibi, sistemin davranisini
analiz etmeyi dahi zorlastirmaktadir.

Bir kontrol sisteminden beklenen en ¢nemli ve olmazsa olmaz kriterin kararlilik
oldugu agiktir. Zaman gecikmesinin kararlilik iizerine etkileri de karmasiktir: Nihai
etkisi kararsiz yapic1 yonde olsa da, zaman gecikmesi, kararsiz bir sistemi kararl da
yapabilmektedir. Soyle ki, belirli bir zaman gecikmesine sahip bir sistem, kapal
cevrimde kararsiz iken, zaman gecikmesi artirildiginda, sag yar1 s diizlemindeki
kutuplart sol yan s diizlemine gecerek kararli hale gelebilmektedir. Ancak yine de
belirtilmelidir ki, zaman gecikmesi belli bir diizeyin iistiine ¢iktiginda sistem
kararsizliga gidecektir.

Bu tezde amaclanan temel husus, zaman gecikmesine sahip DZD ve TGTC sistemler
icin diisiik mertebeli kontrolor tasarimina iligkin literatiire katki saglamaktir. Bu
baglamda, bir tasarimci i¢in kiymetli bir bilgi niteliginde olan “kararlilig saylayan tiim
kontrolor parametrelerinin belirlenmesi” konusuna yogunlagilmistir. Buna ilaveten,
proses endiistrisinde sik¢a kullanilan ikinci mertebeden sistemler icin zaman
gecikmesinin yukaridaki paragrafta deginilen kararl1 yapici etkisinin hangi kosullarda
ortaya ¢iktig1 konusu arastirilmistir.
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Bu baglamda, tezde yapilan c¢alismalarin {izerine insa edilecegi bir kararlilik
yonteminin benimsenmesi sarttir. Literatiirde DZD ve TGTC sistemler icin yapilan
caligmalar incelendiginde, daha ziyade 3 temel yontemin esas alindigi rahatca
goriilebilir. Bunlar sik kullanilandan seyrek kullanilana dogru siralanacak sekilde;
Hermite-Biehler Teoreminin polinomsular icin genellestirilmis versiyonu, Nyquist
Teoremi ve Direkt yontemdir (direct method).

Bunlardan ilki olan Hermite-Biehler teoreminin polinomsular icin genellestirilmis
versiyonu, adindan da anlasilabilecegi gibi, meshur Hermite-Biehler Teoreminin
polinomsular i¢in genellestirilmis bicimidir. Bu yontem, literatiirde en sik kargilagilan
yontem olmakla birlikte, uygulanmasi uzun ve zahmetli adimlara sahiptir. Ayriyeten
bu yontem, belirli bir zaman gecikmesine sahip bir sistemin sadece o zaman gecikmesi
degeri icin kararli olup olmadigimi soyler; bu yontemle kag¢ kapali ¢cevrim kutbunun
sag yart s diizlemde yer aldigim tespit etmek kolay degildir. Yine bunlara ek olarak,
zaman gecikmesi arttitkca veya azaldikca sistem kararliliginin bundan nasil
etkilenecegi, sag yar1 s diizlemindeki kutup sayisinin degisip degismeyecegi
hususlarinda veri elde edebilmek de oldukga giictiir.

Ikincisi ise meshur Nyquist teoremidir. Sayica Hermite-Biehler teoremi kadar olmasa
da, bu yontem iizerine insa edilmis ¢ok sayida calisma literatiirde mevcuttur. Bu
teorem, karmasik fonksiyonlardaki argiimanlar ilkesine dayandigindan, polinomsular
icin de dogrudan kullanilabilir. Gerek Nyquist egrisinin reel eksene gore simetrik
olmasi, gerekse cizilen Nyquist egrisinin belli bir frekans degerinden sonra tahmin
edilebilir olmas1 nedeniyle, genellikle tiim frekans degerleri icin Nyquist egrisini
cizmeye gerek olmamaktadir. Bu baglamda Hermite-Biehler teoremine kiyasla
genellikle daha hizli sonug veren bir yontemdir. Ustelik belli bir zaman gecikmesine
sahip bir sistem i¢in, sistemin kararli olup olmadiginda ek olarak, o zaman gecikmesi
degeri icin kag¢ adet kapali ¢cevrim kutbunun sag yari s diizleminde oldugu da rahatlikla
belirlenebilir. Ancak zaman gecikmesi arttikca veya azaldikga, Nyquist egrisi
kestirilmesi zor bir sekilde degistiginden, zaman gecikmesinin degisimiyle sag yar1 s
diizlemindeki kutup sayisinin bundan nasil etkilenecegini tahmin etmek bu yontemle
kolay olmamaktadir.

Uciinciisii ve diger ikisine kiyasla literatiirde cok daha az rastlanilan metodoloji ise,
Walton ve Marshall’in 1987°de literatiire kazandirdig1 direkt metodudur. Bu yontem
ilgilenilen polinomsunun sadece belirli bir zaman gecikmesi i¢in kararliliginin ne
olacagim sdylemekle kalmaz; zaman gecikmesi uzayin1 her bir parcasi belli bir sayida
sag yar1 s diizlemi kutbu igerecek sekilde parcalara ayirir. Yani zaman gecikmesi
uygun bir sekilde artirilarak, hangi gecikme degerleri i¢in hangi yone (sol yari s
diizleminden sag yari s diizlemine veya tam tersi) kok gecisi olacagi tek tek tespit
edilir. Boylelikle zaman gecikmesi-sag yar s diizlemi kok sayis1 arasinda komple bir
harita ¢ikarilir ve zaman gecikmesi degistigi vakit, kararliligin ve sag yan diizlemdeki
kok sayisinin bundan nasil etkilenecegi kolaylikla anlasilabilir.

Bu tezde, belirtilen direkt yontem baz alinarak oncelikli olarak birinci mertebeden
sonlu sifira sahip zaman gecikmeli sistemler i¢in, kararliligi saglayan tiim P tipi
kontrolorlerin kiimesi analitik olarak hesaplanmistir. Birinci mertebeden tersi de
nedensel (biproper) olarak anilabilecek bu sistemler, kesin nedensel kardesleri kadar
olmasa da, fiize giidiimleyici dinamikleri, polikromatik ve yiiksek giiclii LEDlerin 1s1l-
elektriksel modelleri ve belirli kosullar altinda robotlarin kuvvet dinamiginin
modellenmesinde tasarimcinin karsisina ¢ikmaktadir. Tezde bu husuta elde edilen
sonuglar, frekans tanim bolgesinde modellenmis DZD ve TGTC sistemler igin
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literatiirde yer almamaktadir. 2010 yilinda yayinlanmis buna benzer olan tek ¢calismada
ise, sadece agik cevrim kararsiz olan tersi de nedensel birinci mertebeden sistemler
icin kararlilig1 saglayan kontrolorler kiimesi hesaplanmistir.

Bu tezde, bir onceki paragrafta belirtilen kararli kilan kontrolor kiimesine ek olarak,
sistem sifirmmin kararlihigir saglayan kontrolor kiimesine etkileri de agikca ortaya
konmustur. Bu baglamda, sistem sifir1 sag yari s diizleminde iken kararlilik kiimesinin,
sistem sifir1 sol yar diizlemdeyken bulunan kararlilik kiimesine kiyasla her zaman
daha dar olacag: analitik olarak ispatlanmistir. Ayrica sadece agik cevrim kararsiz
sistemler i¢in mevzu bahis olan, izin verilen en biiyiikk zaman gecikmesi (maximum
allowable time-delay) (IVEBZG) olarak adlandirilan hadisenin nicin ortaya ciktigi da
ele alinmis, sistemin kutbunun ve sifirinin bir fonksiyonu bi¢iminde, analitik olarak
elde edilmistir. Bir baska deyisle, anilan acik ¢evrim kararsiz sistemin, kapali cevrimde
bir P tipi kontrolorle kararli kilinabilmesi i¢in sistemin zaman gecikmesinin, degeri
sistem sifir ve kutbuyla dinamik olarak degisen IVEBZG’den kiigiik olmast sarttir.

Tezde elde edilen bir diger sonug ise, yine proses endiistrisinde sik¢a karsilasilan ikinci
mertebeden sonlu sifira sahip olmayan zaman gecikmeli sistemlerle alakalidir.
Normalde iki kutbu da sag yan s diizleminde olan ikinci mertebeden zaman
gecikmesine sahip olmayan bir sistem, bir P tipi kontrolorle kararh kilinamaz. Ancak
sistem zaman gecikmesine sahip oldugunda, ve zaman gecikmesinin sag yari s
diizleminden sol yan s diizleminde kutup gecirme 6zelligi bulundugunda, bu kararh
kilma durumu miimkiin olabilmektedir.

Bu baglamda, bu tip sistemlerin P tipi kontrolorle kararli kilinabilmesi icin gerek ve
yeter kosullar tiiretilmistir. Tiiretilen bu kosullardan hareketle, pozitif geri besleme
konfigiirasyonunun, negatif geribesleme konfigiirasyonuna gore daha etkili oldugu
saptanmustir. Oyle ki, zaman gecikmesinin sol yar1 s diizlemine kok gecirme 6zelligi
bulundugunda, sistem negatif geri besleme konfigiirasyonunda iken bulunan bu gerek
ve yeter kosullar saglanmak zorunda degil iken, pozitif geribesleme
konfigiirasyonunda ise, gerek ve yeter kosullar saglayan en az bir zaman gecikmesi-
kontrolor ikilisi mevcut olacaktir. Bu baglamda, her iki konfigiirasyon icin sistemi
kararl kilacak kontrolor kiimesi de analitik olarak ayr ayri hesaplanmistir.

Ayriyeten, gerek ve yeter kosullarin sonsuz bolge i¢in saglandigi 6zel bir durum olan
2. mertebeden zaman gecikmeli osilator durumu da ele alinmis, bu yapilar icin hem
pozitif hem de negatif geri besleme altinda, zaman gecikmesi-kontrolor diizleminde
sonsuz adet kararlilik bolgesinin bulundugu gosterilmistir. Bu durumda, pozitif
geribeslemenin etkinligi daha da agik bir sekilde goriilmektedir. Ayrica bu durum igin
bulunan sonuglar, zaman gecikmesi iizerinde parametrik bir belirsizlige sahip olan
sistemler icin de genisletilmistir.
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CALCULATION OF ALL STABILIZING LOW-ORDER CONTROLLERS
FOR TIME-DELAY SYSTEMS AND EFFECTS OF THE POSITIVE
FEEDBACK TO THE STABILITY

SUMMARY

Time-delay, which can be loosely defined as the time lag between the input and the
output of a control system, is almost an inevitable phenomenon for most of the physical
systems. In control systems, this phenomenon may be caused by several factors; but
the most general contributors are the intrinsic dynamics of the physical system itself,
the controller, which is probably running a complex control algorithm, and/or the
sensors which needs time to analyze the data.

When the effects of the time-delay to the system is analyzed, its effects become
nonnegligible, especially when the amount of the time-delay gets larger. To understand
and explain the effects of the time-delay on the control systems; two approaches can
be adopted: verbal explanations of the possible effects of the time-delay on the system
and the explanation of the effects by means of the mathematics.

In this way, the focus will be given to the mathematics: When a linear time invariant
(LTI) and a single input single output (SISO) system is considered, the closed loop
structure no longer forms a polynomial: when time-delay is inside the control loop, the
closed loop structure forms a quasipolynomial. The main difference between a
polynomial and a quasipolynomial is that the latter has infinite number of roots;
implying that the related closed-loop system possess infinite number of closed-loop
poles. Since the behavior of a LTI-SISO system is strongly related with the location
of the closed-loop poles; the existence of the time-delay complicates the design process
of a control system, even it complicates the analysis of it.

As expected, the first and the foremost important criterion of a control system is the
stability. As on the other criteria, the effects of time-delay on the stability criterion is
rather complicated. Even if this effect is finally in the destabilizing way, time-delay
may be sometimes stabilizing, as well. That is; if a system is unstable for a specified
value of time-delay, it may become stable when the time-delay is increased.
Nevertheless, it should be mentioned that, the system becomes unstable eventually,
when the time-delay is increased.

In this thesis, the main aim is to contribute to the literature about the low order
controller design issues for LTI SISO time-delay systems modeled in the frequency
domain. In this way, it is focused on the concept of the analytical determination of all
stabilizing controller parameters; which is an invaluable information for the designer.
Additionally, second order time-delay systems, which is generally utilized in process
industry to approximately model the physical systems, are taken into account, and it is
investigated that under which circumstances the stabilizing effect of the time-delay
emerges.
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As might be expected, in order to construct such kind of studies, it is necessary to
decide the suitable stability analysis methodology as the basis. In the works about LTI
SISO time-delay systems in the literature, it can be observed that three distinct stability
methods are usually employed: Hermite-Biehler Theorem for Quasipolynomials,
Nyquist Theorem and the Direct Method.

The first and the most frequently used one, Hermite-Biehler Theorem for
Quasipolynomials is the generalized version of the well-known Hermite-Biehler
theorem for quasipolynomials. This methodology has quite long steps which are
tedious to apply. Moreover, this method tells only the system is stable or not, for a
fixed value of time-delay. In other words, using this method, it is hard to determine
the number of right half s plane closed loop poles. Furthermore, it is hard to detect the
effect of varying the time-delay on stability and on the number of right half s plane
closed loop poles.

The second frequently used one is the well-known Nyquist theorem. As this theorem
is based on the principles of argument on complex functions, it can be used for
quasipolynomials as it is, without any further modifications. In general, plotting the
entire Nyquist plot is unnecessary; since the plot is symmetric for negative frequencies
about the real axis and since the plot is generally predictable for sufficiently great
frequencies. These facts greatly facilitates to construct the whole shape of the plot;
thus resulting in a more easy to apply and faster methodology than the Hermite-Biehler
Theorem offers. Moreover, in addition to assessment of the stability for a fixed time-
delay, the number of the right half s plane closed loop poles can be determined using
Nyquist Theorem. However, when the time-delay varies, it is difficult to determine the
change in the number of the right half plane poles, due to the unpredictable changes of
the Nyquist plot. In other words, in most of the cases, the Nyquist plot must be plotted
again, should the time-delay be changed.

The third and the most rarely employed one is the direct method, which is proposed
by Walton and Marshall in 1987. This methodology not only tells the stability of the
closed-loop system for a fixed value of the time-delay, but also divides the delay space
into intervals for which the number of the right half s plane roots is fixed. That is, the
entire delay space is detected by increasing the delay value, and it is tracked for which
values of the time-delay a root pair crosses the imaginary axis along with the direction
of the crossing (left to half or vice versa). Therefore, a complete map is constructed
between the delay space and the number of the right half s plane closed-loop poles.
This fact also implies that, the relation between the variations of the time-delay and
the number of the right half s plane closed-loop poles can easily be obtained.

In the proposed thesis, first of all, the frequently employed stability methods are
compared concisely. Then in order for the reader to follow the thesis easily, a brief
overview about the direct method is given. Then the methodology is applied to two
different systems as examples in order to dispel any confusions and/or obscurations.

Then by taking the direct stability method as the basis, all stabilizing P type controllers
are analytically determined for first order biproper systems with time-delay. Even
though they have not a widespread application area compared to the strictly proper
ones, biproper first order transfer functions can be utilized to approximately model the
seeker dynamics in the autopilot mechanism of the missiles, the thermal-electric model
of the polychromatic and the high power LED luminaries and the force dynamics of
the robots under particular circumstances. When the results obtained in the thesis about
such kind of systems are considered, it can be contentedly mentioned that they do not
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exist in the literature for LTI SISO systems modeled in the frequency domain. In a
study proposed in 2010 a similar problem is covered, but only the open-loop unstable
plants are taken into consideration there.

In addition to analytically determination of the all stabilizing set, the effects of the zero
of the plant to this stabilizing set is clearly investigated. In this way, when the zero of
the plant is on the right half plane, the stabilizing set always results in a narrower set,
when compared to the case where the zero of the plant is on the left half plane.
Moreover, the fact of maximum allowable time delay (MATD), which is only the case
for the open-loop unstable plants, is investigated and clearly interpreted why this
phenomenon occurs only for open-loop unstable plants. Additionally, MATD is
explicitly expressed as a function of the location of the zero and the pole of the plant.
To state succinctly, the value of the time delay must be smaller than the MATD, in
order for the plant to be stabilized by a P type controller.

Another result obtained in this thesis is about the second order systems without a finite
zero with time-delay, which is frequently used to approximately model most of the
processes in the industry. As might be expected, any second order system possessing
two right half s plane poles cannot be stabilized by a P type controller, when the system
does not include a time-delay. However, when the system possesses a time-delay, and
when the time-delay has the effect of passing the poles from right half s plane to left
half s plane, such a stabilization becomes possible.

In that way, first of all it is clearly expressed under which circumstances the time-delay
has the effect of passing the poles form right to left and the sufficient condition is
analytically derived. This condition, indeed, is related with the relative distance of the
right half plane poles of the system to the imaginary axis. After that the necessary and
sufficient conditions are derived for such kind of systems to be stabilized by a P type
controller. While this derivation process, it is proved that, positive feedback
configuration has much more stabilizing effect than the negative feedback
configuration, which is an astonishing result under normal circumstances. In other
words, the necessary and sufficient conditions for stabilizability are always satisfied
for positive feedback configuration; whereas this satisfaction does not necessarily hold
for negative feedback configuration. That is, if the time delay has the effect of passing
the poles from right half s plane to the left half s plane, then employing a positive
feedback configuration, a stabilizing delay-controller pair is guaranteed to be found,
which is not the case for the negative feedback configuration. Additionally, the all
stabilizing P type controller sets for both cases are derived analytically under the
assumption that the necessary and the sufficient conditions for stabilizability are
satisfied.

Moreover, the second order oscillators, for which the necessary and the sufficient
conditions are satisfied for VkeEN, are taken into account, and all stabilizing P
controllers are derived for each of the positive-negative feedback case. In this
derivation, it is evidenced that the stabilizing regions in the delay-controller plane is
infinite, and it is also proved that a stabilizing controller set can be always found,
whatever the delay value is; except some distinct points in the delay space. In this
special type second-order systems, the superiority of positive feedback effect against
negative feedback is better shown. Additionally, the results are extended to the case,
for which the oscillator has an uncertain time-delay.
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1. GIRIS

Zaman gecikmesi, kabaca fiziksel bir sistemin girisi ile ¢ikisi arasindaki 6lii zaman
olarak nitelendirilebilir. Bir bagka deyisle, sistemin girisine verilen bir isaretin

etkilerinin, ¢ikista belli bir siire farkla gdzlemlenebilmesidir.

Fiziksel sistemlerin dogas1 geregi bir¢ogunda var olan ve/veya kontrol
uygulamalarinda dolay1 sisteme dahil olan zaman gecikmesi, temelde asagida

siralanan sebeplerden dolayi ortaya cikabilir [1]:

a) Fiziksel sistemlerde enerji veya kiitle tasinimi, ve/veya bilgi iletimi gibi fiziksel

olaylar sirasinda harcanan zaman.

b) Sistemin kendisi seri baglamis bir¢ok alt sistemden olusuyorsa, her bir alt sistem

arasindaki iletimde harcanan toplam zaman.

c¢) Sistemin kontrolii esnasinda, eger kontrolor karmasik bir kontrol algoritmasini

gerceklemeye c¢alisiyor ise bu hesaplama-ger¢ekleme esnasinda harcanan zaman.

d) Kapali ¢evrimli kontrolde, ¢ikistan bilgi alan sensorlerin, kendilerine gelen veriyi

analiz edebilmeleri i¢in harcanan zaman.

Zaman gecikmesi, bir cok fiziksel sistemde sistemin dogasi geregi var olan ve genel
olarak sistemin kontrolii diisiiniildiigiinde, performansini olumsuz olarak etkilemeye
meyilli fiziksel bir olgudur. Daha agik ifade etmek gerekirse, zaman gecikmesi yokken
kararli olan ve klasik kontrol teorisi agisindan istenilen performans kriterlerin saglayan
bir sistem, kendisine bir miktar zaman gecikmesi eklendiginde Once performansi
bozulacak, daha sonra bu gecikme daha da arttiginda ise kararsiz olmaya baslayacaktir.
Hatta zaman gecikmesi arttik¢a sistemi kararli kilmak neredeyse imkansiz hale

gelecektir.

Ancak isin sasirtici kismi, bazi hallerde zaman gecikmesi yokken belirli bir kontrol
yapisiyla kararh kilinamayan bir sistem, belirli miktarda bir zaman gecikmesi sisteme
ilave edildiginde ayni kontrol yapisiyla kararli hale getirilebilmektedir. Fakat zaman

gecikmesinin degeri yeterince arttikga sistem nihai olarak kararsizlia gidecektir.



Ozetle, zaman gecikmesinin sistem iizerine olumlu etkileri olabilse de bu durum

olumsuz etkilerine kiyasla oldukga dar bir kiimeyi temsil etmektedir.

Zaman gecikmesinin sistem kontrolii acisindan yukarida deginilen etkilerine daha
teknik bir acidan yaklasilacak olursa, bu olumsuz (veya kismen olumlu) etkilerin

sebeplerine 2 farkli gozliikle bakilabilir.

Bunlardan ilki, kontrol sisteminin giris ve cikis iligkileri de gdz Oniine alindiginda,
zaman gecikmesinin sistemin iseyisi iizerinde nasil etkilerinin olacagina dair sozel

cikarimlardir. Bunlarin bir kismi kabaca asagidaki gibi siralanabilir [1]:

a) Cikis veya kontrol edilen degisken iizerine binen; kestirilen veya kestirilemeyen

bozucularim etkileri belirli bir zaman gegcmeden gézlemlenemez.

b) Herhangi bir t anindaki kontrol aksiyonunun, kontrol edilen degisken iizerindeki

etkileri yine belirli bir zaman ge¢gmeden gozlemlenemez.

¢) Yine herhangi bir t aninda, o anki goriinen ¢ikis hatasim diizeltmek icin iiretilen
kontrol isareti, aslinda t anindan daha once olusmus bir ¢ikis hatasim diizeltmeye

calisiyor olabilir.

Bunlardan ikincisi ise, daha teknik analizlere ve meseleye daha sentezci yaklagima
olanak verecek olan matematiksel yaklagimdir. Bilindigi gibi, dogrusal zamanla
degismeyen (DZD) ve tek giris tek cikisli (TGTC) bir kontrol sisteminin davranigini
belirleyen unsurlar, kapali ¢cevrim kutuplaridir. Bir sistemin belirli bir performans
gostermesi istendiginde kutuplarin s diizleminde yerlesmesi gereken bolgeler bellidir;
ve kapali cevrimli sistem olusturulurken, kutuplarin bu bolgelerde olmasini saglayan
kontrolorler tasarlanir. Duruma gore, eger sistem yiiksek mertebedense, bazi kutuplar
baskin bolgeden uzaklastirilarak etkileri ihmal edilebilecek hale getirilir. Ancak zaman
gecikmeli bir sistem kapali ¢cevrime alindiginda, ne yazik ki kapali ¢cevrim kutuplarinin
sayis1 sonsuz olmaktadir; ve hatta belirli kosullar gerceklestiginde bu kutuplar sag yari
diizlemde de ortaya cikabilmektedir [2]. Veya sol yan diizlemde ortaya ¢ikan bu
kutuplar, zaman gecikmesi arttikca Onlenemez bir sekilde sag yarn diizleme

gecebilmektedir.

Yine tam tersi bir sekilde, zaman gecikmesi yokken sag yar1 diizlemde kutbu/kutuplar
bulunan bir sistemde, belirli bir zaman gecikmesi aralig1 i¢in bu kutuplar sol yari
diizleme gecerek sistemi kararl hale getirebilmektedir. Ancak daha 6nce de belirtildigi

izere, zaman gecikmesi arttiginda nihai etki, sistemi kararsiz yapma yoniindedir.

2



Stiphesiz ki hem sozel yaklagimla olsun, hem de matematiksel yaklasimla olsun,
zaman gecikmesinin varlig1 kontrolor tasarimini zorlastiran bir unsurdur. Ciinkii yine
matematiksel acidan bakildiginda, zaman gecikmesiz sistemlerde kontroldr, kapali
cevrim kutuplarim istenen yerlere atmaya yarayan bir mekanizmadir. Ancak kapali
cevrim kutbu sayis1 sonsuz oldugunda, klasik kontrolor tasarim yontemlerinin bircogu

maalesef kullanilabilirligini yitirmektedir.

Giiniimiiz endiistrisinde oldukga sik kullanilan kontrol yapilarindan olan PID ve onun
tiirevleri (P, PI, PD) icin de bu durum sz konusudur. Zaman gecikmesiz sistemler i¢in
literatiirde bu tarz kontrolorlerin tasarimi i¢in bir¢ok calisma mevcuttur. Ancak bu
calismalardan bir¢ogu, zaman gecikmesinin varliginda kullanilamaz hale gelmektedir.
Ozetlemek gerekirse, zaman gecikmeli sistemlerde kontroldr tasarimi zaman
gecikmesiz sistemlerdeki kadar kolay degildir ve bu durum son 10-20 yildir

arastirmacilarin bir hayli ilgisini ¢cekmektedir.

1.1 Tezin Amaci

Bu tez calismasi hazirlanirken giidiilen amaglardan biri, frekans tanim bolgesinde
modellenmis belirli grup tek zaman gecikmesine sahip sistemler icin kararliligi
saglayan tiim diisiik mertebeli (P, PI PD ve PID) kontrolorlerin kiimesinin analitik
olarak hesaplanmasidir. Kararliligi saglayan tiim kontrolorlerin hesaplanmasi,
tasarimcilar i¢in kiymetli bir bilgidir; zira ilgilenilen sistemde tasarim kriterleri
degisecek olursa, bu bilginin varligi, tasarimei icin kontrolor parametresi se¢iminde
bir kisit teskil eder ve/veya tasarimciyr denenecek yeni kontrolor parametrelerinin
sistemi kararli yapip yapmadig1 hesabindan kurtarir. Bu baglamda, gozetilen temel
hedefler ise ilgilenilen sistemin fiziksel diinyada rastlanabilir ve/veya tasarimcilarin
karsisina ¢ikan tiirden olmasi, yine ilgilenilen sistemler icin literatiirde bu tarz analitik

bir ¢6ziimiin var olmamasi ve literatiire bu baglamda katki saglanmasidir.

Bir diger amaglanan husus ise, daha Onceki boliimde belirtildigi gibi, zaman
gecikmesinin kararsiz yapici etkisine kiyasla daha sinirli olan kararli yapicr etkisinin,
hangi kosullar altinda ortaya ¢iktiginin, yine frekans tanim bolgesinde modellenmis
belirli grup tek zaman gecikmesine sahip sistemler i¢in analitik olarak incelenmesidir.
Buna ek olarak yine ilgilenilen sistem cesidinin endiistride karsilagilabilir tiirden
olmasi, ve yine kararlilig1 saglayan tiim diisiik mertebeli kontrolorlerin hesaplanmasi

da tez kapsaminda giidiilen amaglar arasindadir.
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1.2 Tezde Kullanilan Yontem

Bu tez kapsaminda, zaman gecikmeli sistemler icin kararliligi saglayan kontrolor
kiimelerinin hesaplanmasi ve zaman gecikmesinin kararli yapici etkisinin irdelenmesi
hedefi diisiiniildiigiinde, caligmalar1 iizerine inga edecek bir kararlilik metodolojisinin
benimsenmesi gerekmektedir. DZD ve TGTC sistemler i¢in asimptotik kararliligin
indirgendigi nokta, frekans tamim bolgesi icin tiim kutuplarin sol yari1 diizlemde
olmasinin gerekliligidir. Sonug olarak zaman gecikmesiz sistemler i¢in bu kararliligin
tespiti, son kertede, bir polinomun sonlu sayidaki koklerinin tamaminin sol yari
diizlemde olup olmadiginin belirlenesine indirgenir. Haliyle bu durumun tespiti i¢in

literatiirde uygulanmasi basit bircok yontem mevcuttur.

Bu kapsamda degerlendirilecek zaman gecikmeli sistemler i¢in de kararlilik mevzusu
son noktada aymidir: tiim kutuplarin sol yar1 diizlemde olmasi gerekir. Ancak buradaki
en biiyiik fark, sistemin karakteristik ifadesinin bir polinom degil polinomsu(quasi-
polynom) ile ifade edilmesi, bir bagka deyisle kapali ¢cevrim kutup sayisinin sonsuz
olmasidir. Bu durum, zaman gecikmesiz sistemlerde kullanilan ve hizli bir sekilde
kararlilig1 belirlemeye yarayan bir¢cok metodolojiyi uygulanamaz kilar. Dogal olarak
sayica zaman gecikmesiz sistemler icin olanlar kadar olmasa da, literatiirde zaman
gecikmeli sistemler i¢in kararliligr belirlemeye yarayan bagka yontemler mevcuttur.
Ancak tahmin edilebilecegi gibi bahsedilen yontemlerin hicbiri, zaman gecikmesiz
sistemlerdeki gibi hizli ve kolay bir sekilde kararliligi saptamaya yarayan yontemler

degillerdir.

Bu yontemler arasinda literatiirde en ¢cok kullanilani, yani bir bakima en popiiler olan,
meshur Hermite-Biehler Teoreminin polinomsular i¢in genellestirilmis versiyonudur.
Bunun kadar sik olmasa da Nyquist Teoremi baz alinarak hazirlanmis 6nemli sayida

caligma yine literatiirde mevcuttur.

Bu tezde temel olarak kullanilan kararlilik metodolojisi ise Walton ve Marshall
tarafindan literatiire 1987 yilinda kazandirilan direkt yontemdir (direct method) [2].
Bu kararlilik yontemi, zaman gecikmeli sistemlerin kararliliginin belirlenmesi igin
oldukga giiclii bir yontemdir, zira diger iki metodolojiye kiyasla, sag yar1 diizlemdeki
kutup sayisinin zaman gecikmesinin etkisiyle nasil degisecegi hakkinda da onemli

fikirler verir. Yontemin detaylan tezin ilerleyen boliimiinde anlatilacaktir. Ancak tim



avantajlarina ragmen literatiirde bu yontemin baz alinarak hazirlandig1 pek az calisma

mevcuttur.

1.3 Tezde Elde Edilen Sonuclar

Bu tezde, bahsedilen hedefler dogrultusunda ve kullanilan metodoloji ¢ergcevesinde,
ilk olarak 1. mertebeden sonlu sifira sahip, yani tersi de nedensel (bi-proper) sistemler
ele alinmistir ve kararlilign saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi analitik olarak
hesaplanmistir. Bu problem, hem agik ¢evrim kararli ve acik cevrim kararsiz sistemler
diisiiniildiigiinde literatiirde agik bir problemdir. Aym1 zamanda, agik ¢cevrim kararsiz
sistemlerdeki zaman gecikmesi ancak belli bir degerin altinda ise, sistemi kararli kilan
kontrolérlerin kiimesinin var olabildigi gosterilmis, ve izin verilen en biiyiikk zaman
gecikmesi (maximum allowable time-delay) adi verilen bu durumun neden ortaya
ciktigr ifade edilmistir. Ayn1 zamanda izin verilen en bilyiik zaman gecikmesi, sistemin

kutup ve sifirin yerlerinin bir fonksiyonu olarak hesaplanmstir.

Belirtilenlere ilaveten, 2. mertebeden, sonlu sifira sahip olmayan ve iki kutbu da sag
yart diizlemde olan sistemler ele alinmistir. Normalde zaman gecikmesine sahip
olmadig1 takdirde P kontrolorle kararli yapilamayacak olan bu sistemlerde, zaman
gecikmesinin hangi sartlar gerceklesirse, sag yar diizlemden sol yan s diizlemine
kutup gecirmesinin miimkiin olacag: tespit edilmistir. Bu sartlar1 saglayan sistemlerin
de hangi kosullar altinda kararli yapilabileceginin gerek ve yeter kosullar1 analitik

olarak tiiretilmistir.

Bu kosullardan hareketle, bu tarz sistemleri kararli kilmada, sasirtic1 bir sekilde pozitif
geri beslemenin, negatif geri beslemeye nazaran daha etkili oldugu kesfedilmistir. Bir
baska deyisle, negatif geri besleme s6z konusu oldugunda, sistemin kararl
yapilabilirligi i¢in gerek ve yeterli kosullarin saglanmasi garanti degilken, pozitif geri
besleme s6z konusu oldugunda, gerek ve yeter kosul kesinlikle saglanmaktadir. Yani
zaman gecikmesinin sag yar1 diizlemden sol yan diizleme kutup gecirme 6zelligi var
ise, pozitif geri besleme kullanildiginda, sistemi kararh kilacak bir zaman gecikmesi-

kontrolor ikilisi mutlaka bulunacaktir.

Bu sonuglara ilave olarak, ele alinan, yani 2.mertebeden iki kutbu da sag yar diizlemde

olan sistemler i¢in pozitif geri besleme durumunda, ve geri besleme durumunda,



kararliligl saglayan tiim zaman gecikmesi-kontrolor ikililerinin degerleri ayr1 ayri

analitik olarak hesaplanmistir.

Son olarak, bahsedilen bu calismanin 6zel bir durumu olan, gerek ve yeterli kosullarin
sonsuz kez, yani VKEN icin saglandig: ikinci dereceden osilatorler ele alinmistir. Bu
yapida bir sistem, zaman gecikmesi yokken bir oransal kontrolorle kararl
kilinamazken, zaman gecikmesinin varliginda kararli kilmabilmektedir. Ustelik
sistemin barindirdigi zaman gecikmesinin degeri ne olursa olsun, gecikme uzayindaki
bir takim tekil noktalar haric¢, kararliligi saglayan bir kontrolor kiimesi mutlaka
bulunmaktadir. Sasirtici olan sonuglardan bir tanesi de, bu kararliligi saglayan
kiimelerin ya tamamen pozitif degerlerden ya da tamamen negatif degerlerden
olustugudur. Bagka bir deyisle, sistemi kararli kilan kontrolor kiimesi pozitif kazan
degerlerinden olusuyorsa, sistemi negatif kazang degerleriyle kararl kilmak imkansiz
olacaktir. Ayn1 sekilde, bu durumun tersi de gegerlidir. Bulunan sonuglara ek olarak
calisma zaman gecikmesi iizerinde parametrik belirsizlige sahip olan sistemlere de
genisletilmis ve bu tarz sistemler i¢in de kararlilig1 saglayan tiim P tipi kontrolorlerin

kiimesi hesaplanmustir.



2. KULLANILAN KARARLILIK YONTEMi

Bilinecegi ve de tahmin edilebilecegi iizere kararlilik, bir kontrol sisteminden
beklenebilecek ilk ve en 6nemli kriterdir. Eger bir kontrol sistemi kararlilik kriterini
yerine getirmezse, kontrol sistemleri i¢in belirlenmis olan diger tiim performans
kriterlerinin hepsi anlamsiz bir hal alir. Bu durum, endiistride kullanilan gercek fiziksel
sistemler de isin icine katilarak diisiiniilecek olursa, kontrol edilen sistemin kararsiz
olmasi, sistemin tiimiiniin veya bir boliimiiniin arizalanmasi, kullanilamaz hale
gelmesi, infilak etmesi vb. ciddi sonuglara neden olabilir. Haliyle bu gibi durumlar da
ciddi boyutta maddi zararlara ve/veya insan saghigimi tehdit edecek durumlara
sebebiyet verebilir. Dolayisiyla kararlilik, kontrol edilen bir sistemin {iizerinde

tasarlanacak kontroloriin sisteme saglatmasi gereken olmazsa olmaz bir kosuldur.

Daha onceden de belirtildigi gibi matematiksel olarak ele alindig: takdirde kararlilik,
DZD ve TGTC sistemler i¢in tiim kapali ¢cevrim kutuplarimin sol yar diizlemde
olmasim gerektirir. Ozellikle kontrol ¢evrimi icerisinde zaman gecikmesi bulunan
sistemlerde, kapali ¢evrimde sonsuz kapali ¢cevrim kutbu bulundugundan, zaman
gecikmeli sistemlerin kararliligini belirlemek, zaman gecikmesiz sistemler kadar kolay
degildir. Yine de literatiirde, zaman gecikmeli sistemlerin kapali cevrimde olusturdugu
yap1 olan polinomsularin tiim kutuplarinin sag yar diizlemde olup olmadigini tespit

etmeye yarayan kiymetli yontemler mevcuttur.

Yontemler icerisinde literatiirde en sik kullanilanlara ¢ok kisaca deginmeden Once,
yontemlerle ilgili yapilacak agiklamalart somutlagtirmak adina, tez kapsaminda

asagidaki kontrol yapisi ele alinacaktir:

+
u.(t) esk G(s) y(t)

Sekil 2.1 : Tezde kullanilacak temel kontrol yapisi.



Burada L zaman gecikmesini (L>0), e* zaman gecikmesinden dolayr Laplace
doniisiimii neticesinde ortaya ¢ikan ifadeyi, G(s) sisteme iliskin transfer fonksiyonunu,
uc(s) ve y(s) de sirasiyla giris ve ¢ikis isaretlerini ifade etmektedir. Burada G(s)’in

asagida verilen yapida oldugu varsayilacaktir:

N(s)
D(s)

G(s)= 2.1)

Burada ifade edilen N(s) ve D(s) polinomlari ise sirasiyla pay ve payda polinomlaridir

ve bunlarin asagidaki gibi oldugu varsayilacaktir:

N(s)=b, s" +b, s"" +...+bs+b,

D _ n n-1 (22)
(8)=a,"+a, s +...+tas+a,

Eger sekil 2.1°deki kontrol yapisindan da hareketle kapali cevrim transfer fonksiyonu
cikartilacak olursa, sistemin kutuplarimi belirleyen, sistemin karakteristik ifadesi

asagidaki gibi elde edilir:
P(s,L)=D(s)+ N(s)e™" (2.3)

Burada dikkat ¢ekilmesi gereken nokta, sekil 2.1°de verilen kontrol yapisindaki zaman
gecikmesi ifadesinin, ileri yol yerine geri besleme kisminda olmasinin, karakteristik
ifade acisindan, yani kapali cevrim sistem kutuplarn acisindan bir sey fark
ettirmeyecegidir. Dogal olarak, zaman gecikmesi kontrol ¢evriminin i¢inde kaldigi
miiddetge, kapali ¢cevrim kutuplan ve kararlilik agisindan bu sistemler esdeger kabul
edilebilir. Yani bir baska deyisle, sekil 2.1 ile verilen kontrol yapisi, problemin ele
alinis bi¢imi itibariyle, zaman gecikmesi terimini kontrol ¢evrimi icerisinde herhangi

bir yerde icerebilir.

Literatiirde mevcut olan kararlilik yontemlerine gelinecek olursa, sekil 2.1 ile verilen
kontrol yapisinda olan sistemler icin, literatiirdeki caligmalarin agirlikli olarak 3 temel
kararlilik yontemi iizerine insa edildigi goriilebilir. Bunlardan ilki ve de goreceli olarak
literatiirdeki ¢aligmalarda en c¢ok kullanilani, Hermite-Biehler Teoreminin
polinomsular i¢in genellestirilmis versiyonudur [3]. Bu kararlilik yontemi, kapali
cevrimli sistemin olusturmus oldugu ve (2.3) ile verilen polinomsunun e ile ¢arpilip,
reel ve imajiner kisimlarinin ayristirtlarak, bunlarin koklerinin tamamen reel ve sirali
olup olmadiginin ve ilave olarak polinomsunun faz agisinin monoton artan 6zellige

sahip olup olmadiginin tespitine dayanir. Bu kararlilik yontemi, uygulamasi oldukca



zahmetli ve adimlar1 uzun siiren bir yontemdir. Ayrica yine bu kararlilik yontemi sabit
bir L degeri i¢in yalmizca sistemin kararli olup olmadigimi soyler; fakat sag yari
diizlemde kag¢ adet kapali cevrim kutbu oldugu bilgisini elde etmek oldukg¢a giictiir.
Buna ilaveten, yine L degeri arttik¢a veya azaldik¢a sistemin kararlilifinin bu
durumdan nasil etkileneceginin tespit edilebilmesi de oldukca zordur. Yani bu
yontemle zaman gecikmesinin kararli yapma etkisine yonelik analitik ¢ikarimlar
yapabilmek neredeyse imkansizdir. Barindirdigi bu dezavantajlarma ragmen

literatiirde ise bu yontem baz alinarak hazirlanmis bir¢ok ¢calisma mevcuttur [4-12].

Deginilmesi gereken ikinci kararlilik kriteri ise meshur Nyquist teoremidir. Frekans
cevabi temelli bir yontem oldugu icin, zaman gecikmeli sistemlerde de degisiklige
ugratilmadan direkt olarak kullanilabilir. Bu yontem, grafiksel temelli bir yontem
oldugu ve genel olarak Nqyuist egrisinin tamamini ¢izmenin ¢ogu durumda gerekli
olmadig icin, uygulamasi ve adimlari Hermite-Biehler teoreme gore daha basittir.
Ustelik kararlihik analizi tamamlandiginda, sag yari diizlemde kag adet kapal1 cevrim
kutbunun tespiti de miimkiin olmaktadir. Ancak bu yontemde de zaman gecikmesi
arttikca veya azaldikca, faz agisinda ortaya ¢ikan -Lo terimi Nyquist egrisinin seklini
(genlik sabit kalacak sekilde) kestirilmesi zor bir sekilde degistirdiginden, zaman
gecikmesinin kararl yapici etkisi hakkinda analitik ¢ikarimlar yapmak yine kolay
olmamaktadir. Literatiirde, sayica Hermite-Biehler Teoremi ile hazirlananlar kadar

olmasa da, bu yontem baz alinarak hazirlanmis bir¢ok calisma mevcuttur [13-18].

Yukarida bahsedilen diger iki yonteme gore cok daha az kullanilan yontemlerden biri
de Walton ve Marshall tarafindan literatiire kazandirilan direkt yontemdir (direct
method) [2]. Bu yontemle once (2.1) ile verilen zaman gecikmesiz sistemin
kutuplarinin yerleri belirlenir. Daha sonra ise sisteme sonsuz kiiciik bir zaman
gecikmesi ilave edilir ve bu durumda ortaya ¢ikan sonsuz sayidaki kutup s diizleminde
sonsuzda yer alir. Burada yine (2.1)’in bagil derecesine baglh olarak bu kutuplarin
hangi yan diizlemde ortaya ¢iktigi belirlenir ve hepsinin sol yar diizemde ortaya
ciktifindan emin olunduktan sonra, artan L degerleriyle kutuplarin jo ekseninden her
iki yone de gegislerinin de hangi frekanstan ve hangi L degerleri icin olacag1 tespit
edilir. Burada gecise neden olan L degerleri iliskili ® degerine bagli olacak sekilde
2n/w ile periyodiktir. Bu sekilde (0 o) arasindaki tiim L degerleri i¢cin sag yari
diizlemde kag adet kutup bulunacagi agik bir sekilde belli edilmis olur. Ayrica sabit

gecikme degerine sahip bir kontrol sistemi i¢in, L’nin artmasi veya azalmasiyla



kararliligimm bu durumdan nasil etkilenecegi rahatlikla tespit edilebilir; bu durum
hakkinda analitik ¢ikarimlar yapilabilir. Tiim bu avantajlarina ragmen bu calisma baz
alinarak inga edilmis ¢cok fazla ¢alisma yoktur; olanlarin ¢cogu da bu tezin yazarlarina

aittir [19-24].
Yontemin detaylarina gegilecek olursa, yontem 3 adimda ifade edilebilir:

1. Adim - Zaman gecikmesiz sistemin kutup dagilim: Bu adimda (2.3) ile verilen
kapal1 ¢evrim ifadesinde L=0 alinarak; sistem sanki zaman gecikmesizmis gibi kutup
dagilimina bakilir. Boylelikle L=0 icin ka¢ tane kapli ¢evrim kutbunun sag yar

diizlemde oldugu belirlenir.

2. Adim - Sonsuz adet kutbun s diizlemindeki ortaya cikis yerinin tespiti:
Yontemin bu adiminda, sistemde sanki sonsuz kiiciik bir L degeri varmis gibi
diigiiniiliir. Bu durumda artik ilk adimdakilere ek olarak sonsuz adet kapali ¢evrim
kutbu da kapali ¢cevrimli sistemde var olmaya baglar. Ancak kararlilik ve/veya kararl
kilinabilirlik acisindan, sonsuz kiiciik zaman gecikmesinin varligiyla ortaya ¢ikan bu
sonsuz adet kutbun, s diizleminde nerede ortaya c¢iktigi onemlidir. Eger bu kutuplar
sag yari diizlemde ortaya ¢ikacak olurlarsa, karalilik ve kararl kilinabilirlik acisindan
analizin herhangi bir anlam1 kalmayacaktir. Ozet olarak asagidaki kosullar saglandig

takdirde yeni olugan tiim kutuplar sol yar1 diizlemde olacaktir:

i) (2.2) ile verilen N(s) ve D(s) polinomlarinda eger n<m ise, yani sistem kesin

nedenselse (strictly proper).

ii) Yine aym polinomlar icin eger m=n durumu mevcutsa, yani sistemin tersi de

nedenselse (biproper), ilave olarak asagida verilen kosul da saglaniyorsa:

<1 2.4)

n

a

n

Adimi dzetlemek gerekirse, zaman gecikmesine sahip, sekil 2.1 ile verilen ve (2.1) -
(2.3) ile ifade edilen sistemlerin sonlu sayida sag yari s diizlemi kutbuna sahip
olabilmesi icin ya kesin nedensel olmasi, ya da tersi de nedensel olup, pay ve payda
polinomlarinin bag katsayilarinin oraninin -1 ile 1 arasinda kalmasi gerekmektedir.
Mevzuyu ¢ok fazla uzatmamak adina burada sadece sonuclar verildiginden, bu adimla
ilgili daha fazla bilgi sahibi olmak isteyenler, [2]’ye bagvurarak daha derin bilgi sahibi

olabilirler.

10



3. Adim - imajiner eksenden kutup gecisinin hangi frekanstan ve hangi yone
dogru oldugunun tespit edilmesi ve bu gecise neden olan L degerlerinin
hesaplanmasi: Sonsuz kii¢iik bir L degeri i¢in tamamiyla sol yar1 s diizleminde ortaya
cikan sonsuz adet kutup, L’nin artmasiyla s diizleminde hareket etmeye baslayacak ve
eslenik ciftler halinde imajiner ekseni de kesecektir. Imajiner eksenin kesildigi L
degeri 6nemlidir; zira bu L degeri artinca iliskili kutup ¢ifti muhtemelen yar1 diizlem

degistirecektir; yani sag yan diizlemdeki kutup sayis1 da degisecektir.

(2.3) ile verilen karakteristik polinomsuda, imajiner eksende kutup cifti yer aldiginda

asagidaki iliski saglanacaktir:

e—ja)L — _D(ja)) (25)
N(jo)

Bu kosul, kendi icerisinde iki alt kosul barindirir:

‘M‘ -1 (2.6)
N(jw)
Ve
cos(wL) =Re {M} sin(wL) = Im {M} 2.7)
N(jo) N(jo)

Bu kosullardan ilki, tahmin edilebilecegi iizere L’den bagimsizdir ve imajiner
eksenden kutup gecisinin hangi frekanstan, yani hangi »’dan olacagini belirlemekte
kullanilir. Bir baska deyisle, kutuplarin yar1 diizlem degistirirken imajiner ekseni
kestigi nokta zaman gecikmesinden bagimsizdir. Kosullardan ikincisi ise, ilk kosuldan
belirlenecek o degerleri icin, kutuplarin imajiner eksende yer alma durumunun hangi

L degeri i¢in gerceklesecegini belirlemede kullanilir.

(2.6) ile verilen ilk kosulu saglayan o degerlerinin bulunmasi, kiiciik bir cebrik

diizenlemeyle, agagida verilen polinomun koklerinin bulunmasina indirgenebilir:
W(@*) = D(jw)D(-j@)~N(jo)N (- jw) (2.8)

Acikga goriilebilecegi iizere, bu @*’nin bir polinomudur ve bu polinomun kokleri (2.6)
'y1 saglar. Burada koklerin ®®’ler halinde bulunmasi, kapali ¢evrim kutuplarinin
imajiner eksende yer alirken eslenik ¢iftler halinde bulunacak olmasindandir. Yani,

(2.8)’in koklerinden birisi ®® = wi® ise, bu, iligkili L degeri igin, kapali ¢evrim
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kutuplarinin +jwi’de yer alacagi anlamina gelir. Daha ©Once de belirtildigi gibi

kutuplarin imajiner eksenden gecis noktalari, yani (2.8)’in kokleri, L’den bagimsizdir.

Burada dikkate deger bir nokta ise (2.8)’in koklerinin reel ve pozitif olmasinin
gerekliligidir. Eger (2.8)’in en az bir kokii dahi pozitif ve reel degilse, bu durumda
hicbir kutup imajiner ekseni kesemeyeceginden ve bu durum da L’den bagimsiz
oldugundan, zaman gecikmeli sistemin kararliligi, zaman gecikmeli sistemle ayni
olacaktir; bir bagka deyisle zaman gecikmesinin kararlilik iizerinde etkisi olmayacaktir

[22], [24].

Tespit edilmesi gereken onemli bir nokta da (2.8)’in koklerinden eslenik olarak
gececek olan kutuplarin hangi yone hareket edecegidir. Kutuplar pekala sol yar
diizlemden sag yari diizleme veya tam aksi istikamette hareket edebilirler. Bunun
tespiti igin (2.8)’in w*’ye gore olan tiirevinin, yine (2.8)’in koklerindeki igaretine
bakmak yeterlidir (detayli ¢ikarim i¢in [2]’ye bakiniz). Bu durumda isaret negatifse
kutuplar sagdan sola, isaret pozitifse soldan saga hareket etmektedirler. Daha agik
ifade edilecek olursa:

i) Eger sgn [W'(a)z)}wz_wz <0 ise iliskili L degeri i¢in #joi’den gegen kutup cifti

sagdan sola,

ii) Eger sgn [W'(a)z)} , , >0 ise iligkili L degeri i¢in #jw;i’den gegen kutup cifti
" =0

soldan saga hareket etmektedir. Goriilecegi iizere, kutup ¢iftinin imajiner eksenden

gecis noktalarinda oldugu gibi, kutuplarin gecis yonii de L’den bagimsizdir ve her bir

w; degeri tek bir yonde gecise olanak vermektedir.

Mligkili L degerini bulmak icin ise (2.7)’den yararlamlir. Burada (2.8)’in kokleri ;2
cinsinden oldugu i¢in ilk bakista (2.7)’yi hem ®; hem de -w; i¢in ¢ozmek gerektigi
diisiiniilebilir. Halbuki her iki durumda da ayn1 denklem elde edilir. Bu sebeple -o; i¢in

ekstradan hesap yapmaya gerek yoktur.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta (2.8)’in her bir kokii i¢in, yani her bir o igin
bulunan L; degeri 2n/w; ile periyodiktir. Bir baska deyisle (2.7)’yi i i¢in saglayan en
kiigiik L degeri Loi olmak iizere, asagidaki iligskiyi saglayan tiim L degerleri (2.7)’nin

¢Oziimii olacaktir:
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L, =1L, +% (k=1,2,3...) 2.9)

Yani tiim bulunan Li degerleri i¢in bir ¢ift kutup, +jo; noktasindan W’ (i) nin
isaretine gore sol yar1 diizlemden sag yar1 diizleme veya sag yar diizlemden sol yari

diizleme gececektir.

Bu adim (2.8)’in tiim kokleri igin tekrarlandig: takdirde (O o) icerisinde her bir L
degeri i¢in sag yarn s diizleminde kag adet kapali ¢evrim kutbu oldugu rahatlikla tespit
edilebilir. Ustelik, yine daha &ne belirtildigi gibi, L degerinin artip azalmasiyla sag
yar1 diizlemdeki kutup sayisinin nasil degistigi ve/veya kararliligin bu durumdan nasil

etkilenecegi hakkinda analitik ¢ikarimlar yapilabilir.

Yontemin uygulanigini somutlastirmak adina, yontem, asagida verilecek iki tane

ornege uygulanacaktir.

Ornek 1: Asagida agik transfer fonksiyonu verilen sistemin sekil 2.1°deki kontrol
konfigiirasyonuyla kontrol edildigi varsayimiyla, hangi L degerleri i¢in sag yart s

diizleminde kac kutbu olacag tespit edilsin:

10 —sL

G(s)= e (2.10)
s+8

(2.3)’ten hareketle, kapali c¢evrimli sistemin karakteristik ifadesi (polinomsu)

yazilacak olursa:
P(s,L)=5+8+10e"" =0 (2.11)
Yontemin 3 adimi da sirayla uygulanacak olursa:

Admm 1: L=0 icin (2.11) ile verilen ifade kararhdir; yani sag yan diizlemde kutup
yoktur.

Adim 2: (2.11) ile verilen ifadede L sonsuz kiiciik olsun. Bdyle bir durumda kok sayis1
sonsuz olacaktir; yeni olusan kokler de Isl=c0’da yer alacaktir. Ancak payda
polinomunun derecesi (1), pay polinomunun derecesinden (0) yiiksek oldugu i¢in bu

koklerin hepsi sol yar1 s diizlemindedir.

Adim 3: Kokler L artmaya bagladik¢a s diizleminde hareket edecek, yar1 diizlem
degistireceklerdir. Yar1 diizlem degistirirken imajiner eksenden (2.8)’den hareketle

olusturulan W(®?) = o — 36 polinomun kokleri olan £6’dan (yani £6j) gececeklerdir.
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Ve bu gegisler W’ (w?) = 1>0 oldugundan, sol yari s diizleminden sag yari s diizlemine
dogru olacaktir. Bu gecisin hangi L degerleri i¢in ger¢eklestigi bulunacak olursa, (2.7)

’den hareketle asagidaki denklem takimi elde edilir:
cos(6L) = —%, sin(6L) =% (2.12)

Bu denklem takimi ¢oziilecek olursa, L asagidaki bicimde elde edilir:

L, = 0.26487:+2ka[ (2.13)
Burada (2.12) ile verilen denklem takiminin en kiigiik ¢6ziimii olan 0.2648xn’de bir cift
kutup s=%6j’de yer almak suretiyle, artan L degeriyle birlikte sag yan s diizlemine
gececektir. Daha sonra ise her L’de olusacak her mn/3’liik artista (2.12) denklemi
saglanacagindan, bu kutup gecisi tekrarlanacaktir. Bu durum genellestirilecek olursa
(2.11) ile verilen ifadenin L=(0, 0.2648m) aralifinda sag yar1 s diizleminde kutbu

olmayacak, asagida verilen araliklarda ise
T T
L= (0.264875 +hS, 026487+ (k + 1)?j (k=0,1,2...) (2.14)

Sag yar s diizleminde 2(k+1) tane kutbu bulunacaktir.

Ornek 2: Asagida agik transfer fonksiyonu verilen sistemin sekil 2.1°deki kontrol
konfigiirasyonuyla kontrol edildigi varsayimiyla, hangi L. degerleri i¢in sag yar1 s

diizleminde kag¢ kutbu olacag tespit edilsin:

2 \/g —sL

G(s)=————e¢
(s) sT+25+5

(2.15)

Yine (2.3)’ten hareketle, kapali ¢cevrimli sitemin karakteristik ifadesi (polinomsu)

yazilacak olursa, asagidaki yapi elde edilir:
P(s,L)=5>+25+5+2/5¢ =0 (2.16)

Bu polinomsunun, hangi L degeri i¢in sag yar1 s diizleminde kag¢ adet kokiiniin, yani
kapali cevrimli sistem kutbunun bulunacaginin tespiti i¢in ise yontemin 3 adim sirayla

uygulanacaktir:

Admm 1: L=0 i¢in, kapali ¢evrimli sistem kararhdir; yani (2.16)’yla verilen ifadenin

sag yar1 s diizleminde hi¢ kokii bulunmamaktadir.
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Adim 2: (2.16)’yla verilen ifadeye sonsuz kiiciik bir L degeri eklendigi zaman, s
diizleminde sonsuz adet kok olusacaktir; ve bu kokler Isl=c0’da yer alacaktir. Bu
kutuplar, (2.15) ile verilen ifadede pay derecesi (0), payda derecesinden (2) kiigiik
oldugu i¢in, sol yan s diizleminde ortaya ¢ikacaktir. Sonug olarak bu adim sonucunda

da sag yar s diizlemde kok olmayacaktir.

Adim 3: Artan L degeri ile birlikte bu kokle s diizleminde hareket etmeye baglayacak,
bazi L degerleri i¢in imajiner eksende yer alacak ve yar diizlem degistireceklerdir.
Koklerin yar diizlem degistirmeden Once imajiner eksende nerede yer alacagini

bulmak i¢in W(®?) polinomu olusturulacak olursa, asagidaki ifade elde edilir:
W(@)=w' —6a +5 (2.17)

Bu ifadenin ®1>=5 wi>=1 olacak sekilde iki adet kokii olacaktir. Bu koklerden
gerceklesecek gegislerin hangi yonde oldugunu tespit etmek i¢cin W’ (w?) ifadesinin bu

koklerdeki isaretine bakilacak olursa, agagidaki ifade elde edilir:

W ()|, =20 -6

_=44>0 (2.18)

a)2 =3

W (@)

=20 — 6‘(02:1 =—4<0 (2.19)

@*=1

Bu isaretlerden de anlasilacag: iizere, =5 seklinde verilen frekans, sol yari s
diizleminden sag yan s diizlemine (s=%V' 5j’den olmak tizere) kok gecisine olanak
taniyacak, m»’=1 seklinde verilen frekans ise sag yari s diizleminden sol yari s
diizlemine olanak tamyacaktir. iki frekans icin de iliskili L degerleri hesaplanacak

olursa:

@ =5= cos(5L,,)=0, sin(L,)=1 (2.20)

NG NG

o} :1:>cos(Lk2)=—T, sin(Lkz):? (2.21)

Sol yari s diizleminden sag yari s diizlemine kok gecisine neden olacak Lk degerleri
asagidaki gibi verilebilir:
L,=0.17+04kzr (k=0,1,2...) (2.22)

Sag yart s diizleminden sol yan s diizlemine kok gecisine neden olacak Lk> degerleri

ise agagidaki gibi verilebilir:
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L,=08524r+kx (k=0,1,2...) (2.23)

Bulunan bu Lix ve Lok degerleri birlestirilecek olursa verilen bir L degeri i¢in (2.15)
ile verilen sistemin hangi L degeri i¢in sag yar1 s diizleminde ka¢ adet kutbu olacagi
bulunabilir. Oyle ki, LE(0, 0.17) aralig1 i¢in kapali cevrimli sistemin sag yar1 diizlemde
kutbu olmayacaktir. Ayni sekilde L€(0.1m, 0.5m) araligindaki zaman gecikmesi
degerleri icin 2 adet, L€(0.5%, 0.8524n) icin 4 adet, L€(0.8524x, 0.97) i¢in 2 adet...

olacak sekilde sag yarn diizlem kutbu olacaktir.
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3. BIRINCi MERTEBEDEN SONLU SIFIRA SAHIP ZAMAN GECIiKMELI
SISTEMLER iICIN KARARLILIGI SAGLAYAN TUM P TiPi
KONTROLORLERIN ANALITiK OLARAK HESAPLANMASI

Bu boliimde, sonlu sifira sahip 1. Mertebeden, yani tersi de nedensel (biproper) zaman
gecikmesine sahip sistemler icin kararliligi saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi,
sistem kazanci (ks), sistemin kutbunun yeri (p), sistemin sifirinin yeri (z), sistemin
zaman gecikmesinin degeri (Ls) ve trigonometrik bir denklemin belli bir araliktaki
¢Oziimii cinsinden elde edilecektir. Bu analitik ¢ikarim esnasinda [2] ile verilen ve bir

onceki boliimde ayrintilariyla anlatilan kararlilik yontemi kullanilacaktir.

3.1 Literatiir Ozeti, Problemin Onemi ve Boliimde Yapilanlarin Ozeti

Bilindigi tizere, 1. mertebeden tek zaman gecikmesine sahip sistemlerin proses
endiistrisi i¢in dnemi biiyliktiir; zira endiistride kullanilan bir¢ok proses, daha ¢ok 1.
mertebeden kesin nedensel olacak sekilde, tek zaman gecikmeli bir transfer
fonksiyonuyla yaklasik olarak ifade edilebilir [25]. Matematiksel agidan olaya
yaklasildiginda, bu sistemlerin ortak 6zelligi, kapali cevrime alindiklarinda, geri tipli
polinomsu (retarded type quasipolynomial) meydana getirmeleridir. Bu tip

polinomsularin da sag yar1 diizlemde ancak sonlu sayida kutbu bulunabilir.

Endiistrideki 6nemine binaen, bu sistemler icin kararliligi saglayan tim disiik
mertebeli kontrolorlerin hesaplanmasiyla alakali literatiirde bir¢ok calisma mevcuttur.
[4] ile verilen ¢alismada, bir 6nceki boliimde de deginilen Hermite-Biehler Teoreminin
polinomsular i¢in genellestirilmis versiyonu kullamlarak, tiim P tipi kontrolorlerin
kiimesi hesaplanmistir. Ayni yazarlar tarafindan hazirlanan [5] ve [6]’da ise bu ¢alisma
sirasiyla PI ve PID kontrolorlere genisletilmistir. [7] ile verilen caligmada ise bagka
yazarlar tarafindan, tamamlayict calisma olarak, acik cevrim kararsiz sistemler igin
kararliligr saglayan tiim PD kontrolorlerin kiimesi hesaplanmistir. [19]°da ise, bir
onceki boliimde anlatilan ve [2] ile verilen kararlilik yontemi kullanilarak, agik ¢evrim
kararsiz sistemler icin kararliligi saglayan tiim P, PI ve PID kontrol6rlerin kiimesi

hesaplanmistir. [20] de ise yine [2] ile verilen yontem kullanilarak kararlilig1 saglayan
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tim P tipi kontrolorler [4]’ten daha hizli ve ¢ok daha kisa olacak sekilde elde
edilmistir. [21]’de ise, sirasiyla P, PI, PD ve PID kontrolorler i¢in zaman gecikmesi
bagimli — bagimsiz bolgeler, kontrolor uzaymda hem analitik kiimelerle elde edilmis,
hem de grafiksel olarak gosterilmistir. [17]’de ise Nyquist teorem kullamlarak, tim
mertebelerden (kesin nedensel olmak kaydiyla) transfer fonksiyonlar1 icin ise
yarayabilecek, niimerik bazli bir yontem Onerilmistir. Bu yontem uygun sekilde
modifiye edilerek, ve sadece kutuplardan olusan (all pole) transfer fonksiyonlarinin
genliklerinin monoton azalan olmasi 6zelligi de kullanilarak [18] ile verilen ¢calismada
kararliligr saplayan tiim P tipi kontrolorler 1. ve 2. mertebeden sistemler i¢in analitik
olarak hesaplanmigtir. Bu yOntemin daha O©ncekilerden en biiyiik fark,
uygulanabilmesi i¢in sabit bir zaman gecikmesine ihtiya¢c duymamasidir; yani hem
sabit zaman gecikmeli sistemler icin, hem de zaman gecikmesi belirsizligine sahip

sistemler i¢in bu yontem pekala uygulanabilir.

Ayni literatiir arastirmasi 1. mertebeden tersi de nedensel (biproper) zaman gecikmeli
sistemler icin yapildiginda yukaridaki cesitlilige rastlamak miimkiin degildir. Bu tarz
sistemlerin ortak 6zelligi kapali cevrim karakteristik ifadelerinin nétral tip polinomsu
(neutral type quasipolynomial) meydana getirmesidir. Bu tip polinomsularin bir
onceki sayfada deginilenlerden en 6nemli farki, bazi kosullar (ilgilenilen problem tipi
icin (2.4) ile verilen kosul) saglamadig: takdirde sonsuz adet sag yar1 diizlem kutbuna
sahip olabilmesidir. Bu sebeple bu tip polinomsularin kararliliklari i¢in daha kisitlayici

sartlar ortaya ¢ikmaktadir [3].

Proses olarak bakildiklarinda sayica 1. mertebeden kesin nedensel kardesleri kadar
olmasa da fiizelerdeki giidiimleyici dinamikleri [26-30], polikromatik ve yiiksek giiclii
LED’lerin termal-elektriksel modelleri [31, 32], baz1 belirli kosullar altinda robotlarin
giic dinamigi ifadeleri [33, 34], 1. mertebeden sonlu sifira sahip transfer
fonksiyonlartyla modellenebilir. Bunlara ek olarak, kontrol edilmesi istenen sistemin
dogrudan 1. mertebeden sonlu sifira sahip bir transfer fonksiyonuna sahip olmasi da
gerekmez, cesitli sistem ve/veya sistem-kontrolor kombinasyonlart da bu tip transfer
fonksiyonlariyla sonuglanabilir. Ozellikle kimyasal proseslerde sikca goriilen paralel
sistem yapilarinda, sistemlerden biri statik, digeri ise 1. mertebeden kesin nedensel
oldugu takdirde, matematiksel olarak birlestirilmis sistem sonlu sifirli 1.mertebeden
olacaktir [35]. Ayrica boliimiin basinda da belirtildigi gibi endiistriyel proseslerin cogu

kesin nedensel transfer fonksiyonlartyla modellenmekte ve bu sistemlerin
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azimsanamayacak kismi da PD kontrolorle kontrol edilmektedir [25]. Yine boyle bir
sistem — kontrolor kombinasyonu da 1. mertebeden sonlu sifirli sistem gibi

davranacaktir.

Her ne kadar goreceli olarak kesin nedensel kardesi kadar rastlanan bir sistem tipi
olmasa da, bu tarz sistemler i¢in yapilan calismalar, literatiirde yok denecek kadar
azdir. Hatta ve hatta yazarlarin bildigi kadariyla, bu tarz sistemler icin kararlilig
saglayan tiim diisiik mertebeli kontrolorlerin hesaplanmasina dair bir ¢aligma yoktur.
Bir tek [16] nolu calismada bu tip sistemler icin kararliligi saglayan tiim P ve PI tipi
kontrolorler kiimesi hesaplanmistir, ancak orada da sadece acik cevrim kararsiz
sistemler ele alinmistir. Belki ilk bakigta [17] ile verilen metodolojinin, genel bir
yontem olmasi nedeniyle, bu tip sistemler icin kararhligi saglayan tiim P tipi
kontrolorlerin hesaplanmasi problemini rahatlikla ¢ozebilecegi diistiniilebilir. Ancak
bu yontem, kesin nedensel transfer fonksiyonlart igin tasarlanmistir ve tersi de
nedensel sistemler icin yoOntemin kullamilabilmesi, yontemde bir takim
modifikasyonlan gerektirmektedir. Ayrica yontem, dogas1 geregi niimerik bir yontem
oldugundan, bu yontemle belirli bir grup sistem tiirii i¢in kararliligi saglayan tiim P
tipi kontroldrlerin analitik ¢oziimiinii elde etmek kolay olmayacaktir. Dogal olarak, bu
boliimde ele alinacak sistemler i¢cin [17]’de verilecek metodolojiyle, kararliligi
saglayan tiim P tipi kontrol6rlerin analitik olarak elde edilmesi kolay bir is degildir.
Ancak belirtilmelidir ki, Nyquist teoremi, Hermite-Biehler teoremi veya alternatif bir
kararlilik yonteminin uygun bir sekilde kullanilmasiyla, bahsedilen bu kiime analitik

olarak pekala elde edilebilir.

Literatiirde az 6nce anilan boslugu doldurmak adina, bu boliimde, birinci mertebeden
sonlu sifirli ve zaman gecikmesine sahip sistemler icin kararliligi saglayan tiim P tipi
kontrolorlerin kiimesi hesaplanmistir. Sadece bununla kalinmamus, sistem sifirinin bu
kiimeye olan etkileri de acik¢a ortaya konmustur. Bu dogrultuda, kutuplar ayni
noktada olan ve sistem sifirlari orijine gore simetrik yerlesmis olan iki sistemi kararli
kilan kontrolor kiimesi, analitik ifade olarak ayn1 géziikmesine ragmen, minimum fazli
olan sistemi kararli kilan kontrolor kiimesi her zaman digerine kiyasla daha genis

olacaktir.

Yine bunlara ilaveten, izin verilen en biiyiilk zaman gecikmesi (maximum allowable
time-delay) adi verilen bir olgunun neden sadece acik cevrim kararsiz sistemlerde

ortaya ¢iktig1 hesaplanmis ve izin verilen en biiyilk zaman gecikmesi (IVEBZG),
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sistemin kutbunun ve sifirinin yerinin bir fonksiyonu olarak hesaplanmistir. Analitik
olarak bakildiginda, IVEBZG ilk olarak [18] de genel bir teorem olarak verilmistir.
Burada 6nce faz fonksiyonunun kn’ye esit oldugu frekans (ws) tespit edilmis, daha
sonra da faz fonksiyonunun maksimumunun os’te olmasini saglayan zaman gecikmesi
degeri hesaplanmistir. Bu zaman gecikmesi degeri IVEBZG olmaktadir. Ancak
buradaki hesaplamalar, genelde tamamen kutuplardan olusan (all pole) transfer
fonksiyonlar1 icin gecerli olan, genlik fonksiyonunun monoton azalan olmasi
ozelligine dayandirilmistir. Ancak bu oOzellik tersi de nedensel olan transfer
fonksiyonlart icin gecerli olmak zorunda degildir; dolayisiyla [18]’de IVEBZG ile
verilen analitik formiilasyon, bu bdlimde ele alinacak sistemler igin

kullanilamamaktadir.

Ayn1 zamanda, 1VEBZG’yi daha da derinlemesine arastirmak adina, IVEBZG’in
sistemin sifirtyla olan iligkisi de agikca ortaya konmustur. Bu dogrultuda, eger sistem
minimum fazli bir sifira sahipse, IVEBZG’nin supremum ve infimum degerleri
strasiyla t ve 2t olmaktadir (1 burada sistemin zaman sabitini gostermektedir). Burada
IVEBZG, sistemin sifirmin yerinin artan bir fonksiyonu olmaktadir; yani sistemin
sifir1 orijinden -o0’a dogru uzaklastikca IVEBZG de 2t’dan 1’ya azalmaktadir. Aym
sekilde, minimum fazli olmayan sifira sahip sistemler i¢in ise supremum ve infimum
degerleri sirastyla t ve 0 olmakta, IVEBZG de sifirmn yerinin yine artan bir fonksiyonu
olmaktadir. Yani sistemin sifir1 oo’a dogru yaklastikca, IVEBZG 0’dan t’ya dogru
artmaktadir.

Bulunan sonuglarin gecerliligini tartismak adina, bulunan bu supremum ve infimum
degerleri literatiirdeki diger yaymlarla akilli bir sekilde kiyaslanmistir. Soyle ki,
minimum fazli bir sifira sahip bir sistem icin, IVEBZG’nin infimum degeri (t), bu sifir
-o’da yer aldiginda elde edilmektedir. Stiphesiz ki bdyle bir durumda sistem birinci
mertebeden kesin nedensel bir sisteme doniisecektir. Literatiirde bu tarz sistemler i¢in
var olan ¢alismalardan ([4, 19, 20]), IVEBZG’nin t oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla
burada bulunan sonug, literatiirde var olanlarla uyumludur. Ayriyeten yine minimum
fazli sifira sahip bir sistem i¢in, IVEBZG nin supremum degeri (21), sistem sifir1 ile
kutbu orijine gore simetrik yerlesirse elde edilmektir. Bu sonucu dogrulayabilmek i¢in
de [7] nolu ¢aligma kullanilabilir; ¢iinkii bu calismada PD kontrolérle kontrol edilen
birinci mertebeden kesin nedensel zaman gecikmeli sistemler icin IVEBZG’in sadece

supremum degeri bulunmustur ve bu deger 2t olarak verilmistir. Bu yonden
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bakildiginda da sonuglar literatirde var olanla uyumludur. Ayriyeten IVEBZG

hakkinda bulunan sonuclar [16] nolu ¢alisma ile de uyumludur.

3.2 Problemin Tanmimlanmasi ve Simiflandirilmasi

Problem dahilinde, Sekil 3.1’de verilmis olan kontrol yapisi kullanilacaktir:

Cs) G(s)

Sekil 3.1 : Problemde kullanilacak kontrol yapisi.
Burada, G(s) ve C(s) asagidaki gibi olacaktir:

k(s+2z) o
—_—e€
s+

G(s)= , C(s)=k, (3.1)

Burada z sistem sifirin1 (sifirin yeri s = -z’de olacak sekilde), p sistem kutbunu (yine
kutup s = -p’de olacak sekilde) ve ks sistemin kazancini ifade etmektedir (ks >0).
Ayrica L (L>0), sistemin bilinen ve iizerinde herhangi bir belirsizlik olmayan, yani
sabit olan (6rnegin L = L) zaman gecikmesini belirtmektedir. Kapali cevrimli sistemin

karakteristik ifadesi yazilacak olursa asagidaki yapi elde edilir:
P(s)=s+ p+kpkx(s+z)e’SL (3.2)

Burada, boliimiin geri kalaninda yapilacak olan hesaplarn basitlestirmek adina,
sistemin kazanci sanki 1’e esitmis gibi kabul edilerek ks, kp'nin icine gomiilebilir.

Boyle bir durumda kontroldriin ifadesi asagidaki gibi olacaktir:

Cs)=K, =kk (3.3)

sp

Kararliligr saglayan tiim kontrolorleri bulmak icin yapilacak olan sey, 2. Boliimde
detaylarn anlatilan kararhlik yoOnteminin 3 adimini, sirasiyla bu probleme
uygulamaktir. Bu dogrultuda, ilk adim olarak sistem zaman gecikmesiz olarak kabul
edilecek, yani L=0 alinacaktir. Boyle bir durumda, kararlilign saglayacak kontrolor
kiimesi, sistemin agik ¢evrim kararli olup olmamasina ve sifirinin minimum fazli olup
olmamasina bagl olarak degisecektir. Bu ylizden bu adim 4 kategoriye ayrilarak

incelenecektir:
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(1) Sol Yari s-Diizlemi Sifirina Sahip Sistem (z>0): Bu durumda kapali ¢evrim sifirt
sol yar1 s diizleminde olacaktir. Dogal olarak bu durum da sistem kutbunun sag yari s

diizleminde veya sol yar1 s diizleminde olmasina gore iki baslik altinda incelenecektir:

(a) Acik Cevrim Kararh Sistem (p>0): Bu durum i¢in kararlilig1 saglayan P tipi

kontrolorlerin kiimesi agagidaki gibi verilebilir:

er(—oo, min(—l,i)jU(maX(—Li), °°j (3.4
Z Z

(b) Acik Cevrim Kararsiz Sistem (p<0): Bu durum i¢in kararlilig1 saglayan P

tipi kontroldrlerin kiimesi asagidaki gibi verilebilir:

P
K, € (-, 'I)U(Y’ ooj (3.5)
(2) Sag Yari s-Diizlemi Sifirina Sahip Sistem (z<0): Bu durumda kapali ¢evrim sifir
sag yar1 s diizleminde olacaktir. Dogal olarak bu durum da sistem kutbunun sag yar s

diizleminde veya sol yar1 s diizleminde olmasina gore iki baslik altinda incelenecektir:

1. Acik Cevrim Kararh Sistem (p>0): Bu durum i¢in kararlilig1 saglayan P tipi
kontrolorlerin kiimesi agsagidaki gibi verilebilir:

K, e [_1, 1) (3.6)

Z

2. Acik Cevrim Kararsiz Sistem (p<0): Bu durum icin kararlilig1 saglayan P tipi

kontrolorlerin kiimesi agagidaki gibi verilebilir:

K, e (min (—1,2), max (—l,ijj 3.7
z z

Goriilecegi iizere, zaman gecikmesiz sistemi kararli kilan kontrolor kiimesi bu 4 farkli
durumda da degiskenlik gostermektedir; dogal olarak zaman gecikmeli sistem i¢in de
bu kiimeler fark edeceginden, bu 4 durumun her biri ayn olarak incelenmelidir. Ancak
pek tabii ki bu 4 durum icin de ortak olan ozellikler vardir; durumlan ayn ayr

incelemeye gecmeden, bu ortak 6zelliklere deginmek yerinde olacaktir.

Kararlilik yonteminin 2. adimi bu 4 durum i¢in de fark etmeyecektir; o sebeple bu
adim burada uygulanacaktir. 2. adimin sdyledigi iizere, eger sisteme sonsuz kiiciik bir

L degeri ilave edilirse (3.2) ile verilen kapali cevrimli sistemin karakteristik ifadesinin
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sonsuz adet kokil olacaktir; yani sistemin sonsuz adet kapali ¢cevrim kutbu olacaktir.
Kararliligin ve kararli kilabilirligin anlamli olabilmesi i¢in, sonsuz adet bu kutbun
sol yart s diizleminde olugmasi gerekmektedir. Bir baska deyisle (2.4)’ten hareketle,

bu durumun olusabilmesi i¢in asagidaki kosulun saglanmasi gerekmektedir:
-1<K, <1 (3.8)

Bu kosul, yukarida belirtilen 4 ayr1 durum i¢in de ortak bir kosuldur ve kontrolor
izerinde direkt olarak bir kisit tegkil etmektedir. Bir baska deyisle, az sonra ayn ayri
incelenecek 4 ayr1 durum i¢in de, sistemi kararli yapacak kontrolor kiimesi (3.8)’in
belirttigi sinirlar icerisinde kalmalidir. Aksi takdirde sag yar1 s diizleminde sonsuz adet
kapali cevrim kutbu bulunacaktir ve burada yiiriitiilen kararlilik tartismasinin bir

anlami kalmayacaktir.

Yontemin 3. adimina gecilecek olursa, 3. adimin bir kisminin yine bu 4 durum i¢in
ortak oldugu goriilebilir. Eger (2.8) ile verilen W(w?) polinomu bu sistem igin
olusturulacak olursa bu 4 durum igin de ortak olan W(w?) polinomu asagidaki gibi elde

edilir:
W (") = D(jo)D(- jo)- K ,N(jo)N (- jo) =’ (1-K, )+ p* - K,z* (3.9)

Bu polinomdan da, kutuplarin yar1 diizlem degistirirken imajiner ekseni kestigi
noktalar agagidaki gibi bulunur:
22 2
3 K 2 —P

o =—L" (3.10)

2
1-K,

Gortilecegi iizere, bu sistem i¢in tek bir kesim frekansi vardir ve bu kesim frekansi
yukarida tanimlanan 4 farkli durum i¢in de ortaktir. Yine ortak olan 6zelliklere devam
etmek adina, bu frekansin hangi dogrultuda (sol yari s diizleminden sag yari s
diizlemine veya aksi yonde) kutup gecisine olanak tanidigi tespit edilirse, yani (3.9)

‘un »?’ye gore tiirevi alinacak olursa, asagidaki ifade elde edilir:
Wi(@w*)=1-K; (3.11)

Bu tiirev, (3.8) ile birlikte diisiiniilecek olursa, tiirevin degerinin pozitif olacag: aciktir.
Yani (3.10) ile verilen ve 4 durum i¢in de ortak olan imajiner eksenin kesim frekansi
yalnizca sol yart s diizleminden sag yar1 s diizlemine kutup gecisine olanak

taniyacaktir. Kutuplarin yan diizlem degistirirken, imajiner eksenin kesildigi baska bir
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frekans olmadigi, ve her bir frekansin tek yonlii gegise olanak sagladig: diisiiniilecek
olursa, zaman gecikmesinin sag yar s diizleminden sol yar s diizlemine kutup gecirme
ozelligi bu 4 durum icin de mevcut degildir. Bir bagka deyisle, sistem bir kez kararsiz
hale geldigi zaman, zaman gecikmesinin artmasiyla sistemin tekrar kararli hale

gelmesi miimkiin olamayacaktir.

Su halde yukarida tamimlanan 4 durum icin de farkli olacak tek adim (2.7)’nin
kullanilarak, (3.10)’da verilen frekans icin kutuplarin sol yar1 diizlemden sag yari
diizleme gecmesine olanak taniyan L degerinin hesaplanmasidir. Bu L degeri
beklendigi iizere K, ile degisecektir. Yine bu duruma ilave olarak, (2.9)’dan hareketle
bu L degerlerinden en kii¢iigii olan Lo, sistem icin nihai kararlilik sinir1 teskil edecektir
(burada i=1’den baska i olmadig1 icin Lip’daki ilk indis olan i kaldirnlmistir). Bu
gerceklikten hareketle, Lo hakkindaki bir takim cebrik ¢ikarimlardan ve (3.1) ile
verilen sistemin zaman gecikmesinin sabit olmasindan (L=Ls) faydalanilarak, bu 4
durumun her biri icin sistemi kararli kilan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi analitik

olarak hesaplanacaktir.

3.3 Sol Yari s-Diizlemi Sifirina Sahip Sistemler (z>0)

Bu boliimde (3.1) ile verilen transfer fonksiyonuna sahip sistemde z>0 olarak
alinacaktir. Daha 6nce de bir¢ok kez bahsedildigi gibi, (3.4) ve (3.5) ile verilen zaman
gecikmesiz sistemi kararli kilan kontrol6r kiimesi, sistemin acik ¢evrim karali olup
olmamasina gore degistiginden, zaman gecikmeli sistemi kararl kilan kontrolorlerin
kiimesi de bu baglamda degiskenlik gosterecektir. Bu sebeple bu iki durum ayrn ayr

ele alinacaktir.

3.3.1 Acik cevrim kararh sistem (p>0)

Bu kisimda, (3.1) ile verilen sistemde hem p>0, hem de z>0 olarak alinacaktir. Bu
durumda zaman gecikmesiz sistem (3.4) icin verilen kararlilik kiimesi, zaman
gecikmeli sistemi kararli kilacak olan kontrol6rlerin aranacagi aralik olan (3.8)’le
birlikte dikkate alinirsa, p/z’nin 1’den biiyiik olup olmamasina gére 2 farkli alt durum

olusacaktir.
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3.3.1.1 p/z>1 durumu

Bu durumda (3.1) ile verilen sistemin hem kutup hem de sifir1 sol yan s diizleminde
yer almaktadir, ancak kutup, sifira gore orijinden daha uzakta konumlanmistir. Bu
durumda zaman gecikmesiz sistem icin kararlilig1 saglayan kontrolor kiimesi, yani
(3.4) asagidaki bicime doniisecektir:
-p
K, e (_w, ju(_l, o) (3.12)

Z

Bu durumda, kutuplarin sag yari s diizlemine gecerken yer alacagi frekansi veren
(3.10) ile kararliligr saglayan kontrolor kiimesinin i¢inde aranacagi aralik olan (3.8)
birlikte diisiiniilecek olursa, (3.8) igerisinde yer alan hicbir K, degeri i¢cin boyle bir
gecisin olmayacagi goriiliir. Dolayistyla sistemin kararliligi zaman gecikmesinden
etkilenmez. O halde bu durum i¢in kapali ¢cevrimli sistemin kararliligi tamamen (3.8)

tarafindan belirlenir ve agsagidaki gibi ifade edilebilir:

-1<K, <1 (3.13)

Eger K, i¢in (3.3) ile verilen iliski goz Oniine alinacak olursa, kararlilig1 saglayan tiim

kontrolor kiimesi asagidaki ifadeyle verilir:

1 1
—k—<k[, <k_ (3.14)

N N

3.3.1.2 p/z<1 durumu

Bu durumda (3.1) ile verilen sistemin hem kutup hem de sifir1 sol yari s diizleminde
yer almaktadir, ancak bu sefer sifir, kutba gore orijinden daha uzakta konumlanmistir.
Bu durumda zaman gecikmesiz sistem i¢in kararliligi saglayan kontrolor kiimesi, yani
(3.4), asagidaki bicime doniisecektir:

K, € (~o, —1)U[_”, oo) (3.15)

Z

(3.8) ile verilen ve kararliligi saglayan kontrolor kiimesinin taranacagi aralik
icerisinden, asagidaki kiime icerisinde yer alan kontrolor degerleri icin zaman

gecikmesiz kapali ¢cevrimli sistem kararsiz olacaktir:

~1<k, <L (3.16)
Z
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Daha once de (3.11) ve akabindeki agiklamalarla belirtildigi {izere, zaman
gecikmesinin sisteme ilavesiyle sadece sol yar1 s diizleminden sag yar1 s diizlemine
kutup gecisi miimkiin olabileceginden, (3.16) ile verilen kontrol6r kiimesiyle zaman
gecikmeli sistemi kararli kilmak miimkiin olamayacaktir. Dolayisiyla, bu kontrolor
kiimesi (3.8) icerisinde taranan kararhiligi saglayan kontrolor kiimesinden
cikartilabilir. Yani su an i¢in taranacak yeni aralik asagida analitik ifadesi verilmis

olan (3.8)/(3.16) kiimesi olacaktir:

Lok, <1 (3.17)
Z

Bu kiime igerisinde asagida verilen aralikta kalan kontrolorler ele alinacak olursa:

Lok <L (3.18)
Z Z

Bu kiime icerisinde yer alan kontrolorler i¢in zaman gecikmesi sisteme ilave edildigi
vakit, (3.10)’un da isin i¢ine katilmasiyla hi¢bir kutbun yar1 diizlem degistirmeyecegi
goriilebilir. Yani (3.18)’de yer alan kontroldrler i¢in sistemin kararliligi zaman
gecikmesinden etkilenmeyecektir. Yine bu kiimede yer alan kontrolorler icin zaman
gecikmesiz sistem kararli oldugundan, zaman gecikmeli sistem de L’nin degeri ne
olursa olsun kararli olacaktir. Dolayisiyla (3.1) ile verilen sistemi kararli kilan tim

kontrolorler kiimesine bu aralik dahil edilecektir.

(3.8)’in geri kalan1 olan ve asagida verilen aralikta yer alan kontrol6r kiimesi i¢in

Pk, <1 (3.19)
Z

(3.10) ile verilen frekanstan olacak sekilde, imajiner eksenden sol yar s diizleminden
sag yari s diizlemine eslenik ¢iftler halinde kapali ¢evrim kutup gecisi olacaktir. Bu
kutup gecisine olanak saglayan L degerleri ise, (2.7) kullanilarak asagidaki gibi
hesaplanabilir:

2
-0 - pz

. o(z—p)
- - P 3.20
K R sin(wL) ( )

cos(wlL) = X @+ )
P

Acik bir sekilde, buradaki p, z ve (3.19) ile verilen K, degerleri dikkate alindiginda,
cos(owL)<0 ve sin(wL)>0 olacagindan, owL’nin ¢dziim bolgesinin (n/2, w) olacagi
sonucuna varilabilir. Yine (2.9)’dan hareketle bu aralik Lo i¢in gegerli olacaktir; L;
(i=1,2,...) icin genel olarak (2in+0.57, (2i+1)m) aralig1 ¢6ziim bolgesi olarak alinabilir.
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Zaman gecikmesinin sag yar1 s diizleminden sol yar1 s diizlemine kutup ge¢irme etkisi
olmadigr diisliniildiigiinde, Lo degerinin sistemi kararsizliga gotiirdiigii rahatlikla
sOylenebilir. (3.20) ile verilen denklem setindeki oL icin ¢oziim bdlgesi

bulundugundan denklemler birlestirilebilir ve agsagidaki ifade edilebilir:

Lw = arctan (MJ = L= @ ¥ pz (3.21)
@ + pz 1)

Burada Ly i¢in arctan fonksiyonunun deger araligi (/2 w) olarak diisiiniilmelidir.

Swrasiyla (3.21) ve (3.10)’dan goriilebilecegi iizere, L ®’nin, ® da Ky’nin bir
fonksiyonudur; yani L de K, nin bir fonksiyonudur. Eger (3.21) ile verilen L ifadesinin
K, ye gore tiirevi alinacak olursa, bu tiirevin ilgilenilen K, araligi i¢in negatif isarete
sahip oldugu ispatlanabilir (ispatin detaylan i¢in liitfen Ek A boliimiine bakiniz). Bu
durum, kapali cevrimli sistemi kararsizliga gotiiren L degerlerinin Ky nin artisiyla
monoton olarak azaldigin1 gostermektedir. Problemin basinda da (3.1) ile verilen
sistemde de belirtildigi gibi, sistem sabit ve bilinen bir zaman gecikmesine (Ls)
sahiptir. O halde, sistemi kararsizliga gotiiren L degerleri artan K, ile azaldigindan, bu
(3.21) ile verilen L degerinin Ls’e esit olacag: bir K, iist sinirt olmak zorundadir. Yani
bu iist siir olarak anilan K, degerinden daha biiyiik K;’ler icin sistemi kararsizliga
gotiiren L degeri Ls’ten daha kiigiik kalacak, bu sebeple bu K, degerleri icin kapali
cevrimli sistem kararsiz olacaktir. Eger anilan K, degerine K;-kritix, iliskili @ degerine

de okiik denecek olursa, Ky kiitik ve okritik asagida verilen iliskileri saglayacaktir:

Dpisit (P — 2)
L@, =arctan (;‘);k—im] (3.22)
kritik
K2 2
Oy == P (3.23)
1-K2, .
p—kritik

(3.22) ile verilen ifadenin p=1, z=2 ve Ls’in degisik degerleri i¢in olusturulan grafigi
sekil 2’de gosterilmistir. Bu sekilden de rahatca goriilebilecegi iizere, iliskili
denklemin ¢oziilebilmesi agisindan Ly lizerinde herhangi bir kisit uygulamaya gerek

yoktur; bir baska deyisle IVEBZG gibi bir durum ortaya ¢ikmamaktadir.
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Sekil 3.1 : (3.22)’nin z=2, p=1 ve cesitli L degerleri i¢in grafiksel goriintimii.

Eger (3.22) ile verilen ifadede A=Lsowiix olacak sekilde bir degisken doniigiimii

yapilacak olursa, asagidaki ifade elde edilir:

A = arctan (wj (3.24)
A"+ L pz

Bu denklemin (n/2, ) araligindaki ¢oziimii Ao olarak adlandirilsin. Bu durum (3.23)

"te yerine konur ve Kpiiik olusacak ifadeden cekilecek olursa, Kpxriik asagidaki gibi

elde edilir:
20122
Kyt = /% (3.25)

Rahatga tespit edilebilecegi iizere Kpitik, (3.19) ile belirtilen simirlar igerisinde yer
almaktadir. Kararlilig saglayan tiim K, degerlerini olugturmak adma (3.25) ile (3.18)
bir araya getirilecek olursa, kararliligi saglayan tiim K, degerleri asagidaki gibi elde

edilebilir:

2 2.2
- L
P K, < % (3.26)
Z Ay +Lz

Yine (3.3) ile kontrolor parametresinin kendisine gecilecek olursa, kararlilig saglayan

tiim kontrolor degerleri asagidaki gibi olacaktir:
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2 2.2
s N SZ s

Daha 6nce de belirtildigi gibi Ao, (3.24) ile verilen denklemin (n/2, m) aralifindaki

¢cOziimiidiir.

3.3.2 Acik cevrim kararsiz sistem (p<0)

Bu durumda, (3.1) ile verilen sistemde kutbun sag yan s diizleminde (p<0), sifirin ise
sol yart s diizleminde konumlandigi (z>0) varsayilacaktir. Ac¢ik cevrim kararh
sistemde vuku buldugu gibi, (3.5) ile verilen zaman gecikmesiz sistemi kararl1 kilan
kontrolor kiimesinin, (3.8) ile kesisimi degiseceginden kutup ve sifirin bagil

yerlesimine gore iki farkli durum ortaya ¢ikacaktir.

3.3.2.1 Ip/zI>1 durumu

Bu durumda, (3.1) ile verilen sistemde sol yar1 s diizlemindeki sifir, sag yari s
diizlemindeki kutba nazaran orijine daha yakin konumlanmistir. Bdyle bir durumda
zaman gecikmeli sistem i¢in kararlilig1 saglayan kontrolor kiimesinin i¢inde aranacagi
aralik olan (3.8) ile zaman gecikmesiz sistemi kararli kilan aralik olan (3.5)’in bir
kesisim kiimesi olmayacaktir. Zaman gecikmesinin de sag yar1 s diizleminden sol yar1
s diizlemine kutup gecirme etkisi olmadigindan, bu alt durum i¢in zaman gecikmeli
sistemi P tipi kontrolorle kararlt kilabilmek miimkiin olamayacaktir; bir baska deyisle,
bu alt durum igin (3.1) ile verilen sistemi kararlh kilacak olan P tipi kontrolorlerin

kiimesi bos kiimeden ibaret olacaktir.

K =0 (3.28)

3.3.2.2 Ip/zl<1 durumu

Bu durumda (3.1) ile verilen sistemde sol yar1 s diizlemindeki sifir, sag yari s
diizlemindeki kutba nazaran orijine daha uzak konumlanmistir. (3.5) ile verilen zaman
gecikmesiz sistemi kararli kilan K;, degerleri goz oniine aliarak, (3.8)’in i¢inde kalan
K, degerlerinden asagida verilen aralikta yer alanlar igin

~1<K, <=L (3.29)
<

Zaman gecikmesiz sistem kararli olacaktir. Yine (3.11)’den hareketle, zaman

gecikmesinin sag yan s diizleminden sol yart s diizlemine kutup gecirme ozelligi
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bulunmadigindan, (3.29)’da yer alan K, degerleri icin zaman gecikmeli sistemi kararli
kilmak miimkiin olamayacaktir. Dolayisiyla bu K degerleri (3.8)’den ¢ikarilarak yola

devam edilebilir.

(3.8)’in geri kalan kismi olan ve asagida verilen K, degerleri i¢in

~Pok, <1 (3.30)
<

Sisteme zaman gecikmesi ilave edilip artirildik¢a, (3.2) ile verilen kapali cevrimli
sistemin karakteristik ifadesinin koklerini, sol yar1 s diizleminden sag yar s diizlemine
(3.10) ile verilen frekanstan eslenik ¢iftler halinde gececektir. (2.7)’den hareketle bu
gecise sebebiyet veren iliskili L degerleri ise asagidaki gibi olacaktir:

—-* - pz

m, sm(a)L) ZM (331)
p

cos(wlL) = 1% ((02 N Zz)
P

Bir 6nceki boliimde de tartisildigi tizere, bu denklem sisteminin ¢6ziimii, yani oL, Lo

icin (0, m) araliginda, L; (i=1,2,3...) icin (2im, (2i+1)m) aralifinda olacaktir.

Yine daha onceki bolimde de ifade edildigi gibi, zaman gecikmesinin sag yari s
diizleminden sol yan s diizlemine kutup gecirme etkisi olmadig diisiiniildiigiinde, Lo
degerinin sistemi kararsizliga gotiirdiigi rahatlikla soylenebilir. Coziim aralig
belirlendigi i¢in, (3.31) ile verilen denklem sistemi, tek bir denklem meydana getirecek

sekilde asagidaki gibi birlestirilebilir:

arctan (a)(zp—z)}
L@ = arctan (Mj = L= W+ pe (3.32)
@ + pz @

Daha 6nceki boliimde izlenen stratejiye binaen, L’nin yine K, nin fonksiyonu oldugu
sOylenebilir. Eger, L’nin K;,’ye gore tiirevi alinacak olursa, bu tiirevin negatif isaretli
oldugu ispatlanabilir (ispatin detaylari Ek B’de yer almaktadir). O halde sistemi
kararsizliga gotiirecek olan L degerleri Ky’ nin artmasiyla birlikte monoton bir sekilde
azalmaktadir. Boliimiin basinda da belirtildigi iizere (3.1) ve (3.2) ile ifade edilen
sistemin sabit ve bilinen bir zaman gecikmesi (L = L) oldugundan, sistemi kararsizliga
gotiiren L degerinin Ly’e esit olmasini saglayacak bir K;, tist sinirt olacaktir. Daha 6nce
de yapildig iizere, bu K, ve iliskili @ degerine sirasiyla Kk ve Owiik denecek

olursa, Kp-kritik Ve Okritik asagida verilen denklemleri saglayacaktir:
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Oyiri (P — 2)

L@yiix = arctan(
Oprisik + PZ

|

2 2 2

_ Kvp—kritikZ -P
kritik — 2
1- Kp—kritik

(3.33)

(3.34)

(3.33) ile ifade edilen denklemin grafigi p=-1, z=2 ve degisik Ls degerleri i¢in sekil

3.3’te goriilmektedir.

AI
/
!
!
{ /
R T R 1-] O oo s i S S8 A S S R R =
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/ Z
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i/ Lw (L=0.5)
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Sekil 3.3 : (3.33)’iin z=2, p=-1 ve ¢esitli Ls degerleri i¢in grafiksel goriiniimdi.

Bu grafikten de hareketle, bazi Ls degerleri i¢in (3.33)’ilin ¢Oziimiiniin olmayabilecegi

rahatlikla goriilebilir (6rnegin Ls=1.8 sn i¢in ¢6ziim yoktur). O halde bu denklemin bir

¢Oziimiiniin olabilmesi icin, Ls i¢in bir kisit mevcut olmalidir. Diger bir deyisle, (3.1)

ile verilen sistemin kararli kilinabilir olabilmesi icin bu durum asagidaki teoremle

ifade edilebilir:

Teorem 3.1: (3.1) ile verilen ve karakteristik ifadesi (3.2) seklinde olan agik ¢evrim

kararsiz (p<0) ve sifir1 sol yar1 diizlemde olan (z>0) bir sistemin bir P tipi kontrolorle

kararli kilinabilmesi i¢in sistemin zaman gecikmesi iizerinde bir iist sinir vardir. Bu

iist siir izin Verilen En Biiyiik Zaman Gecikmesi — IVEBZG (Maximum Allowable

Time-Delay) olarak adlandirilir ve asagidaki sekilde formiilize edilebilir:

i-p

IVEBZG =
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Bir baska deyisle, (3.1) ile verilen sistemin, bir P tipi kontrolorle kararli kilmabilmesi

icin Ly<IVEBZG kosulu saglanmalidir.

Buna ilaveten, teoremin basinda ifade edilen kosullar1 saglayan sistem igin
IVEBZG’nin supremum degeri, sistem sifir1 ve kutbu orijine gore simetrikken elde
edilir, ve bu deger 2t’ya esittir (t = 1/p, sistemin zaman sabitidir). Ayn1 sekilde,
IVEBZG’in infimum degeri sistem sifir1 sonsuza gittiginde elde edilir ve bu deger de

T’ya esittir (detayl ispat Ek C’de verilmistir).

Sistemin sahip oldugu zaman gecikmesinin IVEBZG’den kii¢iik oldugu varsayimiyla,
A=Lsowiik seklinde bir degisken doniisiimii yapilir ve bu durum (3.33)’te dikkate

aliacak olursa, asagidaki denklem elde edilir:

A = arctan w (3.36)
A"+ L pz

Bu denklemin (0, ) araligindaki ¢oziimii Ao olsun. Yine bir onceki boliimde izlenen
stratejinin aynisi burada da takip edilecek olursa, kapali cevrimli sistemi kararsizliga

gotiirecek olan L degerini, sistemin zaman gecikmesine esit yapan Kk degeri

2 2.2
+Lp
L —— /—io(’z T (3.37)

Bu smir degeri (3.30) ile birlestirilecek olursa, kararliligi saglayan tim K, degerleri

B 2, 2.2
2ok, < /% (338)
z +1%7

Yine (3.3) ile kontroldr parametresinin kendisine gegilecek olursa, kararlilig1 saglayan

asagidaki sekilde elde edilir:
asagidaki gibi elde edilir:

tiim kontrolor degerleri asagidaki gibi olacaktir:

2 2_2
—p A +Lip
FAR e 33

Burada Ao, (3.36) ile verilen denklemin (0, «) araligindaki ¢oziimiidiir.
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3.4 Sag Yarn s Diizlemi Sifirina Sahip Sistem (z<0)

Bu boliimde, (3.1) ile verilen sistemde, sifirin sag yar1 s diizleminde oldugu
varsayilacaktir. Zaman gecikmesiz sistemi kararli kilan kontrolor kiimeleri ((3.6)-(3.7)
) ve bu kiimelerin (3.8) ile kesisimleri, sistemin agik c¢evrim kararli veya kararsiz

olmasina gore degistiginden, bu iki durum ayr ayn ele alinacaktir.

Ayriyeten, bu boliimde izlenecek yontemler daha 6nceki boliimle 6nemli benzerlikler

icerdiginden, bu boliimdeki cikarimlara daha ayrintisiz olarak yer verilecektir.

3.4.1 Acik cevrim kararh sistem (p>0)

Bu alt boliimde, (3.1) ile verilen sistemde kutup sol yar1 s diizleminde, sifir ise sag yar1
s diizlemindedir. Zaman gecikmesiz sistemi kararli kilan aralik olan (3.6) ile zaman
gecikmeli sistemi kararh kilacak kontroldrlerin i¢inde aranacagi kiime olan (3.8)’in
kesisimi degiskenlik gostereceginden, kutup ve sifirin bagil yerlesimine gore iki farkli

alt durum ortaya ¢ikacak, bu durumlar da ayr1 ayr analiz edilecektir.

3.4.1.1 Ip/zI>1 durumu

Bu durumda sag yar1 diizlemde bulunan sifir, sol yar1 diizlemde bulunan kutba nazaran
orijine daha yakindir. 3.3.1.1 nolu boliimde de izlenen stratejiye benzer bir sekilde,
(3.6), (3.8) ve (3.10) bir arada diisiiniildiigiinde, (3.8) ile verilen arali§in tamami i¢in
zaman gecikmeli sistemde sol yar s diizleminden sag yari s diizlemine kutup gecisi
hicbir L degeri icin olamayacaktir. Bu sebeple, bu alt durum i¢in (3.1) ile verilen
sistemi kararl1 kilan kontrolor kiimesi (3.8)’in tamami olacak, bu durum da (3.3) ile
verilen iliskiyle bir araya getirildiginde, kararliligi saglayan tiim kontrolor kiimesi

asagidaki ifadeye esit olacaktir:

—<k <— (3.40)

3.4.1.2 Ip/zl<1 durumu

Bu alt durumda da (3.1) ile verilen sistemde sag yarn s diizlemindeki sifir, sol yari s
diizlemindeki kutba gore orijine daha uzakta konumlanmistir. Bolim 3.3.1.2°de
yapildig gibi, yine (3.6) ve (3.8)’den hareketle, asagida verilen kontrolor kiimesi i¢in

zaman gecikmeli sistemi kararli kilmak miimkiin olamayacaktir:
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~Lok, < (3:41)
Z

Yine (3.8)’den geri kalan araliin bir boliimii olan ve asagida verilen kontrolor kiimesi
icin

Lok, <-L (3.42)
Z Z

Zaman gecikmesiz sistem kararlidir. (3.10)’un dikkate alinmasiyla, zaman gecikmeli
sistemin kararliliginin, zaman gecikmesinden etkilenmeyecegi rahatlikla sdylenebilir.
Bu sebeple, (3.42) ile verilen aralik, kararlilig1 saglayan tiim P tipi kontrolorlerin

kiimesine dahil edilecektir.

(3.8)’den geriye kalan aralik olan ve ifadesi asagida verilen

1<k, <2 (3.43)
Z

Kontrolor kiimesi i¢in zaman gecikmesiz sistem kararlidir. Zaman gecikmesinin
sisteme ilave edilip, degerinin artirilmasiyla, (3.2)’nin kokleri, sol yari s diizleminden
sag yar1 s diizlemine, eslenikler halinde (3.10) ile verilen frekanstan gececektir. iliskili
L degeri ise yine asagida verilen ifadelerden bulunacaktir:

2
-0 - pz

. o(z—p)
- = e S < 3.44
,,( R sin(wL) ( )

cos(wlL) = X @+ )
P

Daha 6nceden de belirtildigi gibi, sistemi kararsizliga gotiiren L degeri Lo olacagindan,
denklemin sisteminin ¢éziimii (0, m) araliinda aranacaktir. oL i¢in ¢6ziim araligi

belirlendigi i¢in (3.44), tek bir denklem olusturacak sekilde birlestirilebilir:

Lw = arctan (Mj = L= @ pe (3.45)
@ + pz ®

Daha onceki boliimlerde de yapildigr iizere, eger L’nin K, ye gore tiirevi aliacak
olursa, bu tiirevin pozitif isarete sahip oldugu direkt olarak goriilebilir (Ek A’da bu
durumda da deginilmistir.) O halde (3.1) ile verilen sistemi kararsizlia gétiiren L
degerleri, artan K,, ile artmaktadur. ilgilenilen K, araliginin negatif oldugu diisiiniilecek
olursa, bu kritik L degerini sistemin bilinen ve sabit zaman gecikmesine (L) esit

kilacak negatif bir K, alt sinir1 oldugu rahathikla sOylenebilir. Daha Onceki
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boliimlerdekine benzer sekilde bu K, degerine Kpxkik ve iliskili ® degerine stk

denecek olursa, bunlar asagidaki iliskileri saglarlar:

Ls Opririk = arctan ( wkr;ik (p — Z) ] (346)
Opiri. T P2
K2 22
w]?ritik =t krmkz P (3.47)
1- Kp—kritik

(3.46) ile verilen denkleme iliskin grafik (p=1, z=-2 ve ¢esitli L; degerleri icin) asagida
sekil 3.4’te goriilmektedir.

arctan(w(p-z)/(w2+pz))
Lw (L=0.5)
— —-Llw (L=1)
——-lw (L=1.8)

31416k -oeeenes JIRTERTIE y AR IR IRV SRR IR TR TR IR TR R 4
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Sekil 3.4 : (3.46)’nin p=1 z=-2 ve ¢esitli L degerleri i¢in grafiksel gortiniimii.

Sekil 3.4’ten de acgik bir sekilde goriilebilecegi tizere, (3.46)’nin (0, m) aralifinda
¢Oziimil Ls ne olursa olsun var olacaktir. Haliyle bu durumda L izerinde herhangi bir

kisitlama olmayacaktir; yani IVEBZG durumu ortaya ¢ikmayacaktir.
Yine, A=Lsokiik degisken doniisiimii yapilir, bu durum (3.46)’da dikkate alinir ve
(3.47) de uygun bir sekilde diizenlenirse, Kp-kitik asagidaki sekilde bulunur:

2, 722
A"+ Lp

—_ (3.48)
AT

Kpfkritik ==

Bu kritik degerle birlikte, daha 6nceden kararlilig1 saglayan kiimeye dahil edilen (3.42)
birlestirilir ve (3.3) de isin i¢ine katilirsa, incelenen bu durum i¢in (3.1) ile verilen

sistemi kararl kilan tiim P tipi kontrolor kiimesi agsagidaki ifadeyle verilebilir:
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2 2.2
M HLpm e P (3.49)
AckI+ LIk kg

Yorum 1: (3.49) ile verilen kontrolor kiimesi, (3.27) ile verilen ve sol yar s-diizlemi
sifirna sahip — acik cevrim kararsiz sistem icin kararliligi saglayan kontrolor
kiimesiyle sembolik olarak benzemektedir; bu kiimeler sembolik olarak bakildiginda
simetriktirler. Ancak, esit zaman zaman gecikmesine (Ls), ayn1 kutup (p) ve orijine
gore simetrik sifir (z) yerlesimine sahip iki sistem icin, (3.49) ile verilen kararlilik
kiimesi i¢indeki Ao degeri, (3.27) ile verilen kiimedeki Ao degerinden her zaman kiigiik
kalacaktir; bu durumda da (3.49), (3.27)’ye gore daha dar bir kiime ifade edecektir.
Bir bagka deyisle, (3.1) ile verilen ve L = Lgi, p=p1>0, z=2:<0 bi¢ciminde olan bir
sistemi kararli kilan tim P tipi kontroldrlerin kiimesinin negatifi, parametreleri

Ls>=Ls1, p2=p1 ve zo=-z; bi¢iminde verilen bir sistemi kesinlikle kararl1 kilacaktir.

Ispat: Yukarida sozii edilen ve (3.1) biciminde olan sistemlerden ilkinin Ls; zaman
gecikmesine, p=p1>0 ve z=z:<0 kutup yerlesimine sahip oldugu, ikincisinin de zaman
gecikmesi Lg=Ls olacak sekilde, p»=p:1 ve z>=-z; bi¢ciminde kutup sifir yerlesimine
sahip oldugu varsayilsin. Hatirlanacag1 iizere, A parametresi A = Lsokiik olarak

tanimlanmistir ve Aok (k=1,2) ¢coztimleri de

ALy (py —2¢)

A= arctanL 5 5
AT+ LG przy

j (k=1,2) (3.50)

Denkleminin sirasiyla (0, m) ve (n/2, m) araligindaki ¢6ziimleri olacaktir. O halde
Aog1<Ao> iliskisini gostermek (3.49)’un (3.27)’ye gore daha dar bir kiime belirttigini

ispatlamak icin yeterli olacaktir. px ve zx (k=1,2) iizerindeki varsayimlar ve (3.50)’den

hareketle Lsk< 7r/ 2. /| Py Zk| degerinden kiiciik Ls degerleri i¢in Ao (0, 7/2), Aoz ise (1/2,
m) aralifinda olacaktir; o sebeple 7r/ 21/| pkzk| ’den daha kiiciik zaman gecikmesi

degerleri icin Aoi1<Ao> iliskisi direkt olarak gosterilebilir. Lg> 7z/ 21/| Dy Zk| degerleri

icin ise (3.50) ile verilen esitligin sag tarafindaki arctan fonksiyonunun parametresi

k=1 icin k=2’ye gore her zaman daha kiigiiktiir. Oyle ki:

ALy (p1=2) _ ALy (P, =2) (3.51)
A +pz AP+1%,p,2,

Esitsizligi gegerli olacaktir. Bu durumda da asagida yazilan esitsizlik gecerli olacaktir:
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AL — AL -
Z < arctan # < arctan # < (3.52)
2 A™+ L pyzy A"+ L,py2,

Yine (3.50) ve Ao1, Aoz tanimlarindan hareketle, asagidaki esitsizlik yazilabilir:

§< Ay <A,<7 (3.53)
Bu sekilde de (3.49)’un (3.27)’ye gore daha dar bir kiime belirttigi ispatlanmis

olacaktir. m

3.4.2 Acik cevrim kararsiz sistem (p<0)

Bu alt boliimde (3.1) ile verilen sistemde hem kutup, hem de sifir sag yan s
diizlemindedir. Daha 6nce de yapildigi gibi zaman gecikmesiz sistemi kararh kilan
kontrolor kiimesi olan (3.7) ile zaman gecikmeli sistemi kararli kilacak kontrolorlerin
aranacag aralik olan (3.8)’in kesisim kiimesi farklilik gdstereceginden, sifir ve kutbun

bagil yerlesimine gore iki farkli durum ortaya c¢ikacaktir.

3.4.2.1 p/z>1 durumu

Bu alt durumda, (3.1) ile verilen sistemde sag yan s diizlemindeki kutup, sag yart s
diizlemindeki sifira nazaran, orijine gore daha sagda, yani daha uzakta
konumlanmistir. Bu durumda zaman gecikmesiz sistemi kararli kilan kontrolor kiimesi
olan (3.7) ile, zaman gecikmesine sahip sistemi kararli kilacak olan kontroldrlerin
icinde aranacagi kiime olan (3.8)’in herhangi bir kesisim kiimesi olmayacaktir. Yine
(3.11Y’den de zaman gecikmesinin sag yar1 s diizleminden sol yan s diizlemine
herhangi bir kutup gecirme etkisi bulunmadig1 acgik oldugundan, (3.1) ile verilen
sistemi bu sartlar altinda P-tipi kontrolorle kararli kilmak miimkiin olmayacaktir. Yani
bu durum igin kararhilifi saglayan tiim oransal kontroldrlerin kiimesi bos kiime

olacaktir:

K =0 (3.54)

p

3.4.2.2 p/z<1 durumu

Bu alt durumda, (3.1) ile verilen sistemde sag yar1 s diizlemindeki sifir, sag yar1 s
diizlemindeki kutba nazaran daha sagda, yani orijinden daha uzak olacak sekilde

konumlanmistir. Daha 6nceki boliimlerde izlenen yonteme paralel olarak, (3.7)-(3.8)
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"den hareketle, asagida verilen kontrolor kiimesi i¢in zaman gecikmeli sistemi kararli
kilmak miimkiin olamayacaktir:

S 3 (3.55)
<

Dolayisiyla bu kiime, (3.8)’den ¢ikartilabilir. (3.8)’den arda kalan kisim olan:

1<k, <L (3.56)
Z

Araliginda yer alan kontrolorler i¢in, uygun bir L degeri i¢in sol yar s diizleminden
sag yart s diizlemine (3.10) ile verilen frekanstan eslenik ciftler halinde kutup gecisi
olacaktir. Bu gecise olanak tamiyan L degeri ise asagidaki denklem sisteminin
¢cOziimudiir:

2
-0 - pz

. w(z—p)
) _ 3.57
K R sin(wlL) = ( )

cos(wlL) = X @+ )
P

Bu denklemlerden de hareketle oL degerinin (0, n/2) araliginda yer alacag aciktir.

Denklemler birlestirilirse asagidaki ifade elde edilir:

Lo = arctan (wj = L= w T pe (3.58)
@ + pz ®

Daha 6nceki boliimlerde yapildigi gibi, L ifadesinin K, ye gore tiirevi alinacak olursa,
bu tiirevin pozitif oldugu gosterilebilir (bu gosterime iligkin detaylar Ek D’de yer
almaktadir). O halde, kapali ¢cevrimli sistemi kararsizliga gotiiren L degeri, artan K,
ile birlikte artmaktadir. (3.1) ile verilen sistem, bilinen ve sabit bir zaman gecikmesine
(Ls) sahip oldugu icin, sistemi kararsizliga gotiiren bu zaman gecikmesini Ls’e esit
kilacak bir K, alt sinir1 bulunacaktir. Bu kritik degere Kp-kritix, iliskili @ degerine ®ksitik

denecek olursa, bu iki degisken, asagidaki ifadeleri saglayacaktir:

, .. —
L., =arctan [MJ (3.59)
Wpirix. T D2
Kz—kri ikzz - Pz
D = —— o —— (3.60)
1- Kp—kritik
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(3.59)’un grafiksel gosterilimi p=-1, z=-2 ve degisik L degerleri icin sekil 3.5’te

gosterilmektedir:
) - aru:tan(w(p—z)f(m?mz))

/ Lw (=02

; — —-Llw [=04)

; ——-Llw (=18

31416 = . _," ...................................................................... .
i
¢ ra
-
f =
i -
‘ L
18708 - - e, R i
! e
: -~
i -
/ s
P
[
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 & & 7 g a 10
Sekil 3.5 : (3.59)’un p=-1 z=-2 ve ¢esitli L degerleri icin grafiksel goriiniimii.

Sekil 3.5’ten de goriilecegi iizere, burada da (3.59)’un ¢6ziimiiniin olabilmesi i¢in L’ in
bir {ist stmirinin var olmasi gerekmektedir. IVEBZG ad1 verilen L iizerinde olusacak

bu kasit, boliim 3.3.2.2°dekiyle analitik olarak aynmi olacaktir:

L, < IVEBZG =*—2 (3.61)

Cikarmmin detaylarina Ek C’de yer verilmistir. Daha 6nceki boliimlerde de uygulandigi
izere, A=Lsokriik degisken doniisiimii (3.59)’da dikkate alinir ve (3.60)’tan da Kpkritix
cekilecek olursa, Ky kriik asagidaki gibi bulunur:

A+ Lp°

(3.62)
Al + 1377

Kpfkritik ==

Bu durum (3.56)’yla ve (3.3)’le birlikte dikkate alinacak olursa, bu alt durum icin

kararlilig1 saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi asagidaki ifadeyle verilebilir:

2 2.2
<k, <L (3.63)
AR+ 222K 2k,

Burada Ao (3.59)’da A=Lsokiik degisken doniisiimii yapilmis olan
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= (3.64)

A = arctan ( 5
A+ L pz

ALs(p—z)j

Denkleminin (0, n/2) araligindaki ¢oztimiidiir.

Yorum 2: (3.61) ile verilen ve sembolik olarak (3.35) ile aynm1 olan IVEBZG degerinin
supremum ve infimum degeri bu alt boliim i¢in farklidir. Bu durumda, IVEBZG nin
supremum degeri t’dur ve sistem sifir1 s = o’dayken elde edilir. Yine sistem sifir
kutba dogru yaklastikca IVEBZG azalir ve sifir, kutupla aym yerde yer aldiginda

infimum degerine (0) ulasir (ispatin detaylarina Ek C’de yer verilmistir).

Yorum 3: Boliim 3.4.1.2°de yer alan yorum 1’dekine paralel olarak, (3.63)’te yer alan
kararlihik kiimesi sembolik olarak (3.49)’da yer alan kararlilik kiimesine
benzemektedir; hatta sembolik olarak bakildiginda, (3.63), (3.49)’un negatifidir.
Ancak aym1 zaman gecikmesine, aynm kutup ve simetrik sifir yerlesimine sahip iki
sistem i¢in, (3.63)’teki Ao degeri, (3.49)’dakine kiyasla daha kiiciik olacagindan,
(3.63), (3.49)’a nazaran daha dar bir kiime ifade edecektir. Bir baska deyisle, (3.1)’le
verilen ve L=Lsi, p=pi1<0, z=7:<0 seklinde olan bir sistemi kararli kilan kontrolor
kiimesinin negatifi, yine (3.1)’le verilen, Ls>=Ls1, p2=p1 ve z2=-z1 olan sistemi de

kesinlikle kararli kilacaktir.

Ispat: Ispatin tamami yorum 1’dekiyle ayni olacagindan, oradaki ispatin adimlari

takip edilerek yorum 3’iin ispat1 tamamlanabilir.

Bu boliimde yer alan sonuglarin ve ¢ikarimlarin gorsellestirilmis ve 6zetlenmis halleri
cizelge 3.1 ve cizelge 3.2’de bulunabilir. Bu ¢izelgeler ve i¢indeki sonuglar, (3.1) ile
verilen sistem ve bu sistem i¢in P-tipi kontrolor tasarlayan bir tasarimci tarafindan

dogrudan kullanilabilir.
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Cizelge 3.1 : Transfer fonksiyonu (3.1) ile verilen ve minimum fazl kapali ¢evrimli
sistem (z>0) i¢in elde edilen sonuclarin dzeti.

MINIMUM FAZLI KAPALI CEVRIMLI SISTEM (z > 0)

Izin Verilen En
Biiyiik Zaman | KARARLILIGI SAGLAYAN TUM
DURUM Gecikmesi k, ARALIGI
(IVEBZG)
= A
A
o,
g 1 K 1
S |«—<0O > YOK — <k <o
.(z s s
E
Vi v
g
=
z A P | ALy
O k P 2,2, 12.2,2
.MH Ky A() ks +LSZ ks
<
<O > YOK AL (p—
Ay, A=arctan ;(—pzz)
A"+ L pz
v denkleminin (7/2, 7t) araligindaki
¢Oziimiidiir.
A d>@
s I YOK K,=0
S| Onl @ >
N~
g
Z v
2
N
2] 2,52 2
; o owa Lk, < [
N Zk&' A() ks +Lsz ks
£
2
[ <) - AL (p—
O 42 di > L, < b Ay, A=arctan 2‘(—p2Z)
G -z A" +Lpz
< denkleminin (0, 7) araligindaki
v ¢Oziimiidiir.

41



Cizelge 3.2 : Transfer fonksiyonu (3.1) ile verilen ve minimum fazli olmayan kapali
cevrimli sistem (z<0) i¢in elde edilen sonuglarin dzeti.

MINIMUM FAZLI OLMAYAN KAPALI CEVRIMLI SISTEM (z < 0)

Izin Verilen En
DURUM Buyul.i Zamgn KARARLILIGI SAGL:AYAN TUM
Gecikmesi k, ARALIGI
(IVEBZG)
e d1>d2
A
N
£ _—1 <k, < s
2 | =< O—r YOK kP Tk
B di ] s s
n
E
S
N
£
S 2, 2 2
() +L
S 4 @< S R AP A
é Ay + L2k, 2k
<
N > YOK AL (p—
- Q| d O Ao, A =arctan #
A"+ Lipz
denkleminin (0, «) araligindaki
v ¢oziimiidiir.
A
/O\: « O > YOK Kp =0
N
5
2 v
2
> 2,722
£ A | AL P
g 2 2,22 p ok
M Ay + Liz7kg s
£
z | - O - AL (p-
S L <P Ao, A=arctan ;(—pzz)
> -p2 A+ L pz
On
< denkleminin (0, ©/2) araligindaki
v ¢coziimiidiir.
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3.5 Sayisal Ornekler

Bu boliimde, ana boliim igerisinde daha dnceki anlatilanlari daha somut kilabilmek

amaciyla, iki tane sayisal ornek verilecektir.

Ornek 1: [32]’den alman LED aydinlatma sisteminin yaklasik termal dinamiklerini
ifade eden asagidaki transfer fonksiyonu 0.877 saniyelik bir zaman gecikmesi oldugu
varsayimiyla ele alinsin, ve bu sistem i¢in sekil 3.1°’de verilen konfigiirasyon

kullanilarak, kararlilig1 saglayan tiim P tipi kontrolorler hesaplansin.

0.18949(s +0.002022) 08775
s+0.001647

G(s)= (3.65)

(3.1)’de verilen transfer fonksiyonu yapisindan hareketle, bu sistemin s=-0.001647’de
bir kutbu (p=0.001647), s=-0.002022’de bir sifir1 (z=0.002022) ve ks=0.18949 olacak
sekilde bir sistem kazanci vardir. Eger sistem kazanci, (3.3)’te oldugu gibi kontrol6r

parametresinin icine gomiilecek olursa, asagidaki iliski elde edilir:

K, =0.18949%, (3.66)

Verilen sistemde z>0 ve p>0’dir. O halde bu sistemi kararli kilan tim P tipi
kontrolorlerin kiimesinde (3.26)-(3.27) referans alinmalidir. Orada bulunan Ao’1
hesaplayabilmek icin (3.24) ile verilen denklemin (7/2, 7) araliginda ¢6ziimii aranacak

olursa:

A:arctan[ A(0.877)(0.001647 —0.002022) j 3.67)

A% +(0.877)%(0.001647)(0.002022)

Ao =3.1415 elde edilir. Bu deger (3.26)’da yerine konacak olursa, kararlilig1 saglayan

tiim K, kiimesi agagidaki gibi elde edilir:
-0.81454 < K, <0.99999 (3.68)

(3.66)’dan yararlanilarak tekrar kontrolor parametrelerine gegilecek olursa, kararliligi

saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi asagidaki gibi verilebilir:

—4.29859 <k, <5.27732 (3.69)

Anilan kapali ¢evrimli sisteme iliskin birim basamak yanitlar sekil 3.6, sekil 3.7 ve
sekil 3.8°de goriilmektedir. Sekillerden de goriilecegi iizere, benzetim sonuglari, teorik

sonuclarla uyum icerisindedir.
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Sekil 3.6 : Ornek 1°deki sistemin ky=2.5 igin birim basamak yanti.
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Sekil 3.7 : Ornek 1’deki sistemin ky=5 icin birim basamak yanit1.
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Sekil 3.8 : Ornek 1’deki sistemin ky=6 icin birim basamak yaniti.
Ornek 2: L=0.1sn olan ve transfer fonksiyonu asagidaki sekilde verilen hayali bir
prosesi, sekil 3.1 ile verilen kontrol konfigiirasyonunda kararh kilan tim P tipi
kontrolorler hesaplansin:

0.45-0.8 o0l (3.70)

s—1

(3.1) ile verilen transfer fonksiyonu yapist dikkate alindiginda, s=1’de kutup (p=-1),
s=2’de sifir (z=-2) bulundugu ve sistem kazancinin k=0.4 oldugu goériilebilir. Bu
sistemde p<0 ve z<0 oldugundan, IVEBZG durumu ortaya cikacaktir. (3.61)’le verilen
IVEBZG ifadesi dikkate alindiginda:

L, < IVEBZG <*—2 =0.55n (3.71)
.

Sartinin, bu sistemi P tipi kontrolorle kararli kilabilmek icin saglanmasi gerektigi
goriiliir. Sistemin zaman gecikmesi 0.1 sn oldugu icin, sistem P tipi kontrolorle kararlt

kilinabilir.

(3.63)’le verilen kararlilig1 saglayan kontrolor kiimesi ve (3.64) dikkate alindiginda,

asagida verilen denklemin (0, /2) araligindaki ¢oziimii:

A:arctan( AQ.DE1=(=2) ] (3.72)

A% +(0.D)3(=1)(=2)
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A0=0.2782 olarak hesaplanir. Bu ¢6ziim (3.63)’te yerine konacak olursa, kararlilig

saglayan tiim P kontroldrlerin kiimesi asagidaki sekilde bulunur:

—-2.15704 <k, <-1.25 (3.73)

Anilan sistemin kp=-1.35, kp=-2.10 k,=-2.20 i¢in birim basamak yanitlart sekil 3.9,
3.10 ve 3.11°de goriilmektedir.

14 T T T T T T

121

10F

_2 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 a0 B0 70

Sekil 3.9 : Ornek 2’deki sistemin ky=-1.35 igin birim basamak yaniti.

0 10 20 30 40 50 B0 70
Sekil 3.10 : Ornek 2’deki sistemin ky=-2.10 i¢in birim basamak yamtr.

46



4000 T T T T T T

3000 - b

2000 - .

1000

-1000

-2000

-3000

-4000 L
0 10 20 30 40 a0 60 70

Sekil 3.11 : Ornek 2’deki sistemin ky=-2.20 i¢in birim basamak yaniti.
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4. IKINCi MERTEBEDEN ZAMAN GECIKMELIi SISTEMLERIN POZITiF
GERIi BESLEMEYLE KARARLI KILINMASI

Bu boliimde, sonlu sifira sahip olmayan, iki kutbu da sag yari s diizleminde bulunan,
ikinci mertebeden zaman gecikmeli sistemler P tipi kontrolorlerle kararli kilinacaktir.
Bilindigi gibi bu 6zellige sahip olan zaman gecikmesiz sistemlerin P tipi kontrolorlerle
kararli kilinmasi miimkiin degildir. Ancak zaman gecikmesinin varliginda, zaman
gecikmesinin sag yar1 s diizleminden sol yar s diizlemine kutup gecirme 6zelligi var

oldugu takdirde, belli kosullar altinda kararliligin saglanmasi miimkiin olmaktadir.

Hatta ve hatta, sasirtici bir bicimde, bu sistemlerin kararli kilinmasi adina, pozitif geri
besleme konfigiirasyonunun negatif geri besleme konfigiirasyonuna nazaran daha
etkili oldugu da ortaya cikmistir. Bu dogrultuda, dncelikle zaman gecikmesinin sag
yar1 s diizleminden sol yar1 s diizlemine kapali ¢cevrim kutbu gecirebilmesi icin hangi
kosulun gergceklesmesi gerektigi incelenmis, ve bu kosul, s diizleminde, sistemin acik
cevrim kutuplarmin bulunmasi1 gereken bolgeye indirgenmistir. Bir baska deyisle
zaman gecikmesinin bu etkisinin var olabilmesi, acik cevrim kutuplarinin s

diizleminde belli bir bolgede bulunmasina bagli olacaktir.

Daha sonra ise, zaman gecikmesinin bu etkisinin var oldugu varsayimi altinda,
sistemin P tipi kontrolorle kararli kilinabilmesi adina gerek ve yeter kosullar
tiiretilmistir. Bu kosullardan hareketle, pozitif geribeslemenin varliginda, gerek ve
yeter kosullar1 saglayan en az bir (L, kp) ikilisinin bulundugu, negatif geribesleme
durumunda ise bdyle bir zorunlulugun olmadigr agik¢a goriilmiistiir. Yani zaman
gecikmesinin sag yar1 s diizleminden sol yart s diizlemine kutup gecirme etkisi var
oldugunda, sistemi pozitif geribeslemeyle kararl kilma konusunda bir ¢6ziim mutlaka

var olacaktir.

Bu sonuglarin elde edilmesinden sonra ise her iki konfigiirasyonda da zaman gecikmeli
sistemi kararli kilacak tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi ayr1 ayr analitik olarak
hesaplanmistir. Bulunan kiimeler sistemin zaman gecikmesine (L), acik ¢evrimli
sistemin transfer fonksiyonunun payda polinomunun katsayilarina (ai, ap), sistem

kazancina (ks) ve bir trigonometrik denklemin belli bir araliktaki ¢oziimiine bagl
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olarak elde edilecektir. Burada elde edilen tiim sonuglar yine 2. Boliimde detaylariyla

anlatilmis olan direkt yontem iizerine insa edilecektir.

4.1 Literatiir Ozeti, Problemin Onemi ve Boliimde Elde Edilen Sonuclarm Ozeti

Bir 6nceki boliimde, birinci mertebeden kesin nedensel transfer fonksiyonuna sahip
transfer fonksiyonlarinin proses endiistrisi i¢in 6neminden bahsedilmisti. Ayn1 sekilde
ikinci mertebeden sonlu sifira sahip olmayan ve zaman gecikmesi igeren transfer
fonksiyonlart i¢in de durum bundan ¢ok da farkli degildir, zira endiistride kullanilan
azimsanamayacak sayida proses 2. Mertebeden yaklasik olarak modellenebilmektedir
[25]. Yine matematiksel agidan olaya yaklasildiginda, bu tip sistemlerin ortak 6zelligi,
kapali ¢cevrime alindiklarinda, geri tipli polinomsu (retarded type quasipolynomial)
meydana getirmeleridir. Yani bu sistemlerin kararliligi incelenirken, zaman
gecikmesinin ortaya cikisiyla olusan sonsuz sayidaki kapali cevrim kutbunun

tamaminin sol yart s diizleminde olusacagi aciktir.

Endiistrideki Onemine binaen, bu tarz sistemler icin kontrolor parametrelerini
ayarlamaya yonelik bircok calisma mevcuttur. Ancak tasarimci icin, kimi zaman
elinde belli bir performans kriterine gore “iyi” olarak nitelendirilebilecek kontrolor
parametrelerine sahip olmaya kiyasla, kararliligt saglayan tiim kontrolor
parametrelerine sahip olmak Onemli avantajlar getirebilmektedir. Buna istinaden,
ikinci mertebeden zaman gecikmeli sistemleri kararli kilacak tiim kontrolor
parametrelerinin bulunmasina yonelik bir¢cok calisma da literatiirde yerini almistir ve

almaya da devam etmektedir.

Bu calismalara drnekler verilecek olursa, [8] ile verilen ¢calismada, Hermite-Biehler
Teoremi kullanilarak ikinci mertebeden zaman gecikmesine sahip sistemler igin
kararlilig1 saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi hesaplanmistir. Burada dikkate
edilmesi gereken temel husus, Hermite-Biehler teoremiyle zaman gecikmesinin sag
yart diizlemden sol yar1 s diizlemine kutu gegirme Ozelligini net olarak karakterize
etmek zor oldugundan, anilan ¢aligmada, kapali cevrimli zaman gecikmesiz sistemin
oncelikle kararli olacag varsayimiyla hareket edilmistir. Bir bagka deyisle bulunan
kararlilik kiimesi, zaman gecikmesiz sistemi kararli kilacak olan kiimeyle zaman
gecikmeli sistemi kararli kilacak olan kiimenin kesisimi mahiyetindedir. [11] ile
verilen calismada, ikinci mertebeden sistemler icin kararliligi saglayan tiim PID

kontrolorlerin kiimesi yine Hermite-Biehler Teoremi baz alinarak hesaplanmistir.
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[13]’te ise Nyquist teoremi baz alinarak, kararlilig1 saglayan ¢esitli diisiik mertebeli
kontrolérler kiimesi agik ¢evrim kararsiz sistemler i¢in hesaplanmis, ayn1 zamanda bu
sistemler icin izin verilen en biiyiik zaman gecikmesi (IVEBZG), her bir kontrolor
cesidi icin de ayr1 ayr1 hesaplanmigtir. Daha sonra ise Nyquist Teoremi ve [17]de bu
teoremden tiiretilen yontem esas alinarak, [18]’de kararliligi saglayan tiim P tipi
kontrolérler kiimesi hesaplanmis, ve IVEBZG hakkinda tamamen kutuplardan olusan
sistemler i¢in genel gecer bir teorem Onerilmistir. Daha sonra buradaki yontem [36]’da
ise PI kontroldrlere genisletilmistir. Burada dikkate alinmas1 dnem arz eden bir diger
husus ise [18, 36] ile verilen yontemlerin degisken zaman gecikmesi altinda da
kullanilabilmesidir. [37]’de verilen ¢aligmada, birinci ve ikinci mertebeden integral
prosesleri kararli kilacak tiim PID kontrolorlerin kiimesi, kararlilik kosullarinin
uygulanmasi ve kapali fonksiyon teoreminin de yardimiyla grafiksel olarak
hesaplanmistir. [38]’de ise bu yontem ikinci mertebeden sonlu sifira sahip olmayan

zaman gecikmeli sistemler icin tekrarlanmustir.

Bu boliimde, frekans tanim bolgesinde modellenmis, ikinci mertebeden DZD ve
TGTC zaman gecikmesine sahip sistemler icin literatiirde daha 6nceden yer almayan
bir sonug¢ Onerilmis; normalde zaman gecikmesinin yoklugunda P tipi kontrolorle
kararli kilinamayacak, iki kutbu da sag yan s diizleminde bulunan sistemler, P tipi
kontrolorlerle — 6zellikle pozitif geri besleme konfigiirasyonuyla — kararli kilinmagtir.
Burada oncelikle zaman gecikmesinin hangi kosullar altinda sag yar s diizleminden
sol yart s diizlemine kutup gecirebileceginin kosullar1 tiiretilmistir. Bu kosullarin
irdelenmesiyle ¢ikan sonug, acik ¢evrimli sistem kutuplarmin karmagik bileseninin
reel bileseninden bilyiik olmasmin gerekliligidir. Bu kosulun saglandigi onciiliiyle,
kapali cevrimli sistemin kararli kilmabilirligine yonelinmis, bu husustaki gerek ve
yeter kosullar ¢ikarilmistir. Bu kosullar dikkatle incelendiginde, normal sartlar altinda
kararlilik yoniinde olumsuz etki yapmasi beklenen pozitif geri besleme
konfigiirasyonu; yani bir baska deyisle negatif kazanglarin, kapali ¢cevrimli sistemi
kararli kilmada daha etkili sonu¢ verdigi goriilmiistiir. Daha acik olmak gerekirse,
sistem pozitif geri besleme konfigiirasyonundayken, gerek ve yeter kosullar kesinlikle
saglanmakta, kapali cevrimli sistemi kararli kilacak bir (L, kp) ikilisi mutlaka
bulunmaktadir. Halbuki bdyle bir durum, negatif geribesleme konfigiirasyonu soz
konusu oldugunda, yani sistem pozitif ky’lerle kontrol edildiginde, gecerli olmak

zorunda degildir. Daha acik olmak gerekirse, negatif geribesleme konfigiirasyonunda,
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kapal1 cevrimli sistemin kararli kilinabilmesi i¢in agik ¢evrim kutuplarinin sadece reel
kismimin imajiner kismindan kiiciik olmasi yetmemekte, kutuplarin imajiner eksene

cok daha yakin olmasi gerekmektedir.

Boliim su sekilde kurgulanmistir: 6nce problem tamimlanmis ve pargalara ayrilmas,
daha sonra ise zaman gecikmesinin sag yar1 s diizleminden sol yar1 s diizlemine kutup
gecirebilme 6zelliginin hangi sartlarda gerceklestirildigi analitik olarak elde edilmistir.
Daha sonra ise sirasiyla negatif geribesleme konfigiirasyonu (pozitif kyler) ve pozitif
geribesleme konfigiirasyonu (negatif kpler) baz alinarak, kararli kilinabilirlik i¢in
gerek ve yeter sartlar analitik olarak tiiretilmis, pozitif geribesleme durumunda bu
sartin kesinlikle saglandig1 gosterilmistir. Son kisimda ise her iki konfigiirasyon i¢in
de kararhiligi saglayan tim kazanclarin kiimesi analitik olarak hesaplanmistir.
Ayriyeten, anlatilan teoriyi somutlastirmak adina, elde edilen sonuclar bir adet sistem

tizerinde orneklendirilmistir.

4.2 Problemin Tanimm ve Zaman Gecikmesinin Kararlilik Uzerine Etkileri

Boliimde kullanilacak kontrol yapisi sekil 4.1°de verilmistir:

"t 1 Cfs) o G(s) [ *

Sekil 4.1 : Boliimde kullanilacak kontrol yapisi.
Burada goriilen sistem G(s) ve kontrolor transfer fonksiyonlar1 C(s) de sirasiyla
asagidaki gibidir:

G(s)= zk—eL , C(s)=k, (4.1)
s“+as+a,

Burada ks sistem kazancint (ks>0) , Lsys sistemin zaman gecikmesini (Lsys>0) ifade
etmektedir. Sistemin iki kutbunun da sag yar1 s diizleminde olabilmesi i¢in asagidaki

iliski saglanmalidir:
a,<0,a,>0 4.2)

Yine sekil 4.1°deki geribeslemede goziiken + isareti, hem pozitif hem de negatif

geribesleme  konfigiirasyonunu  belirtmektedir. Ayr1  ayr1 ele alman bu
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konfigiirasyonlarin anlamli olabilmesi icin, bolim genelinde k>0 varsayimi
benimsenecektir. Bir baska deyisle, pozitif geri besleme durumundaki kp’ler, negatif

geribeslemedeki negatif k,’lerin yerine kullanilacaktir.

Her iki konfigiirasyon icin de kapali cevrimli sistemin karakteristik ifadesi

olusturulacak olursa, asagidaki yapi elde edilir:
P(s)=s"+as+a, $kskpe_SL‘"‘ =0 4.3)

Yine burada + ifadesi negatif geri besleme durumunda, - ifadesi de pozitif geri besleme

durumunda gecerlidir.

3. bolimde uygulanan stratejiye paralel olarak, hesaplamalarda daha basit ifadeler elde
etmek acisindan, sistem kazanci (ks), kontroloriin i¢ine gomiilerek islemlere devam
edilecektir; yani bolimiin geri kalaninda asagida verilen Kkontrolor ifadesi

kullanmilacaktir:

K =kk (4.4)

P s™p

2. boliimde verilen kararlilik analizi, (4.3) icin uygulanacak olursa, 1. adim geregi,
once zaman gecikmesiz sistemin, yani L=0 durumunda (4.3) ile verilen ifadenin sag
yari s diizlemi kutup sayisina bakilmalidir. Bu yapilacak olursa, sag yar s diizlemi

kapali ¢evrim kutbu a¢isindan asagidaki sonug elde edilir:
K,>-a,: 2adet 4.5)
K,<-a,: ladet 4.6)

Buradan da tekrar anlasilacag tizere, zaman gecikmesiz sistemin, bu sartlar altinda

kararli kilinma ihtimali yoktur.

Eger yontemin 2. adimi uygulanacak olursa, yani sisteme sonsuz kii¢iik bir L degeri
ilave edilirse, (4.3) ile verilen kapali ¢cevrimli sistemin karakteristik ifadesinin sonsuz
adet kokii olacaktir. (4.1) ile verilen sistemin payda polinomu dikkate alinacak olursa,
payda polinomunun derecesi (2) pay polinomunun derecesinden (0) biiyiik oldugu i¢in,
bu sonsuz adet kok, yani kapali ¢evrim kutbu sol yart s diizleminde olusacaktir. Yani
sonsuz kiiciik L. degeri icin sag yar1 s diizlemi kapali ¢cevrim kutbu sayisinda bir

degisme olmayacak, bu hususta (4.5)-(4.6) ile verilen ifadeler gecerli olacaktir.
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Yontemin 3. adimina gecilecek olursa, (4.1) ile verilen sistemdeki, yani (4.3) ile
verilen kapali ¢evrim karakteristik ifadesindeki gecikme degeri arttikgca, kokler s
diizleminde hareket edecek ve belli L degerleri i¢in yar1 diizlem degistirecektir. Bu
durumdan dolay1 sag yar s diizlemi kok sayis1 da degisecektir. Koklerin yar1 diizlem
degistirirken imajiner eksende yer alacagi frekans degerlerinin tespit edilmesi igin

(2.8)’de verilen W(w?) polinomu olusturulacak olursa, asagidaki ifade elde edilir:
W(a)z):a)4+(af—2a0)a)2 +a§—K§ =0 4.7

Bu ifadenin iki adet kokii vardir ve asagidaki gibi verilebilir:

4
o =a,—2 + %—aoa12+K2 (4.8)

2 4
o :ao—%—,/%—aoaf+l(; (4.9)

Yine, kok gecislerinin yoniinii belirleyecek olan W’(w?) ifadesi alinacak olursa,

asagidaki ifade elde edilir:
W) =2 +a —2a, (4.10)

Eger W(®?) nin (4.8) ve (4.9)’da verilen kokleri icin W’ (®»?) nin isareti hesaplanacak
olursa, @1 icin bu isaretin pozitif, o2 i¢in ise negatif oldugu gozlemlenebilir. Yani o,
sol yar s diizleminden sag yar1 s diizlemine kok gecisi olurken koklerin imajiner
eksende yer alacagi frekans; o> ise sag yari diizlemden sol yar1 s diizlemine kok gegisi

olurken koklerin imajiner eksende yer alacag: frekanstir.

Zaman gecikmesi olmadig1r durumda, bu sistemin Onerilen kontrol yapisiyla kararl
kilimamadigi g6z Oniine alinacak olursa, zaman gecikmeli sistemin kararl
kilinabilmesi, zaman gecikmesinin sag yar1 s diizleminden sol yar1 s diizlemine kok
gecirme durumunun olugmasina baghdir. Ciinkii zaman gecikmesinin bu etkisi
olmadiginda, zaman gecikmesi arttikca, kok gecisleri sadece sol yar1 s diizleminden
sag yar1 s diizlemine dogru olacaktir ve bdyle bir durumda (4.3) ile verilen kapali
cevrimli sistemin karakteristik ifadesinin sag yar1 diizlemdeki kok sayisi artacaktir.

Yani kapali ¢evrimli sistemi P tipi kontrol6rle kararlt kilmak miimkiin olamayacaktir.

Bahsedilen sag yar1 s diizleminden sol yar1 s diizlemine kdk ge¢cmesi durumunun da

her ap ve a; degeri icin olusmayacag aciktir; boyle bir durumun olusabilmesi i¢in
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gerek ve yeter kosul (4.9) ile verilen ,?’nin en az bir K, degeri i¢in pozitif reel bir
degere esit olmasidir. Yani bu durumun gerceklesebilmesi icin asagida verilen ifade

saglanmalidir:
2a,—a; >0 4.11)

Eger bu kosul gergeklesirse, w2, agagida verilen K, araligi i¢in pozitif reel bir degere

2
—a\a, —"Tl <K,<a, 4.12)

(4.11) ile verilen kosul, (4.1) ile verilen agik cevrimli sistemdeki kutuplarmn yeri

esit olacaktir:

acisindan irdelenecek olursa, kutuplarin s; = ¢ + jo ve s2 = 0 — jo ile verildigi
varsaymmiyla, (4.11) ile verilen iligkinin saglanmasi, asagidaki iliskinin saglanmasiyla

esdegerdir:
lo| < || (4.13)

Yani zaman gecikmesinin sag yar diizlemden sol yar1 s diizlemine kok, bir bagka
deyisle kapali ¢cevrim kutbu gecirebilmesi icin agik cevrim kutuplarinin reel kisminin

mutlak degeri, imajiner kisminin mutlak degerinden kiigiik olmalidir.

4.3 Kararhhk icin Gerek ve Yeter Kosullarin Tiiretilmesi

Bir onceki alt boliimde, zaman gecikmesinin hangi kosullar altinda sag yar1 s
diizleminden sol yar1 s diizlemine kapali ¢cevrim kutbu gecirme 6zelliginin oldugu
irdelenmis ve bulunan sonuglar da (4.11) veya esdegeri olan (4.13)’le ifade edilmistir.
Yine ayn1 alt boliimde de detaylica anlatildig tizere, kontrol yapisi sekil 4.1 ile verilen
ve (4.1) ile ifade edilen sistemin bir P tipi kontrolérle kararhi kilinabilme sansinin var

olabilmesi i¢in, (4.11) ile verilen sartin saglanmasi gerekmektedir.

Bu alt boliimde ise, (4.11) ile verilen kosulun gergeklestigi varsayimi altinda, sekil
4.1°de verilen hem pozitif geribesleme hem de negatif geribesleme konfigiirasyonuyla,
(4.1) ile verilen sistemin bir P tipi kontrolorle kararli kilinmasi icin gerek ve yeter
kosullar ayr1 ayri verilecektir. Bir baska deyisle, bu verilecek kosullar saglandigi
takdirde, zaman gecikmesine de bagh olacak sekilde, (4.1) ile verilen sistemi kararli
kilacak bir k; kiimesi, yani en az bir (L, k;) ikilisi mutlaka bulunacaktir. Ayrica pozitif

geribesleme durumu mevzu bahis iken, gerek ve yeter kosullarin her zaman saglandig,
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ama negatif geribesleme durumu s6z konusu iken bu kosullarin saglanmak zorunda

olmadig1 da gosterilecektir.

4.3.1 Negatif geribesleme durumu

Bu alt boliimde, sekil 4.1 ile verilen kontrol konfigiirasyonunun negatif geribeslemeli
oldugu kabul edilecektir. Bu durumda (4.3) ile verilen kapali cevrimli kontrol

sisteminin karakteristik ifadesi asagidaki gibi olacaktir:
P(s)=s"+as+a,+ er_sL““‘ =0 (4.14)

Karakteristik ifadesi bu yapiyla verilen kapali ¢evrimli sistemi kararh kilan bir K,
kiimesinin bulunabilmesi i¢in asagidaki gerek ve yeter kosul bir teorem halinde

verilebilir:

Teorem 4.1: Kontrol konfigiirasyonu sekil 4.1°de verilen, negatif geribeslemeli, ileri
yol transfer fonksiyonu (4.1) seklinde olan ve kapali cevrimli sistemin karakteristik
ifadesi (4.14) ile belirtilen bir sistemin, bir P tipi kontrolorle kararli kilinabilmesi i¢in

asagida verilen gerek ve yeter kosul en az k=0 i¢in saglanmalidir:
C-(tan™ C+2k7)>0 k=0,1,2... (4.15)

Burada C ile verilen ifade asagidaki iliskiyle tanimlanmastir:

2
2,/410—“—1
C=—V 2 (4.16)

al
Ve tan”!'C ile verilen ifadenin (w, 37/2) araliginda oldugu varsayilacaktir.

Ispat: Kosulun gerek ve yeterliligini ispat etmeden dnce, kosulun nasil ortaya ¢iktigini
gostermek adina, (4.8)-(4.9) ile verilen ®1> ve m2? ele alinacak olursa, 2ap-a;>>0
varsaymmi altinda, ancak ve ancak K, nin (4.12) ile verilen kiimede yer aldig1 takdirde
®2? ifadesinin pozitif ve reel bir degere esit olacag agiktir. Kapali ¢evrimli sistemin
kararliligindan bahsedebilmek i¢cin bu durumun saglanmasi gerekmektedir, zira aksi
takdirde zaman gecikmesi sag yar1 s diizleminden sol yar1 s diizlemine kok
geciremeyecek ve zaman gecikmesinin artmasiyla tiim gegisler sol yar s diizleminden
sag yar1 s diizlemine dogru olacaktir. Zaman gecikmesi olmayan durumda da kapali
cevrimli sistem kararsiz oldugu icin sistemi bu sartlar altinda kararli kilmak miimkiin

olamayacaktir.
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O halde karakteristik ifadesi (4.14)’le verilen sistemi kararli kilan K, degerleri, eger
varsa ancak ve ancak (4.12) ile verilen kiimede yer alabilir. Bu baglamda, bu araliktaki
K, degerleri i¢in, hem sol yar1 s diizleminden sag yar1 s diizlemine, hem de tam tersi
istikamette kok gecisi olacaktir. iliskili L degerlerine sirasiyla Lia ve Lis denecek

olursa, (2.7)’den hareketle bu degerler asagidaki sekilde hesaplanabilir:

2

cos(@ L) =2 "% sin(wL,) =%, (k=0,1,2..) (4.17)
K, K,
2 —

cos(@,L, ) =L "%  in(w,, ) =42 (k=0,1,2...) (4.18)
K[’ K[’

(4.8)-(4.9)’1a verilen m; ve m; ifadelerinden ve (4.2)’den hareketle w1Loq ifadesinin (m,
2m) araliginda, w:Los ifadesinin de (r, 3n/2) araliginda yer aldig1 sOylenebilir. O halde
(4.17)-(4.18) ile verilen denklem sistemleri, tek birer denklem olusturacak sekilde
asagidaki gibi birlestirilebilir:

tan”' 76;1(01 +2k7
oL, :tan_lw?l—w;+2kﬂ'eLkd = @ c_olao . (k=0,1,2...) (4.19)
%
tan”' 76211602 +2km
oL, =tan" —2% _yopr 51, =— L% L (k=0,1,2...) (4.20)
W, —a, ,

Bu ifadelerden hareketle, karakteristik ifadesi (4.14) ile verilen kapali ¢evrimli
sistemde L arttikca, Lka (k=0,1,2,...) degerlerinden sonra, bir ¢ift kapali cevrim kutbu
sol yar1 s diizleminden sag yar1 s diizlemine, Lxq (k=0,1,2,...) degerlerinden sonra ise
bir cift kapal cevrim kutbu sag yan s diizleminden sol yarn s diizlemine gecmektedir
ve bu gecikme degerlerinin K, nin fonksiyonlarn oldugu aciktir. (4.5)-(4.6) ve (4.12)
ifadelerinden hareketle, zaman gecikmesiz sistemin sag yari s diizleminde iki adet
kutbu bulunacaktir. Su halde anilan kapali ¢evrimli sistemi kararli kilabilmenin tek
yolu, Lks < Lka (k=0,1,2,...) kosulunun, en az k=0 icin saglanmasina neden olacak bir
K, araliginin bulunmasidir. Boyle bir durum olusursa, L=0 i¢in sag yar1 s diizleminde
iki adet kapali ¢evrimli kutbu bulunan sistemin, L degeri arttik¢a, dnce Los degeri
yakalanacagi i¢in, sag yari1 s diizleminde yer alan iki kutup sol yari s diizlemine
gececektir. Bu dogrultuda, Los degerine kadar sistemin sag yar s diizleminde kapali

cevrimli kutbu olmayacak, yani sistem kararl kalacaktir.
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(4.12) ile verilen ve ilgilenilen K, araliginin baslangicinda, Lixs = Ly iliskisinin
saglandigr aciktir, ¢iinkii bu K, degeri i¢in (4.8)-(4.9) ile verilen w1 ve w2 ifadeleri

birbirine esit olacaktir:

K =-a,la,——— — o =0, =a,—— 4.21)

K, =~ = L=ly= (k=0.12.) @.22)

Yukarida bahsedildigi iizere, Lxs ve Lka sirasiyla @2 ve o1’in, m2 ve o1 de Ky’ nin
fonksiyonlaridir; yani Lis ve Lid, Kp’nin fonksiyonlaridir. Eger Lis ve Liq ifadelerinin

Ky’ ye gore tiirevi alinacak olursa, asagidaki ifadeler elde edilir:

~a,(@; +a,) , — [tan'1 4@ + Zkﬂ'J

dL, (& —a,))’ +a'ay @; —a, -K, 423
de w22 a14 2 2 '
2w, < a,a; + K,
J— 2 +
5 al(wlz aoz) @ tan™' 76;1(0‘ +2k7m
dL,, _ (@ —ay) +a; 0 W —a, KP (4.24)
K, o a . o,
2, e a,a; +K,

Burada k=0,1,2...°’dir ve goriilebilecegi tizere, iki tiirev birbirinin ters isaretlisi
olacaktir; zira (4.23) ile verilen ifadedeki ikinci kisim, yani dw2/dK,, (4.24) ile verilen
kismin yani dwi/dKy nin negatifidir. (4.22) ile verilen Lis ve Lig igin baslangig
degerleri de dikkate alindiginda, eger (4.21)’de verilen w1 ve wz degerleri i¢in (4.23)-
(4.24)’te verilen tiirev ifadelerinin ilk kisimlan pozitif olabilirse, en azindan belli bir
K, araligr icin dLis/dKp<0, ve dLixa/dK,>0 iliskileri saglanabilecektir. Eger (4.21)’de
verilen @1 ve w2 degerleri, (4.23)-(4.24)’iin ilk kisimlarinda yerine konacak olursa,

asagidaki ifade elde edilir:
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2 2
_2 a, -4 —| tan™ _2 a, - |+ 2kx
a2 a " 2
k=0,1,2,... (4.25)

Yukarida belirtildigi gibi bu ifadenin pozitif olma kosulu (4.16) ile verilen degisken

doniigiimiiyle asagidaki gibi ifade edilir:
C—(tan™ C+2k7)>0 k=0,1,2... (4.26)

Siiphesiz ki eger bu kosul en az k=0 icin saglanirsa, Lks < Lka (k=0,1,2,...) durumu en
az k=0 i¢in saglanacaktir ve sistemi bir P tipi kontrolorle kararli kilabilmek miimkiin
olabilecektir. Bu kisim, (4.15) ile verilen gerek ve yeter kosulun yeter kisminin

ispatidir.

Gerek kismin ispatina gegmeden evvel, boliimiin geri kalaninda kolaylik saglamasi
acisindan, (4.23)-(4.24)’te verilen dlLixd/do1 ve dLis/dw> ifadelerinde, asagidaki
kisaltma yapilacaktir:

—al(a)2 +a,) o
(@ —a,) +al @’

f(w):= 4.27)

Gerek kisminin ispatint yapabilmek igin ise (4.15) ile verilen kosulun saglanmadigi
takdirde, kapali cevrimli karakteristik ifadesi (4.14) ile verilen sistemi bir P tipi
kontrolorle kararli kilmanin miimkiin olmadig1 ispatlanacaktir. Daha agik olmak

gerekirse,

C—(tan™' C+2kz)<0, k=0 (4.28)
varsayilacak, ve boyle bir durumda, kapali ¢cevrimli sistemi kararli kilmanin tek yolu
olan Lis < Lka (k=0,1,2,...) ifadesinin saglanamayacag1 gosterilecektir.

(4.22)’den bilindigi gibi, (4.12) ile verilen K, araligiin baslangic1 i¢in Los = Log iliskisi
gecerlidir. (4.28) ile verilen ters kosul saglandig takdirde, asagida verilen iligkiler

gecerli olacaktir:

dLOd < O dLOs

L P

>0 (4.29)
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Goriildiigii tizere Lis ve Lk, Ky nin sirasiyla artan ve azalan fonksiyonlaridir. Bu

sekliyle Los<Loq iliskisinin saglanamadig: diisiiniilebilir; ancak Loa’nin K’ ye gore 2.

tirevinin belirli bir K araligi i¢in pozitif oldugu diisiiniilecek olursa, anilan K, aralig

icin Log de Ky nin artan fonksiyonu olabilecektir. Stiphesiz ki, bdyle bir durumda

(4.24) ile verilen dLoa/dK, ifadesindeki dLos/dm; ifadesinin payr pozitif olacak,

dolayistyla dLogo/dKp>0 iliskisi saglanacaktir. Bu duruma iligkin grafiksel gosterim,

sekil 4.2°de verilmistir.

dLOs / dw2 ve dLOd / dw1

T
49 -
— arctan(al.w/(w’-a0) w2 bdlgesi w1 bélgesi
fitw)
dLOod / dwi<0
/ dL0d /dKp<0
dLOd / dw1=0
dL0d / dKp=0
dLod / dwi=0
C-arctanC<0 dLOd / dKp=0
dLOs/dw2<0 \ dLOd / dw1=0
dLOs/dKp=0 dL0d / dKp=0
wl
e
421 i —

wl=w2

Sekil 4.2 : dLod/dK>0 iligkisinin saglandig1 durum.

Ancak bu artis miktarinin Lis‘den kiiciik kalacagini gostermek adina, eger Lis ve

Lka’nmin Ky’ ye gore duyarliklarina bakilacak olursa, asagidaki ifade elde edilir:

S, =

ALy, f(a)l)—(tanl LN +2k7£] ,
== Y9~ K, (4.30)
4
. tan™' 62117601+ 2kz 2(012\/611—6106112 +K?
K, o —a 4 !
dLLs f(a)z)—[tan‘l %+ 2k7rj e
== 2~ % ? 4.31)
4
—" tan”™' 62117(024_ 2k Za)Z,Z\/a‘—aOal2 +K?
K, w, —a, 4 !

Bu duyarlik ifadelerinden de rahatca goriilebilecegi iizere, sadece ilk ifadenin paylari

harig, geri kalan kisimlarda (4.30) ile verilen ifadenin (4.31)’den kii¢iik olacag aciktir.

Su halde S¢<S; ifadesinin saglanmasi asagidaki ifadenin ispatlanmasiyla kesinlesmis

olacaktir:
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(tan1 Lzllwza }—f(a)z)zf(a)l)—(tan1 Czl‘w‘ j 4.32)

@, — o —a

Bu ifadenin gegerli oldugu da biraz cebrik eforla gosterilebilir (ispatin detaylar1 Ek
E’de bulunabilir). Dolaysiyla (4.15) ile verilen kosul saglanmadig takdirde, L artan
K, ile birlikte artacak, Lq ise artan K, ile birlikte artsa bile, bu artis her zaman
Ly ninkine kiyasla kiiciik kalacaktir. Dolayisiyla (4.15) ile verilen kosul saglanmadigi
takdirde Los < Loq iligkisi saglanamayacak, bu sebeple (4.19)-(4.20)’den hareketle Ly
< Lka (k=1,2,3...) iliskisi de kesinlikle saglanamayacaktir. Yani 6zetlemek gerekirse,
(4.15) ile verilen kosul en azindan k=0 icin saglanmadig takdirde Lis < Liq iliskisi
hicbir k i¢in saglanmamuis olacak, dolayisiyla kapali cevrimli ifadesi (4.14) ile verilen
sistemin bir P tipi kontrolorle kararli kilinmasi miimkiin olamayacaktir. Bu sekilde de

gerek kismin ispat1 tamamlanmis olur.

4.3.2 Pozitif geribesleme durumu

Bu alt boliimde, sekil 4.1 ile verilen kontrol konfigiirasyonunun pozitif geribeslemeli
oldugu kabul edilecektir. Bu durumda (4.3) ile verilen kapali c¢evrimli kontrol

sisteminin karakteristik ifadesi asagidaki gibi olacaktir:
P(s)=s"+as+a,—K,e" =0 (4.33)

(4.33)’le karakteristik ifadesi verilen kapali cevrimli sistemi kararli kilan bir K,

kiimesinin bulunabilmesi icin gerek ve yeter kosul asagidaki gibi verilebilir:

Teorem 4.2: Kontrol konfigiirasyonu sekil 4.1°de verilen, pozitif geribeslemeli, ileri
yol transfer fonksiyonu (4.1) seklinde olan ve kapali ¢evrimli sistemin karakteristik
ifadesi (4.33) ile belirtilen bir sistemin, bir P tipi kontrolorle kararli kilinabilmesi i¢in

asagida verilen gerek ve yeter kosul en az k=0 i¢in saglanmalidir:
C—(tan™ C+2k7)>0, (k=0,12...) (4.34)

Burada C ile verilen ifade asagidaki iliskiyle tanimlanmustir:

C:= ——7 (4.35)

Ve tan’!C ile verilen ifadenin (0, 7/2) araliginda oldugu varsayilacaktir.
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Ispat: Ispatin dayandirildig1 noktalar ve ispatin ilerleyis bicimi teorem 4.1 ile aym

olacagindan, bu teoremin ispat1 atlanmustir.

Yardimar Teorem 4.1: Herhangi pozitif bir C sayisi igin, tan' C (0, n/2) araliginda

alinmak kaydiyla, asagida verilen esitsizlik daima saglanir:
C>tan™' C (4.36)
Ispat: f(C) = C ve g(C)=tan™ C olarak tanimlansin. g(C)’nin tammlandig1 aralik olan

(0, w/2) araliginin baslangi¢c degeri olan 0O icin f(0)=g(0) dir. f(C) ve g(C)’nin C’ye

gore tiirevleri alinirsa:

df (©) _ 1 dg(C) 1 (4.37)

dcC dC  1+C?

Goriildiigii iizere, baslangic degerleri esit olan iki fonksiyondan, g(C)’nin tiirevi

f(C)’nin tiirevinden VC>0 icin kiigiik kalacaktir, yani matematiksel olarak:

A (C)  dg(C) s (4.38)

dc dc

Dolayisiyla, baslangic degeri esit olan bu iki fonksiyon goz 6niine alindiginda, YC>0
icin f(C)>g(C) esitsizligi saglanacaktir.

Yorum 4.1: Kontrol konfigiirasyonu 4.1 ile, acik ¢evrim transfer fonksiyonu ise (4.1)
ile verilen, iki kutbu da sag yar1 s diizleminde olan ve sistem parametreleri arasinda
(4.2) ve (4.11) iliskileri bulunan bir kontrol sistemi ele alinsin. Bu sistemi, uygun
zaman gecikmesi degerleriyle kararli kilacak bir P kontrolor kiimesi, sekil 4.1 ile
verilen kontrol konfigiirasyonu pozitif geribeslemeli iken kesinlikle bulunacaktir. Yani
anilan sistem pozitif geribeslemeli iken, kapali cevrimli sistemi kararl kilacak bir (L,

kp) ikilisi mutlaka olacaktir. Ancak bu durum, negatif geribesleme icin gecerli degildir.

4.4 Kararhhg Saglayan Kontrolor Kiimelerinin Hesaplanmasi

Bilindigi gibi az 6nceki bolimdeki, kararliligi saglayan kontrolor kiimelerinin var
olabilmesi icin saglanmasi gereken gerek ve yeter kosullar tiiretilmisti. Bu boliimde
ise, bu kosullarin saglandigi varsayimi altinda, kararliligi saglayan tim P tipi
kontrolérlerin kiimesi analitik olarak, hem negatif hem de pozitif geribesleme durumu

icin ayr1 ayn hesaplanacaktir.
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Yine bu hesaplamalardan goriilecektir ki, (L, kp) uzayinda pozitif geribesleme

durumunda kararlilig1 saglayan bir kiime kesinlikle var olacaktir.

4.4.1 Negatif geribesleme durumu

Sekil 4.1’le verilen kontrol konfigiirasyonunda negatif geribesleme altinda, (4.15) ile
verilen kosulun en az k=0 i¢in saglandig1 varsayimiyla, sistemi kararli kilmanin

miimkiin olabilecegi L degerleri asagidaki yardimci teoremle verilebilir:

Yardimer Teorem 4.2: Kontrol yapist sekil 4.1°1le verilen, transfer fonksiyonu ve
kapali ¢evrimli karakteristik ifadesi sirasiyla (4.1)-(4.2) ve (4.14) ile ifade edilen
sistemin, teorem 4.1’de (4.15) ile verilen kosulu k=0,1,2...r i¢in sagladig1 varsayilsin.
Bu durumda amnilan sistemin kararli kilinabilmesi icin sistemin zaman gecikmesi,

asagida tammlanan araliklardan birinde yer almalidir:

L <Ly <Ly (k=0,12..r) (4.39)
Burada Link ve Limaxk 1le verilen ifadeler

-1
tan” a,,

-1
tan  a,,
k4 2k — 1k

. by 2km
w,, —a, I _ W, —a, , (k = 0,1’2’“_}‘) (440)

‘mink ’ ‘max k

ka wlk

Olup, wik ve ok (k=0,1,2...r) ile verilen ®’lar asagida verilen denklemin:

_ 2
2611(0)2+ao2) o= tan_lflia) +2kz, (k=0,1,2...r) (4.41)
(0 —ay) +a, @ @ —a,

Strastyla (\/ a,—al /2, \/ 2a,—a’ ) ve (O, m ) araligindaki ¢oziimleridir.
Burada tan™! ile verilen ifadenin (%, 27) araliginda yer aldig1 varsayilacaktir.

Ispat: (4.12)’den de hatirlanabilecegi iizere, sistemin kararli kilan K, kiimesinin i¢inde
yer alacagi araligin baslangict olan K, = —alm degeri icin (4.22)’de de

verildigi gibi Lis=Lk4, (k=0,1,2...) ifadesi saglanacaktir. Yani bu K, degeri i¢in sag
yar1 s diizleminden sol yari s diizlemine kutup gecirecek olan Lis degerleriyle, tam tersi

istikamette kutup gegirecek olan Lxa degerleri birbirine esit olacaktir.

Teorem 4.1’in ispatindaki detaylar da dikkate alindiginda, (4.15) ile verilen kosul
(k=0,1,2...,r) icin saglandigindan, sistemi kararli kilabilmenin sarti olan Lis<Liq

ifadesi (k=0,1,2,...,r) icin saglanacaktir. Yani K,, Lis=Lk (k=0,1,2...) iliskisinin
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gegerli oldufu K, =—a,4/a, —a’ /4 de@erinden daha biiyiik degerler aldik¢a, Lis

(k=0,1,2...,r) icin azalmaya baslayacak, keza Liq ifadesi de artmaya baslayacaktir.
Ancak bu durum k=(r+1, r+2, ...) icin miimkiin olamayacaktir. Bu durum r=2 i¢in

sekil 4.3’te goriilmektedir.

L3s

L3d

3
2 L2s
@
3 A L2d
D
[]
5
X
Q
e L1d
T O
£
]
N
L0d
LOs 3

al™sort(a0-0.26%a142)
Kp

Sekil 4.3 : r=2 i¢in Lxa ve Lk degerleri.
Sekilden goriilebilecegi iizere, k=0,1,2 icin Ly ifadeleri once azalmak suretiyle
minimum degerine erisip, sonra artmaya, Lxa ifadeleri ise Once artmak suretiyle
maksimum degerine erisip, daha sonra azalmaya baslamaktadir. Ancak k=3,4... i¢in

ise bu durum olmamakta, VKp i¢in Lis >Lkq olmaktadir.

Yine sekilden de goriilebilecegi iizere (4.1) ile verilen sistemin sabit oldugu varsayilan
zaman gecikmesi, Lsys, (k=0,1,2...r) icin asagidaki aralikta bulundugu miiddetce

sistem kararl1 kilinabilecektir:
min{L, } <L <max{L,}, (k=0,12,..,r) (4.42)

(4.23) ve (4.24) ile verilen dLk/dK, ve dLka/dK, ifadelerinden hareketle, min{Lys} ve
max{Lkq} bu tiirevlerin 0 oldugu K, degerlerinde elde edilir. Tiirev ifadeleri dikkate

alindiginda, bu tiirevlerin O olabilmesi icin asagidaki kosullar saglanmalidir:

—, (@ +a,) ([tan_l ‘2‘1—"’2} 2sz =0 (k=0,1.2...r) (4.43)

a) —_
2. 2 o)
((022—610) +a1(022 w, —aq,
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_ 2
4@ *a) [t DD okr |20 (k=0.L20r)  (444)
(@ —ay)" +a,0 W —a

Siiphesiz ki, burada tan™! ile verilen ifade Los ve Loa ifadelerinin tanimi geregi (w, 2m)
araliginda olacaktir. Ayni zamanda ®; ve o2 nin (4.8) ve (4.9) ile verilen tanimlan ve

Lks’lerin olusabilmesi i¢in (4.12) ile verilen K, lizerindeki kisit geregi, (4.43) ile

verilen ifadenin ¢oziimleri sirasiyla (O, a,—a;/ 2) ve (\/ao—al2 /2, \/Za()—al2 )

araliginda olacaktir. Bu ¢oziimlere sirasiyla w2k ve wix (k=0,1,2,...,r) denecek olur ve

(4.43) ve (4.44) ifadeleri birlestirilecek olursa, (4.41) saglanmis olur.

Bu ¢oziimler (4.19) ve (4.20) ile verilen Lks ve Lkq ifadelerinde yerine koyulacak olur
ve min{Lis}:=Lmink ve max{Lia}:=Lmaxk seklinde bir degisken doniisiimii yapilacak
olursa, (4.40) ile verilen ve sistemin zaman gecikmesinin, kararli kilinabilirlik i¢in

bulunmasi gereken aralig1 veren iliskiye ulasilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Bu bilgiler 1s181nda ise, kararliligl saglayan tiim P kontrolorlerin kiimesi asagidaki

teoremle verilebilir:

Teorem 4.3: Kontrol yapisi sekil 4.1’le verilen, transfer fonksiyonu ve kapali ¢evrimli
karakteristik ifadesi sirasiyla (4.1)-(4.2) ve (4.14) ile ifade edilen sistemin teorem
4.1°de (4.15) ile verilen kosulu k=0,1,2...r icin sagladigi ve sistemin zaman
gecikmesinin yani Lgys’nin (4.39) ile verilen araliklardan birinde oldugu varsayilsin.
Bu durumda kararlilign saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi asagidaki gibi

verilebilir:

min{k,,.k,,,.k,, } <k, <max{min{k,, .k, }.min{k,, .k, },min{k , .k . }} (4.45)

plk?
Burada kpix, kpox ve kpsk sirastyla asagidaki gibi verilebilir:

P - a,@;
pik . * >
k,sin(@; L)

sys

(j=1,23).(k=0,1,2...r) (4.46)

Burada sin(®"jkLsys)E(m, 21) olup, yine burada o"jk ile verilen ifade ise

2
@ —a,

L, o=tan +2kr, (k =0,12, r) 4.47)

Denkleminin ¢dziimleridir. Burada tan™! ile verilen ifadenin (r, 27t) araliginda oldugu

varsayilacaktir.
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Ispat: Hatirlanacag: iizere kararliligin saglanmasi icin Lis<Liq iliskisini saglayan bir
K, kiimesinin var olmas1 gerekmektedir, ve yapilan varsayim geregi, k=0,1,2...,r icin

bu durumun gegerli olacag: agiktir.

Bilindigi iizere, L=0 icin, yani zaman gecikmesiz sistem i¢in sag yar s diizleminde 2
tane kapali ¢evrim kutbu bulunmaktadir. Ornek olarak, (4.39) iliskisi k=0 icin
saglaniyorsa, yukarn paragrafta bahsedilen K’ ler s6z konusu oldugunda, L=Los degeri
L=Loq degerinden 6nce geleceginden, bu 2 kapali ¢cevrim kutbu sol yar1 s diizlemine
gececek ve sistem tekrar kararli olmaya baslayacaktir. Yine 6rnek olarak k=1 i¢in
(4.39) iliskisi saglaniyorsa, bu sefer L=Lys icin sag yar s diizlemindeki 2 kutup sol yar1
s diizlemine gececek, daha sonra L=Loq i¢in ise 2 kutup tekrar sag yar1 s diizlemine
gececek ve L=Ls oldugunda ise bu kutuplar tekrar sol yar1 s diizlemine gececek ve
sistem tekrar kararli olacaktir. Ozetlemek gerekirse, sistemin kararli olabilmesi igin
sag yart s diizleminden sol yar1 s diizlemine gecis sayisi, sol yari s diizleminden sag

yart s diizlemine gecis sayisindan 1 fazla olmalidir.

Sekil 4.3’ten ve tiirevlerinin ifadeleri (4.23) ve (4.24)’le verilen Lis ve Lig den

hareketle, Lis’nin (k=0,1,2,...,ri¢in) K , > —aa/a, = a; / 4 icin Once azalan, daha sonra

da artan oldugu, Lxa’nin ise (k=0,1,2,....r i¢in) K, > —a,\Ja, —a; /4 6nce artan, sonra

da azalan oldugu aciktir. Lis ve Lia’nin de K, nin fonksiyonlar oldugu diisiiniilecek
olursa, (4.1) ile verilen sistemi kararli kilacak olan Kp’lerin tespiti, sistemin sabit
zaman gecikmesi olan Lsys icin hangi K, degeri veya araliginda Lis<Lsys<Lkq iliskisinin

saglanacaginin tespitiyle esdegerdir.

En basta yapilan varsayimdan hareketle, genelligi bozmadan Lsys’nin k=z degeri i¢in
(4.39) ifadesinin saglandig1 varsayilsin. (4.19) ve (4.20) ile verilen Lis ve Lida

ifadelerinden hareketle, kararl1 bir sistem i¢in asagidaki esitsizlikler saglanmalidir:

w 2
A Logi<l o, 0<m<, /ao 4 icin (4.48)
W, —a, - 2

. 2
g(®):=tan™ 6211 L +27mz> L, @, |a, —% <w <\2a,—a’ icin (4.49)
@ : \

1 aO

g(m,)=tan™

Goriilecegi iizere, (4.48) ve (4.49)’un tanim bolgeleri birbirinin devami niteliginde
olup, tek bir tanim bolgesinin, birbirinin devamai niteliginde olan iki ayr1 alt bolgesinde

tanimh olan iki farkli esitsizlik olarak ifade edilebilirler. Bu esitsizliklere iligkin
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birlestirilmis tanim bolgesiyle olusturulmus, iki farkli Lsys icin Ornek iki grafiksel

gosterim z=1 i¢in sekil 4.4 ve sekil 4.5’te gosterilmistir.

w2 bélgesi w1 bolgesi
Lsys*w = g(w) saglanmall Lsys*w < g(w) saglanmall
4pi—
Lsys*w = g(w)
3pi N
z=1
Lsys™w = g(w)
2pi— ]
g z=0 7
—Lsys*w
‘ )
00 wl=w2
w
Sekil 4.4 : (4.48)-(4.49) esitsizliklerinin Lsys=Lsys1 i¢in birlestirilmis hali.
w2 bélgesi ! w1 bolgesi
Lsys*w > g(w) saglanmali Lsys*w < g(w) saglanmall
4pi—
Lsys*w = g(w)
Lsys*w = g(w)
3pi N
Lsys*w = g(w)
2pi— ]
g z=0 7
—Lsys*w
‘ —gw)
00 wl=w2
w

Sekil 4.5 : (4.48)-(4.49) esitsizliklerinin Lgys=Lsys> icin birlestirilmis hali.

Sekillerden de goriilebilecegi tizere, sekil 4.4’ te ®1,<w2<w2; igin Lxs<Lsys (k=z) degeri
saglanmistir. Dikkat edilmesi gereken nokta, (4.48)’in ¢oziimleri olan w>=wi, veya
w2=m2; i¢in Lsys=L.s oldugu ve m<wi, veya m2>w2, oldugu takdirde L s>Lsys
olacagidir. Ve eger L,s>Lys iliskisi saglanacak olursa, (4.1) ile verilen sistemde z tane
sol yar1 s diizleminden sag yari s diizlemine dogru kok ge¢isine karsilik z tane tam tersi
istikamette kok gecisi olacak, sistem kararsiz olacaktir. O halde wi,=w2 ve w2=w2,

frekanslar1, kararhilik i¢in gereken sartlardan biri olan L,s<Lsys sart1 agisindan kritik
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frekanslardir. (4.9) ile verilen m; ifadesinden hareketle, (4.18) de kullanilarak iliskili
K, degerleri hesaplanacak olursa asagidaki ifade elde edilecektir:

al g;k .
= WO i 4.50
PIz Si (a);‘k [ ) (-] ) ( )

sys
Yine (4.4) ile verilen K, ile k; arasindaki iliski dikkate alinacak olursa, iligkili kp
degerleri agsagidaki gibi hesaplanacaktir:

4@

k =——— i=1,2 4.51
w = @, Ly U2 @0

O halde, asagidaki iliskiyi saglayan kp degerleri igin L,s<Lsys iliskisi saglanacaktir:

min{k, } <k, <max{k,}, (j=12) (4.52)

Yine sekil 44°te \Ja,—a’/2 <o, <, arah@ icin ise Li>Leys (k=z) iligkisi
saglanacak, w1>w3; i¢in ise, L.a<Lsys iliskisi gecerli olacaktir. Boyle bir durumda (4.1)
ile verilen sistemde z+1 tane sag yar s diizleminden sag yar1 s diizlemine kok gecisi
olurken, tam tersi istikamette de z+1 tane kok gecisi olacak, sistem kararsiz olacaktir.
O halde (4.49)’un ¢6ziimii olan wi=w3, frekansi, kararliligin bir diger sarti olan
L,a>Lsys icin kritik frekanstir. Bu frekanstan aymi yontemle iliskili k, degerine
gecilecek olursa, asagidaki ifade elde edilir:

kK = a4,
PRk sin(@) L)

sys

(j=3) (4.53)

O halde asagidaki iligkiyi saglayan k, degerleri icin L,a>Lsys iliskisi saglanacaktir:

2
—a a
k—l a, - Tl <k, <k, (4.54)

K

Sistem kararlilig1 tizerine (4.52) ve (4.54) ile verilen esitsizlikleri birlestirilecek olursa,

asagidaki ifade elde edilir:

min{k,, .k, } <k, <max{min{k, .k, },min{k, .k, },min{k .k }} (4.55)

Sekil 4.5’teki durum diisiiniilecek olursa, w2.<m1<®3; i¢in Lia>Lsys (k=z) degeri
saglanmistir. Dikkat edilmesi gereken nokta, (4.49)’un ¢6ziimleri olan w2,=w; veya
®1=03; i¢in Lgs=L.q oldugu ve wi<mz, veya ®i>w3, oldugu takdirde L,a<Lsys

olacagidir. Ve eger L,a<Lsys iliskisi saglanacak olursa, (4.1) ile verilen sistemde z+1
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tane sol yar s diizleminden sag yart s diizlemine dogru kok gegisine karsilik z+1 tane
tam tersi istikamette kok ge¢isi olacak, sistem kararsiz olacaktir. O halde w2.=m; ve
®1=m3, frekanslari, kararlilik i¢cin gereken sartlardan biri olan L,¢>Lsys sart1 agisindan
kritik frekanslardir. (4.8) ile verilen ®; ifadesinden hareketle, (4.17) kullanilarak

iliskili K, degerleri hesaplanacak olursa asagidaki ifade elde edilecektir:

ala);k .
= Uk =23 4.56
pPjz Sil’l(a);kL ) (-] ) ( )

Yine (4.4) ile verilen K, ile k, arasindaki iliski dikkate alinacak olursa, iliskili k,
degerleri asagidaki gibi hesaplanacaktir:

P = a,@;,
75k sin(@) L)

sys

(j=2.3) 4.57)

O halde, asagidaki iligkiyi saglayan k;, degerleri i¢in L,a>Lsys iliskisi saglanacaktir:

min{k, } <k, <max{k,}, (j=2.3) (4.58)

Yine sekil 44'te @ <@, <\la,—a’/2 araligr igin ise Lis<Lys (k=z) ilikisi
saglanacak, m2<mi; i¢in ise, Lzs<Lsys iliskisi gegerli olacaktir. Boyle bir durumda (4.1)
ile verilen sistemde z tane sag yar1 s diizleminden sag yar1 s diizlemine kok gecisi
olurken, tam tersi istikamette de z tane kok gecisi olacak, sistem kararsiz olacaktir. O
halde (4.48)’in ¢6ziimii olan w>=w1, frekansi, kararliliin bir diger sart1 olan L,s<Lsys
icin kritik frekanstir. Bu frekanstan ayni1 yontemle iliskili k, degerine ge¢ilecek olursa,
asagidaki ifade elde edilir:
L
PRk sin(@ L)

sys

(j=1) (4.59)

O halde asagidaki iliskiyi saglayan k, degerleri icin L,s<Lsys iliskisi saglanacaktir:

2
—a a
k—l a, _Zl <k,<k,. (4.60)

s

Sistem kararlilig1 iizerine (4.58) ve (4.60) ile verilen esitsizlikleri birlestirilecek olursa,

asagidaki ifade elde edilir:

min{k, .k, } <k, <max{min{k, .k, },min{k, .k },min{k, k. }} (4.61)
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O halde en genel halde, (4.55) ve (4.61) esitsizlikleri dikkate alinacak olursa, (4.46)

ile ispatlanmaya calisilan genel ifade elde edilmis olur. Bdylece ispat tamamlanr.

4.4.2 Pozitif geribesleme durumu

Bir onceki alt boliimde negatif geribeslemeli durum i¢in yapildig iizere, sekil 4.1°le
verilen kontrol konfigiirasyonunda, pozitif geribesleme altindaki durum ele
aliacaktir. Yorum 4.1’de de belirtildigi tizere, bu durumda (4.34) ile verilen kosul k=0
icin kesin olarak saglanacagindan, pozitif geribesleme durumu i¢in kararliligin kosulu
olan Lys<Lkq iligkisi en azindan k=0 i¢in kesin olarak saglanacaktir. Bu durumda yalniz
k=0 durumu i¢in, (4.1) ile verilen sistemi kararli kilmanin miimkiin olacagi L degerleri

asagidaki yardimci teoremle verilebilir:

Yardimcr Teorem 4.3: Kontrol yapist sekil 4.1’le verilen, transfer fonksiyonu ve
kapali cevrimli karakteristik ifadesi sirasiyla (4.1)-(4.2) ve (4.33)’le ifade edilen
sistem, (4.34) ile verilen kosulu, k=0"da kesinlikle saglamakla beraber, bu kosulun ek
olarak k=1,2,3...r icin de saglandig1 varsayilsin. Bu durumda, anilan sistemin kararli
kilinabilmesi i¢in sistemin zaman gecikmesi asagida tamimlanan araliklardan birinde

yer almalidir:

Ly <L, <L (k=0,1,2...,r) (4.62)

Burada Liink ve Lmaxk 1le verilen ifadeler

tan ' a,0,
2
a ), —a
Lmink = _1’ Lmuxk = M’ (k = 0) (4‘63)
0 o
tan” a @ tan”' a,@
—— 2+ 2kx ———+2kx
Wy —a w, —a

L. = 2k 0 , L. = 1k 0 , (k = 1,2’”.,») (4.64)

0, o

Olup, oo, asagida verilen denklemin ¢oziimii veya @, =+/2a,—a; ifadesinden

minimum olanina esittir; yani:

a)mzmin{{a)e ER|( —ay(@ +4dy) c()z[tan1 flw ]},«/2(10—4112} (4.65)

@ —a,) +a’ @&’ o —a,

Ayni sekilde mik, ok ile verilen ifadeler ise, agagida verilen denklemin:
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_ 2
a (o +a,) wz(tan' a,0 J+2k”’ (k:l,2,3...7‘) (4.66)

2 2 2,32 2
(" —a,) +a 0 W —a,

Sirastyla (\/ a,—a’ /2, \/ 2a,—a’ ) ve (0, Ja,—a?/ 2) araligindaki ¢oziimleridir.
Burada tan™! ile verilen ifadenin (0, ) araliginda yer aldig1 varsayilacaktir.

Ispat: Ispatin k=1,2,...r icin olan kism1 yardimc1 teorem 2 ile aym1 temeller iizerine
kurulu olup, ispatin ilerleyis bi¢imi de aymi olacagindan burada yer verilmeyecektir.
Ancak k=0 durumu icin sonuglar degiskenlik gosterdiginden, bu kismin ispati

yapilacaktir.

Eger Lis ve Liq ifadeleri pozitif geribeslemeli sistem icin yazilacak olursa, (4.33)’ten
hareketle, eger (4.17)-(4.18)’de verilen ifadelerde K, yerine —K, yazmak yeterli

olacaktir; yani pozitif geribesleme durumunda Ls ve Liq ifadeleri

2 —
cos@L,)=2—% sin(mL,) =22, (k=0,12.) (4.67)
- P _KI’
2 p—
cos(@,L)=2"%  inw,L,) =“l—[‘("2 (k=0.1,2..) (4.68)
P P

Denklemleriyle ifade edileceklerdir. Bu durumda aj, ap ve K,’'nin isareti dikkate
alindiginda, agik bir sekilde w2Los (7/2, ), ®1Lkq ise (0, m) araliginda yer alacaktir. O
halde bu denklem sistemleri kendi igerisinde tek bir denklem olusturacak sekilde

birlestirilirlerse, Lxq ve Lis asagidaki gibi yazilabilir:

tan™' 76211601 +2k7
oL, =tan” —2L_yopz 1, =— YU~ . (k=0,1,2...) (4.69)
o —a, )
tan ™' 76211(02 +2k7
oL, =tan" —2%_jopr 51, =— L% . (k=0,1,2...) (4.70)
W, —a, w,

Burada tan’! ile verilen ifadenin, genelligi bozmadan, (0, ) aralifinda yer alacag

sOylenebilir. Eger Lis ve Liq ifadelerinin K, ye gore tiirevi alinacak olursa, (4.23) ve
(4.24)’teki ifadelerin aynusi elde edilir. Siiphesiz ki burada da K , = —a,+/a, —a; /4 igin

Lis=Lkq esitligi saglanmaktadir. Yine (4.34)’teki kosul k=0,1,2...r i¢in saglandigindan,

k=0,1,2,...r icin Lis Once azalan sonra artan bir fonksiyon, Liq4 ise Once artan sonra
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sonra azalan bir fonksiyon olacak, ve Lis<Liq iliskisinin saglandigi bir K, kiimesi

bulunabilecektir.

Ancak burada negatif geribesleme durumundan farkli olan husus, (4.34) ile verilen
kosul, k=0 i¢in kesin olarak saglandigidir. Bu sebeple bu durumda sistemin zaman
gecikmesinin hangi L deger araliginda kalacaginin tespitine ayrica odaklanmak
gerekmektedir. Kolaylik saglamasi acisindan, Lis ve Liqg ifadelerinin (4.23) ve (4.24)
"te verilen tiirevleri, (4.27)’de verilen degisken doniisiimii de goz oniine alinarak tekrar
ifade edilecek olursa:

.
@)—| tan" —4% 4 okn
o[ 2 )

h — 4,

dL,,

= 5 - b 4.71)
dk, , a ) )
2w, o aa; + K,
a0
f(w})—(tan i +2kn’j
by _ % 4 5, 4.72)
de wlz 014 2 2
2w, Z —a,a;, + Kp

Siiphesiz ki bu tiirev ifadelerinin sag tarafi birbirinin ters isaretlisidir. Burada tiirevin

isaretini belirleyici kisim, ilk kisimdir. Yani eger

f(@,) >(tan"zl—w2+ 2kzzj, (k=0,1,2,...,r) (4.73)

h — 4y

Mliskisi saglanirsa, Ly azalan, aksi halde artan olacaktir. Benzer sekilde

f(a)l)>£tan" ‘2"“’1 +2k7r], (k=0,1,2,...,r) (4.74)
o —a

Iliskisi saglanirsa, Lka artan, aksi halde azalan olacaktir. Dogal olarak (4.73)-(4.74)’te
esitligin saglandigi durumlarda ise iliskili k i¢in Liq maksimum, Lis ise minimum

degerini almis olacaktir.

Ancak k=0 icin bahsedilen esitlik (4.73) i¢in sadece w>=0 i¢in saglanirken, (4.74) i¢in

ise ¢Ozimiin arandi@1 aralik olan @€ (\/ao—al2 /2, \/ZaO—al2 ) araliginda

bulunamayabilir. Bunun anlami, ¢6ziimiin @,, > \/2a, —a; bolgesinde olacagidir,
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ancak bu bolge K,>ao bolgesine denk diiseceginden, bir anlam ifade etmemektedir. Bu

duruma iliskin grafiksel gosterim sekil 4.6’da gosterilmistir:

w2 bélgesi w1 bolgesi w1 bdigesi, Kp=al

pir2i— : —

f(w1)=arctan[a1*w1 / (w12-a0)]

pild - |

f(w2)=arctan[a1*w2 / (WZQ-BO)]

arctanfal *wl(wz-aO)]
—fiw)

0 i \
w2 =wi wl =sqrt((2a0 - a1"2))

Sekil 4.6 H L()s min V€ L()d max-

(4.73) iligkisinde esitligin saglanmas1 durumunun k=0 i¢in sadece ®20=0 igin

saglanacag analitik olarak gosterilebilir (Ispat Ek F’de yer almaktadir.) Ozetlemek
gerekirse, (4.73) biiytikliik iliskisi V@, € (O, Ja,—a; / 2) icin saglanacaktir. Boyle

bir durumda (4.70)’den de hareketle, Los min asagidaki iligskiyle hesaplanabilecektir:

tan”' T;lef)za
LOsmin = lim 2 2 (475)
@, —0 a)z
Bu limit hesaplandig: takdirde, Los min asagidaki gibi bulunur:
a
Lyoin === (4.76)
a

Ayni mantiktan hareketle, Loa max da (4.74)’te verilen ifadede esitligi saglayan mio

degerinin @, € (\/ao —a/ / 2, \/ 2a,-a; ) bolgesinde olup olmamasina gore

sekillenecektir. Siiphesiz ki eger @, € (\/ao—af /2, \/Zao—af ) ise, 0 zaman ®io

aynen alinacak, eger @, >+/2a,—a ise, o zaman (4.74)’teki bilyiikliik iliskisi

Va e (\/ao -a’/2, \/2a0 —af) icin saglanacagindan, Loq bu aralikta siirekli artan

73



olacaktir. Dogal olarak boyle bir durumda @, =+/2a,—a’ olarak segilecektir.

Ozetlemek gerekirse, w10 asagidakilerin minimumu olacaktir:

_ >
o, :mjn{{(oe | ) a):(tan'l %)},,/2%—4} 4.77)
0

(@ —a,) +a @

Mliskili Lod max ise (4.69)’dan hareketle

-1
tan™ a,@,,

2 [—
S (4.78)

10

Olarak verilecektir. Stiphesiz ki Lsys, Lis min v€ Lkd max araliklari arasinda bulundugu
miiddetge, kararliligin sart1 olan Liys<Lsys<Likq iliskisi saglanabilecektir. Lks min:= Lmink
ve Likd max := Lmaxk dOniisiimleri yapilacak olursa, sistemi kararli kilmanin sart1 olarak

verilen (4.63) ve (4.64) ifadeleri elde edilecektir. Boylece ispat tamamlanmis olacaktir.

Bu bilgiler 1s181nda ise, kararliligi saglayan tiim P kontrolorlerin kiimesi asagidaki

teoremle verilebilir:

Teorem 4.4: Kontrol yapisi sekil 4.1’le verilen, transfer fonksiyonu ve kapali ¢evrimli
karakteristik ifadesi sirasiyla (4.1)-(4.2) ve (4.33) ile ifade edilen sistemin teorem
4.1’de (4.15) ile verilen kosulu k=0,1,2...r icin sagladigi ve sistemin zaman
gecikmesinin, yani Lsys’nin de (4.63)-(4.64) ile verilen araliklardan birinde oldugu
varsaylsin. Bu durumda kararlihigi saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi

asagidaki gibi verilebilir:

a) k=0 icin:

ko <k, < % eger w, =~2a,—a’ ise (4.79)

s

k,, <k,<min {kpzo,%}, eger @, f () =(tan1 a)fl_a) j'in coziimii ise  (4.80)
s 0

Burada kp10 ve kp20 sirastyla asagidaki gibi verilebilir:

—-a,w.
Kk o=——219% (j=1 i=1,2 4.81
POk, sin(@), L) (j=)verals ) (8D

Burada sin(m"joLsys)€(0, ) olup, yine burada w’jx ile verilen ifade ise
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w
L, o=tan" —17— (4.82)
@ —a,

Denkleminin @e (O,,/Zao—al2 ) araligindaki ¢oziimleridir. Eger w,, >/2a,—a]

bulunacak olursa, kp2o’1n hesaplanmasina gerek yoktur. Yine burada tan™ ile verilen

ifadenin (0, 7r) araliginda oldugu varsayilacaktir.
b) k=1,2,3...r icin:

min{k,,.k,,..k .} <k, <max{min{k .k, },min{k, .k, },min{k , .k 1} (4.83)

Burada kp1x, kpok ve kpak sirasiyla asagidaki gibi verilebilir:

_alw;k .
- A% (i21,2.3) . (k=1.2.3.... 4.84
k, sin(@, L.,) (J ).( r) (4.34)

sys

pik

Burada sin(®"jkLsys)€(0, ) olup, yine burada w’jx ile verilen ifade ise

L,o=tan" —1C_Lokz (k=12,..r) (4.85)
@ —a,
Denkleminin ¢éziimleridir. Burada tan™ ile verilen ifadenin (0, wr) araliginda oldugu

varsayilacaktir.

Ispat: Teoremde yer verilen k=1,2,3,....r igin, ispatin temellendirildigi hususlar ve
ispatin ilerleyis bicimi teorem 4.3’le aym oldugu i¢in ispatin bu kismi burada
atlanacaktir. Ancak k=0 durumu farklilik arz ettiginden, bu durumun ispati

yapilacaktir.

Teorem 4.3’iin ispatinda da deginildigi iizere, anilan sistemi kararli kilabilmenin tek
yolu, sag yar s diizleminden sol yan s diizlemine kutup gecislerinin sayisinin, sol yar1
s diizleminden sag yar1 s diizlemine olan gecis sayisindan bir fazla olmasidir. Yani k=0
durumu icin Los<Lgys<Lod olmasina sebebiyet verecek K, degerleri, kapal ¢evrimli

sistemi kararl kilacak olan K, degerleri olacaktir.
Kolaylik saglamasi acisindan, (4.82) ile verilen denklem asagidaki gibi yazilabilir:

tan~ —19
[ % (4.86)
w
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Yine teorem 4.3’lin ispatinda da deginildigi iizere buradaki ®, ®; ve ®2'nin

birlestirilmis tanim bolgesidir ve @e (O,«/Za0 —af) seklindedir. (4.69)-(4.70)’ten

(veya (4.19)-(4.20)°’den) hareketle, bu denklem e (0,1/610 —af / 2) =, icin

Lsys=Los, ve @€ (\/ a,—a; / 2,\/ 2a,—a’ ) =@, i¢in Ls=Loa denklemlerini ifade
etmektedir.

Yardimci teorem 4.3’iin ispatinda deginilen hususlardan hareketle, k=0 durumu i¢in
Los, Kp'nin azalan bir fonksiyonudur, ve Loq ise Ky nin sadece artan veya Once artan

ve sonra azalan bir fonksiyonu olabilir. Yine ilgili ispattaki detaylara binaen, bu durum
tamamen (4.77) (veya (4.65)) ile verilen w10 degeriyle ilgilidir. Eger @,, = /2q, —a;

ise, Loa Kp'nin artan fonksiyonu, aksi takdirde Once artan sonra azalan fonksiyonu
olacaktir. mio ile ilgili bu iki durum (4.86)’nin ¢oziimlerinin tabiati agisindan fark

yaratacagindan, iki durumu ayr1 incelemek gereklidir.

®,, =+/2a, -a] ise: Bu durumda Los Ky nin artan fonksiyonudur. (4.86) ifadesinde
esitligin sag tarafi we (O,wla0 —af/Z) = @, igin Los, @€ (\/ao —af/Z,\/Zaa —-a’ ) =@

icin ise Lod'yi ifade etmektedir. @ =@, =./a,—a}/2 degeri icin, yani

a,—a’ /4 degeri i¢in daha once de belirtildigi iizere, Loa=Los’dir. K
arttikca, yani w1 artip o azaldikca, sirasiyla Log artacak ve Los azalacaktir.

Ayristinlmis tamim bolgelerinde, tiim bu durumlarin acik bir sekilde gosterildigi (4.86)
‘nin gorsel halleri iki farkli Liys i¢in (Lsys1 ve Lsys2) sekil 4.7 - 4.10°da gosterilmistir.

Bu sekillerden de goriilebilecegi lizere, artan K, degerleriyle, ayn1 degerden baslamis
olan Logq ve Los sirastyla monoton bir sekilde artmakta ve azalmaktadir. Yani sistemin
sahip oldugu zaman gecikmesine gore, (4.86) esitligi sadece bir noktada
saglanabilecek, Lsys, ya Los ya da Loa’yi kesecektir. Kararli bir sistem i¢in, daha dnce
de belirtildigi iizere Los<Lgys<log esitsizligi saglanmalidir. Yine sekillerden de
farkedilebilecegi iizere, Lsys nin degerine gore Los<Lsys tiim w2 tanim bolgesinde veya
Lsys<Loa esitsizligi tim w1 tanim bolgesinde saglanacak, belirleyici olan esitsizlik

yalnizca bir tane tanim bdlgesinden gelecektir.
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LsyS>LUS bélgesi LSVS<LUs hdlgesi
stszLUs
LDS
Lsys1H- 1 a
Y5
w, artig yonil w, arttikea Kp azalir K_artis yoni
—> —> P
]
0(Kp=a0) W waw' (Kp=-a1*sqrt(al-a1"2id))

2

Sekil 4.7 : (4.86)’nin belirli bir Lgys=Lsys1 i¢in @2 tanim bolgesine indirgenmis hali.

LSVS<LU . (tlim W, ler igin)

LDd

[

LsysW

Lsyst
W, I(p artis yénii w, arttikca Kp artar
Kp=-a1'sqrt(al-a12/2) w Kp=al

1

Sekil 4.8 : (4.86)’n belirli bir Lgys=Lsys1 i¢in @1 tanim boélgesine indirgenmis hali.
Sekil 4.7-Sekil 4.8’de verilen Lgy=Lsys1 durumunda goriilecegi iizere, Lsys<Log
esitsizligi tim w; bolgesi i¢in saglanmaktadir. Yani bu durumda, Lgys<Log esitsizligini,
(4.12) ile verilen, yani ilgilenilen tiim K, degerleri saglayacaktir. (4.4) ile verilen K,
kp iliskisi de gozetilerek Lgys<Loa esitsizliginin asagida verilen k, aralii boyunca

saglandig1 sdylenebilir:

—aJa —a’/4
M<kﬂ<% (4.87)

k

R R
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LSy52>LDS (ttim w, ler icin)
Y5
Lsys2- - —
LDS
v, artig ysnd W, arttikea Kp azalir Kp attis yéni
> — -—
(Kp=a0) w Kp=-a1*sqrt(al-a1"2M)

2

Sekil 4.9 : (4.86) nin belirli bir Lsys=Lsys2 icin w2 tanim bolgesine indirgenmis hali.

LsysQ<LD d bélgesi

\ LsysZ

LsySZ=LDd

Lsy52>LDd bélgesi

Lsys2 -

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
W, Kp artig yoni W, arttikea Kp artar }
I
I
I

—_—> e

|
Kp=-a1*sqrt(al-a1"2/4) w=w' Kp=a0
w

1

Sekil 4.10 : (4.86) nin belirli bir Lsys=Lsys2 igin o1 tamim bolgesine indirgenmis hali.

2 bolgesi i¢in ise, Lsys>Los esitsizligi ise w2=0’dan (4.86) nin saglandigi frekans olan
®2 = ®'10’a kadar, yani m, € (0, ®"10) boyunca saglanacaktir. (4.57)’de hesaplandigi
lizere, ®"10’la ilisikli k, hesaplanacak ve w2 € (0, ®"10) bolgesi k, tanim bolgesine
doniistiiriilecek olursa, asagidaki durum elde edilecektir:

_ala)ﬁ) <20
k sin(L @, " k,

sys

(4.88)

(4.81)’de verilen doniisiim dikkate alindiginda, (4.87)-(4.88)’in kesisim kiimesi, yani

kararliligr saglayan tiim kp kiimesi icin bulunan sonug (4.79)’1a ayn1 olacaktir.
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Benzeri bir mantikla sekil 4.9 ve 4.10°da ise Lsys>Los esitsizligi tiim w2 bolgesi igin
saglanacak, buradan gelecek olan k, esitsizlik kiimesi (4.87) ile ayn1 olacaktir.

bolgesi icin ise, Leys<Loq esitsizligi ise (4.86) nin saglandig1 frekans olan @1 = »*10’dan
o1 tanim bolgesinin sonuna kadar saglanacaktir, yani @) € (a):l),«/ao —-a’ / 2) olacaktir.

Bir 6nceki durumda izlenen yol cergevesinde, buradan elde edilen esitsizlik de (4.88)
’le ayn1 olacaktir. Sonug olarak, buradan elde edilen sonug da, yani kararlilig1 saglayan
tiim k, kiimesi icin bulunan sonug (4.79)’1a aynmi olacaktir. Bu sekilde bu alt kismin

ispat1 tamamlanmis olur.

o,,f(w)= [tan" (::Im j'in coziimii ise : Bu boliimde, ispatin ilerleyisi bir onceki

0
alt boliimle paralellik gosterdiginden, detaylara daha az yer verilecektir. Bahsedilen

kosul gecerli oldugunda Los Kp'nin yine azalan bir fonksiyonuyken, Log ise Ky’ nin

a)le(wlao—af/Z, a)lo) icin artan, a)le(a)lo, 2a0—a12)igin ise azalan bir

fonksiyonu olacaktir. Boyle bir durumda ise (4.86) ifadesinin, ilk incelenen durumdan
farkli olarak, Lsys’nin degerine gore iki farkli ¢6ziimii olabilecektir. Bu duruma iliskin,
tic farklt Lgys igin (Lsysi, Lsys2, Lsys3) (4.86) icin ayrnistirilmig tamim bolgesindeki
grafikler sekil 4.11 — sekil 4.12’°te goriilmektedir.

lsys3—— =D e T
LSy35>LD J bélgesi

Lsys2|—- _______________J'EVEfEU,dEﬂ?ij ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

sy52=LUd

L0d L ep<Ly; bolgesi

LSY8 ]

LS\/SW:LUd tiim W, icin saglanir

Kp=-a1*sqrt(a0-al1"2/) Kp=a0

b

Sekil 4.11 : (4.86) nin {i¢ farkli Lsys icin o tanim bolgesine indirgenmis hali.
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ststDS tiim w, igin saglanir
o —Lsys3
LsystUS tim w, igin saglanir
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff —Lsys2
- L0s
Lsys1>LDs
—————————————————————————————————————————— Lsys1
w.=0 w, arts ynii K, arts yoni
/ | -
Kp=al w Kp=-a1*sgrt(a0-a1"24)

Sekil 4.12 : (4.86) nin ii¢ farkli Lsys icin o2 tanim bolgesine indirgenmis hali.

Goriilecegi tizere, Los monoton bir karakter sergiledigi icin, eger kararliligi saglayan
tim k, kiimesinin bulunmasinda belirleyici bolge w2 bolgesi olacak olursa, yani
Loa>Lsys iliskisi her 1 i¢in saglanacak olursa (sekil 4.11°deki Lsys1 degeri), (4.86) nin
2 bolgesinde yalniz bir ¢oziimii olacaktir. Lsys>Los esitsizliginin saglanmasi i¢in o2
tanim bolgesinde bulunan ¢oziimden yani ®"10’dan, az 6nceki boliimde yiiriitiilen

adimlar takip edilerek asagidaki ¢6ziim kiimesine rahatlikla ulasilabilir:

a
ko <k, < k—o (4.89)

N

Eger belirleyici bolge w1 oldugu takdirde, yani kararlilik icin saglanmasi gereken
Lsys>Los esitsizligi her w; i¢in saglaniyorsa (sekil 4.12°deki Lgys> ve Lgys3 degeri),
Lsys’nin degerine bagli olarak, (4.86)’nin o1 bolgesinde sadece bir ¢oziimii (sekil
4.12°deki Lgys2 degeri) veya iki ¢oziimii (sekil 4.12’deki Lsys3 degeri) olabilir. Eger bir

tane ¢oziimii olacak olursa, bu durum (4.86) nin ikinci ¢oziimiiniin, yani ®"2o degerinin
o1 bolgesinin disinda bulunmasi anlamina gelir (yani @,, >+/2a, —a, ) ve az onceki

boliimde takip edilen adimlarla ilerlenecek olursa, kararliligi saglayan tim k,

kiimesinin yine ®"10’dan hareketle asagidaki bicimde olacagi rahatlikla gosterilebilir:

a
ko <k, < k—o (4.90)

N
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Eger o bolgesinde iki tane ¢6ziim bulunacak olursa, bu sefer (4.86) nin ikinci ¢oziimii

olan " da @ € (\/ a,—a; / 2,\/ 2a, —a’ ) bolgesinde kalacaktir. Boyle bir durumda

da kararlilik icin saglanmasi gereken Lgy<Loga esitsizliginin ¢oziim bolgesi de

w e (a)l*o,a);o) bi¢iminde olacaktir. Yine bir dnceki boliime izlenen adimlar takip

edilerek, kararliligi saglayan tiim k, kiimesinin sinirlart da asagidaki bicimde

bulunabilir:
ko <k, <k, (4.91)

Olusabilecek farkli durumlar isin icine katilip elde edilen ve (4.89)-(4.90)-(4.91) ile
verilen kararlilik kiimeleri bir arada diisiiniildiigiinde, bu kiimeleri tek bir kiimeyle

asagidaki bicimde ifade etmek miimkiindiir:

k,,, <k, <min {kﬂo,;’o} (4.92)

Bu ifade de (4.80) ile verilen ifadenin aynisidir. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur.

Yorum 4.2: Dikkat edilecek olursa, hem negatif hem de pozitif geribeslemeli
durumlar i¢in de sirasiyla (4.15) ve (4.34) ile verilen kararliligin saglanabilmesi i¢in
gerek ve yeter kosullarin k=0,1,2,...r icin saglandig1 varsayimiyla, her iki durum i¢in
de r+1 adet birbirinden bagimsiz kararlilik bolgesi ¢ikmaktadir. (4.16) ve (4.35)’te
verilen C’nin tanimi dikkate alinacak olursa, (4.1) ile verilen sistemde a;=0 oldugunda,
yani sistem ikinci mertebeden bir osilator oldugunda, C ifadesi sonsuza gidecektir.
Boyle bir durumda ise (4.15) ve (4.34) ile verilen kosullar VKEN (N dogal sayilar
kiimesini gostermek iizere) i¢in saglanacaktir. Bir bagka deyisle osilatdr durumu igin
(L, kp) uzayinda sonsuz adet kararlilik bolgesi ¢ikacaktir. Bu boliimiin 6zel bir hali

olarak addedilebilecek bu ilging durum, 5. Boliimde detayli olarak ele alinmuistir.

Boliimiin geri kalaninda ise, burada anlatilan teorik detaylar1 somutlastirabilmek adina

bir adet sayisal ornege yer verilecektir.

4.5 Sayisal Ornek

Bu boliimde, ana boliim igerisinde daha once anlatilanlart daha somut kilabilmek

amaciyla bir sayisal 6rnege yer verilecektir.
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Ornek: Asagida verilen ve iki kutbu da sag yari diizlemde olan sistem ele alinsin:

0.5 o065

G(s)=——
(5) s2—03s+5

(4.93)

Sistemin sekil 4.1 ile verilen kontrol yapisinda olugu varsayilsin ve bu sistemi kararli
kilan tim k, degerleri hem negatif hem de pozitif geribesleme durumu igin

hesaplansin.

Negatif geribesleme durumu igin (4.16) ile verilen degisken doniisiimii yapilarak
(4.15) ile verilen gerek ve yeter kosul degerlendirilecek olursa, bu kosulun k=0,1 i¢in
saglandig rahatlikla tespit edilebilir. O halde L-kp uzayinda birbirinden ayrik olacak
sekilde 2 adet kararlilik bolgesi ¢ikacaktir.

Sistemi kararli kilabilecek bir k, degerinin var olabilmesi icin, sistemin sahip oldugu
zaman gecikmesinin hangi aralikta olmasi gerektigini hesaplamak adina, yardimci
teorem 2’den yararlanilabilir. Burada Lmink ve Lmaxk (k=0,1) degerlerini bulabilmek
icin, (4.41) ile verilen denklem cozdiiriiliirse, sirasiyla k=0 ve k=1 icin asagidaki

durumlar elde edilecektir:

k=0 icin:

_ 2

a(® +4,) a)=£tan_l 4o j (4.94)
2 2 2 2 2

(0" —ay) +a @ W —a,

denkleminin ¢oziimleri olan wio, (\/ao -a’ /2, \/ 2a,-a; ) =(2.226, 3.148) ve oy da

(O, wlao—alz / 2):(0, 2.226) araliinda aranacaktir. Bu denklemin belirtilen

araliktaki ¢oziimleri yapildiginda w10=2.4377, 020=1.9874 olarak bulunur. Bu degerler
(4.40)’ta yerine konacak olursa Lmino =1.8406sn ve Lmax0=2.3068sn bulunur. Yani
sistemin zaman gecikmesi asagidaki deger araliginda yer alacak olursa, sistemi kararh

kilabilecek bir k;, aralig1 bulunabilecektir:

1.8406sn < L, <2.3068sn (4.95)
k=1 icin:
_ 2
2a1(w2+ aoz) ~w=| tan™' flw +27 (4.96)
(0" —a,) +a,@ o —a,
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denkleminin ¢dziimleri olan i1, (\/ao ~a’ /2, \/2a0 -a/ ) =(2.226, 3.148) ve w21 de

(0, 1/ao—af /2)2(0, 2.226) araliginda aranacaktir. Bu denklemin belirtilen

araliktaki ¢coziimleri yapildiginda 010=2.3194, ®20=2.1396 bulunur. Bu degerler (4.40)
"ta yerine konacak olursa Lmin1 =4.8672sn ve Lmax1=4.9560sn bulunur. Yani sistemin
zaman gecikmesi asagidaki deger araliginda yer alacak olursa, sistemi kararl

kilabilecek bir k;, aralig1 bulunabilecektir:

4.8672sn < L_<4.9560sn (4.97)

Goriilebilecegi lizere, sistemin zaman gecikmesi Ls=0.6sn’dir ve bu deger (4.95) veya
(4.97) ile belirtilen aralik icerisinde degildir. O halde bu sistem negatif geribesleme
konfigiirasyonunda, bir oransal kontrolorle kararli kilinamamaktadir. Yani bu,

durumda, kararlilig1 saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi bos kiimedir:
kp e (4.98)

Pozitif geribesleme durumu iginse (4.35) ile verilen degisken doniisiimii yapilarak
(4.34) ile verilen gerek ve yeter kosul degerlendirilecek olursa, bu kosulun k=0,1,2
icin saglandig1 rahatlikla tespit edilebilir. O halde L-kp uzayinda birbirinden ayrik
olacak sekilde 3 adet kararlilik bolgesi ¢ikacaktir.

Sistemi kararlt kilabilecek bir k;, degerinin var olabilmesi i¢in, sistemin sahip oldugu
zaman gecikmesinin hangi aralikta olmasi gerektigini hesaplamak adina, yardimci
teorem 3’den yararlanilabilir. (4.63)’ten hareketle burada Lmino = -ai/ao = 0.06 sn’dir.
Lmink (k=1,2) ve Lmaxk (k=0,1,2) degerlerini bulabilmek icin (4.63)-(4.64) ile verilen
denklemlerden yararlanilirsa, sirastyla k=0, k=1 ve k=2 icin asagidaki durumlar elde

edilecektir:
k=0 icin:

(4.63)’ten hareketle, Lmino=0.06sn olarak bulunur. Lnaxo i¢in ise, iliskili wio’1
bulabilmek adina, (4.65)’ten hareketle

—a(@ +a,) a):(tan" “le (4.99)

(@ —a,)) +a' @
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denkleminin ¢oziimii (\/ a,—a’ /2, \/ 2a,-a; ) =(2.226, 3.148) arahginda aranacak,

eger ¢oziim bu araligin disinda gikarsa, @,, = {/2a, —a; =3.148 olarak aliacaktir. Bu

denklem c¢oziilecek olursa, ¢oziim araligin i¢inde kalacak sekilde ®10=2.5796 olarak
bulunur. Bulunan bu deger (4.63)’te yerine konacak olursa, Lmaxo=1.0482sn olarak
hesaplanir. Yani sistemin zaman gecikmesi asagidaki deger araliginda yer alacak

olursa, sistemi kararh kilabilecek bir k; aralig1 bulunabilecektir:
0.06sn < L, <1.0482sn (4.100)
k=1 icin:

Lmin1 ve Lmax1’1 hesaplayabilmek adina, w11 ve ®21’i bulmak i¢in (4.66) ile verilen

denklem asagidaki sekilde olacaktir:

2
—a (@ +4y) w:[tan' flw ]+27£ (4.101)

2 2 2,2
(W —a,) +a,@ 0 —a,

Bu denklerim ¢oziimleri olacak olan 11, (\/ a,—a’ /2, \/ 2a,-a; ) =(2.226, 3.148) ve

21 de (0, Ja,—a / 2) =(0, 2.226) araliginda aranacaktr. Bu denklemin belirtilen

araliktaki ¢oziimleri yapildiginda ©11=2.3691, ®2:1=2.0828 bulunur. Bu degerler (4.64)
"te yerine konacak olursa Lmin1 =3.3799sn ve Linax1=3.6155sn bulunur. Yani sistemin
zaman gecikmesi asagidaki deger araliginda yer alacak olursa, sistemi kararl

kilabilecek bir k;, aralig1 bulunabilecektir:
3.3799sn < L, <3.6155sn (4.102)
k=2 icin:

Lmin1 ve Lmax1’1 hesaplayabilmek adina, w12 ve ®22’i bulmak i¢in (4.66) ile verilen

denklem asagidaki sekilde olacaktir:

_al(a)zz"'aoz) — 0= tal'l_lfl—w +47 (4.103)
(a)z—ao) +a, @ 0 —a

Bu denklerim ¢oziimleri olacak olan w12, (\/ a,—a’ /2, \/ 2a,-a; ) =(2.226, 3.148) ve

w de (0, \ 4, —af / 2) = (O, 2.226) araliginda aranacaktir. Bu denklemin belirtilen
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araliktaki coziimleri yapildiginda 011=2.2361, ®2:1=2.1954 bulunur. Bu degerler (4.64)
"te yerine konacak olursa Lmin1 =6.3178sn ve Lmnax1=6.3223sn bulunur. Yani sistemin
zaman gecikmesi asagidaki deger araliginda yer alacak olursa, sistemi kararl

kilabilecek bir k; aralig1 bulunabilecektir:
6.3178sn < L, <6.3223sn (4.104)

Goriilebilecegi iizere, sistemin zaman gecikmesi Ls=0.6sn’dir ve (4.100) ile verilen
aralik icerisinde kalmaktadir. O halde, sistem pozitif geribesleme konfigiirasyonunda

kontrol edilirse, sistemi kararli kilacak bir k;, aralig1 bulunabilecektir.

Bu sartlar altinda sistemi kararli kilacak tiim k;, degerlerini bulmak icin teorem 4.4’ten
yararlanilacak olursa, (4.82) nolu esitligi ¢ozmek gereklidir ve i, (4.99)nin
¢oziimiinden geldigi i¢in (4.82) nin iki tane ¢dziimii olacaktir. Bu ¢oziimler, yani ®*1o
ve @20 degerleri sirasiyla 2.1978 ve 5.1154 bulunur. Yine teoremde belirtildigi iizere,
o0 degeri 3.148’den biiyiik ¢iktigi igin iligkili kpo'in hesaplanmasina gerek
olmayacak, kararliligi saglayan tiim ky’lerin kiimesi (4.79)’la verilecektir; yani

kararlilig1 saglayan tiim kontrolor kiimesi

a,

ko <k, <k—0 (4.105)

ile karakterize edilebilecektir. (4.81) kullanilarak kpio hesaplanacak olursa,
kp10=1.3617 olarak bulunur. O halde, verilen sistem icin pozitif geribesleme
konfigiirasyonunda kararliligi saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi asagidaki

aralikla verilebilir:

1.3617 <k, <10 (4.106)

Sistemin cesitli k, degerleri i¢cin basamak yanitlar1 sekil 4.13-4.19’te goriilmektedir.
Sekillerden de fark edilebilecegi iizere, elde edilen teorik sonuglar, benzetim

sonuclartyla uyumludur.
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Sekil 4.13 : k,=2 i¢in sistemin basamak yaniti.
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Sekil 4.14 : k,=5 i¢in sistemin basamak yaniti.
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Sekil 4.15 : k,=8 i¢in sistemin basamak yanit1.
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Sekil 4.16 : k,=9.5 icin sistemin basamak yaniti.
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Sekil 4.17 : k=1 i¢in sistemin basamak yaniti.
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Sekil 4.18 : k,=1.3 i¢in sistemin basamak yanit.
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Sekil 4.19 : k,=10.1 i¢in sistemin basamak yanit1.
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5.iKINCi MERTEBEDEN ZAMAN GECIiKMELi OSIiLATORLER iCiN
KARARLILIGI SAGLAYAN TUM P TiPi KONTROLORLERIN ANALITIiK
OLARAK HESAPLANMASI

Bu boliimde, 4. Boliimiin 6zel bir durumu sayilabilecek olan, (4.1) ile verilen sistemde
a1=0, yani 2.mertebeden osilator durumu ele alinacaktir. Bu yapiy1 ilging¢ kilan en
onemli detay ise, 2. Mertebeden bir osilatoriin, 4. Boliimde (4.15) ve (4.34) ile verilen
gerek ve yeter kosullar1 VKEN icin saglamasidir. Yani bu tip sistemler icin (L, kp)
uzaymda sonsuz adet kararlilik bolgesi ¢ikacaktir. Ayriyeten de pozitif geribesleme
altinda sisteme sonsuz kii¢iik bir zaman gecikmesi ilave edildigi takdirde dahi sistem
kararli hale gelecektir. Bir 6nceki boliimde islenen temaya paralel olarak, bu sistemler
icin pozitif geribeslemenin, negatif geribeslemeye kiyasla kararlilik tizerindeki daha
etkin oldugu, daha net bir sekilde ortaya ¢ikacaktir. Daha acgik olmak gerekirse, negatif
kazanglar icin k=0,1,2... icin bulunan kararlilik bolgeleri, pozitif kazanglar igin

bulunan bolgelere kiyasla hep daha genis ¢ikacaktir.

Diger boliimlerdeki ¢calismalarda ele alinan sabit zaman gecikmesi durumuna ek olarak

bu boliimde parametrik belirsizlige sahip zaman gecikmeli sistemler de ele alinacaktir.

5.1 Literatiir Ozeti, Problemin Onemi ve Béliimde Elde Edilen Sonuclarm Ozeti

Lineer transfer fonksiyonlariyla modellenen ve iki kutbu da imajiner eksende olan
ideal osilatorler, daha ¢ok matematiksel agidan 6neme sahip olan yapilardir. Her ne
kadar, gerilim kontrollii ring osilatorii gibi kasitli olarak osilasyon yapmasi igin
tasarlanmig kapali cevrimli 6zel yapilar bulunsa da, bunlar da daha ziyade elektronik

sistemlerde saat frekansi iiretmede kullanilmaktadirlar [40].

Eger gercek diinyada osilasyon yapan sistemler aranacak olursa bunlara 6rnek olarak
siirtiinmenin ihmal edildigi otelemeli veya donel mekanik sistemler veya direng
etkisinin ihmal edildigi LC devreleri gibi ideallestirilmis yapilar akla gelebilir.
Stiphesiz ki eger mekanik sistemde serbestlik derecesi 1°se veya LC devresinde 1 adet
cevre bulunuyorsa bu sefer elde edilen osilator ikinci mertebeden olacaktir. Ancak

tahmin edilebilecegi iizere fiziksel sistemlerin osilator olarak davranmasini pratikte
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imkansiz kilan sey, ideal yapilarindan dolay1 sistemde enerji harcanmamasidir; zira
pratikte enerji harcamayan sistem yoktur. O sebeple kendi basina osilasyon yapmasi

miimkiin olan sistemin olmadigim sdylemek, yanlis olmayacaktir.

Ozetlemek gerekirse, kasith olarak kontrol mekanizmalariyla bir sisteme osilasyon
yaptirilmasi pratikte sik¢a rastlanabilen bir durumdur; ancak kendi halinde osilasyon
yapan bir sistem bulunamayacagi icin, fiziksel olarak bir osilatoriin kontrol edilip

kararli kilinmasi pek rastlanan bir durum olmayacaktir.

Ancak olaya matematiksel olarak yaklasildiginda, Onemli sonuglara zemin
hazirladigindan, bir osilatoriin, bilhassa ikinci mertebeden bir osilatoriin kasith olarak
eklenen bir zaman gecikmesiyle kararli kilinmasi, literatiirde kendine sikc¢a yer
bulmustur [41 — 46]. Burada amag¢, normalde bir P tipi kontrolorle kararh
kilinamayacak ikinci mertebeden bir osilatoriin, kasith olarak geribeslemeye eklenen
zaman gecikmeli bir P tipi kontrolorle kararli kilinmasidir. Bu durum, bir bakima PD

ya da PI kontrolordeki gibi, iki parametreli bir kontrol uygulamasidir.

Bu calismalarda o6zellikle vurgulanan nokta, sistemin belli bir performans altinda
calismasinin arzulandigi k degeri bastan tespit edilerek, bu k degerleri icin sistemi
hangi L degerlerinin kararh kildiginin tespiti olmaktadir. Bir bagka deyisle, sabit bir k
icin sistemi kararli kilan tiim L degerleri belirlenirse, bdylece bu degerler arasindan

uygun bir L segilerek, sistem kararl kilinabilecektir.

Yine bu calismalarin hemen tiimiinde pozitif ¢ikis geribeslemesinden yararlanilmistir.
Bunun muhtemel bir sebebi ise, normalde kararlilik acisindan negatif etkileri oldugu
bilinen iki durum: zaman gecikmesi ve pozitif geribesleme, ikinci mertebeden
osilatorler diisiiniildiigiinde, oldukca pozitif etkiler ortaya ¢ikarmaktadir. Zira pozitif
geribesleme altinda, sonsuz kiiciik bir zaman gecikmesi ortaya ciktiginda derhal kararh
olan bu sistemler, oldukca genis sayilabilecek bir k, araligi boyunca kararl
kalabilmektedir. Ustelik bu kararlilik, zaman gecikmesi belli bir degere ulasana kadar
da devam etmektedir. Ancak negatif geribesleme durumunda, kararlilik etkileri daha
sinirhi  kalacagi i¢in, bu durum amlan calismalarda genellikle kendine yer

bulamamustir.

Bu boliimde probleme olan bakis agisi ise, zaman gecikmesinin osilatoriin kendi i¢
dinamiklerinden kaynaklandig1 varsayimiyla, ilgili osilatorii kararli kilacak tiim

kp’lerin tespitidir. Yani burada zaman gecikmesinin sabit oldugu varsayilmis ve
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sistemi kararli kilan tiim k;, kiimesi hem pozitif k,’ler (negatif geribesleme esdegeri)
hem de negatif k;’ler (pozitif geribesleme esdegeri) icin elde edilmistir. Her iki durum
hem ayn ayri, hem de birlesik diisiiniildiigiinde, (L, k,) diizleminde sistemi kararl
kilan sonsuz adet bolgenin oldugu gosterilmistir. Daha da ilging olani, zaman
gecikmesine sahip olan osilatoriin, L uzayindaki ayrik bir takim noktalar haricinde
zaman gecikmesi her ne olursa olsun, kendisini kararli kilabilecek bir k, kiimesi
mutlaka ama mutlaka bulunacaktir ve bu kiime ya pozitif ya da negatif k,’lerden
olusacaktir. Ayriyeten yapilan bu calisma, zaman gecikmesinde parametrik bir
belirsizlik oldugu duruma da genisletilmis ve belirli bir araliga sahip L degerleri icin,
yani Lgys€[Lsys,LsysT] icin de kararlilig1 saglayan tiim k;, degerlerinin hangi durumlarda
olacag: tespit edilip, var olan durumlar i¢in kararliligi saglayan tiim k, degerleri

hesaplanmistir.

Yani bu bolimde sunulacak olan g¢alisma, probleme olan bakis agis1 itibariyle
literatiirde olanlarin bir tamamlayicisi, elde edilen sonuclar itibariyle de literatiirde var

olanlarin genisletilmis hali olarak kabul edilebilir.

Boliim su sekilde kurgulanmistir: Once problemin tanimi yapilmis, daha sonra ise
osilatorden daha da 6zel bir yap1 olan ikinci mertebeden integratorler icin kararlilig
saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesinin bos kiime oldugu gosterilmistir. Daha
sonra ise sistemi, verilen sabit bir zaman gecikmesi degeri icin kararli kilacak hem
pozitif k,’ler hem de negatif k;,’lerin kiimesi birer teoremle verilmistir. Verilen bir Ly
icin sistemi kararli kilan pozitif ky’ler mevcutsa, ayn1 gecikme degeri i¢in negatif
kp’lerin mevcut olamayacagi, ya da bu durumun tam tersinin de makbul olacagi
gosterilmis, bu bilgiler 15181nda verilen bir Lsys icin kararliligi saglayan tiim k,’lerin
kiimesinin bulunmasii saglayan bir algoritma Onerilmistir. En son olarak bulunan
sonuclar sistemde parametrik bir zaman gecikmesi oldugu duruma genisletilmis ve
buna iliskin bir teorem verilmistir. Verilen teorik bilgilerin uygulanmasi i¢in sonuglar

matematiksel bir sistem {izerinde gosterilmistir.

5.2 Problemin Tammmlanmasi

Daha 6nceki boliimlerde de oldugu gibi, bu bolimde de, birim geribeslemeli kontrol
yapist kullanilacaktir ve bu yapi1 sekil 5.1°de goriilmektedir. Burada G(s) ve C(s) ile
verilen ifadeler sirasiyla 2. Mertebeden bir osilatér (ap>0) ve P tipi kontrolor olup,

transfer fonksiyonlar su sekildedir:
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C(s) G(s)

Sekil 5.1 : Ilgilenilen kontrol yapisi.

kS

2
s +a

G(s) = e (5.1)

C(s)=k, (52)

Burada ks, negatif olmayan sistem kazanci (ks>0), Lsys ise sistemin bilinen ve sabit
zaman gecikmesini (Lsys>0) ifade etmektedir. Eger kapali cevrimli sistemin

karakteristik ifadesi, Pc(s) ¢ikartilacak olursa, agagidaki polinomsu elde edilecektir:

P(s)=s"+a,+k ke "™ =0 (5.3)

Boliimiin geri kalaninda yapilacak olan islemleri ve analitik ifadeleri basitlestirmesi
icin, daha onceki boliimlerde de yapildig: iizere, eger sistem kazanci ks, kontrolor
parametresinin icine gomiiliip, Kp:=ksk, seklinde degisken doniisiimii yapilirsa,

Pc(s)asagidaki hale gelecektir:
K, =kk, —>P(s)=s"+a,+K,e " =0 (5.4)

Buradaki amag, verilen bir Lsys icin, bu sartlar altinda sistemi kararli kilacak tiim kp
kiimesini tespit etmektir. A¢ik bir sekilde, karakteristik ifadesi (5.4) ile verilen sistem,
zaman gecikmesinin yoklugunda, yani Lsy=0 iken bir P tipi kontroltrle kararli

kilinamamaktadir ve bu durum zaman gecikmesinin varliginda miimkiin olabilecektir.

Calismada bir basamak olusturmasi agisindan, daha da 6zel bir yap1 olan integrator,

yani ap=0 durumu ilk olarak ele alinacaktir.

5.3 integrator Durumu (a¢=0)

Bu durum i¢in (5.4) ile verilen kapal1 cevrim ifadesi asagidaki yapiya doniisecektir:

sL,

P(s)=s"+K,e ™ =0 (5.5)

Eger burada, 2. Boliimde verilen kararlilik yonteminin ilk adimi uygulanirsa, yani

zaman gecikmesiz sistem kararlilik acisindan analiz edilirse, Kp<0 icin zaman
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gecikmesiz sistem kararsiz olacak, ve K,>0 icin zaman gecikmesiz sistem marjinal

kararl (osilasyonlu) olacaktir.

Eger ikinci adim devreye alinirsa, yani sisteme sonsuz kii¢iik bir L degeri verilirse,
sonsuz sayida kapali cevrim kutbu olusacak ve bu olusan kutuplarin hepsi de
derece(D(s))<derece(N(s)) oldugundan dolayr sol yar1 s diizleminde ortaya
cikacaklardir. Yani kararli kilmabilirlik agisindan sisteme ek bir problem

yaratmayacaklardir.

3. adim geregi, artan L degerleri i¢in imajiner eksenin kesildigi frekanslar1 bulmak

adina (2.8)’deki gibi W(w?) polinomu olusturulacak olursa, asagidaki yapi elde edilir:
W) =o'-K; (5.6)

Rahatlikla tespit edilebilecegi iizere, bu polinom bir adet pozitif reel koke sahiptir ve

bu kok asagidaki gibi verilebilir:
o =[K,| (5.7)

Eger W’(w?) nin bu kok i¢in degeri hesaplanacak olursa, bu degerin pozitif ¢ikacagi
rahatlikla sOylenebilir. O halde (5.5) ile verilen kapali cevrimli ifadede, artan L
degerleriyle kutuplar sadece sol yari s diizleminden sag yari s diizlemine gececeklerdir;

yani tiim ge¢isler kararsizlik yoniinde olacaktir.

Daha Once belirtildigi ve rahatlikla tespit edilecegi tizere, K,<0 i¢cin zaman gecikmesiz
kapali ¢evrimli sistem kararsizdir. Zaman gecikmesinin de kararli yapici1 yonde kok
gecirme 6zelliginin olmadig1 gdz Oniine alinacak olursa, bu kontrolor degerleri igin,
kapali ¢evrimli zaman gecikmeli sistemin kararli olabilme ihtimali kalmayacaktir.
Dolayisiyla tiim negatif K, degerleri, kararliligi saglayan kontrolor kiimesinden

rahatlikla elimine edilebilir.

Eger sol yar1 s diizleminden sag yari s diizlemine kdk gecisine nedene olan L degerleri
(2.7)’deki iliski kullanilarak hesaplanacak olursa, asagidaki denklem takimi elde
edilecektir:
2 K
cos(Lw) = @O _ ‘
K K

p P

|

=1, sin(Lw)=0 (5.8)

Bu denklem takimi, L=0 i¢in iki tane kapali ¢cevrim kutbunun imajiner eksende

oldugunu ve artan L degeriyle, yani L pozitif olur olmaz bu iki kapali ¢evrim kutbunun
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aninda sag yar1 s diizlemine gececegini sdylemektedir. Bu durum, zaman gecikmesinin
kararl1 yapic1 yonde kok gegirme 6zelliginin olmadigiyla birlestirilecek olursa, ikinci
mertebeden zaman gecikmesine sahip bir integratoriin, sekil 5.1°de verilen kontrol
konfigiirasyonu altinda bir P tipi kontrolorle kararli kilinamayacagi rahatlikla
sOylenebilir. Sonug olarak bu durum icin kararlilig: saglayan tiim P tipi kontrolorlerin

kiimesi bos kiimedir.

k, =0 (5.9)

p

5.4 Osilator Durumu (ao>0)

Bu durumda (5.1) ile verilen sistemin karakteristik ifadesi asagidaki gibi olacaktir:
P(s)=s"+a,+K,e " =0 (5.10)

Intergatdr durumunda oldugu gibi, kararlilik yénteminin 1. adimi uygulanacak olursa,
zaman gecikmesiz sistemin K,<-ao icin kararsiz oldugu ve K,>-ao icin de marjinal

kararli oldugu soylenebilir.

2. adim geregi, eger sisteme yani (5.10)’a sonsuz kiiciik bir L degeri eklenecek olursa,
sistemin kapal1 cevrimli kutup sayis1 sonsuz olacak, ancak integratdr durumunda olugu
gibi bu kutuplarin tiimii sol yar s diizleminde ortaya cikacaktir. Yani sonsuz kiiciik
zaman gecikmesinin sisteme eklenmesi, sistemin kararli kilabilirligi ag¢isindan bir

problem teskil etmeyecektir.

Yontemin 3. adimi geregi, artan L degerleriyle (5.10)’un koklerinin hangi
frekanslardan gegerek yari diizlem degistirdigini hesaplamak i¢in W(w?) hesaplanacak

olursa asagidaki ifade elde edilir:
W(@*) = 0'-2a,0° +a; - K, =0 (5.11)
Acik bir sekilde, W(w?)'nin asagida verilen iki adet karesel frekansta kokii olacaktir:
o, =a,%|K | (5.12)

Rahatlikla hesaplanabilecegi iizere, W’ (01>)>0 ve W’(w2?)<0’dir. Bu bilgiden
hareketle 2 ve iligkili L degerleri sol yari s diizleminden sag yari s diizlemine (yani
kararsizlik yoniinde), w,? ve iligkili L degerleri ise sag yar1 s diizleminden sol yari s

diizlemine, yani kararlilik yoniinde bir kok gecisine sebep olmaktadirlar. Notasyon
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olarak 4. boliimdeki gibi, m; ile alakali L. degerlerine Liq (k=0,1,2...), o ile alakali L.
degerlerine Lks (k=0,1,2...) denecek olursa, Lxg ve Lks’ye iliskin denklem takimlari,

(2.7)’nin yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir:

coswL, =(af —a,) /K, =|K,|[K, sin@L, =0, (k=0,12.) (5.13)
cos,L,, = (@} —a,) /K, =|K | /K, .sinm,L, =0, (k=0,1,2..) (5.14)

Bu ifadelerden, K,>0 icin ve k=0,1,2... icin, ®iLks’'nin 2km’ye, w:Lis’nin de
(2k+1)m’ye esit olacagi soylenebilir. Buradan rahatlikla sistemi kararsizliga gotiiren en
kiiciik L degerinin, yani Los'nin sifira esit olacagi soylenebilir. Daha dogrusu
Lsys=Loa=0 icin (5.10) un bir ¢ift kutbu +jw’de yer alir ve Lsys>0 oldugu anda imajiner
eksende yer alan bu iki kutup sag yari s diizlemine geger ve sistem zaman gecikmesi
barindirmaya bagladigi andan itibaren kararsiz olur. Daha sonra bu kutuplar Lsys artip
en kiiciik kararli yapict zaman gecikmesi olan Los=n/m2’ye esit oldugu an tekrar
imajiner eksene (+jm>’de yer alacak sekilde) geri doner ve Lgys>Los i¢in sistem tekrar
kararli olmaya baslar. Acik bir sekilde, bu karasizlik-kararlilik durumu, L1ya<Lid
iliskisi saglanincaya dek tekrarli bir sekilde devam eder. Bu iliski saglandiktan sonra

sistem nihai olarak kararsiz olur.

Yukandaki paragrafta anlatilanlara paralel bir sekilde, K,<0 icin, yani negatif K,
degerleri icin, bu sefer w2Lxs=2kn’ye, m1Lkq ise (2k+1)m’ye esit olur. Bu durumda da
yukarida anlatilan kararsizlik-kararlilik siras1 degisir: Los= O olacagi igin sisteme
zaman gecikmesi dahil oldugu an sistem kararli olmaya baslar. L artip Lsys=Lod=n/®1’e
esit oldugu an sol yar1 diizleme gecen bu iki kutup tekrar imajiner eksene (+jw;’de yer
alacak sekilde) geri doner ve Lsys>Loq icin sistem kararsiz olmaya baglar. Ayn1 sekilde,
bu kararlilik-kararsizlik dongiisti Lxa<Lks iligkisi saglanincaya kadar devam eder ve bu

iliski saglandiktan sonra nihai kararsizlik baslar.

Yorum 5.1 : (5.12)’den de rahatlikla goriilebilecegi iizere, (5.10)’un, yani sistemin
kararli yapic1 yonde bir kok gegisine sahip olabilmesi —ap<Kp<ao iliskisinin saglanmast
gerekmektedir. Pozitif K, degerleri i¢in, sistem zaman gecikmesine sahip olur olmaz
kararsizliga gideceginden Kp>ap degerleri igin sistemi kararli kilmak miimkiin
olamayacaktir. Bu sebeple amlan K, bolgesi, kararhligi saglayan kontrolor
kiimesinden ¢ikarilabilir. Ayn1 sekilde, K,<-ap degerleri i¢in zaman gecikmesiz sistem

kararsiz olacag icin, bu K;, degerleriyle sistemi kararli kilmak miimkiin olamayacaktir.
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Dolayisiyla anilan bu kontrolor kiimesi de kararliligi saglayan kontrolor kiimesinden
cikarilabilir. Sonug¢ olarak, karakteristik ifadesi (5.10) ile verilen sistemin zaman
gecikmesi, Lsys, ne olursa olsun, kararlilign saglayan K, kiimesi —ao<Ky<ao araligi

icinde (veya —ao/ks<kp<ao/ks) yer alacaktir.

Bu bilgiler 15181nda, kararliligi saglayan tiim pozitif kp’lerin karakterizasyonu igin

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1: Kontrol yapist sekil 5.1°de, transfer fonksiyonu (5.1)’de ve kapali
cevrimli sistem ifadesi (5.10) ile verilen sistemin pozitif bir P tipi kontroltrle kararli

kilinabilmesi i¢in agagida verilen kosulun saglanmasi gerek ve yeterlidir:

(5.15)

. [(2k+1)z (2k+2)7

, , (k=0,1,2...
) ez

Ve bu kosul saglandigr takdirde kararliligi saglayan tiim pozitif kp’lerin kiimesi

asagidaki gibi verilebilir:

al> —(2k+1) x2 wk+ 1,
O<k}< 0 sys ( . ) , egv_er L‘,,Ye ( ) ,L(k) ise (516)
’ k2, s a,
wk+2V 1 —a P [ (2k+2
O<kp<( ) N eger L, e R A LA AL
ksLs)'s L \jaO

Burada k=0,1,2... seklinde dogal sayilardir ve L*(k) asagidaki gibi tanimlanmistir:

(2k+2)7
\/ B+’
8k +12k+5 °

Ispat: Teoremin ilk kismu ilk ifadenin devrigiyle ispatlanacaktir. Yani (5.15)’le verilen

(5.18)

L(k)=

kosul saglanmadigi takdirde sistemin pozitif kontrolorlerle kararli kilinamayacagi

gosterilecektir.

Bu baglamda, sistemin zaman gecikmesinin, yani Lsys'nin (5.15)’le verilen aralikta
olmadig1 varsayisin. Yani boyle bir durumda Lsys asagida verilen aralikta yer

alacaktir:

LS vs e

(2/(7; (2k +1)7

j, (k=0,1,2... (5.19)
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Lsys bu aralikta yer aldig: takdirde, (5.10) ile verilen kapali ¢evrimli sistemin en az iki

adet sag yar s diizlemi kutbuna sahip olacagi gosterilecektir.

Daha once de belirtildigi tizere, Kp;>0 igin Lig ve Lis degerleri sirasiyla 2kn/m; ve
2k+Dn/w2 (k=0,1,2...) olarak verilmisti. Acik bir sekilde Lxq ve Lis 1 ve o2 nin,
dolayisiyla da Kp’nin fonksiyonlaridir. (5.12), (5.13) ve (5.14) kullanilarak asagidaki

iliskilerin saglandigi rahatlikla gosterilebilir:

dL dL,
VK, € (0,a,) — d—K’jd<0, d—K’“>o, (k=0,1,2...) (5.20)

p p

Bu durum agik bir sekilde artan K, degeriyle, kararlilik yoniinde kok gegisine neden
olacak Lis’lerin monoton artan bir fonksiyon oldugunu, diger bir yandan ise kararsizlik
yoniinde kok gecisine neden olacak Liq’lerin de monoton azalan bir fonksiyon
oldugunu ifade etmektedir. Yani K,=0* icin Lis ifadelerin minimum degeri elde
edilirken, Liq ifadelerinin de maksimumu ortaya ¢ikmaktadir. (5.12), (5.13) ve (5.14)

kullanilarak bu maksimum ve minimum degerler asagidaki gibi ifade edilebilir:

_ 2z _(2ka)x (k=0.1,2...) (5.21)

kd max — \/_ ’ Lksmin - \/_ ’
ay ay

Bu bilgiden hareketle, bir varsayim olarak (5.19) ile verilen sistemin zaman

L

gecikmesinin bulundugu aralik da dikkate alindiginda, bu aralikta kalan Lsys degerleri

icin asagidaki iliski saglanmis olacaktir:
Lyin <Ly, <L (k=0,12..) (5.22)

Buradan hareketle, bu iligskiyi saglayan Lys i¢in sol yar1 s diizleminden sag yar1 s
diizlemine, ters istikamete kiyasla en az bir tane daha fazla kok gecmis olacaktir.
Ozetlemek gerekirse, (5.19) ile verilen aralikta bulunan Lgys’ler igin, K, (0, ao)
araliginda hangi degeri alirsa alsin, (5.10) ile verilen kapali ¢cevrimli sistem en az iki

adet sag yarn s diizlemi kutbuna sahip olacaktir.

Teoremin 2. kismi igin, yani (5.15)’in saglandigi varsayimiyla, K,=0" icin, Lsys’nin

asagida verilen aralikta kaldig1 gosterilebilir:
Liin <Ly <Liiiyamans (k =01, 2) (5.23)

Bu durumda da agik bir sekilde, k+1 kararsizlik yoniinde kok gecisine karsilik, k+1
tane kararlilik yoniinde kok gecisi olacaktir. Ancak (5.23)’ten de rahatlikla
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anlasabilecegi iizere, bu gecislerden sonuncusu kararli yapict yonde oldugu i¢in (5.10)
ile verilen kapali cevrimli sistem kararl olacaktir. Ispatin ilk kisminda da tartigildig
tizere, Li+1)a ve Lis Kp’nin sirasiyla monoton azalan ve artan fonksiyonlaridir. Bu
durumda, Lsys sabit oldugu icin, K, 'nin artmaya baslamasiyla (5.10)’u kararsizliga

gotiiren iki farkli durum ortaya cikabilecektir:

i) Kritik bir K, degeri icin, Kpi(k) olsun, Lis<Lsys iliskisi saglanmamaya baslayabilir
(k=0,1,2...). Boyle bir durumda K,€(Kpi(k), ap) degerleri i¢in, en az k+1 kararsiz
yapict yonde kok gecisine karsilik, en fazla k tane kararli yapict kok gecisi ortaya
cikacaktir. Boyle bir durumda da (5.10)’un sag yan s diizleminde en az 2 tane kokii

olacaktir.

ii) Yine kritik bir K, degeri icin, bu sefer de Kpa(k) olsun, L+1)a >Lsys iliskisi
saglanmamaya bagslayabilir. Boyle bir durumda K,€(K;2(k), ao) degerleri icin, en az
k+2 kararsiz yapic1 yonde kok gegisine karsilik, en fazla k+1 tane kararli yapici kok
gecisi ortaya cikacaktir. Boyle bir durumda da (5.10)’un sag yart s diizleminde en az

2 tane kokii olacaktir.

Daha once de ifade edildigi iizere, K,=0% i¢in, (5.23) ile verilen iliski aglanacaktir.
Ancak Kp’'nin artmasiyla, monoton bir sekilde azalan Ly+1)q ile monoton bir sekilde
artan Lis birbirine yaklasacak, ve kritik bir K, degeri icin birbirleriyle esit olmaya
baglayacaklardir. Bu kritik K, degerine K;,"(k) ve iliskili L degerine, yani L1)a=Ls
degerine de L*(k) denecek olursa, Ky'(k), (5.12), (5.13) ve (5.14)’un yardimiyla,

L+1)a=Lxs esitsizliginin ¢dzliimiinden asagidaki gibi bulunacaktir:

. 4k +3
K (=1 ap (k=0,1,2..) (5.24)

K> +12k+5

(5.12) dikkate alinir, (5.24) ile bulunan sonug (5.13) veya (5.14)’te yerine koncak
olursa, L*(k), asagidaki gibi bulunacaktir:

(2k+2)7

J 8k+1>
2 q,
8k? +12k +5

Lk)= (k=0,1,2...) (5.25)

Agik bir sekilde, L e ((2k +rx / \/Z , L'*(k)) icin kararlilig1 belirleyen esitsizlik, bir

onceki sayfada belirtilen (i) maddesinden gelecek, yani Lis<Lgys olacaktir. Yine

L. e [ L (k). 2k +2)/Ja, ) i¢in ise kararliligi belirleyen esitsizlik, bir 6nceki sayfada
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belirtilen (i) maddesinden gelecek, yani L+1)a >Lsys olacaktir. Bu anlatilan detaylarin

tiimii, mevzunun daha iyi anlasilabilmesi acisindan sekil 5.2°de gOsterilmistir.

65 Lsys2 = L(k+1)d
Lik+1)d

L(k+1)d = Lks = L*(K)

'_
w

-
@
N

,_
PEs
=

Lks ve Lkd degerleri

Lks
Lsys1 = Lks

4 1

0 02 04 08 08 1 12 14 15

kp

Sekil 5.2 : L+1ya, Lis, L(k) ifadelerinin (L, kp) diizlemindeki goriiniimleri.
Hangi esitsizligin kullanilacagina, yani Lxs<Lsys veya L+1)a >Lsys’den uygun olanina
karar verilip (5.12), (5.13) ve (5.14)’un yardimiyla K, icin bu esitsizliklerden uygun
olani ¢ozdiiriiliir ve (5.4) vasitasiyla da asil kontrolor parametresi olan k;,’ye gecilirse,

asagidaki kararlilik kiimeleri elde edilir:

2 —(2k+1) x2 2%k +1 )
0<k,;<a0 = ( 3 ) = , eger L € u,L’(k) ise (5.26)
ksnys - \/Z
2k +2)Y 2 —a I . 2k +2
0<kp<( )ﬂ; D eger L e P Gl L PO Y
ksLsyx ’ \/Z

Burada, L*(k) (5.25)’te (veya (5.18)’de) verildigi sekilde olacaktir. Boylelikle ispat

tamamlanmis olur.

Benzeri bir mantikla, negatif kp’lerden olusacak olana kararlilik kiimesinin

karakterizasyonu da asagidaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 4.2: Kontrol yapist sekil 5.1°de, transfer fonksiyonu (5.1)’de ve kapal
cevrimli sistem ifadesi (5.10) ile verilen sistemin negatif bir P tipi kontrolorle kararli

kilinabilmesi i¢in agagida verilen kosulun saglanmasi gerek ve yeterlidir:

Lme(zk” (2“1)”} (k=0,1,2..) (5.28)
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Ve bu kosul saglandigi takdirde kararliligi saglayan tim negatif kp’lerin kiimesi

asagidaki gibi verilebilir:

ak’*m* —a, L’ i
7 0 sys <k ,<0, eger L € %T”,L' (k) | ise (5.29)
s sys a

a2, —(2k+1) 7
kL

s sys

(2k+1)7

Ja

Burada k=0,1,2... seklinde dogal sayilardir ve L*(k) asagidaki gibi tanimlanmistir:

<k, <0, eger L, € {L* (k), ]ise (5.30)

(2k+1) 7

L(k)= ,
\/S(k +0.5)

(k=0,1,2...) (5.31)

8k +Ak+1°

Ispat: Ispatin temelleri, dayandirildig1 noktalar ve ilerleyis bicimi teorem 4.1’le ayn

olugu i¢in bu teoremin ispat1 atlanmistir.
Buraya kadar ifade edilen fikirler ve teoremlerden asagidaki yorumlara ulasilabilir:

Yorum 5.2: Kontrol yapist sekil 5.1°de, transfer fonksiyonu (5.1)’de ve kapali
cevrimli sistem ifadesi (5.10) ile verilen sistemi, Lsys’nin degeri ne olursa olsun kararli
kilacak bos olmayan bir kontrolor kiimesi mutlaka bulunacaktir. Bu durum, sadece
sistemin zaman gecikmesi L uzayinda asagidaki ayrik degerleri aldigi miiddetce

gecerli olmayacaktir:

2k (2k+1)7w

L === "
QNS

Eger Lsys bu degerleri alacak olursa, kararlilik kiimesi sadece k,=0 olacaktir; bu

. (k=0,1,2...) (5.32)

durumda da sistem marjinal kararl olabilecektir; yani osilasyon yapacaktir.

Yorum 5.3: Kontrol yapisi sekil 5.1°de, transfer fonksiyonu (5.1)’de ve kapali
cevrimli sistem ifadesi (5.10) ile verilen sistemi kararl kilacak olan P kontrolorlerin
kiimesi, Lgys'nin degerine bagh olarak, ya sadece negatif, ya da sadece pozitif
degerlerden olusacaktir. Bir baska deyisle, eger (5.10) ile verilen sistemi kararli kilan
kontrolor kiimesi pozitif degerlerden olusuyorsa, o zaman bu sistemi kararli kilacak
negatif bir kilmenin bulunamayacag: kesindir. Ayn1 mantikla eger (5.10) ile verilen
sistemi kararli kilan kontrolr kiimesi negatif degerlerden olusuyorsa, o zaman bu

sistemi kararh kilacak pozitif bir kiimenin bulunamayacag kesindir.
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Yorum 5.4: Kontrol yapisi sekil 5.1°de, transfer fonksiyonu (5.1)’de ve kapali

cevrimli sistem ifadesi (5.10) ile verilen sistemi kararli kilan en genis kontrolor
kiimesi, L, e ((k+D)7/\Ja,. 2k+2)7/fa,) oldugunda Ly, ifadesi (5.18) ile
verilen L*(k)’ya esitken, aym sekilde L e ( 2k7z/ \/Z , Qk+Drx / \/Z ) oldugunda,

Lsys, ifadesi (5.31) ile verilen L*(k)’ya esitken elde edilmektedir. Bir bagka deyisle, her
iki durumda da Lsys, Leys<L*(k) veya Lgs>L'(k) olacak sekilde degerler aldiginda,
kararliligr saglayan kontrolor kiimesi giderek daralmakta ve Lgys iliskili araligin

sinirlarina geldiginde ise kp=0’a diismektedir.

Buradaki yorumlar1 daha anlasilir hale getirmek adina, (5.1) (veya(5.10)) ile verilen

sistemi kararh kilan tiim P kontroldrlerin kiimesi sekil 3’teki gibi bir sekilde olacaktir:

(L, kp) Diizlemindeki Kararhhk Bdlgeleri

16 Negatif kp'ller

Pozitif kp'ler

L Degerleri

Kararlilik Bélgesi

1.Kararllik Bélgesi TTa

L0s=0 1.Kararlilik Bélgesi L0d=0

-a0 kp 0 a0

Sekil 5.3 : (5.1) ile verilen sistemi kararli kilan tiim P kontrolorlerin genel yapisi.

Kontrol konfigiirasyonu sekil 5.1’le, transfer fonksiyonu da (5.1) ile verilen, sabit bir
zaman gecikmesine sahip ikinci mertebeden bir osilatorii kararli kilan tim P
kontrolorlerin kiimesini sistematik bir sekilde bulunmasi i¢in, asagidaki algoritma

oOnerilebilir:

Algoritma 5.1: Kontrol konfigiirasyonu sekil 5.1’le, transfer fonksiyonu da (5.1) ile
verilen, sabit bir zaman gecikmesine sahip ikinci mertebeden bir osilatorii kararli kilan

tiim P kontrolorlerin kiimesi asagidaki adimlar izlenerek tespit edilebilir:

Adim 1: Sistemin zaman gecikmesinin, yani Lgys degerinin hangi bantta oldugu, tespit

edilir; yani k=0,1,2... olmak iizere, L e (2k7z/\/g, (2k +1)7z/\/a)iliskisinin mi,
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yoksa L e ((2k+1)7z/\/z, (2k+2)7z/\/Z) iligkisinin mi gecerli oldugu tespit
edilir ve k degeri belirlenir.

Admm 2: Eger Lsys bu bantlarin tam olarak sinir degerlerinden birine esitse, yani
L, = Zkﬂ/\/a, (2k + l)ﬂ/\/z, (k=0,1,2..) iliskilerinden  herhangi  biri
gecerliyse, bu durumda kararliligi saglayan k, kiimesi bos kiimedir. Boyle bir durumda
sistem ancak kp=0 i¢in marjinal kararl olabilecek, yani osilasyon yapacaktir.

Adim 3: Eger sistemin zaman gecikmesinin icinde bulundugu bant
L, e (2k7z/ Jag . Qk+Dr/Ja, ) ile ifade ediliyorsa, sistemi kararh kilacak tiim P

tipi kontrolorlerin kiimesi sadece negatif degerlerden olusacaktir. Bu degerler, adim

1’deki bulunan k degeri alinarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

Ak’m* —a, L 2k +1
$<k[}<0, eger L € 2kn ( )7 ise (5.33)
kL, Ja, \/8(k +0.5)
8k>+4k+1"°
2k +1 2k+1)7 2k+1)7
Lo~ ) <k <O0,eger L e ( ) ( ) ise (5.34)

ksL%\x 3 ’ . \/8(k+05)2 a ’ \/g

8k>+4k+1 °

Adim 4: Eger sistemin zaman gecikmesinin icinde bulundugu bant

L, e ((Zk +1)7z/ \/Z , Qk+2)x / \/Z ) ile ifade ediliyorsa, sistemi kararli kilacak

tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi sadece negatif degerlerden olusacaktir. Bu degerler,

adim 1’deki bulunan k degeri alinarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

2k +1 2k +1 2k +2
O<kp<a0 e = > ) ,eger L€ (2k+1)7 (2k+2)7 ise (5.35)
kL, Ja, \/ 8(k +1)
8k +12k+5 "
2k +2)’ 7t —a, I’ 2k+2)7 2k+2)7
0<kP<( )z 5 > eger L € ( ) ,( ) ise  (5.36)
kL, : \/ 8+’ Ja,
8k* +12k +5 °
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Pekala, burada bulunan sonugclar, verilen teoremler ve yorumlardan hareketle, Lsys nin
parametrik bir belirsizlige sahip oldugu duruma genisletilebilir. Tahmin edilebilecegi
izere, boyle bir durumda, Lsys sabit bir degere esit olmak yerine, Lsys € [Lsys™ Lsys*]
olacak sekilde bir belirsizlige sahip olacaktir. Bu durumda, kararlilig1 saglayan tim P
tipi kontrolorlerin kiimesi asagida verilen teoremle belirsiz zaman gecikmesine sahip

ikinci mertebeden osilatorlere genisletilebilir:

Teorem 5.3 (Belirsiz Zaman Gecikmesi Durumu): Kontrol yapisi sekil 5.1°de,
transfer fonksiyonu (5.1)’de ve kapali cevrimli sistem ifadesi (5.10) ile verilen
sistemin, zaman gecikmesi iizerinde, Lsys € [Lsys™ Lsys*] olacak sekilde bir parametrik
belirsizlik oldugu varsayilsin. Ve aym sekilde Lgys=Lsys™ ve Lsys=Lsys* i¢in algoritma
5.1 kullanilarak kararliligr saglayan tiim k, kiimeleri, (5.33)-(5.34)’ten (veya (5.35)-
(5.36)’dan) uygun olam kullanilarak, (0, kp(Lsys)) (veya (kKp(Lsys?), 0)) ve (0, kp(Lsys*))
(veya (kp(Lsys*), 0)) olarak karakterize edilmis olsun. Bu durumda kararhilig1 saglayan

tiim P kontrolorlerin kiimesi, asagidaki gibi verilebilir:

sys > sys

B, eger [I-.I° ]$[2k_ﬂ' (2k+1)7szeya((2k+l)7r 2k +2)7

\/a—,T \/a_ , \/a_ Jise (5.37)

2kr 2k+1D)x

(max{k,(L;,).k, (L)}, 0).eger[ L. L, |e (T,T}se (5.38)
a, a,

(0, min {kp (L,)sk, (Lf.ys)}) ,eger [L;ys , L:f“] € ((Zk +hz (2k+2)z

Ispat: Bu teoremin ispati, teorem 5.1-teorem 5.2, bu teoremlerin ispatinda deginilen

]ise (5.39)

detaylar ve yorum 5.2 - 5.4’{in harmanlanmasiyla rahatlikla elde edilebileceginden,

ispata burada yer verilmemistir.

Boliimiin geri kalaninda, burada anlatilan teorik sonug¢larin daha anlasilabilir kilinmasi

acisindan, sayisal bir 6rnege yer verilecektir.

5.5 Sayisal Ornek

Bu boliimde, ikinci mertebeden bir osilatér baz alinarak, farkli zaman gecikmeleri

durumunda kararlilik kiimeleri ayr ayr hesaplanacaktir:
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Ornek: Sekil 5.1°de verildigi gibi bir kontrol konfigiirasyonu diisiiniilsiin ve G(s)’in
de asagida verilen yapida, zaman gecikmesine sahip olan bir osilator oldugu

varsayilsin:

0.5 estsys

st 4+

G(s)= (5.40)

Bu sistem i¢in, Lsys’nin asagida verilen degerlere sahip olmasi durumunda, kararlilig

saglayan tiim P tipi kontrolorlerin ne olacagi ayr1 ayr tespit edilsin.
a) Lsys=3.5sn

b) Lsys€[4.8sn, 6.1sn]

¢) Lys€[4sn, Ssn]

Rahatlikla tespit edilebilecegi iizere, bu sistem i¢in, (5.1)’den hareketle ks=0.5 ve
ao=2’dir. O halde simdi bu ayr1 durumlar icin kararliligi saglayan tiim kazanglar

hesaplansin:

a) Algoritma 5.1°deki ilk adimdan hareketle, Lsys’nin k=0 i¢in asagidaki aralikta
oldugu tespit edilebilir:

Lwe((zkﬂ);z (2k+2)7rj, (k=0) 541)

O halde, algoritmanin 4. Adim1 geregi, kararliligi saglayan P kontrolorlerin kiimesi,

sadece pozitif ky’lerden olusacaktir. Yine 4. Adimdan hareketle, (5.35)’in bu durum
icin uygun ifade oldugu rahatlikla belirlenir. Bu ifade kullanilarak kararliligi saglayan

tiim P kontrolorlerin kiimesi asagidaki gibi verilebilir:
k,e (0, 2.3886) (5.42)

Sistemin ky=2 ve kp=2.5 icin birim basamak cevaplar sirasiyla sekil 5.4 ve sekil 5.5’te
goriilmektedir. Sistem cevaplarindan da goriilebilecegi iizere, benzetim sonuglari,

teorik sonuclar1 dogrulamaktadir.
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kp=2 I¢in Birim Basamak Cevabi
12 \ \ \

cikis

K | | | | | | | | 1
0.20

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zaman
Sekil 5.4 : a sikkinda k,=2 icin birim basamak cevabi.
kp=2.5 I¢in Birim Basamak Cevabi
25 T T T T
2 - -
15 —

1 - -
Zos- B
o

0

-051
R= b
A5 \ \ \ \ \ \ \ \ I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman

Sekil 5.5 : a sikkinda kp=2.5 i¢in birim basamak cevabu.

b) Teorem 3’teki siniflandirmaya bakilarak, Lsys’nin k=1 i¢in asagidaki ozelligi

sagladig aciktir:
[L;)'S’L;'s]e 2k7[’w s (k = 1) (5.43)
’ \a, A4,

Bu durumda kararlilifi saglayan bir kiimenin var olacagi; bu kiimenin de negatif
kp’lerden olusacagi acgiktir. Teorem 3’te bahsedilen sekilde, kp(Lsys) ve kp(Lsys®),
algoritma 5.1 kullamlarak sirasiyla -0.57305 ve -0.77433 olarak hesaplanabilir. Sonra
ise (5.38) kullanilarak, kararliligr saglayan tiim P kontrolorlerin kiimesi, asagidaki

sekilde verilebilir:
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k, € (max{-0.77433,-0.57305}, 0)=(-0.57305, 0)

(5.44)

Sistemin kp=-0.5 icin Lsys=4.9sn, 5.5sn, 6sn i¢in iirettigi birim basamak cevap ailesi

sekil 5.6’da, aym gecikme degerleri ve ky,=-0.75 icin cevap ailesi ise sekil 5.7°de

goriilmektedir. Burada bir onceki ornekte oldugu gibi, benzetim sonuclariyla teorik

sonuglar ortiismektedir.

Kkp = -0.5 fcin Birim Basamak Cevap Ailesi

T
0 N p ——Lsys1=4.9sn |4
\ll | \‘w ——-Lsys2=5.5sn
\“\ FJ \L‘\ ——-Lsys3=6sn
ot iy
o Ity
i [ »
o i i
i ’r‘ \ rJJ i il ' / .
N
\\: i ‘«‘L li i ‘J,f{ Il el oy /‘\ 2
gt ! Pt ! AV p \
U NER T L U O P B y 7] / ‘ . N - _
M,MJ.\WI\/\\fjw_\l/\//\\*\Vfr‘fr#fv;\” AN LA Jrd pal Al e
TR R I R A P W e A
o G ,’ i IJ ! LT /
=2 a1 | v v
T -02- a1y ! -
wt
ol
i by
04 \ I \ \ \ \ \ \ I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
zaman

Sekil 5.6 : b sikkinda kp=-0.5 ve Lsys=4.9sn, 5.5sn ve 6sn i¢in birim basamak cevabi.

kp= - 0.75 icin Birim Basamak Cevap Ailesi

0.05 \ T T
il f\ ” 3 I
] it Yol AR \ 8
o el e i o it I AR A e
2 RS P I W o Y R S S Y N I K A
B el T IR RN R ;
ol i, 1 (AR SR AV E Y A VA R AN I
[F I R Ul A
h s 4
Lsys=4.9sn
0481 ___ Lsys=5.5sn
gl [T LsysTBen \ \ \ | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zaman
Sekil 5.6 : b sikkinda k,=-0.75 ve Lsys=4.9sn, 5.5sn ve 6sn i¢in birim basamak
cevabi.

¢) Yine teorem 3’teki siniflandirmaya bakilarak, Lgys’nin tamaminin herhangi bir bant

tarafindan kapsanmadigi aciktir. Bir baska deyisle Lsys, asagidaki ozelligi

saglamaktadir:
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2z (2K + 1);:} [(2k +)r (Qk+2)7
veya

[4, 5]¢ | ——,——— ’
e NN

Yani (5.45) ifadesi tim k’lar i¢in saglandigindan, teorem 3’teki (5.37) ifadesinden

],(k =0,1,2..) (5.45)

hareketle, sistemi VLgy€[4, 5] icin kararli kilacak bir P kontrolor kiimesi
bulunamayacaktir. Ozetle bu durum igin, kararlilig1 saglayan tiim P tipi kontrolérlerin

kiimesi bos kiimedir.
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6. SONUCLAR VE TARTISMALAR

Bu tezde, DZD ve TGTC, frekans tanim bolgesinde modellenmis ve kontrol ¢evrimi
icerisinde tek bir zaman gecikmesi barindiran, daha ¢ok proses endiistrisinde sikca
karsilagilan zaman gecikmeli sistemler iizerine bir ¢alisma gerceklestirilmistir. Daha
genis kapsamda diisiiniildiigiinde, zaman gecikmeli sistemler literatiirde oldukca
popiiler olan bir caligma alanidir. Bir bagka deyisle, daha genel sistemler ve/veya ¢oklu
zaman gecikmesi durumunu da igeren c¢alismalar isin icine katildiginda, zaman
gecikmeli sistemler hakkindaki ¢aligmalar i¢in literatiirden birgok ornek verilebilir

[47-55].

Yine tez kapsaminda, gerceklestirilen calismalara temel olusturmasi agisindan, Walton
ve Marshall’in 1987 yilinda literatiire kazandirdiklari, tek zaman gecikmeli sistemler
icin oldukca kiymetli bir yontem olan direkt yontem (direct method) benimsenmis,

tiim tezde yapilan tiim ¢alismalar bu metodoloji iizerine inga edilmistir.

Ik etapta, tezi okuyan okuyucunun tezdeki calismalari baska bir kaynaga
basvurmadan takip edebilmesi acisindan, direkt yontem ele alinmis ve yontemin nasil
uygulanacagl kisaca anlatilmistir. Daha sonra ise anlatilanlart somutlastirma adina

yontem, iki adet 6rnek iizerinde uygulanmistir.

Daha sonra ise literatiirde {izerine neredeyse hi¢c calisma yapilmamis birinci
mertebeden tersi de nedensel (biproper) zaman gecikmeli sistemler ele alinmis, bu
sistemler icin kararlili§i saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi analitik olarak
hesaplanmistir. Bu tip sistemler, kesin nedensel kardesleri kadar olmasa da, fiize
bashg giidiimleyici dinamiklerinin yaklasik olarak modellenmesinde, polikromatik
yikksek giicli LED aydinlatmalarinin  termal-elektriksel modellerinin elde
edilmesinde, ve belirli kosullar altinda robotlarin ¢evre yiizeylerle olan kuvvet iliskisi
dinamiklerinin modellenmesinde tasarimcinin karsisina ¢ikmaktadir. Ayriyeten,
kimyasal proseslerde paralel sistem kombinasyonlariyla sik¢a Kkarsilagildigt
diisliniildiigiinde, biri statik, biri birinci mertebeden kesin nedensel transfer
fonksiyonuyla modellenen proseslerin esdeger ifadesi de, birinci mertebeden tersi de

nedensel transfer fonksiyonlariyla ifade edilecektir. Ayriyeten PD kontrolér ile kontrol
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edilen herhangi birinci mertebeden kesin nedensel transfer fonksiyonlar1 da birinci

mertebeden tersi de nedensel transfer fonksiyonu gibi diisiiniilebilir.

Bu baglamda literatiirde var olan bu tip sistemlerle ilgili boslugu doldurabilmek adina
sadece kararhiligi saglayan P tipi kontrolor kiimesinin analitik olarak eldesiyle
kalinmamas, sadece agik cevrim kararsiz sistemlerde ortaya ¢ikan izin verilen en bilyiik
zaman gecikmesi (IVEBZG) olgusunun da neden olustugu acikca gosterilmistir.
Ayriyeten IVEBZG’nin analitik ifadesi de sistem kutbu (p) ve sistem sifirinin (z) bir
fonksiyonu olarak ifade edilmistir. Yani agik ¢cevrim kararsiz bir sistemin olusturdugu
zaman gecikmesine sahip kapali ¢evrimli sistem, zaman gecikmesi IVEBZG’den

biiyiik oldugu takdirde bir P tipi kontrolorle kararli kilinamayacaktir.

Daha sonraki boliimde ise, proses endiistrisinde sikca karsilasilan ikinci mertebeden
zaman gecikmeli sistemler ele alinmistir ve bu sistemlerin biitiin agik c¢evrim
kutuplarinin sag yari s diizleminde oldugu varsayilmistir. Normal sartlar altinda, iki
acik cevrim kutbu da sag yan diizlemde olan bu sistemler, zaman gecikmesiz bir
durumda P tipi kontrolorle kararli kilinamaz. Ancak zaman gecikmesinin sag yari s
diizleminden sol yart s diizlemine kutup gecirme 6zelligi oldugunda, sistem P tipi

kontrolorle kararli kilinabilir.

Bu durum analitik olarak formiilize edilmis ve oncelikli olarak zaman gecikmesinin
hangi sartlar altinda sag yar s diizleminden sol yart s diizlemine kutup gecirme
ozelliginin olustugu belirlenmistir. Bu 6zelligin varligi altinda, daha sonra ise hem
pozitif ~ geribesleme  konfiglirasyonunda, hem de negatif geribesleme
konfigiirasyonunda kapali ¢cevrimli sistemin kararli kilabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosullar tiiretilmistir. Burada ortaya sasirtici bir sonug¢ ¢ikmistir: normal sartlar altinda
sistemi kararli kilma mevzusunda olumlu etkileri olan negatif geribesleme
konfigiirasyonunda gerek ve yeter sartlarin saglanma zorunlulugu bulunmazken,
sistemi kararli kilma konusunda ¢ogu zaman olumsuz etkileri olan pozitif geribesleme
durumunda ise gerek ve yeter sartlar her zaman saglanmaktadir. Bir baska deyisle,
pozitif geribesleme konfigiirasyonunda sistemi kararh kilacak bir kiimenin (bir (L, kp)
ikilisi) varligr garanti iken, negatif geribesleme konfigiirasyonunda bu durum
gerceklesmek zorunda degildir. Bu sartlarin tiiretilmesinde sonra ise, her iki
konfigiirasyon i¢in de kararlilig1 saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi analitik

olarak hesaplanmistir.
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Bu sonuclara ilaveten, incelenen sistemlerin 6zel bir durumu olan 2. mertebeden
osilatorler durumu da ele alinmistir. Bu durumu 6zel kilan sebep, az once deginilen
gerek ve yeter sartlar1 sonsuz sayida saglamasi, yani VKEN icin gerek ve yeter sartin
saglanmasidir. Yani bu tarz sistemler i¢in (L.kp) uzayinda sonsuz adet kararlilik

bolgesi ¢ikmaktadir.

Bu durum 4. boliimde anlatilan yontemlerin direkt olarak kullanimiyla dogrudan
¢oOziilmesi zor olan bir problemdir; bu sebeple 5. boliimde bu sistemler ele alinmis ve
kararliligr saglayan tiim P tipi kontrolorlerin kiimesi hesaplanmistir. Ayriyeten elde
edilen sonucglar zaman gecikmesinde parametrik bir belirsizlige sahip sistemler

durumuna da genisletilmistir.

Gelecek olas1 c¢alismalara deginilecek olursa, 3. Bolimde yer alan calisma birinci
mertebeden hem acik cevrim kararli hem de kararsiz kesin nedensel zaman gecikmeli
sistemleri kararli kilacak tiim PD kontrolorlerin kiimesinin hesaplanmasi, hedeflenen
calismalar arasindadir. Yine birinci mertebeden tersi de nedensel zaman gecikmeli
sistemler i¢in kararliligl saglayan tiim PI kontrolorlerin analitik olarak hesaplanmasi
da gelecek calismalar arasinda diisiiniilebilir. Zaten bu tarz sistemler i¢in kararlilig
saglayan tiim PD-PID kontrolorlerin kiimesi bos kiime olacaktir, ¢iinkii 2. Boliimden
de cikartilabilecegi gibi, bu sistem-kontrolér kombinasyonunda kapali ¢evrimli
sistemde, zaman gecikmesi ortaya ¢iktig1 an, sag yari s diizleminde sonsuz adet kapali
cevrim kutbu olusacaktir. Haliyle bu tarz bir sistemi PD-PID kontrolorle kararli kilmak

miimkiin olmayacaktir.

Daha genis perspektiften bakacak sekilde, yine P tipi kontrolorle zaman gecikmesiz
platformda kararli kilinamayan ikinci mertebeden zaman gecikmeli sistemler i¢in de,
cesitli performans oOlgiitlerini saglayabilecek bir kontrolor tasarim algoritmasi vermek

de hedeflenen olasi ¢aligmalar arasindadir.
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EK A

Ifadesi (3.21) ile verilen L'nin Ky’ye gore tiirevi alinirken zincir kural kullanilirsa,

asagidaki ifade elde edilir:

dlL _dL do

& 4L A0 (A1)
dK, dwdkK,

Buradan iliskisi (3.10) ile verilen o ile K,’den yararlanilarak dw/dK, hesaplanacak

olursa:
2 2 2 2
dw :sz (1-K,))+K,(K,z"—p°)

dK, 2 |Kpet—p
(1-x3) e
p

(A.2)

Bu ifadenin pozitif oldugu, z, p ve (3.8) ile verilen K, lizerindeki varsayimlardan da
hareketle direkt olarak goriilebilir. O halde dL/dK,’nin negatif oldugunu gostermek,
dL/dw’nin negatif oldugunu gostermekle esdegerdir. Yine (3.21) kullanilarak bu tiirev

almirsa, asagida verilen ifade elde edilir:

(z=p)(@ _pz)w_amtan[w(zp_Z)j[(wz +pz)2 +’ (P—z)z}

dL _ @ + pz

dw [(a)2+pz)2+a)2(p—z)2}a)2

(A.3)

Goriildiigii tizere, bu ifadenin paydasi bir tam kareye esittir ve her o degeri igin
pozitiftir. O halde, bu ifadenin payinin O<w<co i¢in negatif oldugunu gostermek, (A.1)

ile verilen ifadenin negatif oldugunu gostermek i¢in yeterli olacaktir.

Yine acik bir sekilde, ®< \/& icin (A.3)’lin negatif oldugu goriilmektedir. > \/&
icin ise w(z-p) = a ve ®>-pz=b degisken doniisiimleri yapilarak ve (3.21) isin igine

katilarak asagidaki esitsizligin dogru oldugu gosterilebilir:

ab—arctan( J[(b+2pz)2 +a2} < ab—%[(b+2pz)2 +a2} < ab—%(b2 +a2) (A.4)

b+2pz

Acik bir sekilde, a ve b pozitif ifadeler oldugundan (A.4)’teki son ifade, asagidaki
cebrik manipiilasyonla ifade edilip, negatif bir ifadeye esit oldugu direkt olarak

gosterilebilir:
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ab—%(bz +a’)=-(a-b)’ —ab—(%—ljaz —(%—1)192 <0 (A.5)

Boylelikle (3.21) ile verilen ifadenin negatifligi ispatlanmis olur.
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EK B

(3.30), (A.1) ve (A.2)’den yararlanilarak, bu durumda da dL./dK,’nin negatif oldugunu
gostermenin, dL/do’nin negatif oldugunu gostermekle esdeger oldugu gosterilebilir.
Eger (3.32)’yle verilen ifadeden hareketle dL/dw hesaplanacak olursa, asagidaki ifade
elde edilir:

arctan(w@-zq Man(w(z))}

@ + W+
%: pz ; pz (B.1)
dw )

Bu tiirevin sadece isaretiyle ilgilenildiginden, ve payda bir tam kareye esit oldugundan,
sadece payin O<w<co i¢in negatif oldugunu gostermek, (B.1)’in negatif oldugunu

gostermek icin yeterlidir. Bu baglamda, asagidaki fonksiyon tanimlansin:

D(w) = arctan (M] @— arctan (w] (B.2)

@ + pz @ + pz

Bu fonksiyon w=0 i¢in 0 degerini alir, yani D(0)=0’dir. Aym1 zamanda ®v—o0 icin de
D(w)—-n iliskileri gecerlidir, yani D(w) fonksiyonunun tanim bdlgesinin
baslangicindaki degeri O iken, tanim bolgesinin sonundaki degeri negatiftir. O halde
D(w)’nin negatif oldugunu gosterebilmek, D’(w)’nin O<w<co i¢in negatif oldugunu
gostermekle esdegerdir. Eger bu tiirev alinacak olursa:

n

D (@) = arctan (M] I (B.3)
@+ pz

Ifadesi elde edilir. Bu ifadeden de sadece arctanl ifadenin negatif oldugunu
gostermenin D’(®) nin O<w<oo i¢in negatif oldugunu gostermek igin yeterli oldugu
aciktir. Arctanl ifadenin 2.tiirevi alinir ve ilizerinde biraz cebrik olarak oynanirsa,

asagidaki ifade elde edilir:

"

a)(p—z)) _ Za)(z—p)[—a)4 +pz(2w2 +(p+z) —pz):|

[(‘02 +pe) +@ (p—z)z}2

arctan [ (B.4)

@+ pz

Bu ifadenin de p ve z iizerindeki varsayimlar dikkate alindi§inda negatif olacagi
aciktir. Boylelikle (B.1) ile verilen ifadenin, yani dL/dK, ifadesinin negatif bir isarete

sahip oldugu ispatlanmis olur.
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EKC

Sekil 3.3 ve sekil 3.5’ten de fark edilecegi iizere, (3.33) ve (3.59) ile verilen esitliklerin,
ilgilenilen aralikta yani sirasiyla (0, m) ve (0, m/2) araliklarinda ¢6ziimiiniin
olmayabilecegi aciktir (6rnegin her iki sekilde de Li=1.8sn icin ¢6ziim yoktur). Bu
durum haliyle L iizerinde bir kisit meydana getirmektedir. Bu kisit1 hesaplamak adina,

(3.33)’ten (veya (3.59)’dan) hareketle, f(«w) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin:

f (@)= Lo —arctan [MJ (C.D
o+ pz

Stiphesiz ki bu fonksiyon (3.33) ile verilen esitlik saglandiginda O degerini alacaktir.

Ayriyeten, (B.4)’te verilen ifadeden de yararlanarak, f*’(0)>0 iliskisi O<w<o i¢in

saglanmaktadir. Bu durum da (o)’ nin O<w<co aralifinda monoton artan oldugunu

gostermektedir. Tanim kiimesinin baslangi¢ degeri olan w=0 degeri i¢in f(0)=0 iliskisi

diisiiniildigiinde, f(®w)=0 iliskisinin O<w<co araligindaki bagka bir o tarafindan da

saglanabilmesi i¢in asagidaki kosul saglanmak zorundadir:
fl() <0 (C.2)
Eger bu kosul, acik bir sekilde yazilacak olursa, asagidaki ifade elde edilir:

(p—z)(pz—a)z) ‘

L- 2
((02+pz) +@* (p-2)°

<0 (C.3)

=0

o = 0 degeri burada dikkate alindiginda, IVEBZG’in analitik ifadesi ortaya ¢ikar:

L<*—L (C.4)
-pz

Eger bu kosul saglanmazsa, (2.9)’un da dikkate alinmasiyla, Lo bulunamazken,
Li’larm (k=1,2,3...) bulundugu bir durum ortaya cikar. Bu durum da agik bir sekilde 2
adet kapali cevrim kutbunun sag yar1 s diizlemine gectigini isaret eder — ki bu durumda
sistem kararsiz olur. Yani Boliim 3.3.3.2 ve 3.4.2.2°de ele alinan acik ¢evrim kararsiz
sistemlerin, bir P tipi kontrolorle kararli kilinabilmesi i¢in, sahip olmas1 gereken en
biiyiik zaman gecikmesi, yani IVEBZG, (C.4) ile verilen ifadeden kiiciik olmak

zorundadir.
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IVEBZG’nin supremum ve infimum degerlerini, hem sol yar1 s-diizlemi sifirina hem
de sag yan s-diizlemi sifirina sahip olan sistemler icin gostermek adina, (C.4) ile

verilen ifade asagidaki gibi yazilabilir:

Lt il (C.5)

-p z
Boliim 3.3.2.2°de ele alinan sol yari s-diizlemi sifir1 durumunda, eger sistemin sifirt
acik cevrim kutbuyla orijine gore simetrik yerlesmisse, bu durumda IVEBZG -2/p’ye
esit olur; ki bu da 2t demektir. Sistem sifir1 sol yar s diizleminde s=-c0 noktasina dogru
hareket ettikce IVEBZG’in degeri azalmaya baslar ve sifir s=o0’a ulastifinda, sistem
kesin nedensel birinci mertebeden sisteme doniisiir ve (C.5) ile verilen ifadedeki 1/z
terimi kaybolur. Boyle bir durumda IVEBZG, infimum degeri olan -1/p degerine, yani
T'ya ulagir. Kisaca, sol yari s-diizlemi sifiri durumunda IVEBZG asagida verilen

aralikta yer alacaktir:
7 <IVEBZG <2t (C.6)

Boliim 3.4.2.2°de verilen minimum olmayan fazli sistem sifirt durumunda ise, z<0’dir
ve sistem sifir1, agik cevrim kutbuyla aymi yerde yer aldifinda, IVEBZG de 0 degerini
alir. Bu durum IVEBZG igin infimum degerdir, ve IVEBZG nin degeri, sifir sag yar1
diizlemde s=0’a dogru gittikce artmaya baglar ve sistem sifirt sonsuza ulastiginda,
sistem yine kesin nedensel birinci mertebeden sisteme doniisiir ve IVEBZG de t
degerine ulasir. Bu deger, sag yar1 s-diizlemi sifir1 barindiran sistem durumu igin
IVEBZG’nin supremum degeri olur. O halde, sonug olarak IVEBZG, boliim 3.4.2.2’de

ele alinan sistem c¢esidi icin asagidaki deger aralifinda yer alir:

0<IVEBZG <t (C.7
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EKD

(3.56), (A.1) ve (A.2) ifadeleri birlikte diisiiniildiigiinde (bu durumda (A.2) ifadesi
negatif olacaktir) dL/dow’nin O<w<oo i¢in negatif oldugunu gostermek yeterlidir. Bu
durum acik bir sekilde EK B’de ele alinan duruma benzemektedir ve eger iliskili tiirev
aliirsa, sembolik olarak (B.1)’le ayni ifade elde edilir. Ancak burada irdelenen durum
icin >V pz durumunda (B.1)’in negatif olacagi direkt olarak gosterilebilir ve bu
iliskiyi saglayan w’lar i¢cin daha fazla analiz yapmaya gerek yoktur. Baska bir deyisle,

bu tiirevin isaretini sadece 0<®<V) pz i¢in degerlendirmek yeterlidir.

Eger (B.2) ile tammmlanan D(w) fonksiyonu burada da tanimlanacak olursa, ®=0 icin
D(0)=0 oldugu ve D(\/pz)<0 oldugu gosterilebilir. O halde, D(w)<0 iliskisinin var
oldugunu gostermek D’(w) nin negatif oldugunu gostermekle esdeger hale gelir. EK
B’de izlenen mantik, burada da tekrarlanacak olursa, (B.3)’le verilen ifadenin negatif
oldugunu gostermek, oradaki arctan’1n ikinci tiirevini igeren ifadenin negatif oldugunu
gostermekle esdeger olacaktir; ancak burada bu negatifligin sadece 0<w<V] pz i¢in var
oldugunu gostermek yeterlidir. Bir miktar cebrik eforla (B.3)’te verilen arctan’in ikinci

tiirevini igeren ifade, asagidaki hale getirilebilir:

2
arctan(w(p—Z)J _2w(Z—p)[a)z(zpz_wz)erz(p_z) +3p222} (D.1)

) [(wz"'PZ)Z"'wZ(P_Z)ZT

W+ pz

Bu ifade de, p ve z iizerindeki varsayimlarin dikkate alinmasiyla, 0<o<V/] pz icin agik
bir sekilde negatiftir. Bu sekilde, anilan durum i¢in de dL/dK,>0 iliskisinin saglandig1

ispatlanmis olur.
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EKE

Boliim 4.3.1°de (4.30) ve (4.31) ile verilen Sq ve Ss ifadelerinin S¢<Ss seklinde olacak
olan esitsizlik iliskisinin ispatlanmasi, yine ayni1 boliimde asagida verilen esitsizligin

ispatlanmasina indirgenmisti:

[tan-‘ 4% ]—f(wz)Zf((ol)—(tan"?l—le (E.1)

h — 4y o —a,

Burada siiphesiz ki o1 ve ®2, Ky nin fonksiyonlaridir ve ifadeleri (4.8) ve (4.9)’da

verilmigtir.  Burada tamm  bolgeleri  geregi, O<w, <.la,—al/2 Ve

Ja,—al /2 <w </2a,—a} *dir. Pekala o daha bilyiik degerler de alabilir, ancak

burada K,, (4.12) ile verilen degerlerle simirlandirilmistir.

Siiphesiz ki baslangi¢ degeri olan K | = —a,4/a, —a; / 4 i¢in o1=w2’dir ve K, arttik¢a
w1 artacak, o ise azalacaktir. @i ve ®; birbirinin devam niteligindedir ve Eger (E.1)

ifadesindeki sag taraftaki fonksiyonun o’ya gore tiirevi alinacak olursa asagidaki ifade

elde edilecektir:

d(f(a))— tan™ —1?

w —aoj B —2a,0" (—a)4 —2a,0” +a,(3a, - af))

dw ((6()2—510)2+afa)2)2

(E.2)

Bu tiirev ifadesinden hareketle tiirevi alinan fonksiyon, yani (E.1) ile verilen

esitsizligin sag tarafi, ge (0, \/_ao + ,/45,5 —a,a’ ) aras1 artan bir fonksiyondur ve

o= \/ —a, ++/4a; —a,a;  degerinde maksimum degerini alacaktir. (4.11)’den
hareketle, eger asagidaki degisken doniisiimii yapilacak olursa:

2 _

a’ =ma,, (0<m<2) (E.3)

Mligkili m deger araliginda w= \/ —a, ++/4a; —aya; fonksiyonunun ®; bolgesine
diistiigii goriilebilir. Bu duruma iliskin grafiksel gosterim sekil E.1’de goriilmektedir.
Ayriyeten ispatin bir anlam kazanabilmesi agisindan, f(w,) - (tan“ a,o, / (w12 —ao))

fonksiyonunun en azindan bir w; bolgesinde pozitif olmasi gerekmektedir. Zira bu

durum saglanmazsa (4.30) ile verilen Sq ifadesi asla pozitif olamayacak, yani
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dLoa/dK,>0 durumu asla saglanamayacaktir. Boyle bir durumda dLoy/dKp>0 durumu

her zaman saglanacagindan, Ss>Sq iliskisi VK, icin saglanmis olacaktir.

W, balgesi W, bélgesi

——— ) - arctan[a1 W/(w2 - an)]

|
0 Wl =w2
w

Sekil E1 : f(w)-tan![a;0/(w?-a0)] fonksiyonunun grafiksel goriintimii.
Konservatif bir bakis agisiyla, f(w,)- (tan’l a,0, / (a)f -a, )) > ( iliskinin saglanmasi,

asagidaki iliskinin de saglanmasini gerektirir:

f(@)|mzm > (E.4)

(E.3)’te verilen m parametresi dikkate alinacak olursa, (E.4)’iin gerceklesebilmesi igin

asagidaki durum saglanmalidir:
a’ <0.39a, (E.5)

Simdi ise durumu ®; ve ®2’den kurtarmak adina, (4.8) ve (4.9)’daki w-K, iliskileri

dikkate alinirsa, (E.1) iliskisini K, cinsinden irdelemek bir hayli zahmetli olacaktir.

Bunun yerine = \/014 [A—ayal + K degisken doniisimii uygulanacak olursa, h

asagidaki deger araliginda yer alacaktir:

2 2
—aM/ao—%l <K,<a, — 0<h<a0—%1 (E.6)

Eger (E.1) iliskisi, h cinsinden yazilacak olursa, asagidaki esdeger esitsizlik ifadesi

elde edilecektir:
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a;y |y
tan > —Z|ay———h=
4 _p hz+aoaf—a—1 2
2 4
i (E.7)
q a’
_al 2a0_3+h az al a0_71+h
> 1[ao—?l+h— tan” ———=—— 2
hz+aoaf—a—1 N h
4 2

Esitligin ilk tarafina A(h), ikinci tarafina da B(h) denecek olursa, h=0 icin A(0)=-B(0)
iliskileri gecerli olacaktir. Burada (4.28) ile yapilan varsayim geregi A(0)=0 ve
B(0)<0 iliskileri gecerlidir. Yani A(0)=B(0)’dr.

Ozetle, baglangig degerleri en fazla 0’a esit, aksi halde biri digerinin negatifi olan iki

fonksiyonun da h’ye gore 1. tiirevi alinacak olursa, asagidaki ifadeler elde edilecektir:

/ al al
Ay a|a, —é—h(hz —(4a§ —af)h+j(af —4a, )j

(E.8)
dh n +aya; _%
a12 2 2 2 a12 2
a, a0—+h(h +(4ao—al)h+—(a1 —4aO)J
dB(h) _ 2 4 (E9)
dh a; '

h +a0a12 -4
4

Burada, eger Vhe(0, ap-ai1%/2) i¢in dA(h)/dh > dB(h)/dh iliskisi kanitlanabilirse,
A(0)=B(0) iliskisi de dikkate alindiginda (E.1) iliskisinin gecerli oldugu, yani Sq¢<Ss
iliskisinin saglandigi ispatlanmis olacaktir. (E.8) ve (E.9)’un paydalarinin ayni oldugu
ve a1<0 oldugu diisiiniilecek olursa, dogrulanmas1 gereken esitsizlik, asagidaki gibi

olacaktir:

(E.10)
2
a, —%+h (hz +(4a§ —af)h+%(af —4a0)J
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Bu esitsizlik icin de sirasiyla asagidaki adimlar uygulanacak olursa:

2

a()_ﬂ_h (h2+(4a02—a12)h+622(a12—4a0)j

22 > d (E.11)
a
\/ao_“21+h [hz—(4a§—af)h+‘i(af—4a0)]
2
a
ao_?l_h 2(4a0—a12)h
= >1+ (E.12)

ao_azlz.g.h (hz—(4a§—af)h+cj(af—4ao)J

Burada esitsizligin sol tarafi 1’den kiiciik ve pozitif oldugu i¢in eger asagida verilen

esitsizlik saglanirsa (E.12) de saglanacaktir:

ay=—-~h 2(4a,—a?)h
221+ (4a,-a) (E.13)
4G 4 2 2 2 al [
a0—7+ h —(4510—511)h+?(a1 —4a0)
Bu esitsizlik de asagidaki esitsizlige denk olacaktir:
2h 2(4a,—-a’)h
2 (E.14)

ao—%—i-h ) [hz—(4a§—af)h+cj(af—4ao)J

Son olarak icler diglar ¢carpimi yapilip, uygun bir gruplama yapildiginda, asagidaki

esitsizlik elde edilecektir:
) ) 3a;
n +(4a,-a})| a,—=% |20 (E.15)

Bu esitsizlik de ap ile a; arasinda asagida verilen iliski saglandig takdirde, Yhe(0, ao-

a1%/2) igin saglanacaktir:
(E.16)

Ik etapta, a; ile ap arasinda (4.11) ile verilen iliski dikkate alindiginda, her a1, ap degeri

icin bu esitsizligin saglanmadigi diisiiniilebilir. Ancak boliimiin baslarinda verilen ve
f(w)- (tan’1 a,0, / (a)f -a, )) > 0 iliskisinin saglanabilmesi icin gerek kosul olan ve

(E.5) ile ifade edilen esitsizlik de dikkate alindiginda, (E.16) ile verilen ifadenin,
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ilgilenilen her ai, ap degeri icin saglanacagi rahatlikla goriilebilir. Boylelikle asagida

verilen esitsizlik saglanmis olur:

2
aAth) 5 dBW) e o, a4 (E.17)
dh = dh 2

Bu durum A(0)=B(0) iliskisiyle birlikte diisiiniildiigtinde, A(h)=B(h) esitsizligi, h’nin
tanim bolgesindeki her deger i¢in saglanmis olur. Boylelikle (E.1) esitsizligi, yani

S¢<Ss durumu ispatlanmis olur.
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Ek F

(4.73) iliskisi, k=0 i¢cin asagidaki gibi yazilacak olursa:

G(w,) = f(w,) —(tan_1 C;lij >0 (F.1)
w, —a,

Siiphesiz ki G(0)=0 ve 0 < @, < +/a, —a; /2 ‘dir. Eger bu fonksiyonun tiirevi almacak

olursa, asagidaki ifade elde edilir:

dG(w,) —2a,0, (—wj - 2aoa)22 +a,(3a, —af))

2
do, ((a),f—ao)2+a12a)§)

(F.2)

Ek E boliimiinde de tartigildig: iizere, bu tiirev = (0, \/_ao + ,/4a§ —aya} ) i¢cin

pozitiftir, yani G(w) bu aralikta artandir. Ancak (E.3) ile verilen iligki dikkate
alindiginda, asagidaki iliski gecerli olacaktir:

2
\/—ao+«/4a§—aoa12 >aO—a?1 (F.3)

Boyle bir durumda ise, acik bir sekilde G(w2) fonksiyonu, tanimli oldugu aralik olan

0< @, <+/a,—a’/2 boyunca artan olacaktir. Bu durum G(0)=0 ile birlestirilecek

olursa, (4.73) iliskisinin k=0 i¢in gegerli olacagi kanitlanmis olur.
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