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CESITLI ANIZOTROPIK UZAYLARDA SACHS-WOLFE ETKISI

OZET

Astrofiziksel gozlemler biiyiik Olceklerde evrenin homojen (her noktadaki enerji
yogunlugu ayni) , izotrop (her dogrultudaki radyasyon ayni) ve hemen hemen diiz
oldugunu gostermektedir. Giintimiizdeki gozlemlere gore evreni en 1yi tanimlayan model
diiz (k=0) Friedmann-Robertson-Walker (FRW) uzayidir. FRW modeli uzaysal olarak
homojen ve her dogrultuda aym olcekte genisleme faktoriiyle zamanla genislemekte
yani izotroptur. Ancak, FRW modeli Kozmik Mikrodalga Fon (CMB) radyasyonundaki
anizotropi, evrendeki madde dagilimi ve galaksilerin olusumu gibi sorulara cevap
verememektedir.  Bu problemlerden CMB radyasyonundaki 107> mertebesindeki
anizotropinin nedeninin enflasyondan hemen sonra Son Sacilma Yiizeyi (LSS)‘nden
sacilan fotonlarin gravitasyonel alandaki anizotropiler nedeni ile frekanslarindaki
kirmiziya kayma olarak aciklanabilir.  1967°de R. Sachs ve A.M. Wolfe CMB
radyasyonundaki anizotropinin evrenin ilk donemlerine ait bilgi tasidign (3 — 4x10°
yil), gravitasyonel orijinli oldugunu ve mertebesinin 10~2 den daha kiiciik oldugunu
sOylemiglerdir. Sachs-Wolfe, FRW metrigini lineer mertebede pertiirbe ederek elde
edilen fon uzayinda fotonun jeodezik denklemini ¢6zmiis, foton enerjisindeki degisimi
hesaplamigtir. Bu etkiye Sachs-Wolfe etkisi denmektedir. Gozlemlerden giiniimiizde
CMB dalgalanmasinin 10~ mertebesinde ve bu salimma en biiyiik katkinin ilk evrene
ait bilgiler icermekte oldugunu soyleyebiliriz.

Bu tezde P. Aguiar ve P. Crawford’ un [1, 2] numarali referanslarda Bianchi —I,
Bianchi III ve Kantowski Sachs gibi c¢esitli anizotropik uzaylar icin elde ettidi
Sachs-Wolfe etkisini inceliyoruz. Calismamizin ikinci boliimiinde standart kozmoloji,
ticiincii boliimiinde ise pertirbe FRW uzay1 tanitilmig ve pertiirbasyonlarin 6zellikleri
incelenmistir. Pertiirbe FRW metrigindeki skaler pertiirbasyonlara enerji yogunlugundaki
anizotropiler neden olmaktadir, vektorel ve tensorel katkilarla karsilastirdigimizda
evrenin yapisinin olusumunda en etkili olan etken gibi goziikkmektedir. Sonsuz kiiciik
(stirekli) koordinat doniisiimleri altinda fiziksel Olciilebilir biiyiikliiklerin degismemesi
gerekir.  Metrik pertiirbasyonlar1 fiziksel Olciilebilir biiyiikliik olmadigi i¢in ayar
doniisiimleri altinda pertiirbasyon gibi davranan biiyiikliiklerin sifir oldugu o6zel bir
ayar doniisiim seciyoruz. Boliim 4’de pertiirbe uzay-zamanda kinematik incelenmis,
fotonun pertiirbe uzayda izledigi yol yani geodezikleri bulunarak anizotropinin enerjisine
katkis1 hesaplanmigtir. ~ Bianchi uzaylar1 uzaysal olarak homojen ancak anizotrop
uzaylardir. FRW uzayi ile benzerlik tasiyan, uzaysal olarak homojen ancak, radyal ve
acisal yonde farkli genisleme parametresine sahip Bianchi-I, Bianchi-III ve Kantowski
Sachs gibi uzaylarda Sachs-Wolfe etkisi incelenmistir. GOzoniine alinan uzaylarda
metrik pertiirbe edilerek foton icin geodezik denklemler elde edilerek enerji katkilart ve
dolayisiyla, sicakli dalgalanmalar1 “toz” i¢in hesaplanmigtir. Bu dalgalanmalarin CMB
radyasyonuna katkisi, pertiirbe FRW uzayindan elde edilen katkidan ayird edilemeyecegi
gosterilmigtir. Ayrica, genisleme parametreleri ve birbirlerine gore degisimleri niimerik
olarak hesaplanmistir. Bu c¢alismada P. Aguiar ve P. Crawford’un [1,2] numarali
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referanslarda verilen Sachs-Wolfe etkisini pertiirbe uzaylardan baglayarak detaylar ile
vermeye calistik. Sayisal hesaplar cebrik programlama dili kullanilarak yapilmustir.
Bundan sonraki amacimiz [1,2] de “toz” icin elde edilen biiyiikliikleri toz disinda diger
madde formlar1 ve bu madde formlarinin birbirleri ile 6zel etkilestigi durumlari icin elde
etmektir.
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SACHS-WOLFE EFFECT IN SOME ANISOTROPIC SPACES

SUMMARY

Astrophysical observations show that universe is homogeneous (energy density is the
same at all points), isotropic (radiation comimg from all directions are the same) and
almost flat on large scale. The best candidate metric defining the universe is Friedmann
Robertson Walker (FRW) which is homogeneous spatially and isotropic, expands with the
same speed in each space direction,

ds* = —dt* +a® (dr* + r*(d6® + sin*0d¢?))

with the equations of the motion that the matter content satisfies called Friedmann
equations

3(k+a?)
k+d*+2ai = —8nGpa®+ Ad?
dp a
p= (p+p) ,

Besides the quite well definition of the universe by FRW there still exists some questions
to be answered such as anisotropy in the Cosmic Microwave Background radiation on
scales greater than 100Mpc, seeds needed for galaxy formation and matter content today.
One of these question can be answered by inhomogeneous initial energy densities in
the early epoch. The small amount of the energy densities will carry their imprints
on CMB radiation. In 1967, R. Sachs and A.M. Wolfe calculated the temperature
anisotropy in the Cosmic Microwave Background (CMB) radiation as order of 1072 on
the large scale (> 100M pc) and showed that its origin is gravitational. They considered
perturbed FRW metric and calculated photons’ geodesics from Last Scattering Surface
(LSS). Since the matter density i.e., gravitational potential changes point to point, due
to anisotropy, there will be gravitationally redshifted or blueshifted photons coming
from LSS (3 — 4x10° years before) to the observer (today). According to the today’s
observations, order of the anisotropy in the CMB spectrum is less than 10~ on > 100M pc
and the dominant contribution to the anisotropy comes from graviationally redshifted
photons called “Sachs-Wolfe effect”. In this thesis we review Sachs-Wolfe effect for some
anisotropic cosmological models Bianchi Type-I, Bianchi Type-III and Kantowski Sachs
given by [1,2] . We start with general introductory information about standard cosmology
in chapter 2 and give metric, energy and entropy perturbations for FRW space metric

dsz — az(n){—(l —I—ZA)dTIZ — ZBl'dT]dxi + (gij — 2D6ij —|—2E,~j)dxidxj}
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Here, A,B,y, E are scalar functions due to anisotropic energy perturbations which makes
the most important contribution to the formation of the structure. Fj, S; vector valued
contributions are related to the rotation of the matter content and can be neglected
when compared to scalar ones. The tensoral perturbations EE do not contribute to the
calculations at the linear order and out of scope of thesis context.. Scalar,vectorial
and tensorial quantities have different transformation rules under general coordinate
transformations. We transform anisotropic quantities by coordinate transformations first
and classify the anisotropies with respect to their transformation rules. The gauge
transformations are special type of coordinate transformations such that coordinates are
infinitesimally distorted (smoothly mapped). We know that physical observables are
measurable then, they are gauge independent. But metric perturbations and energy
densities are gauge dependent. For example, under certain type of transformations a
homogeneous energy distribution become homogeneous. Therefore, we need to fix gauge
and work with gauge invariant quantities in perturbation theory . If we perform gauge
transformation to scalar perturbations and choose special gauge conformal Newtonian
gauge the perturbed metric becomes

ds* = a(n)* [~ (1 +2®)dn* + (gi; — 2¥5;j)dx dx’]

The geodesics of photons are obtained in this pertubed metric in chapter 4. Perturbations
or changes in graviational field causes energy shift in the first order. Therefore we observe
CMB anisotropy due to metric anisotropy. In chapter 5, we consider some cosmological
models, having similar physical properties with FRW, BI, BIII, KS spaces which are
homogeneous but anisotropic spaces. They are spatially homogeneous but have different
expansion ratios in radial and angular coordinates.

ds? = —di* +a(t)*dr* +b(1)*(d6* + f(0)*d¢?)
f(0) = sinO® Kantowski - Sachs
f(8) = sinh® Bianchi Tip 111

(6) = 6 BianchiTip 1

In this section we review the references [1] and [2]. We obtain field equations for non-zero
k values and arbitrary matter distributions

ab b*  k

4+ —4+— = 8 A
PR nGp +
¥ bk

ab d b

Z4+I4- = —81Gp+A
ab+a+b P+

and the continuity equation

p = —(H,+2H,)(p+p)

Xviii



After solving geodesic equation for photon in the perturbed universe

ds* = g“vdx“dxv = (g'uv —l—h#v)dx“dxv

where g,y represents unperturbed BI, BIII, KS and &,y represents linear perturbation,
we obtain photon energy equation for the perturbed universe and, Show that temperature
change related to anisotropy can be obtained in these spaces

8T, o7, 1 L1 o
- — —hpolt =BV — = PePPa.
Tr T‘e 2 00|€ |€ 2/e gaﬁ70

Finally, if we choose

hoo =2¥ h;; =2P

then use Newtonian gauge

Y=o

We find that contributions to CMB radiation from anisotropy becomes

— w2 25
= et / G2

Finally we obtain radial and angular expansion rates and comparetheir changes by using
numerical methods and plot their graphs. Since the field equations non-linear and do not
allow us to integrate them for different matter species (separetly or mixed) analytically.
In the future, we would like to generalize and find for Sachs-Wolfe effect for different
matter species and their mixture.
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1. GIRIS

Genel Gorelilik Teorisi (GR), matematiksel zarifliginden daha cok sistemin fiziksel
yapisini daha dogru yansitmasindan kaynakli ayakta kalabilmektedir. Einstein kendi
alan denklemlerinin giines sistemi disinda evren hakkinda da ciddi seyler sdyleyecegini
hemen farketmis, buldugu c¢oziimlerde evrenin statik degil dinamik bir karaktere sahip
oldugunu farketmis, ancak buna inanmadig: icin kozmolojik sabit ekleyerek bu statik
yapiy1 koruyabilecegini diisiinmiistiir. Ancak, Edwin Hubble ’in 1929°da gozlemler
sonucu elde ettigi evrenin genisledigi olgusu, Einstein’in kozmolojik sabit terimini geri
cekmesine neden olmustur. Ne varki giiniimiizde kozmolojik sabitin evrenin madde

icerigini olusturan bir alana denk geldigi diistiniilmekte ve cok onemli bir yer tutmaktadir.

FRW metrigi genis olcekte evrenin izotropik ve homojen olusundan kaynakli evreni
iyi bir yaklagiklikla temsil eden bir model olarak kullanilmaktadir. Ancak bu model
evrenin icerigini aciklamakta yetersiz kalmaktadir. Enflasyon ve kozmolojik pertiirbasyon
teorisi ile bu yapr olusumu, evrenin genis Olgekte izotropik ve homojen olusu,
aciklanabilmektedir. Enflasyon teorisi, evrenin biiyiik patlamayi takip eden 10733 ile
10732 saniye arahiginda 151k hizindan ¢ok daha hizli bir sekilde genisledigini iddia eder
ve standart modelin evrenin giiniimiizde homojenlik, izotropluk ve ufuk problemine
bir ¢oziim getirmektedir [3]. Baslangicta asirt yogun ve homojen olmayan madde
dagilimina sahip bir evren modelinden evrenin FRW metrigine evrimi enflasyon teorisi
ile aciklanabilmektedir. Bu teoriye gore baslangicta homojen ve anizotrop bir uzay FRW

uzayina evrimlesebilir [4] [S].

Bianchi tipi uzaylar kozmolojide homojen fakat anizotropik modellerin siniflaridir.
Einstein alan denklemlerinin bosluk ya da ideal akigkanlar icin formlari olduk¢a basit
olmalarina karsin, anizotropik madde dagilimi i¢in alan denklemleri non-lineer formda
olur. Literatiirde anizotropik ve homojen Bianchi modelleri iizerine anizotropik enerji
kaynaklar1 kullanilarak cesitli modeller gelistirilmis, Bianchi modellerinin enflasyon
doneminden gecerek bugiin evrenin homojen ve izotrop yapisina evrimlesebilecegi gesitli

modellerde ele alinmigtir [5], [4]. Bianchi modelleri geometrinin genellestirlimesine



olanak saglarken cesitli anizotropik enerji kaynaklarinin da kullanilmasini olanakli
kilmistir.  Literatiirde FRW metrigine birinci mertebeden pertiirbasyonlar ekleyerek
elde edilen anizotropik uzaylar CMB radyasyonunda 107> mertebesinde sicaklik

dalgalanmalarini agiklayacak sekilde calisiimaktadir.

P. Aguiar ve P. Crawford anizotropik BI, BIII ve KS uzaylar1 gdz Oniine alarak
evrenin baslangicta bu uzaylarla temsil edilip edilmeyecegini incelemislerdir. Evrenin
baslangicta radyal ve acisal yonde farkli genislemeye sahip olmasi giiniimiizde
Olciilebilen parametreler iizerinde ayirtedilebilecek bir etki yaratip yaratmayacagini,
CMB anizotropisindeki farkliliklar1 karsilastirmaktadirlar.  BI, BIII, KS uzaylarinda
lineer mertebeden pertiirbasyonlar1 goz oniine alarak toz (p = 0) icin CMB de 6l¢iilen
dalgalanmalarda bir farklilik olmadig1 gosterilmistir. Tezin iiclincii boliimiinde lineer
metrik pertiirbasyonlari, dordiincii boliimde pertiirbe uzaya ait kinematik verilmisg, besinci
boliimde ise P. Crawford ve P. Aguiar’in referans [1], [2] deki ¢aligmalar1 ayrintilart ile

incelenmistir.

Ilerideki calismalarimizda yukaridaki ¢alismalarin bir 6zetini vererek ek olarak cesitli @

degerleri ve kozmolojik sabitin varliginda bu modellerin davranigini inceleyecegiz.



2. STANDART KOZMOLOJI

Evreni bir biitiin olarak anlamak i¢in elimizde bulunan arag, bugiine kadar gerceklestirilen
testlerden basari ile ¢cikan ve uzay-zamanin davranigsini madde-enerji icerigi ile birlikte
tanimlayan Genel Gorelilik teorisidir (GR). Ancak, bu teorinin en basit ¢oziimlerinden
biri olan Schwarzschild ¢oziimii bile belirli simetriler ve kisitlamalar ile ¢oziilebilmistir.
Simetriler sadece denklemleri rahatlikla ¢ozmeye yarayan birer ara¢ degil, ayn1 zamanda
simetrilerin altinda gizli olan, fiziin son yiizyilina damgasin1 vuran korunum yasalari
ve cesitli teorilerin ortaya cikis mekanizmalaridir.  Bu simetrilerin sonucu olarak
uzay-zamanin geometrisi tizerinde yapilan cestli doniisiim, oteleme ve ayar seg¢imleri
(gauge) oldukca siklikla kullanilan araclardir. Evreni anlamaya baglarken ve evreni
tasvir edecek matematiksel modelleri yazarken simetrilerin ve ayar secimlerinin ne kadar
onemli oldugunu goriiyoruz [6].

Evrenimiz yaklasik olarak 13.798 +0.037 x 10° y1l yasinda ve Giines sistemi, samanyolu
galaksisi ve diger galaksilere bakildiginda, yerel olarak inhomojen ve anizotropik
olmasina ragmen, genis 6lcekte baktigimizda (100M pc, IM pe ~ 3,2.10% 11k y1l, bir 151k
yili ise yaklagik olarak 3,08.10'® m olmak iizere) homojen ve izotropiktir. Evrenin genis
Olcekte homojen ve izotropik oldugu varsayimi cesitli deneysel gozlemlerle biiyiik bir
yaklagiklikla uyumludur (CMB go6zlemleri, Planck, WMAP vb.) Ty = 2.7255K, 6T /Ty <
1073 dir. Evrenin genis dlcekte homojen ve izotropik oldugu varsayimma Kozmolojik
flke denmektedir:Belirli bir zamanda evren, uzayin her yerinde ayni goriinmektedir ve
uzayin her dogrultusu ise birbirine esittir.

GR teorisinde "zamanin bir an1" kesin bir tanimlamaya ihtiya¢c duyar. Evrensel olarak
zamanin bir aninm1 tanimlamak i¢in uzay-zamani, dilimler halinde (slicing) birbiri ile
kesigsmeyen uzaysal hiperyiizeylerin bir biitiinii olarak ele aliriz. Bu hiper yiizeyler ise
belirli bir "t" zaman parametresine gore ifade edilmektedir. Boylece belirli bir evrensel an,
"t" anindaki uzaysal hiper yiizeyler olarak ifade edilmektedir. Bu tanimla birlikte kozmik
akigkan ile birlikte hareket eden es hareketli gozlemcileri tanimlayalim. Bu gozlemciler
kozmik akigkan ile birlikte hareket halinde olduklarindan CMB’de her hangi bir dipol
Olcemeyeceklerdir. Eger kozmik akigskana nazaran bir hizlar1 bulunmus olsaydi CMB’de

bir frekans kaymasi 6lgeceklerdi. Weyl postiilasina gore bu gozlemcilerin zamansal diinya



cizgisi (time-like world line) birbiri ile ancak tekillik noktalarinda kesisen ve uzay-zamani
tasvir eden manifold iizerinde birer demet (congruence) olusturmakta ve bunlar ise
uzaysal hiperyiizeyleri kesmektedir. Bu dilimleri kesen demetler (diinya cizgileri,world
line) iplik demetleri seklindedir (threading). Bu gozlemcilerin 4-hiz vektorleri boylelikle
uzaysal hiperyiizeylere dik olmaktadir. Sonug olarak her # = sabit hiperyiizeyi es hareketli

gozlemcilerin diinya ¢izgisine dik olur ve yay eleman [7],
ds* = —dr* —I—g,-jdxia’xj 2.1

seklinde yazilabilir. Ancak en genel hali ile bu metrik uzay-zamanin homojen ve izotropik
Ozelligini tastmamaktadir. Evrenin homojen olmasi varsayimina gore metrigin uzaysal
kismi1 zamana bagh bir parametreye bagli olmasini1 gerektirmektedir. Evrenin anizotropik

olmasi ise uzakliklarin her an ayni orana sahip olmasini gerektirmektedir. Boylece metrik,

ds* = —di’> + a(t)zhijdxidxj 2.2)
burada a() zamana bagh 6lgek faktorii (scale factor) ve & ise (x',x?,x*) koordinatlarma
bagli bir fonksiyondur.

Sabit egrilikli uzaylar maksimum simetrilere sahip olan uzaylardir ve bu uzaylarda egrilik

tensoril bu sabitle orantili olacak sekilde asagidaki gibi yazilir:
Riju = K(gixgj1 — gugjx), K : sabit (2.3)
buradan Ricci tensorii elde edilirse,
Ry = g"Riju = Kg" (gngji — gugjx) = —2Kgjx (2.4
ve buradan Ricci skaleri
R=Ri= 6K (2.5)

olarak bulunur. Goriildiigii gibi uzayin egriligi belirli bir sabite esittir.

Simdi

x? +y2 +22+w?=d? , a:const. (2.6)

olacak sekilde 4-boyutlu uzaya gomiilii bir yiizey ele alalim. Yay elemani bu uzay-zamana
ait hiperyiizeyde

(xdx + ydy + zdz)?

dr? = dx* +dy* +d7?
X" +dy +az +a2—(x2—|—y2+zz)

2.7



seklinde yazilir. Kiiresel koordinatlarda (2.7) yay elemani

adr?

22

de* = +r?(d6? +sin? 0d¢?) (2.8)

olarak elde edilir. 7 = —£

ve k = l‘a‘—; seklinde koordinat doniigiimleri yaparsak, metrik

V|
tensorii
a/(1—kr*) 0 0
gij= 0 a*r? 0 (2.9)
0 0 d*r*sin%0

olarak yazilabilir.  Burada k& = 1,0,—1, swrasiyla acik, diiz ve kapali uzaylar
belirtmektedir [8]. Sabit egrilikli, homojen ve izotropik evreni tasvir eden metrik FRW

metrigi olarak gdzoniine alinabilir ve en genel haliyle asagidaki sekilde yazilabilir

2
ds*> = —di* + (m +r2(d6* +sin*0d9*?)) (2.10)
—kr
Metrik tensoriin bilesenleri ise;
>
- 1 - 2.11
800 8= T 13 (2.11)

g»n = azrz, g3 = a*r’sin’0

seklindedir.
FRW uzayina ait sifirdan farkli Christoffel sembolleri

1
FC)L = Eg“Cy(gva,?L +8io,v — gwl,o) (2.12)

denklemi simetrik metrik baglanti aracilig1 ile bulunabilir:

o =, 19, = aar’ (2.13)
Fg3 = aar®sin’ 0, F(ln = g
I}, =4, I =—r(l1—kr?)
Il =—r(1—k?)sin?0, T§,= g
F%zzé, F%3:—sin600s6
I3, =4, r%:% I3, =coth.

Ricci tensorii tanimini kullanarak

Rﬁav =Ryy = Fg,u,a - Fgu,v + Faﬁrﬁv - Fgﬁrﬁa (2.14)

o



Ricci tensoriiniin bilegsenleri hesaplandiginda sifirdan farkli bilesenleri

3d
Roo = ——
a
R _ 2424’ +ad
= 1 —kr?

Ry = (2k+24*+adi)r?

Ry = (2k+26*+ai)r*sin® 0

bulunur. Ricci skaleri ise

Re = &' Ray
) .
R — Rﬁ:6(k+a +ad)

a2

olarak elde edilir. Einstein tensoriinii kozmolojik sabitle birlikte yazarsak,
1
Guv = Ruv_zg‘uvR—i—Agﬂv

ve Einstein tensoriiniin bilesenleri (2.10) uzayi i¢in:

k+d?

Gy = 3 5 +Ad®
a
(k+a® +2ad) 5
G| = ——————2+A
. [ R
Gy = —r*(k+d*+2ad)+ Ad®
Gys = —r’sin®0(k+a* + 2ad) + Ad?

bulunur. Ideal bir akigkan i¢in Einstein alan denklemleri ise,

seklinde yazilir.  Burada 7,y enerji-momentum tensoriiniin bilegenleri, p

yogunlugu, p basing ve u* akigkanin 4-hizin1 temsil etmektedir.

Too = p

Ti' = D8&ij, la.]:17273

(2.22) Einstein tensoriiniin bilesenleri alan denkleminde yerine koydugumuzda,

3(k+a?)
a2

k+a® +2ai = —8nGpa® + Ad*

=8nGp +A

(2.15)

(2.16)
(2.17)
(2.18)

(2.19)
(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

enerji

(2.24)
(2.25)

(2.26)
(2.27)



elde edilir.
GR genel kovaryant bir teoridir ve fo; 1 = 0 oldugundan GR’de enerji-momentum tensorii

de kovaryant olarak korunan bir biiyiikliiktiir.
Ty =Ty +TouTy =Ty, Ty =0. (2.28)
(2.24) ve (2.25) denklemlerinden enerji-momuntum tensorii (1,1) tensor formunda

Ty = diag(—p,p,p,p) (2.29)

gibi yazilabilir. (2.10) metrigi homojen ve izotropik oldugu i¢in metrik tensoriin sadece

diagonal terimleri sifirdan farklidir. (2.28) korunum denkleminde v = 0 yazarsak

Toy = Toy +TouTy’ —T6,To =0 (2.30)

elde ederiz. (2.13) esitlikleri yardimiyla asagidaki siireklilik denklemi elde edilir

. dp a
= — _3H - H=—. 2.31
P= 3H(p +p) p (2.31)

Burada H Hubble parametresi olarak adlandirilmaktadir. Bu denklem (2.26),(2.27)
denklemleri ile birlikte Friedmann denklemleri olarak adlandirilmaktadir.

Eger
p=mp, O:parametre (2.32)
secilir ve (2.31) durum denklemi yeniden diizenlenirse
p=-3Hp(l+w) (2.33)

elde ederiz. Buradan da enerji yogunlugu ile olcek faktorii arasinda siirekli

kullanacagimiz bir bagint1 ¢ikar
p o< g 3UH®) (2.34)

Ornegin madde-baskin (matter-dominated, p = 0) evren modeli icin @ = 0 dir ve (2.32)

tekrar ¢oziiliirse veya (2.34)’den

poca? (2.35)

bulunur. Aslinda enerji yogunlugunun a3

orantili olmast denklem coziilmeden de
tahmin edilebilirdi. Ciinkii evrenin hacmi a> seklinde artar ancak bu hacim icerisinde

kalan maddenin aym kaldiginm1 diisiiniirsek, enerji-momentumun korunumundan enerji
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yogunlugu a > seklinde azalmalidir.  Diger taraftan, eger evreni 1sinim-baskin

(radiation-dominated) olarak varsayarsak, @ = 1/3, bu durumda enerji yogunlugu
—4
pe<a (2.36)

seklinde degisir. Evren genisledikce madde miktarimin sabit olusundan yogunluk a3
seklinde azalirken, 1snimin kizila kaymasi (red shift) nedeniyle enerjisinde ¢! ile orantili

art1 bir azalma meydana gelir.

Son olarak karanlik madde (dark matter) i¢in @ = —1 segilir ve (2.32) denklemi tekrar

¢oziiliirse veya (2.34)den
p = sabit 2.37)

olacak sekilde bir sonu¢ c¢ikar.  Evrenin giinimiizde H = 70km/s/Mpc hiziyla
geniglemesinin nedeni olarak gosterilen ve evrenin yogunlugunun yaklasik ~ %30 unu
olusturan karanlik madde i¢in degisik adaylar oOnerilebilir (kiitleli notrinolar, WIMP,
exotic matters...). Ancak karanlik madde icin @ 'min yaklagik olarak -1 ’e yakin degeri

stipernova gozlemleri ile ¢ok yiiksek bir uyumluluk gostermektedir [9].

2.1 Planck uydusu verileri:

Evrenin yas1 :13.798 milyar yil.
Evrenin cap1 :98 milyar 151ky1l1.
Hubble Parametresi :67.80 (km/s)/Mpc.
Karanlik Enerji Oram1  :0.6825

Madde oram :0.049

Karanlik madde orani :0.268
(kaynak [10])



3. KOZMOLOJIK PERTURBASYON

3.1 Giris

FRW metrigi homojen ve izotropik yapisindan dolay1 biiyiik 6l¢eklerde (> 100 Mpc)
evrenin yapisini iyi tasvir etmektedir. Ancak daha kiiciik 6l¢ekteki baz1 diizensizlikler,
ornegin galaksilerin ve yildizlarin olusumuna neden olan dalgalanmalar1 (fluctuations)
aciklamakta yetersizdir.  Kozmolojik pertiirbasyon teorisi iste bu noktada evrenin
iceriginin evrimi ve olusumuna bir agiklama getirmek tizere gelistirilmigstir. Kozmolojik
pertiirbasyon teorisinin ana fikri evreni metrige (burada FRW metrigi) lineer (dogrusal)
mertebede kiiciik pertiirbasyon ekleyerek incelemektir [11].

Evrenin izotropik ve homojen oldugu duruma arka plan metrigi diyece8iz. FRW metrigini

konformal olarak yazdigimizda
ds* = a*(n)(—dn? + gijd¥d7’), (3.1)
konformal zaman 1) ile eshareketli (comoving) zaman koordinati ¢ arasinda
a(n)dn = dt 3.2)

bagintis1 vardir.
Metrige birinci mertebeden bir pertiirbasyon alami (hyy) eklersek, uzunluk eleman:

asagidaki sekilde yazilabilir
ds® = (Guv + hyv)dx*dx", 3.3)

burada g,y (3.1) FRW arka plan metrigidir.

3.2 Pertiirbasyonlarin Sismflandirilmasi

(3.1) in her dogrultusunda lineer perturbe edilmis genel formunu asagidaki sekilde

yazalim

ds* = a*(n){—(1+24)dn?* — 2B;dndx' + (§;; — 2D&;; + 2E;;)dx'dx’} . (3.4)



Asagida gosterecegimiz gibi bu uzunluk elemani skaler, vektdr ve tensor kisimlarina
ayristirildiginda hesaplarin basitlesmesine neden olacaktir. Skaler bilesen skaler bir
fonksiyondan, vektor bilesen bir vektorden elde edildigi i¢in bu adlandirmalar yapilmustir.

Tensor bilesen ise bu iki siniflandirma disinda elde edilmektedir.

Pertiirbasyonlarin skaler, vektorel ve tensorel bilesenlere ayristirilmasi, matematiksel
olarak herhangi 3 boyutlu bir vektoriin diverjansi sifir (divergence-free) ve rotasyonel sifir
(non-rotational) kisimlara ayristirilabilmesi ilkesine dayanmaktadir: Helmholtz teoremi.

Bu teoreme gore,3-boyutlu bir V vektorii
v=vlyvt —vxvi=vyt=o 3.5)

V-tdiverjansi sifir ve vl rotasyoneli sifir kisimlara ayristirilabilir. Rotasyoneli sifir olan
kisim 3-boyutta bir skaler fonksiyonun diverjansi seklinde yazilabileceginden herhangi

bir vektor alan1 3-boyutta
V=Vp+V+ (3.6)

seklinde yazilabilir. Skaler bilesen boyuna (longitudinal), sifir diverjans bilesen ise enine
ya da vektor bilesen olarakta adlandirilabilir. Vektor bilesen diverjansi sifir bir vektor
oldugu icin bize onu bir vektor potansiyelin rotasyoneli olarak yazabilme imkani saglar.
Ayni mekanizmayi izi sifir ve simetrik bir E;; tensorii i¢in de uygulayabiliriz. Ej;
asagidaki sekilde ayristirilabilir:
S 14 T

El]:Elj+El]+El]7 (3.7)

burada bilesenler

nS'l‘jkajalEZS;c = O, 8,8JEZ‘; = O, azEZ =0. (3.8)

bagintilarin1 saglamaktadir ve sirasiyla rotasyoneli sifir, diverjansi sifir ve izi sifir olacak

sekilde ayristirilabilir. (3.8) bagintilarini kullanilarak,
1
Ej = (30, - 55,~jV2)E,
1
Ejj = =5 (0F;+9;F), oiF =0 (3.9)

elde edilir, burada E bir skaler ve F; ise bir vektordiir. Elg ifadesi ise ne vektorel ne de

skaler parcalara ayristirilamaz, bu nedenle tensor kisim olarak kalacaktir.

Yukaridaki ayristirmalart kullanarak pertiirbasyonu skaler, vektorel ve tensorel terim-

lerine gore yazabiliriz. Metrigin zaman-zaman bilesenindeki pertiirbasyon skaler bir
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fonksiyon seklinde yazildig1 icin ona dokunmamiza gerek yoktur. Zaman-uzay bileseni
pertiirbasyon terimi ise bir B; seklinde bir vektor olarak yazilir, bu nedenle yukaridaki

vektorler i¢in yazdigimiz ayrigtirma yontemini yeniden uygularsak,
Bi=—0B+S; = 6,‘_,'Si’j =0 3.10)

elde ederiz. Burada B bir skaler fonksiyon ve S; ise diverjansi sifir olan bir vektordiir.

Skaler metrik pertiirbasyonunu yazalim

—2A B;
S _ 2 5L
8gyy =a*(n) ( B:  2(—y8,+ EJ_J_)> (3.11)
burada y = D+ %VZE seklinde tanimlanan bir skalerdir. Vektorel pertiirbasyonlar
0 —S;
Sghy =a ’ 3.12
By =« (1) (—Si —(Fi,j+Fj,i)) (12

ve tensOr pertiirbasyonlar
0 O
ro_ 2
Oguy =a (n)(o EC) (3.13)

seklinde gosterilir.  Pertiirbasyon terimlerini skaler, vektorel ve tensorel sekilde
ayristirmamizin matematiksel kolayliklar1 yanisira fiziksel nedenleri de bulunmaktadir.
Matematiksel olarak Einstein Alan Denklemleri skaler, vektor ve tensor kisimlar: olacak
sekilde ayristirilabilir ve her kisim birinci dereceden yaklasim kullanildiginda bagimsiz
bir sekilde evrimlesir. Ornegin skaler kismin evrimlesmesi ile ilgileniyorsak vektorel ve
tensorel kisimlart sifira esitleyebiliriz.

Fiziksel olarak, skaler kisim evrenin enerjisinin dinamigine ve kiitle ¢ekim etkisine,
vektorel kisim vortisiteye, tensorel kisim ise gravitasyonel dalgalara neden olmaktadir

[12].

3.3 Ayar Doniisiimleri

Kozmolojik pertiirbasyon teorisinde FRW metrigi ile fiziksel olaylarin gergeklestigi
pertiirbe edilmis uzay-zaman iizerinde calismaktayiz. Bulmaya calistifimiz sey pertiirbe
edilmis biiyiikliiklerle 4-vektorlerin bu iki uzay-zamandaki farklilhklaridir. 1ki uzay
zamandaki nicelikler arasindaki iligkileri bulabilmek icin, oncelikle bir manifolddaki
noktalarin diger manifolddaki noktalar ile iligkilerini tanimlamaliyiz. Bu sekilde yapilan
arka-plan uzay-zamani ile fiziksel uzay-zaman arasindaki iligkiyi tanimlamak "ayar

secimi " olarak tanimlanmaktadir. Matematiksel olarak, ayar secimi (choice of gauge) iki

11



uzay-zamani temsil eden manifoldlar arasinda bir difeomorfizma tanimlamak demektir.
Difeomorfizma tersi alinabilen, diferansiyellenebilir bir manifoldu digerine gdnderen,
kendisi ve tersinin diizgiin (smooth) oldugu bir fonksiyondur. Difeomorfizma tanimi ile
birlikte iki manifold arasinda niceliklerin nasil ilisik oldugunu bulalim.

M pertiirbe edilmemis arka plan uzay-zamani, N ise pertiirbe edilmis uzay-zaman ve D :
M — Nile M den N ye tanimlanan bir difeomorfizm olsun. ¥* arka plan koordinatlarini,
D(x*) = x*, N de taniml1 bir koordinat takimin1, benzer sekilde D(%*) = %*, N de tanimli
diger bir koordinat takimin gostersin. Iki koordinat takimi arasinda asagidaki baginti ile

ifade edilen sonsuz kii¢iik bir 6teleme goz 6niine alalim
= =t ER. (3.14)

" koordinatlarina gore tiirev alirsak

I ou 9EH o 0EHox*
oxy vV oxv Vo oxh oxv’

(3.15)

ot QEM  , JEMOx©
AR A W e e T (3.16)

bagintilarini elde etmis oluruz. (3.16) denkleminde lineer mertebeden terimleri goz oniine

alirsak
dxH dEH
=&y — 3.17
o~ N T o G17
buluruz.  guv(x) koordinat doniisiimleri altinda kovaryant ranki iki olan bir
tensoroldugundan genel koordinat doniisiimleri altinda
L dx* 9x°
Suv(%) = 810(@@@ (3.18)

seklinde doniigiir. Simdi g, () tensoriinii g,y (x) etrafinda seriye acarsak tensoriin bu
tensor etrafinda yaklagik olarak dalgalanmasini hesaplayabiliriz:

agﬂv( )

—a oKV gh (3.19)

guv(X) = guv(x+8&) = guv(x) +

Simdi (3.18) e (3.17) de elde ettigimiz yaklasimi uygularsak

sh_ 351 956

) (3.20)

i
2')C
~ )~ g (9) §x5>—gm<x>‘9§x,§)

Euw(®) = g1c(x)(9 (67
A

12



elde ederiz. (3.19) da bulunan baginti kullanilarak, buldugumuz ifadeyi (3.20) de yerine

yazarsak

Ax Ax v(x
() = () (025 D g Wl a )

elde ederiz. Yukaridaki ifadede & ye gore birinci mertebeden yiiksek terimler ihmal

edilmistir.

Guv(®) = Zuv(X) +08uv (3.22)

guv (%) = guv(¥) + 6guv (3.23)

olarak tanimlanir ve (3.21) yeniden diizenlenirse;

5guv = Sguv _g;u’tg,/}/ - gpvé,ﬁ _guv,cgo (3.24)

elde edilir. Metrik tensoriin & vektor dogrultusundaki Lie tiirevi tanimini goz Oniine alalim

Leguv(¥) = Guallh+govEl + guv.oE° (3.25)

(3.24), (3.25) ile karsilastirilirsa

0guv(®) = Oguv(x) — ZLeguv(x) (3.26)

bulunur.

Metrik pertiirbasyonlar1 fiziksel olarak oOlgiilebilir olmadigindan ayar secimine baglh
olarak birbirinden farkli bag kosullar1 saglarlar. Biliyoruz ki fiziksel biiyiikliikler ayar
degismez olmalidir. Elektromanyetik teoriden bildigimiz gibi vektoér potansiyel ve
elektrostatik potansiyel (A ve ¢ ) ayar secimine bagh olmalarina ragmen elektrik ve
manyetik alanlar ayar se¢ciminden bagimsizdir. Ancak bir bagka yaklagim ayar degismez
biiytikliikklerle calismaktir. Kozmolojik pertiirbasyonda Lipshitz’ in oncii calismalari
olmasina ragmen ayar degismez kozmolojik pertiirbasyon teorisini tam bir teori olarak

orataya koyan Bardeen [13] olmustur.

Peki ayar degismez nicelikeler nasil bulunur? Yukarida gordiiglimiiz gibi sonsuz kiiciik
yer degistirmeler ayar doniisiimlerine baglh olduklarindan sonsuz kiigiik yerdegistirme
nedeniyle degismez (invaryant) kalan nicelikleri bulmaliyiz. Lie tiirevini tanimlarken,
koordinat doniisiimii nedeniyle bir tensoriin degisiminin, bir vektor alan1 dogrultusunda

Lie tiirevi kadar oldugunu elde etmistik. Eger Lie tiirevinin sifir oldugu bir doniisiim

13



bulursak bu biiyiikliik (burada tensor) o dogrultu boyunca degismez kalacaktir. Stewart
lemmasi: Bir genel tensorel nicelik ancak ve ancak her sonsuz kiiciik vektor alani

boyunca Lie tiirevi sifir ise degismez kalir [14] .

3.4 Skaler Pertiirbasyon

Simdi sonsuz kiiciik bir konum vektorii alalim

EH = (£°,&7). (3.27)

&' bir iig-vektor oldugundan boliim 2 de bahsettigimiz yontemlerle skaler ve vektorel

kisimlarina ayristirabiliriz
& =& —899i6 =& —VE =i =0 (3.28)

Metrikte sadece skaler perturbasyon terimleri ile ilgilenecegimizden Et, = 0 alabiliriz.
Boylece agagidaki gibi koordinat doniisiimleri yazabiliriz;

n—=f=n+&'Mx), ¥ —&=x-879;¢(xn). (3.29)

Bu koordinat doniisiimleri altinda skaler pertiirbasyonlar arasindaki doniisiim denklemleri

(3.25),(3.26) denklemleri yardimiyla asagidaki gibi bulunur

A=A-E0— e (3.30)
B=BE+E° (3.31)
E=E+¢& (3.32)

¥ =y+E. (3.33)

A = a/(da/dn ) Konformal Hubble sabiti ve E konformal zamana gére tiirev olarak
tamimlanir. Yukaridaki denklemlerde & = E ve E° = —B -+ E secersek, boylece

BY=EN=0 (3.34)
AV = (3.35)
vV =w (3.36)

esitlikleri ile ifade edilen ayar doniisiimlerine Konformal Newtonyen Ayar denir [15].

Boylece (3.4) metrik ifadesi

ds* = a(n)*[—(14+2®)dn* + (gi; — 2¥5;j)dx dx’] (3.37)
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seklini alir.  Alan denklemlerini elde etmek icin, (2.12) denkleminden Christoffel

sembolleri bulunur ve birinci dereceden biiyiik terimler ihmal edilirse
I = HA+d T =0, I)=08—-24P+P)+¥]5; (3.38)
0o = ®; Lo =8-W8  Tjy=—(¥,5+Pi8)+¥8
ifadeleri elde edilir. Pertiirbe edilmis uzaylar i¢in Christoffel sembolleri
Ity =Ty, + 6T, (3.39)

seklinde diisiiniiliirse burada 6 Fﬁv pertiirbasyon ve FRW (k = 0) icin arka plan Christoffel

sembolleridir. Konformal FRW i¢in Christoffel sembolleri yazilirsa
I = #, I4=0, I}=2; (3.40)
Ty = 0, Ly=26, Tj=0.

Denklem (2.14) ten Ricci tensorii elde edilirse

Ry = -3 +3Y4+V2D+37(V+d) (3.41)

=
S)
I

2+ HD) ;
R = (H+247)6;
+ [PV (D4 5Y) — (252 +47) (P + D)5
+ (Y-9),.
Rf,t ifadesini elde etmek icin
Ry = g"“Ryy = (3" + 58" %) (Ray + SRav) = Ry + 88" Ray + §*“ORery  (3.42)
esitlig kullanilirsa
R = 3a 2 +a-3¥—V®-34(¥+d) - 6HD] (3.43)
R) = —2a 2P+ 1),
R) = 247X (¥V+ D),
Rl = a 2(A+2%)8 +a [~V + V¥ — (D +5%) — 25 +47)D]§;

+ aH(P-D),;
elde edilir. Ricci skaler egriligi ise
R = R)+R (3.44)
= 6a XA+ A7)
+ a 6P 2V (W — ) — 6.7 (D+3W) — 12(H# + 47)D)].
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Einstein tensoriinii yazarsak

G) = —3a 2H7+a -2V 464V + 67D (3.45)
G = R)=-G
G = a (=2 —H*)5!

+ a PRIV (@) + A (2D +APY) + (45 + 257 DS}

+ a (¥ -D)y

buluruz. Alan denklemleri ¢oziiliirken arka plan terimleri birbiri ile pertiirbasyon terimleri

birbiri ile eslestirilir yani,

G\ =8nGT}, 8GY =8rGSTH (3.46)

3.5 Vektorel Pertiirbasyon

Vektorel pertiirbasyon icin konformal doniisiimlerden faydalanacagiz bu nedenle metrigi
ds* = a*ds* (3.47)

seklinde yazdigimizda alan denklemleri basit bir sekilde ¢oziiliir. Boylece (3.4) metrigi

ds* = —dn? —2Sidx'dn + (gij — (Fij + Fj;))dx'dx’ (3.48)
seklinde yazilabilir. Alan denklemlerini hesaplamada kullanacagimiz ifadeleri
hesaplayalim

goo = —1, goi=-S, 8&ij=06j;—F, (3.49)
1 A . )
Ly = 56— Fip) Too=—Si

1 . l' 1 . . .
o = 5 (Fun S U= —5(Fj) +Fin, — Fin,)
burada
Sty =Sij+Sjis Spij) =Sij—Sji (3.50)

kisaltmalar1 kullanilmigtir. Boylece Ricci tensoriiniin bilesenleri

1, 1,
Roi = =5 (Fjp; +81j,,) = =5 Vi (3.51)
L I
Rij = 5 (S = Fiip) = 5V (3.52)
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olarak yazilabilir. (3.48) metrigine ait alan denklemleri bulunduktan sonra, her
Suv=Fguy= azguv biciminde konformal doniisiimde gecerli olan asagidaki denklemler

kullanilarak alan denklemleri bulunur [12],

_ 1 . 3 .
Ry =F 'R —F2F} — EF_ZE’O‘}S“,‘ + EF_3F;VF’“ (3.53)
>3 -1 20 3 -3 ;a
R=F'R—3F*Fg + F *FoF’ (3.54)
233 151' D __ 751
R} — 5 8;R =87GTj}. (3.55)

Ornegin yukaridaki denklemler kullanilarak g;; = &;; arka plan metrigini diiz FRW

metrigi secersek ve i £ j ise
V(i, j)+25V (i, j) = 162Ga* 8T} (v) (3.56)
burada,
Vi=S;—F (3.57)
olarak tanimlanir. Diger bir denklem ise,
V2V, = —167Ga* ST (v) (3.58)

biciminde yazilir.

3.6 Tensorel Pertiirbasyon

Tensorel pertiirbasyon icinde ayni sekilde konformal doniisiimlerden faydalanacagiz. Bu

nedenle metrigi,
ds* = a*ds* (3.59)
seklinde yazdigimizda alan denklemleri basit bir sekilde ¢oziiliir. Boylece
ds* = —dn? + (gij -+ hij)dx'dx’ (3.60)

seklinde yazilabilir. Burada h;; (3.7) ile verilen E; esittir.  Vektorel pertiirbasyonda

kullanilan yontem uygulanirsa, alan denklemlerini bulmak i¢in gerekli ifadeler, g;; = &;;

i¢in,
.
F?j = T, = Ehij (3.61)
: 1
= 5t hi = hjg)
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Boylece Ricci tensorii bilesenleri

1.. 1
Rij = Shij = 5hijx (3.62)
(3.63)
ve (3.53)-(3.55) denklemleri kullanilarak agagidaki alan denklemleri
hij+ 25 hi; — V*hi; = 168Ga*ST) (3.64)

bulunur.

3.7 Entropi Pertiirbasyonlari

Birden fazla madde bilesenine sahip ortamlarda adiabatik ve entropi pertiirbasyonlari
olusabilir [12]. Ornek olarak ortamin baryon-radyasyon plazmasi ve soguk karanlik
madde karisimindan ibaret oldugunu varsayalim. Hidrodinamikte basing, enerji ve
parcacik basmna entropinin fonksiyonu p = p(p,S) dur. Bu durumda artik basing
dalgalanmalar1 yogunluk dalgalanmalar ile birlikte entropi dalgalanmalarina da baglh

olacaktir. Entropi pertiirbasyonlari i¢in oncelikle basing dalgalanmalarini tanimlarsak
Sp=c28p+ 188, (3.65)

burada ¢? = (g—g) s ortamdaki ses hizinin karesi ve 7 = (‘3—’57) p olarak tanimlanir.
Soguk karanlik maddenin basinca ciddi bir katkis1 olmadigindan varsayarsak, basincin

radyasyondan kaynakli oldugunu soyleyebiliriz, boylece

1
op = Opy+dpy (3.67)
basing ve enerji dalgalanmalar elde edilir. Burada radyasyon enerji yogunlugu p, o< T;t

(T, sicaklik) , pj, o< ny, (np baryon say1 yogunlugu) oldugundan S o< p;/ 4 /pp dan
oS o 3 5py 5pb

= (3.68)
S 4p
elde edilir. Buradan (3.67-3.69) denklemleri kullanilarak
1o 3Py 1 3pp,_1 68
op==-(1+-—)"'6 —pp(l+-——)"" — 3.69
p=3( +4py) P+ 3Pl +4py) S (3.69)
ve
1 3pPp, - Py
2 1 s
=_(14+=2 = 3.70
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esitlikleri yazilir. Adyabatik pertiirbasyonlar i¢in 65 = 0 oldugundan

30py _opy _
4p P
ve entropi pertiirbasyonlari i¢in
Py %
Py Pb

bagintilar1 yazilir [12].
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4. PERTURBE UZAY-ZAMANDA KINEMATIK

4.1 Enerji-Momentum Tensorii

Boliim 2 ve 3 de uzay-zaman pertiirbasyonlarinin koordinat ve ayar doniisiimleri altinda
degisimlerini inceleyerek alan denklemlerini hesapladik. Ayrica enerji-momuntum
tensoriinde basing ve enerji yogunlugundaki pertiirbasyonlarin etkisini inceledik.
Bu bolimde FRW uzayinda pertiirbasyon gozoniine alarak fotonun jeodezigini
hesaplayacagiz daha sonra sicaklik dalgalanmalarina segtigimiz alanlarin (¢, y) katkisini

hesaplayacagiz. Arka plan uzay-zamani i¢in enerji-momentum tensorii asagidaki gibi

yazilir
Iy = (p+p)aiay + pdy . @1
Uzay-zaman homojen ve izotropik oldugunda #* = (°,0,0,0) olur. i#i*i, = —1 oldugu
icin
. _
i =~(1,0,0,0) @ =a(~1,0,0,0) 4.2)

olarak yazilir. Pertiirbe uzay-zamanda enerji-momentum tensoril ise,

T =T, + 8T} = (p+ p)utuy + pdy 4.3)
p=p+dp 4.5)
S ) 1
u'=u'+ou' = ou' = —v; (4.6)
a
olarak yazilir.  u*u, = —1 kisitlamasindan kaynakli pertiitbe uzay-zamanda hiz

4-vektorleri agagidaki sekilde yazilir,
1
uh = —(1-A,v;) ve uy =a(—1—A,vi—B;). 4.7

a

Boylece enerji-momentum tensorii asagidaki gibi olur,
-p 0 —6p  (p+p)(vi—B))
( 0 pS;) + (—(p +p)vi 6T, 4.8)
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. S .
5T! = p(?p +IT,,;6%) 4.9)

burada II;; izi sifir anti-simetrik bir tensordiir. Bu tensér maddenin anizotroplugu
ile ilgilidir. Pertiirbasyonlarin siniflandirilmasinda gordiigiimiiz gibi burada da skaler,

vektorel ve tensorel ayristirmalara gidersek,

Vi = vis +vY, vis =—v;, vi¥ =0 (4.10)
I = I, + I}, + I (4.11)
1
ITj) = (919, — 36, V*)TT (4.12)
1
I}, = E(H,, i+10;0) (4.13)
§*11 =0 (4.14)

goriindiigti gibi miikemmel akigkan i¢in IT;; = 0 olur.
Ty =0, (4.15)

Tensoriin v = 0 bilegeni (2.28) de yerine konarak hesaplandiginda Friedmann denklemleri
elde edilir ve birinci dereceden pertiirbasyon terimlerini sadece tutarsak 0. dereceden arka

plan denklemi yazilirsa,
p'=-37(p+p) (4.16)
ve birinci dereceden pertiirbasyon terimleri ise, 6rnegin Newtonyan ayar kullaniyorsak
(8pN) = =3(8pN +8p™) + (p + p) (V20" 4-3¥) (4.17)
(2.28) denklemi v =i bilesenleri i¢in hesaplandiginda
(p+p) (") =—(p+p)v" = (p+p) (4 V") + (P + )9 +6p" + %ﬁVzH (4.18)

elde edilir. Burada vV (4.10) de tamimlanan hiz potansiyelidir, DY = —VvV.

4.2 Alan Denklemleri

Einstein alan denklemlerinin geometri ve madde pertiirbasyonlar1 birinci dereceden

yaklasimi kabul ettigimiz i¢in (2.23) alan deklemlerine

8GY =8nGSTH (4.19)
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seklinde pertiirbasyin eklenir. (3.46) denklemleri yardimiyla

a [V 4 6.0 4+ 67D = —81GSp
2a (W +.P);, = —8nG(p+p)(vi+B)
20 (¥ +#D); = 8aG(p+p)v, (4.20)

a 224 V(D W) + (2D 4 4P)
- . . 1
+(4H +27)D)Si+a AP —D);; = 8nG(8pSi+ p(Il;j— §(Sijvzn))
yazilir.

Ornek vermek ve daha sonraki hesaplarda kullanmak iizereak konformal Newtonyan ayar
se¢imini goz Oniine alirsak, B ; = 0 olur. Ayrica mitkkemmel akigkan yaklagimi i¢in

Y = @, IT = 0 ve madde-baskin model p = 0 segilirse (4.22) alan denklemleri

(b+ D) = 4na*G(p+p)v= %%ZV, (4.21)
VO = 4na’*Gpld+ 3] = %%2[6 + 3] (4.22)
43P = 0 (4.23)

bulunur ve konformal zamana gore Friedmann denklemleri asagidaki hali alirlar

a 8nG _
%2:(5)2 = Tpa2 (4.24)
> 47'L'G_ 2
o= 3
2H+H? = 0
2
axnP = = =
n
3 6
= =
2 N2

Buradan, diiz uzay i¢in @ nin zaman i¢inde sabit oldugu varsayilirsa (4.23)-(4.25)

denklemleri
2P
= 4.25
v 3 (4.25)
3
Ve = 5%2[5+3,%”v]
2
§ = 20 V2o
37
5 = °F
p
elde edilir. Buradan Fourier uzayina gecilirse,
2.k
§=-2+3(=))® 4.26
2+3(52) 1% (4.26)
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esitligi elde edilir. Eger k >> .7 (subhorizon scales) ise,

2 k

3(%)2% oc % o @ oc 1213 4.27)

o=
ve eger k << 77 (superhorizon scales) ise,

§ =2 (4.28)

olur. Yani yogunluk pertiirbasyonlar1 sabit kalmaktadir.

4.3 Geodezik Denklemi ve 4-Vektorler

Metrige birinci dereceden bir perturbasyon terimi eklersek, uzunluk eleman1 su sekilde

yazilir

ds* = (guv + hyy)dx* dx” (4.29)
Zamansal bir gozlemcini 4-hiz1 V¥ = %, A gozlemcinin 6z-zaman ve FRW arka-plan
uzay-zamaninda 4-hiz vektoriV* = (1,0,0,0), VHV, = —1 olacak sekilde tanim-

lanir.Boylece pertiirbe uzay-zamanda zamansal bir gozlemcinin 4-hiz1 V# hesaplannmak

istenirse

guVHVY = —1, (4.30)

VO =1——hy (4.31)
bagintisini saglayacaktir. Perturbe uzay-zamanin 4-hiz vektorii yazmak istenirse
_ 1 .
VH = Vﬂ + SVH = (1 — Ehoo,vl) (4.32)

elde edilir. Burada V/ < 1 olacak sekilde birinci mertebeden pertiirbasyon katsayilari

icersin. Arka plan uzay-zamaninda foton i¢in geodezik denklemini yazar ve diizenlersek

apt

1
dr 2

P PPgyg (4.33)

bagintisi elde edilir. Burada P fotonun arka planda 4-momentumudur. Pertiirbe edilmis

uzay zaman i¢in geodezik denklemi yazilirsa
1 _

burada P, = P, + P,y pertirbe uzay-zamanda 4-momentum vektord, Py

4-momentuma birinci mertebeden pertiirbasyon katkisi, P, ise arka plan momentum
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4-vektoriinii ifade etmektedir. Gozlemci tarafindan oOlgiilen fotonun enerjisi ise fotonun

4-momuntum ve gézlemcinin 4-hiz vektorlerinin ¢arpimi ile orantilidir:

| ) L
E o (E/dQLP“Pﬁgaﬁ#—FPu)(l—Ehoo,v’)

1 1
E o §/gaﬁ,oPaPﬁd7L—Zhoo/gaﬁ7oP°‘PBd)L

T
+ By ShooPy+ PV 4V / Sap POPPAA 4.35)
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4.4 Sachs - Wolfe Etkisi

Primordial yogunluk dalgalanmalar1 genis acisal Olcekte CMB radyasyonundaki
dalgalanmalar gibi ¢esitli fiziksel olaylarin olugsmasinda en 6nemli etkenlerden biridir. Bu
etkiyi uzayin farkli yonlerinde CMB radyasyonunun sicakliginda kiiciik dalgalanmalar
olarak gorebilmekteyiz. R.K. Sachs ve A.M. Wolfe tarafindan 1967 yilinda ortaya
atilan ve Sachs-Wolfe etkisi olarak adlandirilan etki tamamen gravitasyonel orijinlidir.
LSS’den giiniimiizdeki bir gozlemciye ulasan fotonlarin frekanslarindaki farkliliklarin
nedeni gravitasyonel potansiyeldeki degisimlerden kaynaklanmaktadir. Evrenin
genislemesinden dolay1 metrik pertiirbasyonlarinda zamansal bir genisleme olacagindan
bu etkinin de katkilar1 goz 6niine alinmalidir. CMB fotonlar yaklagik biiyiik patlamanin
4x10° yil ardindan giiniimiize kadar serbestce hareket etmektedir. Bu serbest fotonlarin
bize ulagsmasindan kaynakli CMB deki sicaklik dalgalanmalarini olgtiigiimiizde LSS
deki fiziksel kosullar hakkinda bir harita elde ederiz. Gozlenen sicaklik dalgalanmalari,
LSS de meydana gelen yogunluk dalgalanmalarinin sonucu olarak gerceklesmektedir.
Esasinda bu yogunluk dalgalanmalarinin kokeni, evrenin erken donemlerinde meydana
gelen enflasyon ¢ad1 boyunca gerceklesen kuantum dalgalanmalarinin bir sonucudur.
Gergeklersen sicaklik dalgalarini iki kistma ayirabiliriz. 11ki ve bizim igin burada 6nemli
olani ilksel (primary) dalgalanmalardir ki bunlar CMB 1s1n1imu1 i¢in evrenin daha saydam
olmadig1 doneme ait olanlardir. Ikincisi ise LSS den bize gelen fotonlarin frekansindaki
kaymalardir. 1Ilksel etkilerin en 6nemliler ise Sachs-Wolfe etkisi, Doppler etkisi ve

adyabatik etki olmak iizere {i¢ ¢esittir. Burada sadece Sachs-Wolfe etkisini inceleyecegiz.

LSS de meydana gelen kiitlecekim potansiyelinin de8isiminin etkisinden kaynakl
Sachs-Wolfe etkisi gozlenir. Bu etki iki tiirliidiir. (1) LSS de yiiksek yogunluklu bdlgeden
uzaklasan fotonlar kiitlecekim potansiyelinden kaynakli enerji kaybeder ve frekanslari
kizila kayar. (ii) Kiitlecekimsel zaman kaymasindan kaynakli daha yogun bolgelere
baktigimizda zamanin daha yavas aktigin1 gézlemleriz. Boylece bize bu bolgeler evrenin
daha geng ve sicak oldugu bolgeleri gibi goriiniir. Simdi pertiirbe uzay-zamanda yol alan

bir foton ele alalim. Bu fotonun geodezik denklemi

d%xH " dx® dxb
+T — =
dA? B g da

0, (4.36)
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burada A afin parametredir. Fotonun 4-momentumu

dx“®
P*="- 4.37
a7 (4.37)
dpPH UL paph
TP P =0 (4.38)

P? = dn /dA kullanilirsa (4.36) denklemi

dP* _, P®PP
an T Lap 0 =0 (4.39)

seklinde yazilir. Sadece u = 0 bileseni ile ilgilenecegiz boylece

dpr® pPipJ
an +ToP" + 2T P + T, o =0 (4.40)

(3.38) ’den Newtoyan ayar i¢in ilgili esitlikler (4.40) ’te yerine konulursa,

dp° .\ 0 ' . PP
E—l—(%ﬂ—i—d))P +20P + [ =2 (P + ) = W) G5 = 0 (4.41)

ifadelerini elde ederiz. P* 4-momuntum bilesenleri koordinat ¢ercevesinde yazdigimiz

momentum bilesenleridir. Bir gozlemci kendi orthonormal gozlem cercevesinde foton

enerjisini ve momentum bilesenlerini fotonlar kiitlesiz oldugu i¢in PP, = 0 kullanilarak

Pt o= Jep P’ (4.42)
E=P" = a14+®)P° P =a(1-¥)P.

E* = §&;P'P
olarak hesaplar. Ayrica iki farkli tamim daha yaparsak

q = aE=a*(1+®)P° = P =a?(1-d)yg (4.43)
¢ = aP=da*(1-¥)P = P=a?1-¥)4

(4.44)

burada ¢*> = §; iq'q’ oldugu goriilii. Yukaridaki esitlikler uygun bir sekilde (4.46) da

yerine konulup yiiksek dereceden terimler ihmal edilirse,

d id . .
(1 —qn)ﬁ =45y — g — 25"+ g, (4.45)

bu ifadeyi (1 — ®)q ya bolersek,

ldg d® . _Gvd
g _d® o .d

—— = + . (4.46)
gdn dn q
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Burada fotonun geodezik boyunca toplam tiirevi

d d dxk 9

— =t — 4.47
dn adn + dn oxk 4.47)
= _ k k k
g_(Q1-9p P _d (4.48)
g (14+@)PY PO dn
boylece,
g.v k
QYR _ ,dx 0% 4% a—q)), (4.49)
q dn oxk dn dn
boylece (4.51) denklemi,
1 dqg dd . .
L R (4.50)
qgdn  dn
halinde yeniden yazilir. Enerji dalgalanmalar i¢in ifade yazilirsa,
E .
i:@:/d_q:_/dm/(m\mdn (4.51)
E  q q
OE b IV
— =—-Ad —+=—)d
E +/ (817 + 817) 1

Arka plan uzayinda (FRW) fotonun enerjini Ea o sabit olmaktadir. Pertiirbasyon goz
oniine alindiginda artik ¢ = aE # sabit olmaktadir. buarada A® = ®|, — P|, seklinde
tanimlanirken, ®|, ifadesi gozlemin yapildid1 bolge agisindan tiim yonlerdeki fotonlar
icin genel bir arka plan etkisi gibi ele alinabilir. Enerji dalgalanmalart ile sicaklik

dalgalanmalar arasinda,

0T OE
—_—=—. (4.52)
T E
iligkisi yazilir. Bu esitlik ve Stefan-Boltzman yasasi kullanilirsa,
oT 190
py=oTt = < __°Pr (4.53)
T 4 py
Bu sonuglar kullanilir ve gdzlemcinin CMB ye gore hareketi ihmal edilirse,
0T 16py od JIY¥
—=—-——4+P|, —+=—)d 4.54
- 4py+'+/<an+an>” (4.54)

burada ilk iki terim Sachs - Wolfe etkisi olarak adlandirilirken, son terim Integrated Sachs

- Wolfe etkisi olarak adlandirilir [11].
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5. KANTOWSKI-SACHS, BIANCHI TiP-I ve TiP-IIl MODELLERI

Bu bolimde FRW uzayma benzer ancak acisal ve radyal dogrultuda farkli hizlarda
genigleyen anizotropik uzaylarda sicaklik dalgalanmalarint Aguiar ve Crawford
tarafindan yayinlanan [1] [2] referansli eserlere benzer olarak inceledik. G6z Oniine alinan
modellerin FRW den giiniimiizdeki fiziksel parametrelerin degerleri kullanilarak farkli

ozelliklere sahip olup olamayacagi incelendi.

5.1 Alan Denklemleri

Genel gorelilik teorisine gore uzaysal homojen uzaylar Bianchi modelleri olarak
adlandirilan belirli bir sinif olusturur [9]. FRW metrigine benzer bu modeller ile
Kantowski-Sachs uzay: iizerinde Sachs-Wolfe etkisi Aguiar ve Crawford tarafindan

calisilmigtir. Kantowski-Sachs ve Bianchi I-IIT metrigi en genel olarak;

ds* = —dt* +a(t)*dr* + b(t)*(d0* + f(0)*d¢?) (5.1)
f(8) = sin® Kantowski - Sachs (5.2)
f(0) = sinh® Bianchi Tip 11 (5.3)
f(0) = 6 BianchiTipI (5.4)

seklinde tamimlanir.  Alan denklemleri (2.22),(2.24),(2.25) ve (2.26) kullanilarak

yazildiginda ;
ab B>k
2— =8nGp +A 5.5
b 2R Pt s
B bk
5 +2b + = B = -8nGp+A (5.6)
b d b
a—+g+—:—87tGp+A (5.7)
ab b
olarak hesaplanir. Burada k = I ve /= ’d1r (5.6) denkleminde p = w;p; seklinde
bir diizenleme yapilir ve w; = —1, 0,1/3 olmak iizere sirasiyla kozmolojik sabit, madde

ve 1s1may1 gosterirse, (5.6) denklemi bu yeni hali ile integre edilirse,

b* 817G z, W 5 1 kM,
= [ pib?db+ - A — 5.8
b / TR T (5.8)
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ifadesi elde edilir. Friedmann denklemi (2.31) denkleminden hesaplanirsa,
p =—(H,+2H,)(p+p) (5.9)

burada H, = d/a ve H, = b/b ile yonlere gore Hubble parametreleri olarak
tanimlanmaktadir. Farkli madde tiirlerine kars1 gelen sirasiyla @ = 0,1/3, —1 i¢in enerji

yogunluklar1 hesaplanirsa

aob(z) aOb(z) 4/3 .
Pm = me(W)’ pr= prO(W) s Pdm = sabit (5.10)
bulunur. @ = —1 degeri zamandan bagimsiz sabit bir yogunluk verdigi i¢in bu ifadeden

gelen katkilar kozmolojik sabitin icine atilacaktir. Ancak madde (p = 0) ve kozmolojik
sabit ¢oziimlerini inceledigimizde

o1 kM,

—=-A—-—= 5.11
b2 3 b? + b3 ( )
elde edilir. Buradan korunum denklemi
1=Qp+Qr+Qu (5.12)
1 k M,
Qr=—5A, Q4 = ———, Qu= 5.13
AT 3m2 ¢ pH2 "M BH? G139

olacak sekilde yazilir.

5.2 Kinematik

(5.1) metrigi ve (4.28) denklemi kullanilarak arka plan ve pertiirbe uzay-zamanda
kinematik denklemler elde etmeye calisacagiz. Arka plan metrigi konformal zaman

koordinatlarinda yeniden ifade edilirse

d§* = a*ds® (5.14)
ds? = —dn*+dr* + Z—i(dez + £(6)%d¢?) (5.15)

yazilir. Pertiirbe uzay-zaman igin (5.1) metrigi
ds* = guydxtdx” = (guy + hyy)dxtdx” (5.16)

olur. Pertiirbe uzay-zamanda geodezik denklemini yazmadan 6nce KS,BT-I ve BT-III

arka plan momentum bilegenlerini hesaplayalim. (4.35) denlemi yardimiyla

dP; 1 _,-5_ ) dPy
E = EPaPﬁgOtﬁﬁ == 8ap3 = 0= ﬁ =0 (5'17)
Py=sabit = 0=0=P;=0 (5.18)
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P3 = 0 segelim. Diger bilesenler hesaplanirsa,

P, =+/B, p_ VB

b2
P=va, P'=vVa
elde ederiz. Foton igin P* P, = 0 oldugundan
2
— a —
By=1/o+ b—f = —pY

seklinde yazilir. Simdi (4.37) denklemi kullanilir
1 1
E E/gaﬁ,opapﬁdﬂ, _ZhOO/g(xﬁ,OPaPﬁd)'
_ 1 . I
+ P(O) — EhOOP(O) +PV'+ EVZ /gaB’iPaPBdl
ve birinci dereceden katkilar g6zoniine alinirsa
1 a pB a pb o ph
E §/g<>cli(>(”<0>”<<>>”’(1)%+P<0>P<1>>‘”L
1 _ B _
— ZhOO/gaﬁ,OP(%)P(())dl+P(0)
| R N -
— zh()()P(()) —l—I’iV’—l—EV’/gamP“PBd?L
bulunur. Fotonlar i¢in momentum kosulu yerine yazilirsa (5.23)
E oo [ (4upoP PP+ gupo(P% PP +P*PP ))dn
) 8aB,0 8ap,0l(1) (1)
1 _ _
— ZhOO/ga/LOPaPBdA + Py
| R
— EhOOPO +Pl-V’—|—§V’/ga[37,-P°‘Pﬁd7L

haline gelir. Burada

8000 = —hoo
8110 = hn
bb b, .
22,0 (a2 3 )+ h
bb b3 :
8330 = 2(; — ?)f2 + ha3

(5.19)
(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

i=rvei=¢igingyp,;=0ve P3? = 0 secildiginden (5.24) denklemindeki son terim diiger.

Sonug olarak (5.23)-(5.24) iafedesi
1 _ _ _ _
E « 5/(gaﬁ70P“Pﬁ +Zapo(PTPP +P“P£)))dit
1 _ _
— Zhoo/gaﬁ,oP“Pﬁdﬂt + Py

L 5 sy
- EhOOPO‘f‘PiV
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seklini alir. (5.26) da 2. terimi ele alirsak,

1 _ = 1 _

ZhOO/g_aﬁ,OPaPﬁdk = ZhOO/g22,O(P2)dA (5.27)
1 b b a .
—h, 2—(———)(P
4 OO/ az(b a)( Jz,

bu ifadenin LSS den beri a/d ~ b/b yaklasimindan kaynakli ikinci dereceden bir terim
oldugu goriiliir. Bu nedenle bu terim ve benzeri terimler hesaplarimizda bundan sonra

ihmal edilecektir. (5.26) denklemindeki integralin icerisindeki ikinci terimi alirsak
1 GupoPLPP+PUPP YL = [z P PRdx (5.28)
5 | 5aB.0\(1) (1) aBO .
= / 2 >PB dA
olarak yazilabilir ve benzer nedenlerle ihmal edilir. Boylece
1 _ - _ 1
E o / 8ap 0P PPAA+ Py — ooy + PV’ (5.29)

bizim i¢in oldukc¢a kullanigli olacak olan esitlik bulunmus olur. Fotonun baglangi¢ aninda
(emission instant) enerjisi E,, gdzlem aninda (reception instant) enerjisi ise E, olsun.
Boylece bu iki an arasinda enerjileri oranlarsak

E, Py— ShooPole + (PVY)]

E - [Ton POPBdl P Ip Bl o (PV (5.30)
Er  [! 8apoP*PPdA + Py— JhooPo|, + (PVY)),

iafedesi elde edilir. By = —1 segildigi icin ve (1+x)~! ~ 1 — x yaklasimindan dolay1
yukaridaki ifade,

Ee 1 r AN L pO pf
o= ol BVt 5 [ sapoP PP (5.31)
r e

haline gelir. Enerjiyi eshareketli koordinatlarda yazmak i¢in,

E(t)=_E (5.32)

bagintis1 kullanilir. Boylece kizila kayma miktar: ifadesi elde edilir.

A- _E(t.) a,E,

l4+z7=2"= =1= (8.33)
Ae  E(ty) acE,
Ayni1 zamanda sicaklik oranlart ile ilgili ise
T,
g 5.34
T +z (5.34)
esitligi yazilabilir. (5.29),(5.31) ve (5.34) esitlikleri kullanildiginda,
e 1 r 1 5
T, ~ —Te[1—§h00| PV|€ / 8ap, oP*PPdA], (8.35)
r
de oT
T, ~ —T,(1+—
ar o1+ T )
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ifadesi elde edilir. Boylece

ST, ST, 1 I T
r_Oe L, By —/ PP 4. 5.36
Tr r]'ve 2 00|€ ‘e 2 ¢ gaﬁ,O ( )

Sicaklik pertiirbasyonlar1 metrik pertiirbasyonlart cinsinden yazilmis olur. Yukaridaki
ifadeye bakildiginda pertiirbasyon teriminin se¢ilen koordinata bagli oldugu (ayar
bagimli) acik¢a goriiliir. Skaler pertiirbasyonlarin etkisini gormek i¢in en kullanigh ayar

secimlerden biri olan skaler ayar secilirse
hoo =2¥ h; =2P (5.37)
ve 0zel olarak Newtonian Gauge kullanilirsa
Y=o (5.38)

(5.39) sicaklik dalgalanmalari (temperature fluctuations)

8T, ST,
7. T,

r DI/ d a‘P
—‘P|6—P.V]e+2/e ) (5.39)

ile ifade edilir. Burada 13\7|£ thmal edilebilir. Stefan-Boltzmann yasasi kullanilarak
varyasyonu alinirsa sicaklik ve yogunluk dalgalanmalar1 arasinda

87, _ 150,

Py T, 4 Py

(5.40)

bagintis1 yazilir. Toplam enerji yogunlugu 1simim ve madde kaynakli oldugundan ve

adyabatik pertiirbasyon yaklagimi kullanilirsa (Bkz:Bo6liim 3, Baglik 3.7),

0T, 196
¢ 2%Fm (5.41)
T. 3 pm
0
OPm o9y ok ) (5.42)
m
bulunur ve (4.28)deki sonug¢ kullanildi.
oT, 2
~_Zyp 543
T 3 Ve (3.43)
elde edilir. Sonug olarak Sachs-Wolfe etkisi
oT, 1 r oY
=W, 42| =——dA 5.44
= et / o (5.44)

seklinde yazilir.  Giiniimiizde yone bagli Hubble genisleme parametreleri ayni
oldugundan (H, =~ H,) (5.47) ile (4.56) ayn1 sonuglar1 verir. Boylece FRW metrigi ile
karsilastirildiginda elde edilen Sachs-Wolfe etkisi KS,BT-I ve BT-III i¢in hesaplanan etki

ile aymdir.
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5.3 Anizotropi Olciimii
(5.11) denklemi yeniden yazilir ve her iki taraf y = g—; ile carpilirsa

bZ
¥ = 27 (Qn+ Qi+ Q) (5.45)
]

elde edilir. b, = b(t,) i¢inde bulundugumuz zaman dilimini yani giiniimiizii temsil

etmektedir.
-QMOHb() b %Hg
Qu = 5 Q=055
y3Hb szb
H? 8nGp M,
QA = QAO_bZO7 QP = 5 = 2
H} H; ab’>H}
M, aob3H?
Q. — P Q. =0 0750 5.46
PO aob(%Hgo P PO aszg ( )

esitlikleri ve (5.11) denklemi kullanilarak €; diger elemanlar cinsinden yazilirsa (5.45)

denklemi parametleri cinsinden

2 0 1 2

Y= HbO['QMO(; — 1)+ Qpo(y*— 1) +1] (5.47)
elde edilir. (5.5), (5.11) ve (5.13) kullanilarak,

H,
Qp—Qu+2Q5 =215 (5.48)
Hy,

esitligi elde edilir. Bu ifade ise (5.46) tanimlar yardimiyla ve x = Z—; secildiginde

o Hio Q01 =3) +2Qn0(” — 1552) + 255¢]

(5.49)
2y (Quo(§— 1) +Qao(2 = 1) +1)1/2
elde edilir. Sonug olarak,
i [Quo(1—2) +2Qp0(xy* — 1) +272] (5.50)

Vo 2[Quo(1-) + Qa0 —y) +)]
ifadesi elde edilir.
(5.47), (5.49) ve (5.50) denklemlerinin sayisal yontemler ile ¢oziim grafikleri asagida
verilmektedir. BI, BIII ve KS modellleri cesitli €y, 4 degerleri icin incelenerek

genisleme parametreleri a/a ve b/b degerleri karsilagtirilmistir.,
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