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YEREL OLMAYAN SONLU ORTAMDA SONLU FARKLAR YONTEMI iLE
BIiR BOYUTLU DALGA YAYILIMI PROBLEMI

OZET

Bu calismada yerel olmayan siirekli ortamlar mekanigi ger¢evesinde sonlu bir
ortamda dalga yayilimi incelenerek ug etkilerinin problem igerine girmesi saglanmig
ve sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimler aranmustir.

Bu amagla yerel olmayan, / uzunluklu, diizgiin yogunluklu, lineer, izotrop, elastik
bir ortam ele alinmustir. Integro diferansiyel denklem formunda elde edilen hareket
denkleminde yerel olmayan etkileri gosteren cekirdek fonksiyonu tiggen formda
kabul edilerek islem yapilmig ve fark diferansiyel denklemleri elde edilmistir. Bu
denklemlerin ¢6ziimii igin sonlu farklar yontemi kullanilmigtir. Bu amagla bolge alt
araliklara ayrilmig ve belirli baslangig kosullari altinda sayisal ¢oziimler elde
edilmistir. Bu sonuglar yerel teori ile karg1 gelen sonlu problem ve yerel olmayan
teori ile karg1 gelen sonsuz problemin sayisal ¢oziimleri ile karsilagtirilmustir.

Ug etkileri nedeni ile yerel olmayan sonlu problemde ilerleyen dalgalarin hizinda ve
genliginde kayda deger azalmalar gzlenmistir.
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ONE-DIMENSIONAL WAVE PROPAGATION PROBLEM IN A
NONLOCAL FINITE MEDIUM WITH FINITE DIFFERENCE METHOD

SUMMARY

In the present work, the wave propagation problem in a finite elastic medium is
investigated in the context of the nonlocal continuum mechanics. Main purpose here
is to show the end effects. Numerical solutions are found by finite difference method.

A linear-isotropic elastic medium of length / is considered. Governing equations are
obtained as a system of difference - differential equations by considering the
attenuation function that depends on the distance between the material particles, has
triangular form. To apply the method of finite difference, system is divided to some
subintervals. The numerical solutions of the system with specific initial values are
found and given in the chapter 6. Obtained solutions are compared with the
corresponding finite problem in the local theory and the infinite problem in nonlocal
theory.

In the nonlocal finite problems, it is observed that the velocity of the propagating
waves is slowing down and the amplitude is decreasing by the end effects.
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1. GIRIS

Bu ¢aligmada, yerel olmayan siirekli ortamlar teorisi gercevesinde sonlu bir ortamda
dalga yayilimi problemi incelenmistir. Bu amagla 6nce belirli bir ¢ekirdek kabulii ile
genel denklemler cikarildiktan sonra yaklasik ¢oziimler aranmigtir. Yerel olmayan
teorinin sonlu ortamlarda probleme getirdigi farkliliklari gorebilmek i¢in elde edilen
sonuglar, yerel teori ile kargi gelen sonlu problemin ¢éziimii ve yerel olmayan teori

ile kars1 gelen sonsuz problemin ¢oziimi kargilagtiriimigtir.

Bilindigi gibi yerel siirekli ortamlar mekaniginin dayandig: temel aksiyonlardan biri
yakin komsuluk aksiyomudur. Bu varsayim sonucu uzak noktalardaki etkiler hesaba
katilmaz ve bir noktada meydana gelen degisimlerin sadece ele alinan bu noktanin
termoenerjetik faktorlerine bagh oldugu dusiunilir. Bagka bir deyisle o noktada
tamimlanan herhangi bir biyiiklik sadece o noktanin fonksiyonu olarak ele alinir.
Oysa ki dogada madde taneciklerden olugsmaktadir ve her tanecik cismi olusturan
diger taneciklerle etkilesim halindedir. Giiniimiizdeki o6lgme tekniklerinin
gelismesinin de yardimiyla herhangi bir tanecigin komsu taneciklerle etkilegim

igerisine girdigini gozlemlemek mimkiindiir.

Yerel olmayan etkilerin isleme katilmasi pek ¢ok arastiricinin ilgisini g¢ekmis
olmakla beraber bu konu daha ¢ok 1970 — 1990 yillari arasinda aragtiricilarin
calismalarini yogunlastirdigi konu olmus ve klasik siirekli ortamlar mekaniginin
yamtlayamadigi bir ¢ok soruya uygulamada karsilagilan 6rneklerle uyusan sonuglar
elde edilmistir. Bu konuda yapmis oldugu calismalarinin ¢oklugu, elde ettigi
sonuglarin gergekle uyusumu konusundaki ustiinliigi nedeni ile 6ncelikle Eringen
[1-6] *den soz etmek yerinde olur. Burada yalmzca birkag ¢aligmaya yer verilmistir.
Eringen’ in galigmalarindan kolayca gozlendigi gibi ortamda dislokasyon, bosluk,
catlak gibi sirekliligi bozan unsurlarin olmasi halinde klasik siirekli ortamlar
mekanigi ile gercekle hi¢ uyusmayan sonuglar elde edilen birgok problemde yerel
olmayan teori ile gergege ¢ok yakin sonuglar bulunmustur. Ornegin kiigiik siddette
yiiklemeler altinda bile ufak bir gatlagin uglarinda gerilmenin sonsuz ¢itkmasi klasik

yerel surekli ortamlar mekaniginin bu tur bozukluklar igeren problemlerde yetersiz



kaldigt bilinmektedir. Yerel olmayan etkilerin isleme katilmasiyla yukarida sozi
edilen tekillikler ortadan kalkmustir. Bu durum yerel olmayan stirekli ortamlar
mekaniginin yalnizca akademik merak sonucu ortaya g¢ikmig bir teori degil, klasik
teorinin yetersiz kaldigi noktalarda sorulara yamt veren, gergekgi bir teori oldugunu
ortaya koymaktadir. Bu nedenle degisimleri yerel etkilere baglayan yerel teori yerine

yerel olmayan siirekli ortamlar mekanigine olan ilgi giin gectikge artmigtir.

Yukarida genel tanimu verilirken deginildigi gibi yerel teorinin aksine, yerel olmayan
teoride herhangi bir x noktasinda, ornegin, gerilme tansori bilegenleri cismin tiim
x' noktalarinin sekil degistirme alaninin fonksiyonel formu oldugu disinilir. Bir
atomun tzerine etkiyen atomlar arasi kuvvetlerin bu atom ve bagli bulundugu komsu
atomlar arasindaki atomik uzakhgin degisimine bagli oldugu kristallerin yapilarindan
bilinmektedir. Bunun siirekli ortamlar mekanigindeki kargih@i, herhangi bir x
noktasindaki gerilme, cismin tim noktalar olarak tanimladigimiz x' noktalarinin

sekil degistirme alaninin bir fonksiyonel formu ifade edilerek verilebilir.

Sonug olarak yerel olmayan teorinin klasik teorideki kimi bosluklari dolduran,
deneylere oldukga iyi uyusum gosteren bir teori olarak bilimsel gergeve igindeki
yerini aldigi soylenebilir. Catlak ve dislokasyon problemlerinin yani sira klasik
elastisite teorisinde goruldigiiniin aksine yerel olmayan teori ile sonsuz ortamlardaki
elastik dalgalarin dispersif karakter gosterdigi de kolayca gozlenmistir. Bu
dispersiyon tamamen biinyesel karakterlidir [7,8]. Bu orneklerle yerel olmayan
teoriyle latis dinamiginin atomik teorisi ile klasik yerel elastisite teorisi arasinda

eksik olan baglant: zinciri gorevini yerine getiriyor goziiyle bakilabilir.

Yerel olmayan teori ile yapilan bazi bagka ¢aligmalar ¢ok kisa olarak asagidaki gibi
verilebilir. Eringen [9,10]" da genel yapiy:1 verdikten sonra sirasiyla yerel olmayan
lineer elastik ve mikroelastik cisim igin biinye denklemlerini ¢ikarmig ve tek boyutlu
elastik dalga yayilim problemini ele alarak fiziksel gergeklere uygun ve klasik
yollarla elde edilemeyen sonuglar elde etmistir. Yerel olmayan teorinin akigkan
problemlerine uygulamasi [11]” de verilmis ve [12]” de termoelastik katilarin yerel
olmayan teorisi formiile edilmistir. Bu paralelde yerel olmayan elastisitede dalga
yayilim problemleri [13]" te ¢o6zilmiis ve [14]’de dislokasyon ve gatlak
problemlerinin ¢oziimleri yerel olmayan elastisite teorisi kullanarak aranmigtir.
Eringen — Inan [15] te termoelastik plaklarda boyuna dalgalarin yayilimini

incelemislerdir. [16]’ da yerel olmayan termoelastik dalgalarin yayilisi incelenmistir.



Mikroelastisite konusunda birgok ¢aligmaya imza atan Kunin [17]" de genel yapiy1
vermis, Kroner [18]" de gesitli siirekli ortam varsayimlart arasinda yerel olmayan
teorinin yeri tizerinde durarak temel sorunlara deginmistir. Matematiksel temelleri
[19] da verilen varyasyonel metotla, [20], [21] ve [22]" de elastik katilar ele
alinmiglardir. Daha sonra [23] te polar elastik ortamlar, [24]’ te mekanik ve
varyasyonel yollarla elastik katilarda yerel olmayan etkilerle gesitli problemler
tizerinde durulmugtur. Yine [25] te sonlu yerel olmayan elastisitenin biinye
denklemlerini elde etmis, anizotropik ve izotropik katilar igin lineer teoriyi vererek
yerel olmayan elastisite modulinin matematiksel ve fiziksel ozelliklerini
agiklamigtir. Tek boyutlu ve iki boyutlu problemlerde de yerel olmayan teori
uygulamasi gormek miimkiindiir. Ornegin, [26] da konvoliisyon integrali bigiminde
biinye denklemleri olusturulmus bir boyutlu problemlerin ¢oziimiyle ilgilenilmistir.
Burada alinan ¢ekirdek tiirti gok 6zel olmakla beraber bu yaklagim ile ilging sonuglar

elde edildigi soylenebilir.

Yerel olmayan teorinin ¢ok etkili oldugu ve carpici sonuglarin elde edildigi bir bagka
konuda, basit temelleri 1950” lerde Kachanov [27] tarafindan atilan ve gelisimini
1990 ve 2000’ li yillarda yapan siirekli hasar mekanigidir. Artik temelde yerel
olmayan bir teori oldugu kabul edilen siirekli hasar mekaniginde [28, 29, 30] da pek
¢ok problemin formilasyonu dogrudan dogruya yerel olmayan teori ile
yapilmaktadir. Mikro yapida mikro bosluk ve gatlaklarin var oldugunu kabul eden
bir hasar mekanigi yapr olarak yerel olmayan bir problemdir. Ortalama alma yoluyla
pek ¢ok malzeme modeli ortaya atilmig olmakla beraber sonuglarda ortaya gikan pek
¢ok bosluk yerel olmayan etkilerin isleme katilmastyla [31] ¢oziimlenmigtir. Benzer

orneklere plastisite teorisi [32] ve mikromorfik teorilerde de rastlanmaktadir.

Bu genel ¢erceve disinda kalan bazi konularda ise matematiksel gigliikler
astlamadigr igin fazla bir ¢aligma yapilmamig olmakla beraber genelde yerel
olmayan siirekli ortamlar mekaniginin yer aldig1 ¢aligma sayisi azalmamig aksine bu
konu klasik olmayan siirekli ortamlar mekanigi cergevesinden gikarilarak temel
konular arasina girmistir. Cunkii yerel olmayan siirekli ortamlar mekanigi
kullamlarak elde edilen sonuglarin gergekle olan uyusumu, arastiricilara pek gok
klasik ve klasik olmayan modellerde yerel olmayan etkilerin igleme katilmasinin son
derece dogal oldugunu dusindirmeye baslamistir. Bu nedenle yerel olmayan siirekli

ortamlar mekanigi modellerinde matematiksel giigliikler nedeniyle aydinlatilamayan

)



noktalarn ag¢iga ¢ikarilmasinda biiyiik yarar vardir. Bu ¢aliyma bu duruma bir 6rnek

olarak alinabilir

Bu ¢alismada genel probleme gegilmeden evvel ikinci boliimiinde elastik katilar i¢in
yerel olmayan siirekli ortamlar mekaniginin biinye denklemleri verilmistir. Daha
sonra problemin sunulusuna temel olusturan alan denklemleri elde edilmis ve

problemin yapisini etkileyen ¢ekirdek yapilari ile ilgili genel bilgi sunulmustur.

Caligmanin izleyen boliimiinde, yerel olmayan teoriyle sonlu bir ortamda dalga
yayilimi problemine ait genel yapidaki denklem sistemi elde edilmistir. Bulunan
denklem sistemi segilen gekirdek ile besinci ayitta ele alinacak olan sayisal

yontemin uygulanabilecegi uygun bir forma indirgenmistir.

Dérdiincii bolimde, problemin ¢oziimiinde kullamlacak sayisal yontem ayrintilari ile
olusturulmugtur. Bu yontem ile olusturulan semanin dayandigi matematiksel yapi

irdelenmistir.

Besinci bolimde ise, yerel teoride karsi gelen sonsuz ortam problemi ile yerel
olmayan teoride karg1 gelen sonsuz ortam problemi ele alinmis ve bu problemlere
kars1 gelen semalar olusturulmustur Semalarin kararlilig: ve tutarliliginin saglanmasi

i¢in gereken kosullar ele alinmustir.

Altinct bolimde dérdincii ve besinci bolimde olusturulan problemlerin sayisal
¢ozimleri secilen iki farkli baslangi¢c verisi ig¢in hesaplanmig ve karsi gelen
¢ozumlerin grafikleri ¢izdirilmistir. Ayrica bu g¢alismada ele alinan problemlerin
sayisal ¢oziimleri uzay adimi Ax igin latis mesafesinin dortte biri boyutunda, zaman
adimi 4r igin ise 107" boyutunda sayilarla incelendiginden islemci ve bellek
kapasitesinin yiiksek oldugu bilgisayarlarla hesaplarin yapilmasi zorunlulugu

unutulmamahdir. Daha sonra elde edilen sonuglar tizerinde yorumlar yapilmigtir



2. TEMEL DENKLEMLER iLE iLGIiLi OZET BILGi

2.1. GIRIS

Bu boliimde oncelikle yerel olmayan siirekli ortamlar mekaniginin temel denklik
denklemleri {izerinde durularak kiitlenin, momentumun, enerjinin denklik
denklemleri ile birlikte termodinamigin ikinci yasasi verilecektir. Bu denklik
denklemleri daha evvel birgok yerlerde yaymlanmig olup galismamizin butinligi
agisindan gok kisaca yinelenmigtir. Bu nedenle termodinamik kisitlamalar ile yerel
olmayan ortamlarda lineer, izotrop, elastik katilar igin biinye denklemi
olusturulacaktir ve temel denklemler elde edilecektir Bunlara ek olarak, yerel

olmayan modiillerin yapisi ile ilgili bilgi verilecektir.

2.2. DENKLIK DENKLEMLERI

Dogal olarak yerel olmayan teorideki denklik denklemleri ile klasik siirekli ortamlar
mekanigindeki denklik denklemleri arasinda birtakim farkhliklar bulunmaktadir. Bu
farklihiklari asagidaki sekilde ozetleyip genel denklik denklemlerine gegilecektir.

V(t) herhangi bir 7 zamamnda E* Euclid uzayinda cismin tim noktalarim igine
alan bir bolgeyi ve o(f) bu bolge icerisinde bir siireksizlik yizeyini gostermek
tizere, V' (t) tizerinde tanimlanan global korunum yasalarinin, her P(f) c V() alt
bolgesinde tammlanan yerel korunum yasalari ile esdeger olmadigi agiktir. Global
bir korunum yasasi y gibi bir buyiiklik igin

%jyﬂﬂu | na— [ gav =0 @.1)

ra oo e

seklinde yazilabilir. Burada w kiitle, enerji, momentum gibi cismin herhangi bir
ozelliginin birim yogunlugunu gosterebilir. Dolayis ile

J- wdV
140)

y biyiikligiiniin tiim hacim tizerindeki degerini,



J gdv
Vi)

V' iizerindeki bu biiyiikliigiin iiretim orani ve

A

(1)
yine bu ozelligin 0V yiizeyi boyunca akisim gostermektedir. (2.1) denklemindeki

ifadeler

%IV/dV: j/)dV, j’ ()= [ rav , [ gav = _’.SdV (22)

Vit) v(t) av(t) V() 140) V()
tanimlari ile kisaca

J'(D—S—F)dV:O (2:3)

seklinde yazilabilir. Bunun anlami integrandin ¥ iizerindeki ortalamasinin sifir
etmesi seklinde ifade edilebilir. 7'(V'), V tizerinde integrallenebilir ve V' iizerinde

ortalamasi sifir olan fonksiyonlar sinifin1 gostermek iizere

_[RdV:o, Rel(V) (2.4)
J

yazilirsa her R € 7'(V)igin
D=S+F+R 25)
olacaktir. Ayrica her R e (V') igin, P(f) <V (¢)alt bolgesi distiniilecek olursa (2.1)

ifadesi asagidaki yerel ifade seklinde yazlabilir.

IDdV:deV+IMV+J'R¢ﬂf (2.6)
P P P P
Sonug olarak (2.6) ifadesi
ijwdll’:delf#J.(r‘_)zM + [ Rav 2.8)
dt P P aP P
veya
iju/dV:deVﬂ'(rk)dAJr j RdV (2.9)
dts, 5 bes s

" formuna indirgenir. (2.9) ifadesindeki R ek terimlerine genellikle yerellestirme
artiklar1 denilir. Boylelikle, (2.9) ifadesi ile bir noktadaki biyiikligin cismin diger

tiim noktalarindan etkilenir soylemi dogrulanmus olur.



Yerel olmayan teorinin temel tagi olan yerellestirme artiklarinin hangi formda ve
nasil olugtuklan belirlendikten sonra denklik denklemleri olusturulabilir. Bunun igin
genel formda siirekli ortamlar mekaniginin integral formdaki denklik denklemleri

yazilarak korunum yasalan olusturulabilir.

RE /
av 7

v’
Sekil 2.1 Hareketli Sureksizlik Yizeyi

Sekil 2.1° de goriildiigi gibi o(7), hareketli ve mz1 u olan bir siireksizlik yiizeyi

olmak tizere global korunum yasasi

= [war— [ zaa- | gav=o (2.10)
le*H av-o V-o

seklinde yazilabilir. Burada y ve 7% ifadeleri , o uzerinde sigrama siireksizligine
maruz kalabilirler. Integrallerin tanim bolgesi belirli bir u hiziyla hareket eden
siireksizlik yuzeyini igine almaz.  Genellestirilmis Green — Gauss teoremiyle

yukandaki integral denklem
_“ [fl—i-uriﬂiiv(l//v)— T — g+ '”Ic//(vk —u,)-7,[ndd=0 2.11)
I'-o a o

seklinde yazilabilir. Burada v ortamdaki herhangi bir noktanin hiz vektériidiir. Bu
integraller yukarida da ozetlenen gekilde yerellestirilirlerse genel olarak

d i w53
%+ divigyv)-7,,-g=8, V-0 iginde (2.12)

lw(v,—u,)—7,—%,]n, =0, o iizerinde (2:13)
sonuglari yazilabilir. Burada g ve 7, yerellestirme artiklaridir ve bilindigi tizere

gdV =0, 7, [|n.dd=0 (2.14)
f fie]

o

olmahdir.



1. Kiitlenin Korunumu llkesi

Bilindigi gibi bu ilke “bir maddesel hacmin toplam kitlesi hareketi sirasinda

degismez.” sekline ozetlenebilir. Bu durumda hacim ig¢inde y = p, 7, =0,

g=0, ¢ = p ve siir iizerinde 7, = R, tammlan yapilarak (2.12) ifadesinden

ap " .5
T+(pw'k )i =P, V —o iginde (2.15)
C
ve (2.13) ifadesinden
[o(v-u)]n= R, o lzerinde (2.16)
J'ﬁdV:O, [Ra=0 2.17)
V-o a

yazilabilir. Burada p kitle yogunlugu, v, hiz vektérii, p ¥ —o hacmi iginde

tammlanmis kitle yogunlugu yerellestirme artiklar, R o siireksizlik ylizeyi

tizerinde tammlanmus kiitle yogunlugu yerellestirme artiklaridir.
2. Momentumun Korunumu Denkligi

“Maddesel cismin toplam lineer momentumunun zamana goére degisim hizi bu cisme

etkiyen toplam kuvvete esittir” ilkesi amimsanarak ilgili denklemler yazilabilir.

Burada kiitlenin korunumu ilkesi de kullanilarak w = pv, 7, =17, §—= pF,

7, = I, yazlirsa

pv+pv=pE+f )41, V —o iginde (2.18)
[ov.(v—uw)—1,n=F, o iizerinde (2.19)
| pav=o, jmq =0 (2.20)

Vo o

elde edilir. Burada f kitle kuvveti yogunlugu, f V-o iginde tanimlanms kutle
kuvveti artiklar, 7, normali i, olan yiizdeki gerilme vektori, F o iizerinde
tammlanmus kiitle kuvveti artiklaridir.

3. Enerjinin Korunumu ilkesi

“Herhangi bir maddesel cismin toplam kinetik enerjisi ile toplam i¢ enerjisinin

toplamimin zamana gére degisim hizinin, cisme etkiyen dis kuvvetlerin giici ile birim



zamanda cisme giren yada cisimden ¢ikan tim enerjilerin toplamina esittir”

ilkesinden hareket ederek enerjinin denkligi,

Il s
4 :p(;v"vk +£), 1, =pfv,+ph, g=vi"~q

olmak tizere
PE+ ple —%v.v)+pv.f'—l,,\‘k — G —pPh= pl; . V —o iginde (2.21)
ﬂp(e +%v.v)(\'k —u")—1,v,—q, l|nk =H, o uzerinde (2.22)
| phav =o, de.A =0 (2.23)
Vo o

seklinde yazilabilir. Burada & i¢ enerji yogunlugu, q 1si akisi vektorii, A 1st

kaynagi yogunlugu, h V-c iginde tamimlanmus 1s1 kaynagi yogunlugu artiklari, H

o uzerinde tanimlanmis 1s1 kaynagi yogunlugu artiklaridir.
4. Entropi Esitsizligi

Termodinamigin ikinci yasasi kapali bir sistemde entropi iretiminin negatif

olmayacagini soyler. Buna gore yerel olmayan teori igin

o1 — (%)_k L. pgz pb—pn V_ciginde  (224)
ﬂp/;(v~u)—%|ln =B, o uzerinde (2.25)
jplEdV:o, _[BdA:o (2.26)

V-o o

ifadeleri gerceklenir. Burada 7 entropi yogunlugu, @ mutlak sicaklik, b V-o

icinde tamimlanmig entropi tretim artiklari, B o tizerinde tamimlanmig entropi

tretimi artiklaridir.

Buraya kadar denklik denklemlerinin yerel olmayan teorideki formlartyla ilgili
bilgileri verildi. Bundan sonra (2.21) ve (2.24) kullanlarak Clasius-Duhem
esitsizliginin genel formu olusturulacaktir. Bunun igin (2.21)" de / degerini, (2.24)
ifadesinde verilen esitsizliginde yerine yerlestirerek ve Helmoltz serbest enerji

fonksiyonu kullanilarak asagida Clasius-Duhem esitsizligi elde edilir.

. 1 5 | s ~ -
—p(y+6n)+t,v,, +(§)qk8k —p(z//—:v‘)— Py, +ph—p6h=0 (2.27)



Bu agamadan sonra biinye degiskenlerinin yapilarini belirleyen biinye aksiyomlart ile
elastik, izotrop katilar igin serbest enerji fonksiyonunun fonksiyonel formu
belirlenerek gerilme tansoriiniin yapisi hakkinda bilgi elde edilecek, termodinamik

kisitlamalar altinda ana hareket denklemleri elde edilebilir.
Bilindigi gibi nedensellik aksiyomu dogrultusunda, bagimli degiskenler, v, 7, 1,,,

q, ve bunlara ek olarak yerellestirme artiklari da , P, f , h, I;, bagimsiz
degigkenler olan x=x(X,?) ile sicaklik & =6(X,7) alanlarinin birer fonksiyonelidir.
Objektivite aksiyomu ise serbest enerji fonksiyonunun yapisinin
Y =p[Cy (X)), C5, (X),67(X'), X ';C,, 0] (2.28)
seklinde olabilecegini ve
p=0,f=0 (2.29)
oldugunu soyler. Buna gore (2.28), (2.29) sonuglart (2.27) de yerine yerlestirilerek

esitsizligin 6, Vi 4, ya gore lineer oldugu disunulirse

y o .
ty=2p(— [ Ly o, (2.30)
Cy 2, C

sonucu elde edilir. Objektivite aksiyomu animsandiginda h ve b’ min cismin rijit
hareketi altinda degismez kaldig: ve boylelikle de y fonksiyonelinin C; ye bagh
olmadig: goriilebilir. Buradan y fonksiyonelinin genel yapisinin

W —w(C 70" ;CL 8
seklinde oldugu kolayca goriilebilir. Sonug olarak homojen, elastik, 6n gerilmesiz ve

izotrop katilar igin gerilme fonksiyonun genel yapisi biinye denklemlerinin

lineerlestirilmesi sonrasinda

1y = [0, ()b @31)

o= /1'(|x'~ xl)u,'_,_(,\")ﬁk] + 2;1'(|x’ —-x

e, (x') 232)
seklinde elde edilir. Burada

(A ) = (A, pyar(x' ~x)) (2.33)
seklinde tammlanmustir. Burada o yerel olmayan modiilleri gostermektedir.
Bundan sonra yerel olmayan etkileri belirten yerel olmayan elastik modiillerin yapisi

belirlenip, bu ¢alismada kullanilan ¢ekirdek fonksiyonu hakkinda kisa bilgi

verilecektir.



2.3. YEREL OLMAYAN ELASTIiK MODULLERIN BELIRLENMESI

Izotrop, elastik katilar igin /{(|x'Ax|) ve ,u(|x'—x|) yerel olmayan elastik
modiillerinin en genel ortak o6zelligi |x'-x[' niin fonksiyonlart olmalaridir. Yerel

olmayan modiillerin diger 6zellikleri soyle 6zetlenebilir.

(i) x" = x noktasinda maksimum degerlerini alirlar.

(i)  Herhangi bir x referans noktasinin a latis mesafesi olmak iizere
birkag veya daha fazla latis mesafesi komsulugunda etkileri hizla
azalir,

(iii)  a latis mesafesi olmak tzere, a —> 0 i¢in &-Delta fonksiyonuna
donigiirler. Yani

lim A(|x"- x]) = 5(|x"-x])
(iv) j (A =)/ A, (X -]/ pejv(x) =1
e
normalizasyon kosulunu gergeklerler.
Yerel olmayan etkilerin yapisini belirlemek igin yapilan iglemlerin baginda diizlem
dalgalarin incelenmesi gelmektedir. Yerel olmayan etkilerle elde edilen dispersiyon
bagintilariin latis dinamiginde kargi gelen problemin dispersiyon bagintisi ile
kargilagtirilmas: sonunda modiillerin yapisi hakkinda istenen bilgiler elde edilebilir.
Buna paralel olarak. Born-Karman modeli olarak bilinen tek boyutlu bir latis
dinamigi modelinde dispersiyon bagintisi Brillouin bolgesinde

e D ka
2sm (T)
= —

w-‘g
LI )

ka >

( 2 )

formundadir. Bu denklem klasik siirekli ortamlar mekaniginde a =0 igin benzer
sonug verir. Yerel olmayan modiillerin yapisi ile ilgili gesitli formlar kullamlabilir.
Omnegin pargaciklar arasi etkilesimin bir latis uzakhginda lineer oldugu diisiniilirse
Sekil2.2” de goriildiigii gibi bu yazilim diisiiniilebilir. Burada

.|
alph=|z > e

0 N |x| >a

(2.34)

seklinde yazilabilir.



(D

1/a

a a
Sekil 2.2 Uggen Modiil
Benzer sekilde uzak erimli etkilesimleri uzaklikla eksponansiyel olarak alindip:
diisiiniilecek olursa eksponansiyel fonksiyon bazhi farkli yapilar diisiiniilebilir.

I+l

Ornegin, Sekil2.3 de goriinen a(|x[) = %e_ a
a

()

1/2a

Sekil 2.3 Birinci tip eksponensiyel modiil

epa ’ - .. ’ :
ve r=% ve ¢, ise malzeme sabiti olmak {izere Sekil 2.4’ de verilen

%2

a(|x|) = ll—e e eksponensiyel ¢ekirdekleri 6rnek olarak alinabilir.
T
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a(jx])

2oamr

Sekil 2.4 Ikinci tip eksponensiyel modiil

Az~ )

x* noktalan
Sekil 2. 5 Uggen Modiil Yapisi

Bu calismada temel hareket denklemi Sekil2.5 te gosterilen iiggen tip modiille

belirlenecektir.



3. YEREL OLMAYAN TEORI ILE SONLU ORTAMDA BIiR BOYUTLU

DALGA YAYILIMI

3.1. GIRIS

Bu bolumde, once 2i kahnliginda bir plak probleminin formilasyonu verilerek
sonlu olan plak kalinliginin probleme katilis sekli gosterilecektir. Uygulamada ele
alinan bazi yaklagimlar verildikten sonra ana problem verilerek yerel olmayan teori

ile sonlu ve elastik bir ortamda hareket denklemi elde edilecektir.

3.2. PROBLEMIN TANIMI VE GENEL DENKLEMLER

Lineer izotrop yerel olmayan elastik bir cisim i¢in temel denklemler sirastyla

tyy +P(f,—a)=0 G.1
t, = [ ol (< )v(x) G2)
-
oy = (¥ = xel ()8, + 24 (¥ — xe, (') (33)
i / ,
ey = +u) , up=u(x) 3.4
seklinde yazilabilir. Burada
, oy
U, =—- 35
= o (35

olarak ifade edilir. Homojen izotrop malzemeler igin 1’ ve z/'

(A1) = (A ma(x =) (3.6)
seklinde yazilabilir, Homojen olmayan malzeme durumunda yerel olmayan
cekirdegin

a=K(|x'~x|,x) (3.7)

seklinde alinmasi gerekecektir. Buna gére homojen malzeme igin

14



1y = [ 2% = xor, () (x') (3.8)
J

homojen olmayan malzeme igin

b = IK(|x'—x|,x)0'k,(x')ch'(x’) 3.9)

alinmalidir. Buna gore genel hareket denklemi kitle kuvvetinin ihmal edildigi

homojen malzeme igin

[ 2 o, (2 )dv(x') = pii (x) (3.10)
&, 5
seklini alacaktir. Burada
~ar T gl
oA (I:r X)) i B (|; x|)am il
S il G.11)
o 8 [/1’(|x' -x)o, (x'):| +A'(x' - x|)ﬂ
ox, i ox,
yazilacak olursa (3.1) denklemi
”:—[/1'([.\" - xl)a’,:,]ﬁ + /l’(|x' - x|)0'[_, = }dv(_\") = pii,(x) (3.12)

-
halini alir. Green — Gauss teoremi kullanilacak olursa bu denklem

—j [2(x = x]o, (x') |datx') + J' A(|x = x|)o, - (X)dv(x) = i, (x) (3.13)

seklini alir. Burada S, ¥ hacmini kapatan yiizeyi gostermektedir.
Ele alinan problemdeki 7 hacminin her dogrultuda sonsuza gitmesi halinde yukarida
goriilen yiizey etkileri ihmal edilebilir ve yiizey integrali diisiirillerek genel denklem
_"/1'(|x'—x‘|)0'k, (XNdv(x") = pii (x)
,.
seklinde yazilabilir. Bu formiilasyona érnek olmak iizere asagida once bir levha

problemi ele alinmig, daha sonra da yiizey (tek boyutta ug) etkilerini gérmek igin bir

boyutlu problem ele alinmgtir.
Simdi 2k kahnlikhi bir levhada omegin diizlem dalga yayilim probleminin
incelendigi dusiniilecek olursa (x,x,,x;) kartezyen koordinat sisteminde u yer
degistirme vektortnin u,, u,, u, bilesenleri

u, =u(x,x,,1)

iy, =46, %,.1)

15



u, =0 (3.14)
seklinde alinabilir. Bunun sonucu olarak da sifirdan farkli birim sekil degistirme
tansoru bilesenleri

_ Ony

1
,

1 oun  ou,

b=t 22y

G E &
olarak yazilabilir. Burada 1ssal etkilerinde igleme katildigi homojen izotrop elastik bir

cisimde biinye denklemleri

by = I{/l'(|x— ¥

e

Jer, (x5, + 24 (jx = x|)el, (x) + o (|x— x’|)]"(x')§k,} dv (3.15)

olarak yazlabilir. Burada A', x4’ yerel olmayan malzeme modiilleri olup genel
olarak bulunan nokta ile cismin herhangi bir noktasi arasindaki uzakhgin

fonksiyonudur. Benzer sekilde oy sistemdeki 1ssal etkileri probleme katan malzeme
moduli olup yine Ix' = x[ uzakligin fonksiyonudur. Sicaklik etkilerinin ihmal edildigi

problemlerde bu terim yer almayacaktir. 7' sicakhik fonksiyonudur.

Problemi biitiinleyen son grup denklemler ise hareket denklemleri ve sicaklik
etkilerinin disunaldiigii hallerde 1s1 iletim denklemi olacaktir. Buna gore genel

olarak hareket denklemleri
Ly, +p(fi—a,)=0 (3.16)
ve 1st iletim denklemi

[[pr'T'+ B, —x'Ty, Jdv' =0 (3.17)

¥
seklinde yazilabilir. Burada ¢, gerilme tansorii, p kitle yogunlugu, f, kitle

kuvveti vektoriinin k. bileseni , a; ivme vektorinin k. bilegeni olup (3.17)

)

denkleminde y', B', ' 1ssal etkiler gz oniine alindifinda yerel olmayan ilgili
katsayilari gostermektedir. Burada 1si etkileri ihmal edildigi i¢in ayrintiya
girilmemistir. Yalnizca formiilasyonda genelligi saglamak amaci ile bu etkiler (3.15)

ve (3.17) denklemlerinde gosterilmistir.



Levha problemi igin (3.16) denklemi bilesenleri cinsinden yazildiginda kitle

kuvvetinin ihmal edilmesi halinde
yy +has = Pl
by ity =P, (3.18)

elde edilir. (3.15) ifadesinde de gerilme bilesenleri

I{(l’+7y )(”' +/l'(”3 +oT }d !

1
cu

o
—L 4o v
L
o]

j{y(‘—ﬁ‘-+“”)},h (3.19)
X X,

i 2 B

= J 1'+2;t’)—(ﬁ"£ +A'
( At
7'1 X,

seklinde yazilabilir. Isi etkilerinin ihmal edildigi probleme gegilecek olursa toplu
halde denklemler
Lyt = pils (3.20)

{(/1 +2u ) ;‘L}m’

Quy ,("ul'l i
{(/1 + ;1) +A o [d

ve

u;  ou ;
3 (—-+ Iy 3.21
, H; e a\_{,)}' G21)

)
olacaktir. Dalga yayilimi probleminin iki bilinmeyeni olan u; vewu, yer degistirme
bilesenlerini yoneten denklemleri bulmak igin (3.21) denklemlerini (3.20)’ de yerine
koymak gerekir. Boylece elde edilen iki integro-diferansiyel denklem u, ve u,
bilinmeyenleri igin gerekli olan denklemleri verir. Ancak bu integro-diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiiniin kolay olmayacagi acik oldugu igin dalga yayilim
problemlerinde farkli bir yol izlenerek sonsuz boyutlu x, dogrultusunda Fourier

doniisimi ve Faltung teoremi kullamlarak problem farkli bir yone cekilebilir. Bu

amagla



(k)= Izl,(x,,x:,l)exp(ixlk)ctr] , =12 (3:22)

ve diizlem harmonik dalgalar i¢in

i (k,x,,1) =U (k,x,)e" B23)
tammlart yapilacak olursa (3.20) hareket denklemleri
+pw'U, =0

ik, + £

12,2
—ikZy + Ty, + pwU, =0 (3.24)

seklini alir. (-) sembolu ilgili buytkligin Fourier donisimuna gostermektedir.

Burada

£, = }{—/k(/?»rzm("m 70} dx,
-h

£, = ] (7). kU, } dx,

—h
# ~ —
£ = [ {2+ 205, —ik 20} dx; (3.25)
h
tammlart kullanilmistir.

Simdi (3.25) denklemleri (3.24)’ de yerine konarak Ul 5 02 dalga buyiikliikleri i¢in
gerekli olan iki denklem elde edilir. Cok agik olarak goruldiigii gibi bu yerine koyma
sonunda elde edilecek denklemler integro-diferansiyel denklemler olup (—/,h)
araliginda integralleri igermektedir. Bu integrallerin levhanin kalinligi boyunca yerel

olmayan etkileri probleme kattig1 agiktir.

Sonu¢ denklemlerinde ortaya ¢ikan matematik giglikkleri yenmek igin gesitli
yaklagimlar yapilabilir. Ilk ve basit yaklagim uzun erimli etkilerin aradaki uzakhkla

hizla azaldigi ve bunun yam sira #, dogrultusunda etkilesimin daha fazla oldugu

dustncesiyle x, dogrultusundaki pargacik etkilesiminin Dirac Delta fonksiyonu
serileriyle yapilabilecegi dustiniiliirse
h 0
[ 16228, (x, —x,)dx, ~ J FG)8(, - x,)dx, = f(x,) (3.26)
! o

yaklagimi kullanilabilir. Bu durumda
A =2 |x = x) = 2(k)S, (¥~ x,)



=k |, - x,)) = 7 (k)5 (x - x,) (3.27)
yazilabilir. Bu agamadan sonra
(7, =U,(k,w)exp(-ax,)
T,=1, (k,w)exp(—ax,) (3.28)
yazilacak olursa gerilme bilegenleri
7, =—ik(1'+ 2@, - ad'U,
7, =—H (U, +ikll,)
7, =—ikAU, —a(A' + 27\, (3.29)
formunda ifade edilebilir. Sonug olarak bu ifadelerin hareket denklemlerinde yerine

konmast ile

5 W L';
a”—k” =L+ p—)U, +ick(=+1)U, =0
¢ I pF3) : (I" W

I DL .
jok(—=+ W, +(a" ==k + p—)J, =0 3.30
ia (F, W, +(x T. pl_}) _ (3.30)

denklemleri elde edilir. Burada

T, =7+27
r,=1
= (331

olur. (3.30) denkleminde kolayca goriildiigii gibi bu denklemlerin ¢oziimii olabilmesi
igin katsayilar matrisinin determinanti sifir olmalidir. Bu kosuldan dispersiyon
bagmtisi elde edilerek segilen yerel olmayan gekirdek fonksiyonlari ile problem

hakkinda yorum yapulabilir.

Bu caligmada amag bir levha problemi ¢ozmekten ¢ok sonlu bolgede ug etkilerini
incelemek oldugu igin problem daha ileriye gétiirilmeyecektir. Buna karsilik (3.26)°
da verilen yaklagimin yerine bagka bir yaklagim kullanilsaydi ne gibi farkliliklar
dogabilirdi sorusuna yanit aramak amaciyla bu galismaya konu olan bir boyutta sonlu
bir problem ele alinirsa
X =x,x=x=0 (3:32)
tanimlariyla yer degistirme ifadesi
u =u(x) (3.33)

seklinde yazilabilir. Buradan



cu  Cu cu cu
=—#0, —=0,

Fe L) (3.34)
a, ox ax, ox,

oldugu agiktir. Bilindigi gibi birim sekil degistirme tansiiri  tek boyutlu
problemlerde (3.34) geregi

_onCu
W=y
o, o

€,

, €y =¢;=0

yazilabilir. Bu durumda sifirdan farkli gerilme bileseni

= 2

= :‘:(l+2/1)a(ll"—l")::%d~“' L5

seklinde elde edilir. Ote yandan genel hareket denklemi
ty+p(f,—i)=0
olduguna gore kiitle kuvvetlerinin ( f =0) alinmasi halinde ortamda gegerli tek
hareket denklemi
o (3.36)

olarak yazilabilir. (3.35) ifadesi (3.36) ifadesinde yerine yazilirsa

~ 2h

(‘_‘ j l’(lx’—xl)%dx'— pii=0 (3.37)

sonucuna ulagilir. Burada yerel olmayan etkileri probleme katan l'(lx" —xl) ifadesi

integral denklemin cekirdegidir ve

(¥ =x)) = (A+2pm)a(|x' —x|)
seklindedir. Burada o ¢ekirdegi (2.34) ifadesindeki gibi alinacaktir. Ix' —xlz a igin

sifir degeri alacagindan integral hesaplarinin alt araliklarda incelenmesi uygun olur.
Yani « cekirdeginin etkinlik alam diginda kalan bolgelerdeki noktalarin ele alinan
nokta tizerinde etkileri dogal olarak sifirdir. Sonsuz boyutlu bir ortamda bu durum
Sekil 3.1° deki gibi herhangi bir sorun ¢ikarmaz. Oysa ki sonlu bir ortamda ug
noktalarina yaklagildikga gekirdegin yapist degismektedir. Ornegin sol uca a latis
mesafesinden daha yakin bir noktada etki gekirdegi Sekil 3.2” deki gibi olur. Uglarda
olusan bu farkliliklar1 isleme katabilmek igin burada sonlu bolge alt bolgelere

ayrilacak ve her bolgede denklemler ayr1 ayr ele alinacaktir
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X

Sekil 3.1. Sonsuz ortamda tiggen modiil

Sekil 3.2. Ug noktalarda tiggen modiiliin bozulan yapis

Yani yukaridaki sekilde goriildiigii gibi 7. ve N. bolgelerde gekirdegin tiggen yapist
her x degerine karsihk bozulurken , bu bélgelerin disinda ¢ekirdek ticgen yapisini
korumaktadir. Ug etkileri olarak denklemlerin igine yansiyacak bu bozulma
nedeniyle ¢ekirdegin bu araliklardaki yapilarma karsi elde edilecek denklem
formunun diger araliklarda elde edilecek denklemlerin formlarindan farkli olacagi
agiktir. Bunun igin 0 < x </ =2h aralig1 latis mesafesi a = 4x10® cm olan N adet

alt arahga ayrildiginda Sekil 3.3 “deki gibi bir yap elde edilir.
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Sekil 3.3 Bir boyutlu ortamun alt ararliklarina bolinmesi

Birinci bolgede x'° lerin sifirdan biiyiikk olmasi gerekir. Ciinkii x'° lerin negatif
oldugu herhangi bir nokta fiziksel olarak yoktur. Bu nedenle . bolgede gekirdek

A )= (/1+2/1) g Fa I)H(x )
seklini alinir ve benzer sekilde N. bolgedeki ¢ekirdek

Ao —x=(A+ m) (1—| I)H(Na x")
olarak yazilabilir. Bu halde 0 < x < g i¢in (3.37) denklemi

_(IA(I 13 (”1 +J'/1(| ;(\f)ctr')zpii

seklini alir. Burada il’(|.\" —x|) ifadesi agik formda

(x— X)

(i+7u) (1-—)H(x"), x'<x

(x— v)

A —xp=- ,
\(A+2/1) (1-—), x>
a

seklinde yazilabilir. Bu ifade (3.40) denkleminde yerine yazihirsa

leL IL(I—M)[’”U)H( "Yx +I M)de’ =i
a a a

oo

elde edilir. Burada

LA
P2l

dir. (3.42) ifadesinde birinci integral igin
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doniisiimii yapilirsa

&y & £ A B 4 =}
i L(ra-5H20E g Lo 52 g5 (49
Ox v a a o¢ = a a o0&
yazilabilir. Burada her iki integral i¢in kismi entegrasyon yapilir ve smirlar yerine
konduktan sonra tiiretme iglemine gegilirse

o

i = S tu(x+at)—2u(x,n +u(0,0)}, xel (3.45)
=

elde edilir. (3.45) ifadesinde de goriildiigii lizere her ne kadar denklem 7. bolgede
¢oziliyor olsa da wu(x+a) ifadesi II. bolgedeki noktalarin yer degistirme
fonksiyonlaridir. Bu nedenle (3.37) denkleminin tek ve siirekli u(x,f) ¢ozimii
olmasina karsin, bu denklem alt latis araliklarinda ayri ayr1 yapilandirilacagindan,
her bolgedeki ¢oziim ilgili bolim sayismin bir eksigi alt indis aliarak
gosterilecektir. Buna gore Sekil 3.4’ te gorildigii gibi /. bolgeye karsihk gelen
¢oziim u,y(x), ikinci bolgeye karsilik gelen ¢oziim u;(x) ve N. bolgeye karsilik

gelen ¢oziim benzer sekilde uy_,(x) ile gosterilecektir.

xel = 1,(xX)
xell - 10, (x)
xelll = 1, (x)
xeN = i (x)

Sekil 3.4 Alt latis araliklarinda ayriklastirilan ¢6ziimler

Bu tanimlara gore (3.45) ifadesi

i, = St (x+ a, )= 2u,(x, 1)+ 1, (0.0)}, xel (3.46)
e

seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde 71. bolge i¢in hareket denklemi tekrar yazilirsa
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&—’n‘-( | 1(1——(“‘_”'))—6"(*')4\-'+[j”iu B, Sl ):ii (3.47)
a =

1
Gl 1. a ' a o'

elde edilir. Yukaridaki yapildig: gibi benzer donusumler yapihrsa
i, = S, (e + @) - 2u,(x) +u, (x—a)},  xell (3.48)
=

denklemi yazilabilir. Daha evvel belirtildigi gibi 7. ve N. bolgelerin diginda
¢ekirdegin yapist aynen korunmaktadir. Bu nedenle bu bolgelerdeki denklemlerin

formlarinin ayni yapida olmalart dogaldir. Bu nedenle

i, :i{u:(x-ka,l)—Zu:(x,l)+ul(x‘a,l)} , xelll
=

il :
i, =—{u,, (x+a,t)=2u,(x,0)+u_(x—a,t)}, xe(i+l)
a

fiy_, = &{u‘vil(x+a,t)7211‘\._:(x,t)+ul\,‘;(x—a,t)} , xe(N-1 (3.49)
=

ifadeleri yazilabilir. Son bolgede ise hareket denklemi

= (j A(lx - "“(x)d' jz,(| “’(X)H(Na—x)d\] pii
X

x—a

seklinde yazilabilir. Benzer dénasiimler bu denklem igin de yapilirsa

fhypy = 2‘1 {u,  (N+Da)—2u,_(x)+uy_.(x—a)}, xe(N) (3.50)

sonucu elde edilir. Toplu halde denklemler

i, — S [y (v +a,1) - 20, (e, 1)+, (0,0] =0, xel
-

1, —i[u:(x+a,t)—211,(x,l)+un(x~a,t)]= 0. xell
=

i, —c+[11,(x+a,r)—21l:(x,r)+ul(x—a,r)] =0; «xelll
ar

i —:#;[u»\.,,(N.a,l)-Zur\. (0, (x—a,)]=0; xeN  (3.51)
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fark diferansiyel denklemler sistemi seklinde yazilabilir. /. ve N. denklemlerin yapi
itibariyle diger bolgelerdeki denklemlerden farkli oldugu agiktir. Ug etkileri 7.

denklemde u,(0,7) ve ikinci denklemde u, ,(N.a,?) terimleriyle gozikkmektedir.

Bu sistem yapi itibariyle zamana gore tiirev igeren terimleri ile fark denklemlerinden
olugmaktadir. Sistemin analitik ¢oziimi elde edilemedigi i¢in yaklagik ¢oziimler
iizerinde durulacaktir. Kisaca kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde

kullanilan sayisal yontemler asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

e Zaman Bolgesinde Sonlu Farklar Yontemi
e Sonlu Elemanlar Yontemi

e Integral Denklem Yontemi

e Moment Yontemi

e Sinir Elemanlar1 Yontemi

Bu yontemlerin her biri belirli kogullar altinda uygun sonuglar vermektedir. Denklem
sistemindeki her denklem ayn ayn ele alindiginda yalnmzca x degiskeni iizerine
sonlu farklar operatorii uygulanmig hiperbolik denklem yapisimi tagidiklar
dusiinilebilir. Beginci boliimde, yerel teori ile kargt gelen problem ele alindiginda
hiperbolik denklem yapisinda oldugu goériilecektir. Bu nedenle birgok yontem bu
probleme uygulanabilse de, yapi itibariyle fark diferansiyel denklemleri formatinda
oldugu igin sonlu farklar yontemini kullanarak yaklagik ¢oziim aramanin uygun
olacag: diigiiniilmiistiir. Diferansiyel denklemleri fark denklemleri olarak yazma
esasina dayali olan bu yontem 90 yili agkin siiredir var olmasina ragmen, 40’11
yillardan sonra kullamlmamig, ancak bilgisayarlarin iglemci hizlarinin ve bellek
kapasitelerinin arttig1 son yillarda tekrar arastiricilarin ¢okga kullandigi bir yontem

haline gelmistir.
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4. SONLU FARKLAR YONTEMI iLE YAKLASIK COZUM

4.1. GIRIS

Bu boliimde yerel olmayan ortamda sonlu bir ortam igin elde edilmis olan fark
diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimi sonlu farklar yontemi kullamlarak
aranmigtir. Bunun igin 6nce sonlu farklar yontemi ile ilgili 6zet bilgi verilmig, daha

sonra sayisal ¢ozimiin semasi olugturulmustur.

4.2. SONLU FARKLAR YONTEMI iCiN BAZI TEMEL BIiLGIiLER

Bilindigi gibi matematik modelleme sonucu temel bilimlerin igine giren pek gok
problemi yoneten denklemler genel olarak parcali veya adi diferansiyel denklemler
seklinde ortaya gikar. Ozel problemler igin bu denklemlerin gerekli sinir ve baslangig
kosullari altinda ¢oziimii yapilmas: gerekir. Fakat bunlarin gogu analitik ¢oziimleri
bilinmeyen tipten olduklarindan yaklasik ve sayisal yontemlere bagvurulur, sonuglar
da ancak saghkli yapilan olgimlerle veya kendi aralarinda karsilastirilarak

dogrulanabilirler.

Bilgisayar teknolojisinin gelismedigi dolayisiyla sayisal yontemlerin elle yapildig bu
nedenle de yaklasimlarin yeterli olmadigi yillarda dogal olarak kapah ¢oziim bulma
yoniinde caligmalar oncelik kazanmustir. Ancak  iglemcinin ve bellegin gok
giiglendigi son yillarda karmagik problemlerin ¢oziimlerinin bilgisayar kullanimu ile
elde edilmesi yoniinde yapilmis olan caligmalar artmistir. Dogal olarak bu tir
¢oziimleri aramada sayisal yontemlerin 6nemi artmus, daha yalin ve dogru, kararli
¢oziimler elde edebilmek i¢in sayisal yontemler iizerindeki galigmalar da artmis ve
pek ¢ok yeni teknikler denenmeye baglanmistir. Bu galismada elde edilen denklemler
fark diferansiyel denklemleri tiriinde oldugu igin sonlu farklar yontemi ile yaklagik
¢0ziim aramanin uygun oldugu dusiinilmiistir. Bu nedenle agagida once kisa olarak
sonlu farklar ile ilgili genel bilgiler verilmis daha sonra da bu yontem ana fark

diferansiyel denklemine uygulanmustir.
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4.2.1. SONLU FARKLAR YONTEMI

Sonlu farklar yonteminin dayandigi temel, bir nokta civarindaki degisik mertebe
tirevleri sonlu farklar ile ifade etmektir [34]. Ornegin f = f(x) gibi tek degiskenli
bir fonksiyonda bir tiirevi ifade edebilmek igin bu tirevin fonksiyonun yakn civar
degerleri ile ifade edilmesi 6ncelikli problem olur. Once bagimsiz degiskenlerin ifade
edildigi x dogrultusu belirli araliklara boliniir. Bu araliklarin esit olmasi gerekli
degildir. Amaca gore farkli bolinmeler yapilabilir. Ornek olmak iizere esit
bolimleme yapildigi varsayilirsa bir nokta civarindaki f(x) fonksiyonunun tiirevi
bu noktaya yakin iki noktada fonksiyonun degerleri cinsinden yazilabilir. Ornegin
Sekil 4.1° de gosterilen f(x)fonksiyonun x = x, noktasinda tegetinin egimi ii¢ halde

ifade edilebilir.

ileri Fark ile

e 00y ) — Ji()
fx) Y O
geri fark ile

S =f)

X

f(x)

ve merkezi fark ile

2Ax '

f'(x)

Sekil 4.1 Herhangi bir noktada tek degiskenli fonksiyonun tiirevi

27



Benzer diisiince 2. ve daha yiiksek mertebeli tiirevlere de uygulanabilir. Bu amagla
X;; ve X, noktalarnin tesine gidilmesi gerektigi agiktir. Bu nedenle yontemin

genellestirilmek igin bagimsiz degiskeni sabit veya degisken araliklara bslmek
gerektigi ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle Sekil 4.2 deki gibi bir boliinme yapilarak

] ' [ ] ' ] L} ] ]
L} (] L] ] ' . ) ]
' ] . ' ' . ' '
' [] L] (] ] L] ' 1
. . L] [} [l L) ] L
R shlh: Shoho
] ] L] ' ' L] l :
(] " ] L] ] 1 L} ] [}
N [} L} [} | L] ' ]
] 1] L : : : : :

X, X X,

i-hk %1 X it Xishk

Sekil. 4.2 Bagimsiz degiskenin araliklara boliinmesi

ikinci mertebe tiirev

LS A CH RN ACTY)

£1x) z

- (A%)

ey L) 2 G ¥ 2 ) 15
()

yakin noktalardaki fonksiyon degerleri ile ifade edilmis olur.

Benzer islemler kismi tiirevli diferansiyel denklemlere de uygulanarak ve onlar da
fark denklemleri seklinde yazilabilir. Pargali tiirevli fonksiyonlar Sekil 4.3’ teki gibi
sistem y dogrultusunda da boliinerek

FfG.y) | fEand) =23+ f (x5 )

o’ (Ax)’
ve benzer sekilde
&f(x,2) LG ) = X, ¥~ O V) + F (3, 0)
axcy AxAy
yazilabilir.
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Y1 Ay
yi Ay
Yia
t + 574
i-1 XFX fi+1
Ax 1 Ax

Sekil 4.3 Iki degiskenli fonksiyon i¢in degiskenlerin ayriklagtirilimasi

Bundan boyle genelligi saglamak agisindan fonksiyona verilen artimlar asagida
verilen tanimlarla gosterilecektir. ¢ ve x segilen degiskenlerine bagh
v(x,f) fonksiyonu tammlandiginda ileri artim
A, v(x,t) = v(x,t +At)—v(x,1)
A, v(x,t)=v(x+Ax,t)—v(x,1)
geri artim
A_v(x,t) =v(x,t —Af)—v(x,1)
A_v(x,t) =v(x —Ax,t)—v(x,1)
seklinde gosterilecektir. Burada A sembolii hem ileri hem de geri artim igin
kullamlmigtir. Merkezi artim igin asagida gosterildigi gibi & sembolii
kullanilacaktir. Buna gore herhangi bir ¢ift degiskenli v(x,¢) fonksiyonun sirasiyla ¢

ve x degiskenleri iizerinde birinci mertebeden merkezi artimlari

|
ov(x,t)=v(x,t+ ;Ar) —v(x,t —%At)

1 1
S v(x,t)=v(x +EA.\’,I)*\’(,\ 75,1)

olarak verilebilir. Ikinci mertebeden merkezi artimlar ise birinci mertebeden merkezi

artimlara § operatdriiniin tekrar uygulanmasiyla
S (O v(x,1)) =0, (v(x+ l:A}. 1) —v(x —%.f))

seklinde yazilabilir. Buna gére

S ,v(x,1) = v(x+Ax,1)—- 2v(x,1) +v(x— Ax,t)

S, v(x,0)=(A,, —A_)v(x,0)
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sonuglart elde edilir. Burada &, ikinci mertebeden x degiskenine gore artimi

gostermektedir. Benzer sekilde aymi islemler 7 degiskenine gore de yapilirsa
S, (S v(x,1)) =0, (v(x.1+ %At) —v(x,1— l;Ar))

S.v(x,1)= v(x, 1+ At)—2v(x, 1)+ v(x,1 — Ar)
S v(x,0)=(A, —A (%1
ifadeleri yazilabilir. Burada &, yukarida tanimlandi@1 ¢ degiskenine gore ikinci

mertebeden pargali artimi gostermektedir.

4.2.2. DEGISKENLERIN AYRISTIRILMASI (IZGARALAMA)

Sonlu farklar yonteminde ilgilenilen uzay, problemin duyarliliginin gerektirdigi
biiyiikliikte birim hiicrelere aynhr. Bu ¢alismada x ve 7 deZiskenleri alt araliklara
ayrilmistir. Yukanda deginildigi gibi bu araliklar farkli uzunluklarda olabilirler.
Lineer problemlerde bilgisayarn, kullanilan iglemcisi ve bellegi el verdigi olgude
alt arahiklarin sayisi problemin kararliligini bozmayacak sekilde ne kadar kugiik

alinirsa daha dogru ve daha gergekgi sonuglar elde edilir.

(3.51) denklem sistemi uzaysal degiskene gore tirev igermemektedir. Bu degisken
iizerinde sonlu farklar operatériiniin uygulanmas: veya bir baska deyisle var olan alt
araliklarin daha kiigiik es alt araliklara ayrilmasi problemin fiziksel karsiligt
agisindan ilk bakista anlamsiz gelebilir. Fakat sistemin ¢oziimiiniin bu alt araliklarda
nasil davrandiginin agik sekilde belirlenebilmesi ve ozellikle 7. ve N. bolgelerde ug
etkilerinin daha net gozlemlenebilmesi igin gosterimsel olarak latis mesafesine
ayrilmig alt araliklar da esit alt pargalara aynlacaktir. Bu islemin yapilmasi zaten
cok kiigiik mertebede olan latis mesafesinin de alt araliklara ayrilmasi anlamina
gelmektedir. Dolayisiyla, zaman bolgesinde de yapilan ayriklagtirma neticesinde
sadece zamana gore tirevlerin fark denklemleri seklinde ifade edilerek genel
denklemleri bigimlendirecegi  anlagilabilir. Bagka bir deyisle sonlu farklar
yontemiyle fark denklem sistemini olusturacak olan her bir fark denkleminin sadece
zaman bolgesi iizerinde uygulanan ayriklastirma sonucunda sekillenen denklemler
oldugu soylenebilir. Bu nedenle ¢oziimde kullanilacak yontemde sembolik olarak her
alt arahik 4 esit pargaya ayrilacaktir. @ latis mesafesi olmak iizere her alt arahigin

uzunlugu



Ax:z,Oﬁ.\'Sl 4.1)

seklinde alinacaktir. 7 , ise sayisal hesabin bitecegi zamani gstermek iizere
0<r<t, 4.2)

olarak yazilabilir. Sayisal islemler i¢in ¢ sonsuz olamayacaginda, ¢° nin belirli bir
yerde kesilmesi zorunlulugu unutulmamalidir. Ar>0 zaman adimni gostermek
iizere,

At = f—} J nokta say1si (4.3)

seklinde tammlanmistir. Burada J zaman adim adedi olarak isimlendirilir. Buna
gore

x,=nAx, n=0,1,.4N (4.4)

1, = jAt, J=0 10T 4.5)

tammlar1 yapilabilir. Burada her (x,.f;) giftine grid noktasi denir. (x,,7;) grid

noktasi n. uzay adimindaki ve j. zaman adimindaki noktanin koordinatlarini Sekil

4.4 © teki gibi tanimlar.

|AX Ax
At j*+1
At Xt{—I XI{I x14+1
At )S:
a /
[
Ax Ax Ax Ax  Ax

Gnid noktalan
Sekil 4.4 Grid noktalarinin olusumu
(oziimii aranilan denklemin analitik ¢oziimii u(x,?) , yaklagik ¢dziimii
U! =U(x,,t,) = U(nAx, jAt)

ile gosterilmek tizere

u(x,,t)=U(x,.t)) (4.6)
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olarak dugiiniilecektir. Burada » uzay adimim, j zaman adimini gostermektedir.

Bunlara ek olarak yukarida verilen sonlu farklar yonteminde kullanilacak olan 6n
bilgiler agagidaki gibi 6zetlenebilir.
Zamana gore birinci mertebeden tiirev
y,(x,0) =lim v(x,1+&)—v(x,t)
£ &
seklinde tanimlandig1 i¢in bu tirev sonlu zamanda

o 80 ) Bl B
v(x,:1,) ———( = ZI : ), e=At 4.7

seklinde ifade edilebilecegi gibi

wx .1 aa 4 b2
”,fj ) ::_(”—I—I—)AT(_) 5 e=-At (48)

seklinde de ifade edilebilir. Goruldugi gibi (4.7) ifadesi ileri fark, (4.8) ifadesi ise

v(x,

geri fark seklinde yazilmistir. Ayrica asagida gosterildigi gibi merkezi fark

V(%51 41/2) = V(Xn,Lj-1/2)

Vi (%,,15) ~ v ; e=1/2 4.9)
seklinde yazilabilir. Benzer islemler ikinci mertebeden tirevlere de uygulanabilir.
Buna gore

ST, )
X,l,)= ~—J———’— e=At
vt~ -
ve
o7 ) ) y(x .1
‘ (x",t )N‘( n ]+|) (x, ’_;) V(&) (4.10)
Ay

ifadeleri yazilabilir. Benzer sekilde ikinci mertebeden uzay degiskenine gore tirev de

yazilabilir. Bu tiirev

v (x,1)= ljn(l-———v"("ur S”_)__ LALD)
§—0 z

seklinde tanimlanmistir. & = Ax olmak tizere

) 1)

Vi (x,.t) e

ve

W(X,,51, )= 2v(x,. 1 )+ V(X ;51,)
V. (x,.1,) = - (4.11)
' ' (Ax)

elde edilir.
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4.3. FARK DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMININ COZUMUNDE
KULLANILACAK SEMA

Sonlu farklar yonteminde kullanilacak gemalar agik (explicit) ve kapali (implicit)
semalardir. Agik semalarda ¢oziimii aranan fonksiyonun herhangi bir
1, = jAt

anindaki degeri tek bir adimda hesaplanir. Kapal semalarda ise bu hesap birden fazla
adimda gergeklestirilir. Yani agik semalarda j. adimdan (j+1). adima gegerken

Ut =U(x;.t,,)
degerleri tek bir iglemle belirlenir. Kullanilacak gema agik bir semadir. Burada
(3.51) ile verilen denklemlerin sonlu farklar yontemindeki kargiliklarini yazabilmek
i¢in Sekil 3.4°te de goriilen tiim alt araliklardaki ¢oziimler igin bundan sonra

Uy (3%,,1,) = U, 1,)

(%, 2 U(x,.1,)

,(x,01,) ~ U(x,.1,)

y (3%,01,) U (5,1,)
u(x,,1,)~U(x,,1,)

Uy ((x,,1,)= [g[](x”,tj) (4.12)
tammlart kullamlacaktir. Toplu halde (4.12) tanmimlart

u(x,1,)~U(x, 1)~ (/: (4.13)
seklinde gosterilebilir. Burada, » uzay adimini, j zaman adimin ve 7 ise hangi alt
arahikta hangi gergek u ¢oziimiine kargi hangi U sayisal ¢oziimiiniin kars: geldigini
gostermektedir. 7, n, j’ nin alabilecekleri degerler

O=f<N
4i<n<4.(i+1)
0 j g (4.14)

seklinde olacaktir.
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Buna gore denklem sisteminde yer alan u(x+a,?), u(x,t), u(x—a,t) ifadelerinin,
a = 4Ax olmak iizere, herhangi bir 7 anindaki yaklagik ¢oziim karsiliklar sirastyla

Ux, +4Ax,1,), UGx, 1)), Ulx,—4Ax,1,)

n>
veya

P . i, B (4.15)

i n+d in i n-4
seklinde yazilabilir. Ayni notasyon kullanilarak denklem sistemi iginde yer alan diger
mertebeden tirevler de benzer bigimde yazlabilir. Ornegin ikinci mertebeden

tirevler (4.10) tammlamas: animsanarak

[k Vel e
i (x, f ) a o i
(x,.t)=~ 7V

seklinde yazilabilir. Sistemde zamana gore ikinci mertebe tirevin var olmasindan
otiirii birinci adim hesab igin ayn bir yapida fark denklemi ile galigilmasi gerekir.
ikinci ve daha sonraki adimlar igin ise rutin fark denklemleri ile ¢alisilacaktir. Sonlu

fark semasinda sadece birinci adim igin

UEr U
ﬁ': tn B i ﬁrl'/J”_Ar(rn " )= U"],
(Ary (A1) At "n
yazilir ve yukarida da verilen doniisiim diisiiniilerek
LF— Ui
= iv/ AR '")+U V- [ U Ul (4.16)
Lig. Af ”+D{H+JV on ”']'!N*JI
elde edilir. Bilindigi tizere
) 0y
tl,(x,,,l’)z(Tt(/ Nx,. 1) (4.17)
ct tn :

seklinde gosterilmistir. Buna gore a<x, </—aigin

U'= U“)+U +PR Y et 1 (4.18)

in U+ dy 1 {i=l)(p-g)
esitligi yazilir.
Benzer sekilde x, €/ ve x, € N igin de benzer denklemler sirasiyla

U' —Ar( U )+U +v° [U -2U°+U"], (0<x,<a) (4.19)

0n 1 (44 0n 00

ve
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—At(— UNY+U '+ [U" 20"+ U" 1,(I-asx,<l) (420)

- |." t (N, N-ln (N=Dan)  (N-Dp (N2

yazilabilir. Burada
- €, 2 )
v =-L(Ar) 421)
-

dir. Tkinci ve daha sonraki adimlar igin, (yani j=23,... durumlan i¢in) 7. ve

(N —1). bolgede sirasiyla

U’*‘—zuf U“+V[UJ —2U° + U]

n n 1 (n+4) On 00
PR =20~ 0" 207 +0T" 7 (4.22)
(N-1), (N, (N, (N-1)an) Ny (N-2)pgy

yazilir. Benzer gekilde bunlarin diginda kalan bolgelerde de

Uf”:zuf U“+v[U’ = g7 j (4.23)

in gy in Gpg

denklemleri elde edilir.
Coziilecek olan denklemin degiskenleri tiim bolgede ayriklastirildigindan baslangi¢
ve sinir kosullarinin da ayriklastirilmas: gerekir. Baglangi¢ kosulu

u,(x,0=U", i(x,0)= 1“/: (4.24)
seklinde sonlu farklar formuna dénustiiriilebilir. Sayisal problemin sinir kosullari

u(©,)=U" =0, u(lt)=U’ =0 (4.25)

N-1(4.N)

seklinde alinacaktir.



5. YARDIMCI PROBLEMLER VE iLGIiLi SONLU FARK SEMALARI

5.1. GIRIS

Bu béliimde yerel teori ile sonlu bir ortamda dalga yayilimi problemi ile yerel
olmayan teori ile sonsuz bir ortamda dalga yayilimi problemleri i¢in hareket
denklemleri elde edilmigtir. Bulunan denklemlerin sonlu farklar yontemi ile kars:
gelen gemalar olugturulmugtur. Daha sonra elde edilen semalarin kararlihk ve

tutarlilik analizleri yapilmigtir.

5.2. YEREL TEORI iLE BiR BOYUTLU SONLU ORTAMDA DALGA
YAYILIMI PROBLEMI

Yerel olmayan teori ile ilerleyen boliimlerde elde edilecek sayisal ¢oziimlerde ug
etkilerini tam anlamiyla gorebilmek icin yerel teori ile karsi gelen problemin sayisal
¢oziimleri gerekmektedir. Bu nedenle ilk 6nce aymi problem yerel teori ile
olugturulup sayisal olarak ¢oziilmeye ¢ahgilacaktir. Yerel teori ile ¢oziilen problemin
sayisal ¢oziimii aranmak istendiginde hangi sonlu fark semast olusturulursa

olusturulsun ek sinir kosullarina gerek duyulacagi unutulmamahidir. e, burada da

u, ,+u
ek, = k. 2 1.k (51)

olmak tizere bir boyutlu problemde

u(x,%,,%,) = u(x,) = u(x) (5.2)
oldugu distniiliirse
o o o
o, Dog, Hop (5.3)
X, ax, o,
yazilabilir. Buradan
. Cu
e, =—=—, e,=¢,=0 54
e g (54

elde edilir.
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Problemde sifirdan farkli tek gerilme bilegeni £, olup
fy=(A+2m) - (5.5)
ox
dir. Bu ifade (3.36) hareket denkleminde yerine konursa
(2] u ]
—| (A+2u)— |= pii 5.6
["x(( ) E,‘xj pii (5.6)

elde edilir. (5.6) ifadesi daha sade bir halde yazilacak olursa

u  ,u

—— il e 57
A i
bilinen hiperbolik denklem bulunur. Burada
2
¢ =M (5.8)
P

dir. Bu (5.7) denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in birbirinden oldukga farkli bir¢ok sema
gelistirilmis, bu semalarin kararlilik, tutarhhk ve yakinsakhk analizleri tizerinde
durulmustur. Bir evvelki bolimde (3.51) denklem sisteminin hiperbolik denklem
yapisinda alt denklemlerden meydana geldigi iizerinde durulmustu. Bu nedenle
ilerleyen boliimlerde sonlu fark semalar: hiperbolik denkleme gore yapilacak,
buradan elde edilecek veriler karsi gelen diger semalarin analizleri igin baz
alinacaktir. Yalniz, hiperbolik denklem igin bir nokta ¢ok dénem tagimaktadir. Bu tir
denklemlerin sonlu farklar yontemi ile ¢oziiminde gergek problemde var olmayan
sinir kosullari problemin igine girmektedir. Bu tiir kosullarin sayisal ¢oziimde
uizerinde durulacak olan ug etkilerinin i¢ine karigmasini engellemek veya bunu en aza
indirgemek igin sonlu fark semalari kisminda da deginilecek olan anti simetrik sinir

kosullari kullanilacaktir.

5.3. YEREL OLMAYAN TEORI ILE BiR BOYUTLU SONSUZ ORTAMDA
DALGA YAYILIMI

Bu boliimde genel denklemler verildikten sonra bir boyutlu problem ele alinarak
genel formiilasyon yapilmistir.

Basit bir uygulama olarak burada bos u¢ kosullari ile boyuna dalgalarin yayilim
problemi ele alinabilir. Bu durumda yine sifirdan farkli tek gerilme bileseninin 7,

oldugu dusiiniilecek olursa



o i
L@ = j A +2y)a(|x'—x|)%f)dx' (5.9)

yazilabilir. a(|x|) fonksiyonu daha evvel tanimlandig1 gibi tiggen formda alinir ve

(5.9) denkleminde yerine yazilip (3.2)’ deki gibi kismi entegrasyon yapilirsa

A2 x—x| u(x'), ,
= | L ")(1“| N w(,)u’x (5.10)
T a cX
l Xta X
i 2_,(/1+z,1)[ [ uxyax' = [ (e’ (5.11)
av X xX-=a
bulunur. Ote yandan x dogrultusundaki hareket denklemi
fiy+pay =0 (5.12)
veya
ct, 0%u
cu-pl” (5.13)
ox or*
olduguna gore
2 A2
u(x+a)—2n(x)+n(x—a):a, -(—-l,l— (5.14)
e er
bulunur. Burada
2_A+2u (5.15)
P

olarak tanimlanmustir. (5.7) denkleminin genel ¢oziimii
u(x,1) = (4e™ + B )@t (5.16)
yazilarak aranabilir. Bos ugta sonlu problem ele alinip, sinir kosullart
fi=0; %=04 (5.18)
alarak yazilirsa gerilme alani
h= —p"lfi‘”i(/;e"’“ +Be )’ (.19
olarak yazilir ve sinir kosullari ile
b= _ZP"ki(A sin kx)e ™ ! (5.20)
elde edilir. Burada dalga sayis1 k&
k= N (5:21)

olarak verilir. Frekansta
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(U: = Sin:("”%,)
("75/1 ) (mr% I):

seklindedir. ilerleyen bolimde (3.51), (5.7), (5. 14) denklemleri i¢in sonlu fark

(5.22)

semalari olusturulmaya galigilacaktir.

5.4. YEREL TEORi iLE ELDE EDIiLEN DENKLEMIN SONLU FARK
SEMASI

(5.7) hiperbolik denkleminin sonlu farklar yontemi ile sayisal goziimii igin Leap-
Frog, Box gibi bir ¢ok farkl sema kullanilabilir. (3.51) denklem sistemini olusturan
denklemler hiperbolik denklem yapisinda olduklarindan, hiperbolik denklemin sonlu
fark semasi x ve ¢ degiskenleri iizerine merkezi fark operatoriintin uygulanmast ile
elde edilecektir. Daha evvel belirtildigi gibi ug¢ etkilerinin daha net

gozlemlenebilmesi igin uzay adimi

Ax= O=f <[

a
e
ve zaman adimi
t,
A= E J nokta sayisi

seklinde alinmasi uygun olur. Boylelikle herhangi bir (x,,7;) grid noktasi igin
x, =nAx, n=0,1,..4N
b JAul T
tammlar yapilabilir. Problemin gergek ¢ozimi u(x,7), sayisal ¢ozamu V(x,7)

oldugu kabul edilerek

v(x,.1,) ~V(x,.1,) (5.17)
oldugu distinilebilir ve semada
u(x,,t;) =V (x,1)~V] (5.18)
]
u(x,.t,) = (V) (5.19)
ét

notasyonu kullanilabilir. Olusturulacak sema agik(explicit) bir semadir. O yiizden ilk
adim igin farkli bir ema kullanilacaktir. Hiperbolik denklemde x ve ¢ degiskenleri

tizerinde merkezi fark operatorii uygulanirsa
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ritl _17J ri=l Vi, -V 4V
ii(x,,t )ELY_#”_ "\'\‘(Xn”l)z-’LI%u (5.20)
! (Ar) ) ' (Ax)
elde edilir. Ik adim i¢in
il prd ri-1 7 _ 1741
ﬁ, - lu ln TI” A 1 W[VH,H—AI(I" In )_VH/] (521)
(Ar)” (Ary At
yazilir ve
O A
RTINS (S AR N N B R
elde edilir. Daha sonraki adimlar igin ise
VIt = 27~V e 2L -2 VLY, =23, (5.23)
yazilabilir. Burada
5.2 :L(At)z (5.24)
h (Ax)

seklinde tanimlanmustir. Dikkat edilecek olursa (4.21) ve (5.23) esitlikleri arasindaki
fark hemen goze garpmaktadir.

Hiperbolik denklemin sonlu fark semas: olusturulmak istendiginde smirlarda ortaya
¢ikan sorun Sekil5.1° de net bir sekilde goziikmektedir. Problemin kendisinde var

olmayan birtakim sanal noktalar semanm igerisinde goziikmektedir.

n=2 n=4N-2 n=4N-1 n=4N
x=/

~¢——— SANAL NOKTALAR ————3~

Sekil5.1 Sanal Noktalarm Olusumu
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(5.23) semasinda n=0 veya n=N alindif1 takdirde sirastyla
Voﬁ1 = 2V0] —Voj-l +V/,Z[V|I = ZV()I * V—’l]
Vvt =2V =V + v Wi = 2V +Via] (5.25)
yazilabilir. Bunun igin anti simetrik suur kosullari problemin kararliligmi

bozmayacak ve smir kosullari ile uyumlu olacak sekilde gemanm igerisine

katilabilecektir. Bu nedenle burada sanal noktalar

i ==
Viva == Viva (5:26)
seklinde segilecektir.
Baslangi¢ kosulu
u(x,,0)=V’, u(x,,0)=V; (5.27)
seklinde yazilarak sonlu farklar formuna doniistiirtlir.
Sayisal problemin siir kosullari
u(0,0)=V/ =0, u(l,t)=V, =0 (5.28)

seklinde alinacaktir. (5.26) sanal nokta kosulu ile (5.28) smir kosulu arasindaki uyum
Sekil5.6 ‘da daha iyi gozlemlenebilmektedir.

= n=I n=4N-1 n=4N+l
n=0 n=4N

Sekil5.2 Anti simetrik sinir kosulu

5.5. YEREL OLMAYAN TEORI iLE SONSUZ ORTAM iCiN ELDE EDILEN
DENKLEMIN SONLU FARK SEMASI

(5.9) denkleminin yapisi (3.51) denklem sistemindeki ara denklemlerin yapisindadir.
Burada ortam sonsuz olarak hesaba katilip, uzay adimi daha nce bahsedilen

nedenlerden otiirii
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a
Ax=—, -0 <X <%

ve zaman adimi
1
Ar=L
J
seklinde alinmaktadir. Burada J nokta sayisidir. Grid noktalar: da
x, =nAx, -0o<n<w
t,=jht, J=01,. (5.29)
seklinde konumlanacaktir. Sonlu fark semasinda x” ler icin alinan bolge simrsizdir.
Problemin sayisal ¢oziimiinin elde edilmesi, hem zaman hem de ¢ok yiiksek
kapasiteli bilgisayarlar ve hafiza birimleri gerektirmektedir. Bu nedenle problemin
sayisal ¢oziiminde x degiskeni i¢in alinan sonsuz bolge problemin kararlihgini
bozmayacak ve sonlu problemdeki ug etkilerinin gozlemini aksatmayacak sekilde
sonlu bolgeye indirgenecektir. Bunun igin » uzay adimi parametresi k sonlu bir
tamsay1y1 gostermek tizere

-k<n<k

olacak sekilde segilecektir.

Problemin gergek ¢oziimii u(x,?), sayisal ¢oziimi T7(x,1) oldugu kabul edilerek

u(x, 1)~ (x,.1)) (5.30)
oldugu dusiinilebilir ve semada
u(x,.t)=U(x,.1))= 0, (5.31)
(x,,t,)~ (i(7') (5.32)
LR A T

notasyonu kullanilabilir. Semada ikinci mertebeden tiireve merkezi fark operatoru

uygulanacak olursa ilk adim

T 0 —~ 770 20770 T 70 .
7 = A (=TY+T° +V [T, 200 +00 1, j=1 (5.33)
T

&
(n+4) (=4
e/

ve diger adimlar igin

T =20 -U +vi[T,,, -20, +T,

4y = n-41>

j=2,3,... (534)

semalari kullamlacaktir.
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5.6. ILGILi SEMALARIN KARARLILIK VE TUTARLILIK ANALIZi

Semalarin kararlihik analizi hiperbolik denkleme kargi gelen (5.25) semasina gore
yapilacaktir. Buradan elde edilecek sonug diger semalar igin referans olacaktir.

Semalarin tutarlilik analizleri ise ayr1 ayr1 yapilacaktir.

5.6.1. CFL (COURANT-FRIEDRICHS-LEWY) KOSULU

Bu kosulun 6zii, baglangig verisinin degisiminin semaya yansimamasidir. Herhangi
(x,f) noktasindaki u(x,f) goziimini etkileyen tim noktalar kiimesine bagimhlik
bolgesi denir ve D(x,7)ile gosterilir. A7’ nin sabit bir degeri igin yaklagik ¢ozimuin
bagimlilik bolgesine niimerik bagimlilik bolgesi denir ve D,,(x,7) ile gosterilir.
Ayrica

Dy(x, )= l!glc Dy t)
degerine limit sayisal bagimlilik bolgesi denir. Bir pargali diferansiyel denklemin ve
ona kars1 gelen fark semasinin CFL kosulunu saglamasi, D(x,?)’ nin D, (x,)iginde
kalmasiyla miimkiindiir. Yani

D(x,t) c Dy(x,1)
kosulu saglanmalidir. Bu kosul (5.34) semasi igin olusturulacak ve elde edilen sonug

(5.22)-(5.23) ile (4.22)-(4.23) semalart i¢in kullamilacaktir.

(x,.,) noktalar: degistikce bagimlilik bolgesi de degisecektir.

(x,,41) noktasi ele alinirsa

&=x,—ct,, =j%-—c(n+l)At (535)
ve
& =x +oef,, :_]'%+c‘(n+l)Al (5.36)
yazilabilir. Buradan
& =lj—-5(n+r]Ax (537)
ve benzer gekilde
& =[j+5m+1v]Ax (5.38)

elde edilir. & ve &, ifadeleri sirasiyla
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X sy <61 <X,

X; <&y < Xpisuny (5.39)
kisitlarina tabi tutulursa
<1 (5.40)

sonucu elde edilir.

5.6.2. KARARLILIK (STABILITY) iCIN FOURIER ANALIZi

Kararlilik analizinde k dalga sayisini ve A genligi gostermek iizere
[l =2y &=

seklinde bir Fourier modu alinip denklemlerde yerine yazilir ve A= A(k) seklinde
bir denklem elde edilir. Dalgamin genligindeki degisim A’ nin modl'ilu,|l|, ile
ilgilidir. Fazindaki degisim ise A’ nin argiimam, argA, ile alakalidir. Hiperebolik
denkleme karst gelen sema ile, yerel olmayan sonsuz probleme kargi gelen semanin
benzer formda olmasi nedeniyle kararhlik analizi ile elde edilecek sonuglar ayni
olacaktir. Bu nedenle sadece (5.34) semasinin Fourier moduna bakilacaktir. Yerel
olmayan sonlu problem igin a<x<2h-a igin yazilmig semanin incelenecek sema
ile aym formda olmasina karsin ug bolgelerde farkli bir sema goze garpmaktadir. Bu
bolgelerde Fourier modlarimin incelenmesi sorun yaratmaktadir. Bu nedenle bu
kisimda elde edilen sonuglar yerel olmayan sonlu problem igin referans olacaktir.

U, = () ™™ (5.41)
ifadesi (5.34) semasinda yerine konursa

k 3 —1 _ iknAx
ﬂj”e'-m“ zzﬂjeﬂmm ;2{] Iel

(5.42)
+02(ljelk(u+nAx) _ o e ljelk(-u+nAx))
elde edilir. Burada denklem A/ 'e® ile sadelesirse
A2 =24-140%A(e™ =24 ™)
sonucu bulunur. Burada gerekli déniigiimler yapilirsa
A+ 24207 sin” ’%"—1) -1=0
denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri
A 5 :—U‘sm“l%a+lir\/4u‘ sm‘Ta(u’sm'kTa—l) (5.43)
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dir. Bilindigi tizere CFL kosulu |ulsl kosulu altinda gegerlidir. Buradan

(v sin” kTa—l)s 0

kosulu elde edilir. Bunun anlam: A’ nin kompleks olmasidir. Yani kokler

i S .k ’ 3., .05 K
Aﬂz—u’sin‘k—a+li7iusm—a (l—u’sm‘—a)
& 2 2 2

seklinde olup buradan
[4]=1 (5.44)
elde edilirr Bu sonucun anlami sayisal ¢ozimde herhangi bir genlik hatasi

bulunmayacagidir. A’ nin argiimani

. ka s . s kA
2usm~1’1—u'sm'~
2 2 (5.45)

1-20" sin? ia
2

arg A =ttan [

seklindedir.
ka=&—0

i¢in sinis igeren terimleri Taylor serisine agildiginda

% 2 3
sini:i—§—+._
2 2 43

elde edilir. Bu ifade yukarida yerine konursa

Zu(§—£+._)(l—u:":+_._)':
arg A =+tan [—2—48 4 ] (5.46)
(1~2u3‘%+___)

sonucuna ulasilir. Burada kuvvet serileri ilgili 6zellikleri de kullandiktan sonra

iﬁ...)(lﬂf 5 4.

£
Zu(:~ g
1
T=i2 4.4
oy

arg l=ttan '[—=

53

g £3
arg A =i—tan"[2u(l’5—5—+.u)(l —-uz?

+...)(1—u1%-+...)] (5.47)

bulunur. Burada &£’ nin ¢ok kiigiik oldugunu disiinerek 4 ve 4. mertebeden sonraki

terimler alinmayabilir. Parantezlerde gerekli carpma islemleri yapildiginda

arg A = £ tan ‘[ug—;’—4(1—9uf)§-‘+_,.] (5.48)
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ifadesi elde edilir.

Lemma: Eger ¢ ifadesi agagidaki formda agik bir sekilde p — 0 igin
g=epte,p+ep tept+... p—>0
seklinde yazilabiliyorsa
tan'gxcpte,p+(cy —;—c,’)p‘ +(c,—¢ c)pt+...
ifadesi gergeklenir.
O zaman (4.2.6.7) ifadesi
arg A, = +v&|l —21—4(1—1)3)53 4.3

seklinde elde edilir. Faz hatalari ise

arg A,

1 5 0 5
=fl— (-0 )& Fsmp=d+O(&"
g~ 1m0 4. )= 1+ 0E)

seklinde yazilir. Bunun anlami sayisal ¢oziimde 52 mertebesinde bir faz hatas
meydana gelecek demektir. Farkli v degerleri i¢in elde edilen faz hatalar1 Sekil 5.3’

te gosterilmistir

|
T o=t 34.86 2 2.5 B8
0.9 2 v=0.75
0.8 v=0.5
- v=0.173897
v=0.25

Sekil 5.3. v’ niin farkl degerleri i¢in faz hatalar:

5.6.3. TUTARLILIK ANALIZi
Tutarhilik analizi 1zgaralamadan kaynaklanabilecek hatalar i¢in bir iist simr bulma
esasina dayanir. Bir baska deyisle 7'(x,f) kesme hatalarini gosteren bir fonksiyon

olmak iizere
T(x,t)—>0, At—>0,Ax—>0 (5.49)

olmalidir veya bir bagka deyisle C herhangi bir say1y1 gostermek iizere
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T(x,0)=0((A)?), At—0
[T(x.0|=CI(AN], At —0 (5.50a-b)

kosullar1 saglanmalidir. Bunun igin (4.22) semast igin kesme hatalari olusturulmak

istenirse
o S (%,0) ¢ ity B e T
=Lt " heeia)—2u,(x. 1)+
1(x1 ) (Al‘)z = ["|(\ ’ 1,(X, 1, (Y,
au(x,0) ¢?
T (x, ) =—L—————L[u,(x+a,t)—2u,(x,0) +u,(x—a,1)]
- (Ary a
Ty(x,t L +a,t)=2u,(x, 1)+ )
4 =t L u, —2u,(x, x—a,
(XD )y - [t (x+a,r)—2u,(x u(x
Ot (%0, 6l
To(x,t)=———""—"L[u, (4N, 1)-2u,_(x,))+u, ,(x—a,r)] (5.51)
(Ar)” a ‘

yazilabilir. (5.51)’ de ¢’ ye gore ikinci mertebe tiirev igeren terimler igin

§r1"'(x’t)‘( L), (.00, t-Ar t+A
T ”,)H+E(", L (ESINAL,  t—Ar<E<i+

seklinde Taylor formiilii kullamlacak ve biiyiik mertebeli terimler atilacak olursa

L) =), +é(uU ),m(x‘g’)(Al)2 —%[’II(,\“J-G, 1) —2u,(x,1)+u,(0,1)]

a

T, t) =) +1L7(u[ ),m(x,f)(At): ~i[u:(x+a,r)—211[(x,r)+ul.,(x—a,t)]
2 a

L(x,t)=(u,), +%(uz)m,(.\',§)(At)3 —i[u;(,\’ +a,1)=2u,(x,t)+u(x—a,rt)]
2 a

T =T ) +li7(ux D, EXALY ~%[ux_l(4N,r)—2u\._l(x,r) +u, ,(x—a,1)]

2 a

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra her iki tarafin mutlak degeri

alinip

IT.(.\:I)|=Tl;|(u..),,,,(X-§)|(At):

(0] = (1) (5, )| 80
1‘7

13 x.0) = 1—12—|(u: ) (X.)| (A1)’
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1 5
|7 (x.0)| = l—7|(u>\,_1 Yo (x.E)|(AT) (5.52)
tiim dordiincii mertebe tiireve sahip ayrik ¢oziimlerin bir st sinira sahip oldugu
diigiiniliirse
max |(u, ),,, (x,0)| <M,
maxl(ul ),m(x,r))lﬁM]

max |(u: Y (%, r))l <M,

max |(iry_,),,, (x| <M, (5.53)

elde edilir. Buradan
T (x,0) = Ty(5,0) = Ty(%,1) =... = Ty (x,1) = O((Ar)?) (5.54)
sonucuna ulagilir. Boylece iizerinde durulan esas problem igin (A7)’ mertebesinde
kesme hatalar1 meydana gelecektir. Yerel olmayan sonsuz problem igin de benzer

islemler uygulanarak ayni sonug elde edilebilir. Hiperbolik denklem x degiskenine

gore ikinci mertebe tiirev igermektedir. Kesme hatasinin
T, (x,1) = O((Ar)*,(Ax)*) (5.55)

yapisinda oldugu goziikmektedir. Dolayisiyla tiim semalarin tutarli oldugu sonucu

elde edilir.
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6. ORNEK PROBLEMLER, GRAFIKLER VE SONUCLAR

6.1. GIiRIS

Bu bolimde sonlu ortamda yerel olmayan teori ile olusturulan problemin sayisal
¢oziimleri elde edilerek bunlar, karsi gelen sonlu ortamda yerel problem ve sonsuz
ortamda yerel olmayan problemlerin ¢oziimleri ile kargilagtinlacaktir. Bunun igin
secilen iki farkhh  baslangic verisi ile ilgili problemlerin sayisal ¢oziimleri
incelenecektir. Verilen baslangi¢ verileri ile bulunacak ¢oziimde sadece sola giden

dalgalar ile ugrasilacaktir.

6.2. ORNEK PROBLEM-1

Aluminyum igin malzeme 6zellikleri [33]

£ =0.002699 kg/ecm’, A+2u=1.12x10°N/(cm)*
seklinde tammlanmistir. Burada p birim hacim bagina diisen kiitle yogunlugunu, A
ve pu ise Lame sabitlerini gostermektedir.
Bilindigi iizere, yaklagik ¢oziimu aranan fark diferansiyel denklem sistemindeki her
denklem latis mesafesi

a=4x10"cm

olmak uzere, ayri latis araliklarinda yazilmisti. Eger bir boyutlu ortam levha kalinlig:
olarak distiniilir ve /=10"cm seklinde alimirsa, olusabilecek bir sayisal sema
1.250.000 adet birbirleriyle iliskili denklemlerden olusur ve adim sayist da 250.000
civarinda olur. Bu nedenle olusturulabilecek programin caligmasi ¢ok biiyiik
miktarlarda zaman gerektirir ve ayrica kaplayacagi bellegin de ¢ok yiksek
kapasitede olmasi gerekir. Ayrica, ug bolgelerin diginda tiggen modiiliin yapisinda
herhangi bir bozulma olmamasi nedeniyle, bu bolgelerin sayisini arttirmanin bir
anlami yoktur. Bu nedenle gosterimsel olarak bir boyutlu ortamin uzunlugu

1=100xa=4.10"°cm

olarak alinacaktir.
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Baslangi¢ verisinin segimi sonlu farklar yonteminde onem tagimaktadir. Baslangig
verisinin  gerekli mertebelere gore turevleri mevcut ve sirekli olmalar
gerekmektedir. Bu sekilde alinmayan baglangig verileri ile olusturulan semalar igin
farkh analizler gerekmektedir. Ornegin, siireksiz baslangi¢ verisi altinda ¢oziimde

birtakim kararsizliklar meydana gelebilir. Bu nedenle tiim semalar igin baslangig

verisi
JlO"”xsech(t—-/—) x=0vex=/
wlx,0)= i A ’
0 ;, H=Uvex=i
u(x,0)=0

seklinde, iki uca da e uzakhkta alinmaktadir. Siir kogullan ise daha evvel
belirtildigi gibi
u(0,0)=u(l,1)=0
olarak dustnilmektedir. Baslangi¢ ve sinir kosullart da x ve 7 degiskenlerine gore
1zgaralanirsa
107 xSechin-2.Na], n=#0

o — 0 ’ n=4 N
0 " n=0

u(x,,0)= U(x,,0) =~ F'(x,,0) ~ U(x,

ii(x,,0) = U(x,,0) = F'(x,,0) = [/(x,,0)= 0

n n?

elde edilir.

6.3. YEREL OLMAYAN ORTAMDA SONLU PROBLEM iLE YEREL
OLMAYAN ORTAMDA SONSUZ PROBLEM

Bu bolimde yerel olmayan sonlu ve sonsuz probleme karst gelen sayisal ¢oziimler
Mathematica programm kullamilarak ¢izdirilmistir. Grafiklerde belirtildigi tzere
turuncu grafik yerel olmayan sonsuz, mavi noktali ve ¢izgili ¢éziimler yerel olmayan

sonlu problemin goziimiine kargi gelmektedir.

Asagidaki ilk 4 grafik hareketin baslangi¢ durumunu géstermektedir..
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U(x.n

Sonsuz Nonlokal (ézitm
w= s =eme - Sonlu Nonlokal Ciziim
Baslangic Durumu

10, ADIM
35, ADIM

45.ADIM

Sekil 6.1 1k 45 adim



Sekil 6.1’ de goéruldugii gibi turuncu grafige karsi gelen sonsuz ortamdaki yerel
olmayan dalga ¢oziim ile noktali mavi grafige karsi gelen sonlu yerel olmayan
¢oziim baslangi¢ durumunda iist tste diigmektedir. Aslinda zaman adimu ilerledikge
baslangi¢ fonksiyonu iki kisma ayrilmaktadir. Bunlardan biri saga dogru, digeri ise
sola dogru gitmektedir. Daha evvel de belirtildigi gibi bu problemde sadece sola
giden dalgalar incelenmektedir. Ilerleyen adimlarda yayilan dalgalar sol uca
yaklagmadan iist tiste yoluna devam etmektedirler. Bu durum yerel olmayan teori ile
sonlu ve sonsuz ortamlardaki problemlere karsilik olusacak g¢oziimlerde zaten
beklenen bir durumdur. Ciinkii sonlu ortamdaki problemlerde sol ve sag uca yakin
olmayan bolgelerdeki denklem yapisi ile sonsuz problemlerdeki denklem yapilari

ortugmektedir.

Dalganin sol uca ¢garpmadan evvelki adimlari asagida verilmistir.



Uix.1)

Sonsuz Nonlokal Céziim
---------- Sonlu Nonlokal Céziim
."' 4
1158 Jor s GO TR R O R SR e
o X
46. ADIM
.A-
AP N -t
- Ca S St x
47.ADIM
b IR e
48. ADIM
i
‘l
L= A W ettt be
£ o - g Ca X
49.ADIM

Sekil6.2 Sola giden dalgalarin sol uca garpmasi

Sekil6.2” de mavi dalgamin  sol uca carpmadan onceki formu goriinmektedir.
Turuncu dalga ise sonsuz problemin ¢oziimiine kars: gelen dalga oldugundan x=0

noktasindan formunu koruyarak yoluna devam etmektedir.

Asagida grafiklerde sola giden mavi dalga sol uca c¢arptiktan sonraki hareketi

gozlenmektedir.
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Ulxa)

- Nonlokal sonlu ve sonsuzun aym deger aldigs noktalar
Ortal: lar al dan énceki Non. Sonlu
Ortalal lar alindiktan sonraki Non. Senlu
Ortalalamalar almmadan énceki Non. Sonsuz

S5.ADIM

60. ADIM

Sekil6.3 Yansiyan dalga

Sola giden mavi dalga sol uca ¢arptiktan sonra Sekil 6.3” te goriildiigii gibi kirmizi
renkte goriilen dalga olarak yansimakta ve formundaki bozukluk hemen goze
¢arpmaktadir. A¢ik kirmizi renkteki noktalarda yerel olmayan sonlu ve sonsuz
dalgalarin ayni noktalarda aldigi ayni degerleri aldigi gériilmektedir. Bu benzer
noktalar latis mesafesinin katlarinda olugmaktadir. Bunlarin digindaki noktalarda ise
yerel olmayan dalgada salinimlar meydana gelmektedir. Bu salinimlardan kurtulmak
icin her latis mesafesinin i¢ noktalarinda karsi gelen degerlerin  ortalamalar:
almacaktir. Ortalamalar alindiktan sonra Sekil 6.4° de goriilen grafik elde
edilecektir. Bu grafik agagida verilmistir.
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T(x.)

Sonsuz Nonlokal Cézum
Sonlu Nonlokal Cozim

55. ADIM

Sekil 6.4. Ortalamalar alindiktan sonra 55. adim

Tablo 6.1. 55 adimdaki mavi ve turuncu ¢oziimlerin aldigi degerler

X (*a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%)
2 -0.13181 0.10163
% -0.48577 -0.46316
% —1.2111 -0.49561
% -3.7002 -1.7915
% -4.5954 -4.7176
% -3.0194 -4.5208
% -1.5305 ~2.2756
% -0.48964 -0.88734
é:- -0.27970 -0.32918
—1!1 -0.015305 -0.12124

Tablo 6.1° de, Sekil 6.4° de grafikleri ¢izilmig ¢ozimlerin karsi gelen grid
noktalarindaki degerleri gozitkkmektedir. Ortalamalar alindiktan sonra mavi dalganin
genliginde azalma olugmakta ve dikkat edilecegi gibi turuncu dalgamin gerisinde
kalmaktadir. Bir bagka deyisle mavi dalganin hiz1 sol uca garptiktan azalmistir. Yani
ug etkileri ile genlikte azalma, hizda ise yavaglama meydana gelmektedir. Yerel

olmayan sonlu ¢oziimiin genligindeki azalmanin yaklasik olarak % 0.03 oldugu
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gorilmektedir. Benzer gekilde ortalamalar alindiktan sonra asagidaki grafikler ve

onlarin grid noktalarinda aldig: degerlere karst gelen tablolar Ek A’ de verilmistir.

Ek A’ dan goriilecegi iizere 60. ve 90. adimlar arasinda da genlikte azalma, hizda
yavaslama devam etmektedir. Genlikteki azalmalar Tablo 6.2 de verilmistir. Bu
azalmalarin ug noktadan uzaklastik¢a azaldigi ve dolayisi ile giderek ug etkilerinin

yok oldugu soylenebilir.

Tablo 6.2. Genliklerdeki yiizde degisim

ADIM % ADIMLAR ARASI
DEGISIM DEGISIN

55 -0.03

60 -0.06 0.03
65 -0.08 0.02
70 0.0% 0.01
] 0.11 0.02
80 0.13 0.02
85 0.14 0.01
30 0.15 0.01

6.4. YEREL OLMAYAN ORTAMDA SONLU PROBLEM iLE YEREL
SONLU PROBLEM

Bu béliimde yerel olmayan sonlu ortamdaki problem ile yerel sonlu probleme karsi
gelen sayisal ¢ozimler Mathematica programi  kullanilarak ~¢izdirilmistir.
Grafiklerde belirtildigi tizere yesil grafik yerel sonlu, mavi noktali ve ¢izgili

¢oziimler yerel olmayan sonlu ortam problemin ¢ézimiine karsi gelmektedir.
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Vix.t})

J
4 L
~ g .
e Sl Lokal Coziim
--------- Sombu Noslokal Chrim
Baglangic Duramu
oed » i, 2o
— TS wenmw B
10, ADIM
i ol T S i 1
35 ADIM

Sekil 6.5 1lk 35 adim

Sekil 6.5’ te sonlu yerel problemin goziimiine kargi gelen yesil grafiklere bakilacak
olursa, baslangi¢ durumunda olusturulan dalga biri saga digeri sola gitmek tizere iki
pargaya ayrilmigtir. Bunlarin her ikisi de sol ve sag uca ¢arpmadan 6nce genliklerini
koruyarak yollarina devam etmektedirler. Fakat daha evvel belirtilen nedenlerden

dolayi grafiklerde sadece sola giden dalgalar ile ilgili kisimlar goziikmektedir.
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Yerel olmayan sonlu problemin ¢oziimiine kars: gelen mavi renkli dalga, baglangigta
aynen yesil dalga da oldugu gibi saga ve sola giden iki dalgaya ayrilmistir. 10. ve 35.
adimlar arasinda  gorildiigii iizere sola giden mavi dalganin genligi yesil dalgamn
genliginden biyiiktiir. Bu durum her ne kadar yerel olmayan teori i¢in beklenmeyen
bir durum gibi goziikse de yerel olmayan teoride bir boyutlu ortamda yayilan
dalgalarin dispersif karaktere sahip oldugu ¢alismanin basinda vurgulanmgti.
Dolayisiyla mavi dalganin yesil dalgaya gore daha yayvan bir yapida olmasi
gerekirdi. Ama bilindigi gibi bir boyutlu ortamin uzunlugu 100xa olarak alinmist:
ve bir boyutlu ortamin tam ortasinda alinan baslangig verisi Sekil 6.6” da gorildigi
gibi sol uca sadece 45 adim igerisinde varmaktadir. Bu nedenle yerel olmayan
dalganin dispersif 6zelligi bu kadar kisa mesafede goziikmemektedir. Bir boyutlu
ortamin uzunlugunun 10000xa olarak alindigi problemlerde 5000xa’ da
olugturulan baslangi¢ dalgasimin sol uca gidene kadar, hiperbolik dalgaya gore,

genligindeki bityiik miktardaki diisiisii gozlemlenmistir.
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Vix,1)

Sonlu Lokal Céziim
smesnemews Sonlu Nonlokal Céziim

_.‘»""" i R P - = ars
45, ADIM
va
il
I
+ +Y
,jf AY
::.;.v ~»;.k.1a'~‘!r'.. ..0"1 = P 'vw“t-“
47.ADIM
49. ADIM

Sekil 6.6 Sola giden dalgalarin sol uca garpmasi
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Vixt)

Sonlu Lokal Ciiziim

53.ADIM

N 4

55, ADIM

Sekil 6.7 Yansiyan dalgalar

Sekil 6.6 ve Sekil 6.7° de goriildiigii gibi 45. ve 55 adimlar arasinda dalgalar sol uca
yaklagmis, daha sonra sol uca ¢arpmis ve formunu koruyarak yansmmiglardir. Bu
durum zaten hiperbolik denklemlerin yapisal ozelliginden kaynaklanmaktadir.
Bilindigi gibi hiperbolik denklem i¢in saga ve sola giden dalgalar sabitlestirilmis ug

kosullar1 altinda formlarini koruyarak yansimaktadirlar.
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Vi)

Sonlu Lokal Chziim
Sonlu Nonlokal Céziim

60. ADIM

65. ADIM

70. ADIM

Sekil 6.8 Dalgalarin yansidiktan sonraki ilerlemeleri
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Vixat)

Sonlu Lokal Céziim

Sonlu Nonlokal Céziim

—x
75, ADIM
X
B0 ADIM
x

RS ADIM

90. ADIM

Sekil 6.9 70.-90. Adimlar
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Yukarida 55. ve 90. adimlar arasindaki Sekil 6.8ve Sekil 6.9’ daki grafiklerden de
goziktugi gibi  beklenen durum geregi, sol uca garpan dalga formunda higbir
degisiklik olusmadan yoluna devam etmistir. Burada belirtilmesi gereken husus,
hiperbolik denklemin gergek ve sayisal ¢oziimleri arasinda ele aliman 90 adim igin

¢oziimil etkileyecek kayda deger bir hatanin bulunmamig olmasidir

Mavi dalga sol uca garptiktan sonra ug etkileri ile beraber yansimigtir. 55. ve 90.
adimlar arasinda mavi dalganin genliginde biiyilk miktarda azalma meydana
gelmektedir. Ayrica bir evvel ki 6rnekte elde edilen sonuglara paralel olarak mavi
dalga yavaslayarak yesil dalgamn arkasinda devam etmektedir. Buradan yerel
olmayan teori ile olusturulan problemlerde yayilan dalgalarin hizlarinda yerel
problemlerde olusturulan dalgalarin hizlarina gore azalma meydana geldigi
soylenebilir. Goruldigi gibi, bu ornekteki kargilagtirma kriterleri bir evvelki 6rnek
i¢in ele alinanlar ile benzerlik tagimaktadir. Her iki durum iginde mavi dalga igin
hem genlik hem de hiz azalmasi s6z konusu idi. Fakat birinci 6rnekte her iki dalganin
yerel olmayan teori ile elde edildigi ve bu nedenle de dispersif 6zellige sahip
olduklari unutulmamalidir. Tkinci 6rnekte ise yesil dalga yerel teori geregi dispersif
ozellige sahip degildir. Dolayisiyla, birinci 6rnekte genlikteki azalma tamamen ug

etkilerinin ¢oziim igerisine girmesinden kaynaklanmaktadir.

6.5. ORNEK PROBLEM-2

Bu problem igin malzeme ozellikleri Ornek-1 * deki gibi alinmaktadir. Ornek 1> den

farkl olarak sadece baglangi¢ kosulu

”(JC,O):{IO( " xsech(x—a), x#0vex=l

0 , x=0vex=l
u(x,0)=0
seklinde, sol uca a latis mesafesi uzaklikta olmaktadir. Sinir kosullari ise daha evvel
belirtildigi gibi
u(0,))=u(l,1)=0

olarak diisiinilmektedir.Baglangi¢ ve simir kosullart da x ve ¢ degiskenlerine gore

asagidaki sekilde 1zgaralanmaktadir.
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107" x Sech[n—4], n=z0
0)=0(x,,0)= 0 . n=4.N

u(x,,0) = U(x,,0) = T(x,
0 N n=0

n> na

ii(x,,0) = U(x,,0) ~ F'(x,,0) ~ [/(x,,0)= 0

6.6. YEREL OLMAYAN SONLU ORTAM PROBLEMI ILE YEREL
OLMAYAN SONSUZ PROBLEM

Bu boliimde yerel olmayan sonlu ve sonsuz probleme karsi gelen sayisal ¢oziimler
Mathematica programi kullanilarak ¢izdirilmistir. Turuncu grafik yerel olmayan

sonsuz, mavi noktali ve ¢izgili ¢oziimler yerel olmayan sonlu problemin ¢oziimiine

kars1 gelmektedir.
U(x.t)
e
Sonsuz Nonlokal Cozim
---------- Sonlu Nonlokal Coézim
’ e
i
sech{x - — x# 0 vex !
% . u(x,0)= h( 50)
s . 0 JX=0vex=]
0‘ -Q
.‘M

Baglangi¢ Durumu

Sekil 6.10 Baglangic Durumu

Sekil 6.10° da baslangig verisi, her iki ¢oziim igin gosterilmektedir. Baslangig verisi
x=0 noktastmin hemen yaninda sechx formunda alinmaktadir. Bilindigi gibi
sechx fonksiyonunun sifir degerini almadigi kabul edilmektedir. Fakat baglangi¢
verisi ile sinir kosullar arasindaki uyum geregi sayisal ¢oziimlerde x =0 noktasinda

sozii edilen fonksiyonun degeri sifir olarak alinacaktir.
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U(x,%)

L Non. Sonlu ve Sonsuzun ayn: dejer aldid: noktalar
Ortalamalar alinmadan onceki Non. Sonlu
Ortalamalar alindiktan sonra Non. Sonlu
Ortalamalar alinmadan onceki Non. Sonsuz

Sekil 6.11 10.adimda olusan osilasyonlar

Yukarida sozi edilen nedenlerden &tiirii sayisal ¢oziimdeki salinimlarin miktari,
Sekil 6.11° de gorildugii gibi, Bolim 6.3 te meydana gelen salimmlardan daha fazla
olacaktir. Bu nedenle Bolim 6.3’ teki gibi bu salimimlardan kurtulmak igin her latis
mesafesinin i¢ noktalarinda karst gelen degerlerin ortalamalar1 alinacaktir. Boylece
ortalamalar alindiktan sonra 10. adima kargi gelen grafik Sekil 6.12° deki gibidir.
Mavi dalganin genliginde ve hizinda azalma hemen goze garpmaktadir. Azalma

miktar1 Tablo 6.3’ ten % 16 olarak hesaplanmistir.
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U(x,T)

Sonsuz Nonlokal Cézum
Sonlu Nonlokal Coziim

10. ADIM

Sekil 6.12  Ortalamalar alindiktan sonra 10. adim

X_(+8) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%) ©
% -0.069031 0.073614
% 0.094048 -0.10914
% -0.12521 0.15096
% 0.15900 -0.20274
% -0.23625 0.25834
% 0.076917 -0.38799
% -1.6168 0.11168
L:. -4.4344 =2.6112
% -2.8273 -5.2926
%’- -0.93099 -1.6608

Tablo 6.3 10. adima karg1 gelen degerler

Tlerleyen adimlarin grafikleri ve onlara karst gelen tablolar Ek B> de verilmistir.
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Ek B’ de gorildugu gibi 10. ve 40. adimlar arasindaki grafiklere kargi gelen
tablolardan gorildugu gibi yerel olmayan sonlu g¢ozimde adimlar ilerledikge
genliklerde azalma meydana gelmektedir. Bolim 6.3” de elde edilen sonuglardan

degisik olarak genliklerdeki azalma miktarinin azaldigi Tablo 6.4” te goziikkmektedir.

ADIM % ADIMLAR ARASI
DEGISTM DE GISIM

10 016

15 014 0.02
20 012 0.02
25 010 0.02
30 007 0.03
a5 005 0.02
40 003 0.02

Tablo 6.4. Genliklerdeki yiizde degisim

6.7. YEREL OLMAYAN SONLU PROBLEM ILE YEREL SONLU
PROBLEM

Bu boliimde yerel olmayan sonlu ortam problemi ile yerel sonlu probleme karst
gelen sayisal ¢oziimler Mathematica programi  kullamlarak ¢izdirilmistir.
Grafiklerde belirtildigi tzere yesil grafik yerel sonlu, mavi noktai ve gizgili
¢oziimler yerel olmayan sonlu problemin ¢oziimiine karst gelmektedir. Ik 40 adim
icin elde edilen grafikler Sekil 6.13 ve Sekil 6.14° te gibi verilmistir. Boliim 6.6° da
bahsedilen x=0 noktasinda sifir kabul edilen baslangi¢ verisinin Sekil 6.13° te
gorilduga gibi hiperbolik denklemin ¢oziimi tizerinde kayda deger bir degisiklik
yaratmamigtir. Dikkat edilecek olursa Bolim 6.5’ de edilen sonuglar burada da

gozlemlenmigtir.

67



Ufxa)

s Sonln Lokal Cliziim
sssmee=s=s Sonlu Nonlokal Ciziim

Baslangic Durumu

\ Vs
\ /
Y
10. ADIM
15.ADIM
- —-
P
,/‘.
20.ADIM

Sekil 6.13 ilk 20 Adim
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Ulxat)

woe Sonlu Lokal Ciziim
s=se=s=s== Sonlu Nonlokal Céziim

T E 2
N g
b
\‘/ /
25.ADIM
B — \ P
a i
\ .
30.ADIM
et — —-
35, ADIM
.
\ P
S
A
¥
40. ADIM

Sekil 6.14 Yansiyan Dalgalar
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6.8 SONUCLAR

Bu calismada yerel olmayan elastisite teorisi kullanilarak sonlu bir ortamda dalga
yayihmi problemi ele alinmistir. Uggen formda kullanilan yerel olmayan etkileri
gosteren modiil ile fark diferansiyel denklem sistemi elde edilmistir. Bu denklem
sisteminin ¢oziimii sabit ug kosullart altinda sonlu farklar yontemi ile sayisal olarak
bulunmustur. Bu ¢oziim yerel olmayan teori ile karsi gelen sonlu problem ve yerel
olmayan teori ile karst gelen sonsuz problemin sayisal gozimleri ile

kargilagtinlmigtir.

Ornek problemlerden elde edilen sonuglardan goriildiigii gibi ug etkilerinin ¢oziime
getirdigi farkliliklardan dolay1 yerel olmayan teori ile olusturulan bir boyutlu sonlu
problemlerde yayilan dalgalarin hizi, yerel olmayan sonsuz problem ve yerel sonlu
problem ile olusturulan bir boyutlu problemlerde yayilan dalgalarin hizlarindan daha
az oldugu gorilmistir. Buna ek olarak aym ug etkileri ile yayilan dalganin

genliginde kayda deger azalmalar gozlemlenmistir.

Caligmada ele alinan problemin en 6énemli 6zelliklerinden biri bir boyutlu ortamin
sonlu alarak alinmasidir. Yerel olmayan etkilerin igleme katilmasi ile elde edilen
integro-diferansiyel denklemlerde simir kosullarimin yazilmasindan dogan guglikler
nedeniyle bugiine dek yapilan uygulamalarda gokluk sonsuz bolgelerde ¢oziim
aranmigtir. Burada ele alinan problemin sayisal olarak ¢oziilmesi ile sonlu bolgelerde
ug etkilerinin ¢oziimiin formunu nasil degistirdigi gozlemlenebilmistir. Baslangig ve
sinir kosullar ile problemin igerisindeki dier parametrelerin daha farkl olarak ele
alinmast 6nemli bagka problemlerin ¢oziimleri i¢in yorum yapabilme olasihigini

doguracaktir.

Bu calismadan elde edilecek bir diger onemli sonug, iki boyutlu veya t¢ boyutlu
problemlerde, biri digerine gore sonlu olan boyutlarda ortaya ¢ikan yiizey ve ug

etkilerinin diger boyuttaki hareketi ¢ok da fazla etkilemedigidir.
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Bu calismada genel olarak bir boyutlu olarak adlandirilan ortam bir ¢ubuk, levha
veya plakta kalnlik problemi olarak 6zellestirilebilecegi gibi burada ¢ozim igin

sunulan yap1 iki ve ti¢ boyutlu problemlere de genellestirilebilir.
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EK A

Vix o)

Sonsuz Nonlokal Cozum
Sonlu Nonlokal Gézim

60. ADIM

Sekil A.1 60. Adim

Tablo A.1 60. Adim degerleri

X (=a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%)
% —1.3782 -0. 46035
% -3.8152 -1.9222
% -4.4958 -4.7865
% -3.0436 -4,4333
% -1.3805 -2.2085
% -0.58310 -0.85963
% -0.16525 -0.31881
% -0.11222 -0.11742
% 0.0089494 -0.043201
% -0.044504 -0.015893
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UiHew)

— Sonsuz Nonlokal Cozim

e 30011 Nonlokal Cozim

65. ADIM

Sekil A.2 65. adim

Tablo A.2 65. Adim degerleri

X (=a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%)
% -0.034642 0.046099
*T7 -0.055563 -0.0062644
% 0.017581 -0.12243
% -0.32432 0.082863
% -0.40182 -0.52439
% -1.3933 -0.43101
% -3.9035 -2.0584
% -4.4679 -4.8453
% -2.9544 -4.3453
% -1.3693 -2.1432
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U(xct)

Sonsuz Nonlokal Cozum

— SON11 Nonlokal Cozim

S //f_
W

70. ADIM

Sekil A.3. 70. adim

Tablo A.3. 70. adim degerleri

X (+a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%)
A:_ 0.0053283 0.082059
l_:. -0.10031 -0.048364
% 0.068583 -0.085369
% -0.39934 0.057165
% -0.33246 -0.53948
.’ti -1.5327 -0.40898
% -3.9404 -2.1986
% -4.4617 -4.8945
% -2.8599 -4.2573
i:_ ~1.3497 ~2,0797
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Ulx,t)

— Sonsuz Nonlckal Cozim

————— Sonlu Nonlokal GCé&ziim

75. ADIM

Sekil A.4. 75. adim

Tablo A.4. 75. adim degerleri

X (+a) Sonlu Hon. (10-%) Sonsuz Non. (10-%)
% 0.032758 -0.043973
% -0.38928 0.022512
% -0.34269 -0.54431
% -1.6048 -0.39530
% -4.0376 -2.3413
% -4.3936 -4.9344
E!i -2.8191 -4.1692
i;— -1.2848 -2.0180
% -0.50383 -0.78154
2£ -0.17727 -0.28964

78




Ui )

Sonsuz Nonlokal Cézum
Sonlu Nonlokal Coziam

e —
80. ADIM
Sekil A.5. 80. adim
Tablo A.5. 80. adim degerleri
X (»a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%)
% -0.080068 0.13410
_*tl -0.015173 -0.12690
% -0.0066188 -0.00074677
% -0.38040 -0.019363
% -0.34588 -0.53937
% -1.6952 -0.39077
% -4.1117 -2.4854
% -4.3429 -4.9656
% -2.7577 -4.0812
% -1.2432 -1.9580
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Uxee)

Sonsuz Nonlokal Cozum
Sonlu Nonlokal Coézim

85. ADIM

Sckil A.6. 85. adim

Tablo A.6. 85. adim degerleri

X (*a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%)
2 -0.089518 0.14697
% -0.0020178 -0.15868
% -0.019077 0.041989
% -0.39439 -0.066633
_‘:1 -0.32818 -0.52542
% ~1LBY13 -0.39591
% -4.1599 -2.6296
% -4.3081 -4.9885
% -2.6814 -3.9936
% -1.2163 -1.8997
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Tex)

Sonsuz Nonlokal Cozum

Sonlu Nonlokal Goézim

7

90. ADIM

Sekil A.7 90. adim

Tablo A.7. 90. adim degerleri

x (=a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%)
% -0.040915 -0.11746
% -0.39611 ~0.50339
'T:i -0.32344 -0.41103
% -1.9213 2. 7751
'7:1 -4.2113 -5.0036
% -4.2626 -3.9064
*T’ -2.6147 -1.8430
i:_ -1.1817 -0.71048
% -0.44892 -0.26314
% -0.17010 -0.096892
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EK B

U(xt)

Sonsuz Nonlokal Cozum
---------- Sonlu Nonlokal Coztim

15. ADIM

Sekil B.1 15. adim

Tablo B.1. 15. adima kars1 gelen degerler

® (+a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%) :
% ~0.075881 0.082545
éf- 0.10676 -0.11919
= -0.14873 0.16874
% 0.19931 -0.23639
% -0.30322 0.31762
% 0.16749 -0.48917
% -1.8332 0.24870
% -4.4049 -2.9484
% -2.7437 -5.1253
% -0.88455 -1.5797
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Ux,v)

Sonsuz Nonlokal Cézum
---------- Sonlu Nonlokal Cézim

™
\//

20. ADIM

Sekil B.2 20. adim

Tablo B.2 20. adima kars1 gelen degerler

¥ (+a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%) -
% -0.031082 -0.0036090
% 0.068627 -0.036213
% -0.12273 0.094864
% 0.19283 -0.18023
2 -0.32882 0.29079

% 0.22559 -0.51189
% -2.0370 0.32004
i:. -4.3713 -3.2498

% -2.6608 -4.9601

% -0.84014 -1.5025
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Uik e)

Sonsuz Nonlokal Cézimm
Sonlu Nonlokal Cozim

25. ADIM

Sekil B.3. 25. adim

Tablo B.3. 25. adima kars: gelen degerler

K (+a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-9)
i:. 0.14942 -0.25786
STQ -0.13095 0.27051
‘Ts 0.078894 -0.25332
% 0.017672 0.18529
% -0.23419 -0.050292
% 0.23785 -0.27809
% -2.5769 0.22540
% -4.2474 -3.9613
% -2.4169 -4.4799
% -0.71853 -1.2924
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U(x, Ty

Sonsuz Nonlokal Cdzim
---------- Sonlu Nonlokal Céziim

30. ADIM

Sekil B.4. 30. adim

Tablo B.4. 30. adima karg1 gelen degerler

X (+a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%) -
% 0.098109 -0.20468
% -0.065443 0.18884
% 0.0041720 -0.14450
% 0.091835 0.055681
% -0.28763 0.086493
% 0.25777 -0.39198
% -2.4085 0.30067
% -4.2924 -3.7542
% -2.4972 -4.6371
% -0.75720 -1.3590
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Uix,t)

Sonsuz Nonlokal Cézim
Sonlu Nenlokal Cozim

b

o

35. ADIM

Sekil B.5 35. adim

Tablo B.5. 35. adima kars1 gelen degerler

X (xa) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%) :
% 0.033795 -0.11617
% 0.0051815 0.079259
% -0.066769 -0.020985
% 0.15326 -0.073173
% -0.32125 0.20617
% 0.25464 -0.47431
*_: -2.2287 0.33466
% -4.3338 ~3.5077
% -2.5786 -4.7973
_’!1 -0.79772 -1.4290
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V. t)

U(xc)

Sonsuz Nonlokal Cézim

emssmm=e=e Sonlu Nonlokal Codzim

Yl

40 .ADIM

Sekil B.6. 40. adim

Tablo B.6. 40. adima kars: gelen degerler

X (*a) Sonlu Non. (10-%) Sonsuz Non. (10-%) 5
‘Tl 0.18132 -0.26667
% -0.18357 0.31399
i:_ 0.14929 -0.33419
STT -0.061930 0.30107
% -0.16629 -0.19028
% 0.19751 -0.14382
% -2.7342 0.11546
% -4,1990 -4.1412
% ~2.3377 -4.3257
% -0.68164 -1.2291
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