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ONSOZ

Bu tez galismasinda, lineer olmayan adi diferansiyel denklemler ile ifade edilebilen
bazit noktasal izlemeli kontrol problemleri incelenmistir. Konuya ilgi duymami
saglayan, tez galigmam siiresince yardimlarint benden esirgemeyen tez danigmanim
Sayin Hocam Prof. Dr. Seyidali S. Akhiev’ e tesekkirii bir borg bilirim. Ayrica
kargilagtigim tiim giigliklerde bana her turlii destegi veren aileme, Mat. Yiik. Miih.
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LINEER OLMAYAN BAZI iZLEMELIi NOKTASAL KONTROL
PROBLEMLERI VE COZUM YONTEMLERI

OZET

Bu galismada lineer olmayan adi diferansiyel denklemler ile ifade edilebilen bazi
noktasal izlemeli kontrol problemleri incelenmistir. Caligma, dért ana béliim,
sonuglar ve oneriler kismi ve dort ekten olugmaktadir.

Birinci bolimde yapilan ¢aliyma kisaca tanitilarak, kontrol problemlerinin ortaya
¢ikis nedenleri sunulmustur. Kontrol problemlerinin genel bir sunulusu verilerek, bu
konudaki temel galigmalardan s6z edilmigtir. Noktasal izlemeli kontrol probleminin
tanimu verilerek, diger kontrol problemlerinden farklar belirtilmistir. Bu problemin
uygulamalarindan so6z edilerek, bu konuda yapilan ¢aligmalar hakkinda genel bilgiler
verilmigtir. Problemin bazi durumlarda kesin ¢oziiminiin bulunabildigi, ¢ogu
uygulamada ¢oOziiminin yaklasik olarak bulunmasinin  6nem kazanacag:
belirtilmigtir. Yaklagik ¢6ziimi bulmak igin kullanilan ardigik izlemeli kontrol
yontemleri hakkinda genel bilgiler verilmistir. Bu yontemlerin uygulama alanlarinin
oneminden soz edilerek, endistriyel robotik sistemlere uygulanma agisindan son
derece elverigli olduklart vurgulanmigtir.

Caligmanin ikinci boliimiinde noktasal izlemeli kontrol problemleri hakkinda daha
genel bir bilgi verilerek, kontrol problemlerinin diger bir sinifi olan optimal kontrol
problemleri ile iligkisinden s6z edilmigtir. Coziimi kesin olarak bulunabilen bazi
noktasal izlemeli kontrol problemleri ele alinarak, farkli yontemlerle bulunan kesin
¢ozimleri verilmistir.

Ugtincii boliimde ise noktasal izlemeli kontrol probleminin ¢oziimiinii yaklagik
olarak elde etmek igin, kaynaklarda giiniimiize kadar mevcut olanlardan farkh bir
ardigik izlemeli kontrol algoritmasi tanitilmistir. Tasarlanan algoritma agik ve kapali
kontrol diizenleyicileri olmak {zere iki gekilde incelenmistir. Bu algoritmalarin
¢aligma bigimleri detayl bir sekilde agiklanip, onerilen bu algoritmalar ile yaklagik
¢oziimlerin ¢ok kiiglik hatalarla elde edilecegi teorik olarak kamtlanmugtir. Daha
sonra bu yeni yontemin bilinen yontemlerden farki belirtilip, digerlerine gore
iistiinliiklerinden s6z edilmistir. Bu béliimiin sonunda ise, olusturulan agik ve kapali
kontrol diizenleyicileri kullanilarak varilan teorik sonuglar bir eklemli robot koluna
uygulanmigtir. Elde edilen sonuglar kargilastirildiginda, nerilen algoritmanin kapali
seklinin agik seklinden daha iyi sonuglar verdigi gorilmiigtir.

Dordiincii bsliimde ise, noktasal kontrol problemi penalti yontemi kullanilarak
incelenmistir. Bu yontem ile noktasal kontrol problemi belirli bir optimal kontrol
problemine indirgenmistir. Daha sonra Pontryagin’in maksimum ilkesi uygulanarak
noktasal kontrol probleminin genellesmis ¢o6ziimii olarak adlandinlmis olan
kontroliin gerekli kosullar1 bulunmustur. Bu béliimiin sonunda varilan teorik
sonuglar bir 6rnege uygulanarak, genellesmis kontroliin noktasal izlemeli kontrol
problemleri i¢in dogal bir kavram oldugu gosterilmistir.
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SOME NONLINEAR POINTWISE LEARNING CONTROL PROBLEMS
AND THE METHODS OF SOLUTION

SUMMARY

This work investigates some of the pointwise learning control problems governed by
nonlinear ordinary differantial equations. It consist of four main chapters, a
conclusions and remarks section and four appendices.

In the first chapter, the work is briefly presented and the sources of the pointwise
learning control problems are discussed. A general presentation of the control
problems is given and the basic works on the field are briefly discussed . The
definition of the pointwise learning control problem is given and its differences with
the other control problems are discussed. Some of the practical applications of this
class of problems are presented and a brief information on the works on this field is
given. It is stressed that, only for some of the problems, the exact analytical solutions
can be found, but for the most others, methods to obtain a reliable approximate
solution is important. Methods of the iterative learning control that are utilized for
obtaining the approximate solutions are briefly presented. Mentioning the importance
of the field of applications of these methods, it is emphasized that they are especially
suitable for the application to the industrial robotic systems.

In the second chapter the pointwise learning control problems are discussed in depth
and their solution with an another class of the control poblems, namely the optimal
control problems is presented. Reviewing some of the exactly solvable problems,
various methods for finding the exact solutions are discussed.

In the third chapter, an iterative learning control algorithm different than the
alternatives in the literature, for obtaining approximate solutions to the pointwise
learning control problems, is presented. The designed algorithm is developed in two
forms, for both the off line and the on line types of the control regulators. The basic
principles of these algorithms are explained in detail It is theoreticaly verified that by
use of the proposed algorithms the approximate solutions can be obtainable with very
small errors. Later, the differences of the proposed method with the known others are
discussed and its advantages are mentioned. At the end of this chapter, as an
application, the theoretical results obtained by use of the designed on line and off line
control regultors, is applied to the problem of a robot arm with one joint. When the
obtained results are compared, it is seen that the on line form of the algorithm is
much successfull than its off line form.

In the fourth chapter the pointwise learning control problem is investigated by
utilizing the penalty method. By this, the pointwise learning control problem is
reduced to a definite optimal control problem. Then applying the maximum principle
of Pontryagin, the necesarry conditions of the control, named as the generalized
solution of the pointwise learning control problem , is obtined. At the end of this
chapter, applying the theoretical results obtained to an example, it is shown that the
generalized control is a natural notion for the pointwise control problems.



1. GIRIS

Fiziksel sistemlerin biyik ¢ogunlugu kontrol edilebilirlik 6zelligine sahiptir. Bu
sistemlerin akigi arzu edilen gekilde yonlendirilebilir. Verilmig sistemin akigini ifade
eden diferansiyel denklem veya diferansiyel denklem sistemleri, kontrol
parametreleri olarak adlandirilan bazi parametrelere bagli fonksiyonlar yardimiyla
verilir. Dolayisiyla, sistemin yoriingeleri de ayni kontrol parametreleri ile belirlenir.
Burada problem, sistemin akigim istenildigi gibi yonlendirecek kontrol
parametrelerinin deger degisimlerinin bulunmasidir. 1940-1950 yillan1 arasinda
incelenmeye baglanilan bu tip problemlere kontrol problemleri adi verilir. Kontrol
problemlerinin 6zel bir sinifini optimal kontrol problemleri olusturur. Optimal
kontrol problemlerinde ise amag, kontrol parametrelerini hem sistemin akigini
istenildigi gibi yapacak hem de bu sirada 6rnegin, harcanacak enerjiyi de miimkiin
oldugunca kugik olacak sekilde se¢mektir. 1940-1960 yillart arasinda hizla gelisen
kontrol ve optimal kontrol problemlerinin teorilerinin olugmasinda, L. S. Pontryagin,
R. Belman, M. R. Hestenes, R. Kalman gibi matematikg¢ilerin 6nemli katkilari

olmugtur [1-4].

Bir kontrol problemi, 6rnegin; Verilmis
dx(t)
LU= A x(0)+ BO)u(t) (L1

sistemini verilmig
x(t,)=x, (1.2)
baslangi¢ durumundan belirli bir #,) ¢, aninda gereken durum
x(t,)=0 1.3)

durumuna getiren #(¢) kontrol vektoriiniin bulunmasi seklinde verilebilir,



Burada x(f) ve u(f) sonlu boyutlu vektorler, A(f) ve B(t) ise uygun boyutlu
matrislerdir. Burada (1.3) kosulunun tim te[to,t,] aralig icin degil, sadece ¢,
aninda saglanmasinin istenildigine dikkat edilmelidir. Bu anlamda (1.1-3) ile verilen
problem global kontrol problemi olarak adlandirlabilir. Yani (1.3) kosulunun
saglanmasi u(¢) kontroliiniin tim ¢ € [t,.,] degerlerine baghidir. Diger bir deyisle
(1.3) kosulu u(t) kontroliine gére yerel olmayan kosul gibi disiiniilebilir. Ayrica
(1.1) sisteminde A(f) matrisi #xnboyutlu sabit matris, B(t) n boyutlu sabit vektor,
u(t) ise skaler kontrol fonksiyonu oldugunda, (1.1-3) kontrol probleminin

¢oztiminiin varhig icin gerek ve yeter kosul, Kalman kosulu olarak adlandirilan
Rank(B, AB, ..., A" B)=n (1.4)
esitligin, saglanmasidir.

Simdi asagidaki problem ele alinsin: Oyle bir u(l) kontrol girisi bulunsun ki

‘L“TS’) = f(oet), ult). 1) (1.5)

sisteminin ¢oziimii, verilmis olan y,(¢) igin

Yo (t) = h(x(t),-t), le (to,tl) (1.6)

kosulunu saglasin. Burada (1.6) kosulunun saglanmasi tiim aralik igin istenmektedir.
Bu nedenle bu tip problemlere noktasal izlemeli kontrol problemi denir. Ayrica
noktasal izlemeli kontrol probleminde (1.5) sisteminin baslangi¢c durumu verilmis bir
vektor gibi distinilebilecegi gibi, bazi hallerde bir kontrol vektorii gibi de

distnilebilir.

Noktasal izlemeli kontrol problemleri bilyitkk oranda geri beslemeli sistemlerin
kontrol edilme problemi olarak ortaya ¢ikar. Bu gibi durumlarda, problemin ¢oziimii
i¢in bir yaklagik ¢6ziim yontemi kullanmak 6nem kazanir. Noktasal izlemeli kontrol
problemlerini yaklagik olarak ¢ozmek igin, ardigtk izlemeli kontrol yontemleri
kullanilir. Bu yontemlerin gelisimi 6zellikle 1970 yilindan sonra olmugtur. Bu alanda

yapilmis olan incelemelerden 6nemli olanlar [5-10] olarak gosterilebilir.



Ardistk izlemeli kontrol yontemlerinin amaci, verilen bir sistemin yoriingesinin
tekrarlt bir algoritma tasarlanarak, kendileri igin Onceden belirlenmis olan ve
beklenen yoriinge diye isimlendirilen yoriingeye hizli ve tam olarak yakinsamasini

saglamaktir.

Son yillarda bu konuda her adimda daha iyi bir yakinsama performansi gosteren
ardigtk izlemeli kontrol algoritmalan tasarlanmistir [5-10]. Bu tip algoritmalarda
k =12,... olmak iizere k. adimda kullanilan kontrol ve yoriinge hatasini igeren (k+1).
kontrol uygulanir. Sisteme ilk uygulanacak olan kontrol keyfi bir kontrol olarak
segilir. Baglangig kosulu ise her adimda keyfi bir vektor olarak segilebilecegi gibi
[5,6,8,9], bir algoritma olusturularak her adimda degigsmesi de saglanabilir [7,10].
k. adimdaki yoriinge hatas: ise sistemin beklenen yoriingesi ile & adimdaki kontrole
uygun olan yoringenin farkidir. Boylece ardigik izlemeli kontrol algoritmalariyla
sistemin yoringesinin her adimda beklenen yoringeye daha ¢ok yakinsamasi

saglanir.

Ayrica bu kontrollerde kontrol edilen sistemin iginde bulunabilecek olan belirsiz
parametrelerin degerlerinin bilinmesine de gerek yoktur. Bu kontrol algoritmalar
karmagik endiistriyel sistemlere (6zellikle robotik sistemler) uygulanma agisindan
son derece elveriglidir. Uygulamalar karmagik robotik sistemlerde durum/kuvvet
kontrolii igin ardigik izlemeli kontrol algoritmalari kullanilmasinin ¢ok iyi sonuglar

verdigini gostermistir.

Bu galigmada adi diferansiyel denklemler ile ifade edilebilen lineer olmayan

sistemler igin bazi noktasal izlemeli kontrol problemleri incelenmistir.

2. Boliimde kesin ¢oziimleri bulunabilen bazi noktasal izlemeli kontrol problemleri
ele alinmigtir. Bu problemlerin kesin goziimlerini elde etmek igin gesitli yontemler

verilmistir.

3. Boliimde ise noktasal izlemeli kontrol problemlerinin ¢6ziimiini yaklagik olarak
elde etmek igin ardigik izlemeli bir kontrol algoritmasi olusturulmugtur. [5-10] ile
verilen caligmalardan farkli olarak, (k+1). kontrol olusturulurken k. adimda
kullanilan kontrol ve yoriinge hatasimi kullanmanin yamsira, k. adimda kullanilan
kontrol ve (k+1). adimdaki yoringe hatasi kullanilarak sistemin yoriingesinin

beklenen yoringeye yakinsak olacagi teorik olarak ispat edilmistir. Kaynaklarda



bilinen ¢aligsmalardan farkh olarak (k+1). adimda kullanilacak kontrol k. adimdaki
yoriingeye de bagl olarak tamimlanmistir. Ispat sirasinda Growall-Bellman tipli
Lemmalar kullanilmigtir [11,12]. Burada kullanilan ispat yontemi [5-10] daki

caligmalarda kullaniimig ispat yontemlerinden 6nemli bir sekilde farklidir.

Daha sonra, elde edilen teorik sonuglar boliimiin sonunda, bir eklemli robot koluna
uygulanarak sonuglar kiyaslanmisgtir. Bu kiyaslama sonucunda sisteme, (k+1).
adimdaki beklenen hata kullamlarak olusturulan kontrol uygulandiginda, sistemin
yoriingesinin beklenen yoringeye, k. adimdaki hata kullanilarak olusturulan
kontrolden daha hizli yakinsadigt gozlenmistir. 4 adimdaki yoriinge hatas:
kullanilarak  (k+1). kontroliin olusturulma algoritmasina “agik ardisik izlemeli
kontrol algoritmasi”, (k+1). adimdaki yoriinge hatasi kullanilarak (k+1). kontroliin
olusturulma algoritmasinada “kapali ardigtk izlemeli kontrol algoritmasi”,

denilmigtir.

Ayrica ardigik izlemeli kontrol algoritmalart olusturulurken kontrol giriginin boyutu
ile yoringe hatasinin boyutu farkli olabilecegi igin diizenleyici bir matrise gerek
duyulur. [5-10] daki galigmalarda bu diizenleyici matris sadece zamana baglh bir
matris fonksiyonu olarak segilebilmektedir. Burada verilmis olan yontemde ise bu
matris hem sistemin durumuna hem de zamana bagl bir matris fonksiyonu olarak
secilebilmektedir. Bu se¢im ise bazi durumlarda yakinsamanin daha hizli olmasini ve
iglemlerin de daha kolaylagsmasint saglar. Bu sekilde bir diizenleyici matris
kullanilarak olusturulan bir kontrol algoritmasi boliimiin sonunda bir eklemli robot

koluna uygulanarak sonuglar degerlendirilmisgtir.

4. Bolimde ise noktasal izlemeli kontrol problemini incelemek igin penalt1 yontemi
kullanilmigtir. Bu yontem yardimiyla noktasal izlemeli kontrol problemi belirli bir
optimal kontrol problemine indirgenmigtir. Daha sonra L. S. Pontryagin’in
maksimum ilkesi uygulanarak noktasal izlemeli kontrol probleminin genellesmis
¢ozimi olarak adlandirilan kontrolin gerekli kosullari bulunmustur. Genellesmis
kontroliin noktasal izlemeli kontrol problemleri igin dogal bir kavram oldugu

boliimiin sonunda bir 6rnek tizerinde agiklanmigtir.



2. NOKTASAL IZLEMELIi KONTROL PROBLEMI VE KESIN
COZUMUNUN VARLIGI

2.1. Noktasal izlemeli Kontrol Problemi

R" ile n-boyutlu gergel degerli x =[x,,....x, |” vektorlerinin Euclid uzay;, R™ ile
de nxm-boyutlu gergel degerli matrisler uzay: gosterilsin. Burada 7 ile transpoze
islemi gosterilmigtir. Ozel halde ise R=R' ile gercel sayilar uzayi gosterilsin.
Varsayilsin ki sistemin durumu n-boyutlu x(¢) =[x, (¢).....x, ()] vektor fonksiyonu,

girisi 7 -boyutlu w(t)=[u,(t)....u,(¢)]" vektor fonksiyonu, cikisi ise m -boyutlu
y(©)=[»)....y,, ()] vektor fonksiyonu ile karakterize edilmektedir.

Bu durumda sistem,

x(t)= fx(t), )+ B{)u(t), 1(0,7) 2.1)
diferansiyel denklem sistemi olarak alinsin.
Burada f =[f,(x.0)....f,(x,0)]7 n- boyutlu ve f,=f(x.1), k=1..,n
elemanlari R” x[0,7] bolgesinde (x,7) argimanlarina gore sirekli, verilmis bir

vektor fonksiyonu, B(t) ise nxr- boyutlu elemanlar: ¢ € [0, T} de siirekli, verilmig

bir matris fonksiyonu olsun.
Bu sistemin ¢ikigi ise

y(0)=h(x(e).1), 1e(0.7)
esitligiyle verilsin.

Burada h(x,)=[h(x,2)...h,(x,1)]" m-boyutlu ve h,(x, t), i=1,.,m elemanlar
R" x[0,T] bolgesinde (x,f) argimanlarma gore sirekli kismi tirevlere sahip,

verilmis bir vektor fonksiyonu, sistemin beklenen y, (t) yoringesi (¢ikist) ise m -



boyutlu ve elemanlart e [0, 7] de siirekli tireve sahip, verilmis bir vektor

fonksiyonu olsun.

Burada u(t)=[u,(¢).....u, ()] kontrol vektorleri (0,7) arahginda dlgilebilir ve
hemen hemen sinirhi vektor fonksiyonu olarak ele alinacaktir. Bu kosul altinda (2.1)

denkleminin g¢oziimiinden, bu esitligi hemen hemen tim e (0,7) arahginda

saglayan ve ¢ € [0, T] ’ de diizgiin siirekli olan bir x(¢) vektor fonksiyonu anlagilir.

Kontrol teorisinin 6nemli problemlerinden biri asagidaki sekilde sunulabilir:

(2.1) ile verilen sistem igin 6yle bir u(f) girisi bulunsun ki, bu sistemin bu girise
kargt gelen belirli bir x(t) ¢Ozimi i¢in y(t) cikisi, f € [0, T]’de verilmig yd(t)

fonksiyonuna esit , yani
y.(0)=h(x().2), te(0,T) 22)
kosulu gegerli olsun. Bu problem bazi hallerde (2.1-2) problemi olarak adlandirilir.

Bu problem ile birlikte asagidaki optimal kontrol problemi ele alinsin:

x(t)= f(x(0).0)+ B{e)ult). te(0.7) (23)
Se,u) = [(9,(0) - B0 1)), (9, ()~ Bx(e). 1)) e - min (2.4)
burada (y, z) ile ye R™ ve z € R” vektorlerinin ig carpimi gosterilmistir, yani

(y, z): Zyizi
i=1

dir. (2.3-4) ile verilen optimal kontrol problemi su sekilde sunulur:

(2.3) kosulunu saglayan (x,u) giftleri kiimesinde (2.4) fonksiyonelini minimum
yapan (x“, u°) ¢ifti bulunmalidir. Eger (2.3-4) optimal kontrol probleminde (x°,u°)
optimal ¢ifti varsa, S(x°,u°)2 0 olacag agiktir. Eger S(x",uo):O olursa, u°(t)

kontrolii (2.1-2) kontrol probleminin ¢oziimii olacaktir. Tersine #°(t) kontrolii (2.1)



sisteminin belirli bir x"(f) yoringesi ile birlikte (2.2) kosulunu gergeklestirirse,
(x“, u“) cifti (2.3-4) optimal kontrol probleminde minimum kosulunu gergeklestiren
optimal ¢ift olur ve bu ¢ift igin S(x",u“)zO olur. Dolay:si ile (2.1-2) kontrol
probleminin incelenmesi kendisine uygun olan (2.3-4) optimal kontrol probleminin

incelenmesiyle iligkilidir. Yani (2.1-2) probleminin incelenmesi optimal kontrol

teorisi i¢in de belirli bir onem tagimaktadir.

Ayrica (2.1-2) probleminde (2.2) kosulunun tim ¢ e [0, T] noktalari i¢in saglanmasi

istenmektedir. Bu nedenlede (2.1-2) kontrol problemi noktasal izlemeli kontrol
problemi olarak adlandirilmigtir. Kontrol problemleri genelde farkli sunuluglara sahip

olabilir. Bu sunuluslardan en klasigi, 6rnegin asagidaki sekilde verilebilir:
Varsayilsin ki

x()=Ax()+Bu(t), te(t,.1,) (2.5)

lineer denklem sistemi verilmistir. Burada xe R",ue R"dir. A ve Buygun

boyutlu kare ve dortgen matrislerdir. Bu sistem igin
x(t,) = x, (2.6)
baslangi¢ kosulu ile su problem ele alinsin:

(2.5) ile verilen sistem igin &yle bir u(t)=(u,(¢).....n,(£))" kontrolii bulunsun ki, bu

sistemin (2.6) baglangi¢ kosulunu saglayan x(t) ¢Ozimii belirli bir #,) ¢, aninda
x(t)=0 @7)
kosulunu saglasin.

Bu problemde #,)7, onceden verilmig bir say1 gibi diigtiniilebilir. (2.5-7) ile verilen

problem de belirli bir kontrol problemidir, ancak bu problemde (2.7) kosulunun

sadece f, noktasinda saglanmasi istenmektedir. Dolayist ile (2.7) nin saglanmasi
global bir olay gibi digiinilebilir. Yani (2.7) nin saglanmasi (x(t), u(t)) ciftinin

t € [t,.1,] arahgindaki degerlerin hepsine baglidir.



(2.7) kosulunun sol tarafi integral seklinde de yazilabilir. Dolayisi ile (2.5-7) ile
verilen kontrol problemi (2.1-2) ile verilen problemden karakterce tamamen farkli bir

problemdir.

Ayrnica (2.1-2) ile verilen noktasal izlemeli kontrol problemi asagidaki sekilde de

yazilabilir;

x()=x" + [LF(x(s),5)+ B ()u(s)]s 2.89)

y,©)=h(x(t)1), te(0.7T) (2.8b)

burada x° :x(O)e R" dir. (2.8b) esitligi m-boyutlu vektor esitligidir. (2.8b)
denkeminde n-boyutlu x(f) vektor bilinmeyen olarak dustnildigiinde, (2.8a)
esitligi »- boyutlu u(t) ye gore birinci tir Volterra tipli denklem olarak
diistiniilebilir. Dolayisi ile (2.8) sistemi # sayida Volterra tipli biriﬁci tir ve m
sayida cebirsel denklemden olusan bir sistem olarak disunilur. Bu anlamda (2.8)
sistemi integro cebirsel veya hibrid sistem olarak adlandinlir. Bu tip sistemlerin
incelenmesi sirasinda ortaya ¢ikan zorluklarin bir kismi bunlarin hibrid tipli olmas:

ile, diger kismu ise y,(¢) ve u(t) boyutlarinin farkli olmastyla iliskilidir.

2.2. Kesin Coziime Sahip Bazi Noktasal izlemeli Kontrol Problemleri

Bu bolimde ¢odzimii kesin olarak bulunabilen bazi noktasal izlemeli kontrol

problemleri ele alinmstir. (2.2) esitliginin her iki tarafi ¢’ye gore tiretililirse

, i=1....m

V)= éka (t)_,.mt_)

ox, (t) ot

k

seklinde olur. Bu esitlik vektor (siitun) esitligi seklinde yazilirsa
Pa(t)= b (x(t), 1) x(t)+ b, (x(2). )

elde edilir. Burada



oh(x,t)  oh(xt) ]
ox, o,
h(x0)=|
on,(x.t) on,(x1)
T |
ve
Con (x,1) |
dt
R (x.t)= :
on,(x.1)
L dt

seklinde tammlanmis m x n ve m -boyutlu matris ve vektor fonksiyonlaridir.
Burada x(¢) vektor fonksiyonu (2.1) sisteminin ¢éziimii oldugundan
3.0 = B (x(0). )L £ (x(0), )+ B u(t) ]+ b, (x(0).1)
veya
$a(0)= b (ele). 1) f (ele). 1)+ (e(0), ) B) (e) + b, (x(0). 1)

olarak elde edilir. Burada 6zel halde m=r ve h (x(¢).1)B(t), 1 [0,T] *de tersi

alinabilir bir kare matris fonksiyonu olarak ele alinacaktir.

Teorem 2.2.1: Varsayilsin ki y,(t)e CV[0, 7] verilmis gereken bir durumdur ve

oyle bir @ € R" vektori vardir ki,
y4(0)=h(a,0)
kosulunu saglamaktadir. Bu durumda noktasal izlemeli kontrol probleminin ¢ézimii
ult)=[n(0.)BOT [5,0- b0 ) fO)-RDN)] @9

x(0)=a (2.10)



seklinde olur. Yani (2.1) sisteminin (2.9-10) ile tanimlanan u(f)’ye ve x(0)=a

baslangig kosuluna kars gelen x(¢) ¢oziimii beklenen (2.2) gikisini gergeklestirir.
Ispat: Ispat igin asagidaki iki kosulun gergeklesmesi gerekmektedir.

i. y,(0)=h(x(0),0)

ii. y,(6)=h,(x(t), ) %)+ k,(x(t), 1)

i. kosul a’nin segciminden dolay: gergeklesir, ii. kosulun gergeklestigini gostermek

i¢in, (2.9) de bulunmus olan u(t) degeri (2.1) sisteminde yerine yazilirsa

#(0)= £e(0).0)+ BO 0, (<)1) BOY' (74 0)- B (000 (50). 1) - 1, (x(e). )]

@2.11)

seklinde olur. Bu deger ii. kosulda yerine yazilirsa
yo=h (f+B@ B) (b, —k, £)—h)+h
olur. Buradan
Ya=h f+y,~h f-h +h
elde edilir ve ii. kosulda gergeklesmis olur.

Bu halde x(¢) ¢oziimii yaklasik olarak asagidaki iteratif yontem ile bulunabilir.

Xg (t): )

olmak iizere

Xy ()= x° + j[f(xN (s). )+ B(s) (h, (x, () ) B(s)) " (3, (5)— b, (2 (5), 5) f (2 (5), 5)
—k,(x, (s), s)]ds N=0,1,..

dir.
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Teorem 2.2.1° de kesin u(f) ¢ozimiiniin (2.9) ifadesi bir ters diizenleyici gibi de

distindlebilir.

Bu ¢oziimii bulmak i¢in once (2.11) denkleminin (2.10) baslangi¢ kosulunu saglayan

x(¢) goziimii bulunmalidir. Sonra x(t), (2.9)’ un sag tarafina yerlestirilerek u(t)
¢Oziimii bulunabilir. Ancak bazi 6zel hallerde u(¢) ¢oziimiinii bulmak icin x(t) nin

bulunmasina gerek olmayabilir. Boyle hallerden biri lineer problem olarak

adlandirilan asagidaki problemdir.
x(t)= Ax(t)+ B()u(t), te(0, T) (2.12)

sistemni ele alinsin. Burada x € R",u e R"’dir. Ae R"™" seklinde verilmis sabit bir
matris, B(f) ise elemanlart fe [0, T]’de sirekli olan nxr-boyutlu verilmis bir

matris fonksiyonu olsun.
Bu sistemin gikigi ise
y(0)=C(O)x(t)+q(t). 1e(0.7)

ile verilsin. Burada y € R™dir. C(t)e R™" veq(t)e R™ ise elemanlan ¢ [0, T] de

siirekli tiireve sahip sirasiyla verilmis matris ve vektor fonksiyonlart olsun. Burada
oyle bir u(l) girisi bulunsun ki, (2.12) sisteminin bu girise kars: gelen x(t) ¢cOzimi

igin y(t) cikis, £ € [O, T]’ de verilmis olan y, (t) fonksiyonuna esit olsun, yani

¥.(0)= (1) x(t)+ 4(t) (2.13)
kosulu gegerli olsun.

(2.12) sisteminin x(O) =a € R"kosulunu saglayan ¢6ziimii
t
x(1)=e*a+ Ie"('"’) B(s)u(s)ds (2.14)
0

seklindedir. Burada

11



dir.

(2.9) *da bulunmus olan u(t) degeri lineer hal igin hesaplanip, f € [O, T ] de C (t)B(t)
tersi ahnabilir bir kare matris ve beklenen ¢ikis olan y, (t) ise te [0, T ]’de

tiiretilebilir bir vekt6r fonksiyonu olarak ele alinirsa,

u(t)= (€O BOY" (. ()- (€ 0)+ () 4)x()- (1) (2.15)

olarak bulunur.

Ayrica agiktir ki, noktasal izlemeli kontrol problemleri kontrol girisinin boyutunun
sistemin ¢ikisinin boyutuna esit ve sistemin durumunun boyutundan kiigiik ya da egit
oldugu durumlarda “iyi” problemler olurlar ve bu durumlarda ¢ofu zaman CB
matrisinin tersi alinabilen kare bir matris oldugunu varsaymak dogal olur. Simdi

x(l)’nin (2.14) ’te bulunmus olan ¢6ziimii (2.15) ’te yerine yazilirsa,

,,(,)=(c(,)B(,»—'[yd(t)_(c-(,)+c(,)A)[ema+je«f—»B(s)u(s)ds}q(,)],
u@:(c(,),,@)—r[y-d(,)_(c-(t)+c@A)ema_(c-<,)+c(,)A)jeA«-nB(s),,(s)ds_q(,)J

elde edilir. Bu denklemde

F()=(c()BO)" (7,0)-(C0)+ c)a)e*a-4())
K(s.)=(C@) BQ)" (C@)+ Ct)A)e”B(s)

yazilirsa,

t

ult)= F(t)+ jK(s, t)u(s)ds

0

& Mﬁ“



seklinde ikinci tiir Volterra tipli bir integral denklem oldugu agikga goriiliir. Burada
F(t), te[0,7]’de r-boyutlu vektor fonksiyonu K(s,7) ise [o, T]x[0, 7] °de rxr-

boyutlu matris fonksiyonudur.

Simdi bu denklem sisteminin yani noktasal izlemeli kontrol probleminin hangi

durumlarda ¢oéziimiiniin oldugu incelensin. Belirtildigi gibi CB tersi alinabilir kare
bir matris fonksiyonudur, yani det]CBl:tO dir. Aynica bu kontrole karst gelen

yé6riinge (2.12) sisteminin x(0)= a kosulunu saglayan ¢6ziimii olarak bulunacaktir.

Burada a vektori
»4(0)=C(0)a +4(0) (2.16)
kosulu yardimiyla tanimlanur.

(2.16) sisteminden a vektoriiniin ¢oziilebilmesi igin
rank[C(0), (v ,(0)- q(0))] = rank[C(0)] (2.17)

kosulunun gegerli olmas: gerekir. Bu kosul gegerli olmazsa (2.16) sisteminin a
¢Ozimi yoktur ve bu nedenlede noktasal izlemeli kontrol probleminin kesin ¢ézimii
olmaz. Eger (2.17) kosulu gegerli olursa, a vektori tek yada sonsuz sayida olur.
(2.16) in a’ya goére sonsuz ¢oziimi (genelde m (ndurumunda yani denklem sayisi
bilinmeyen sayisindan az) oldugunda , bu ¢oziimlerden segilen herhangi bir a
vektoriine uygun olan x(¢) durumunu gergeklestiren u(¢) girisi tek olarak bulunur ve

(2.13) kosulu gegerli olur. Eger tek ¢oziim varsa (genelde m =n durumunda, yani
denklem sayisinin bilinmeyen sayisina esit oldugu durumda) bu ¢6ziime uygun olan

tek bir x(t) durumu ve bu durumu gergeklestiren tek bir u(t) kontrol girigi bulunur

ve (2.13) kosulu gegerli olur. Asagida a’nin tek ve sonsuz oldugu hale ait iki 6rnek

verilmigtir.
Ornek 2.2.1 Asagidaki tek boyutlu sistem ele almsin.
x(#) = x()+ult), 1e(0,T) (2.18)

Bu sistemin ¢ikisi
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Ye)=2x(r)
esitligi ile verilsin. Burada n=m =r =1"dir.

Simdi oyle bir #(¢) girisi bulunsun ki, sistemin bu girise uygun olan x(7) durumu

igin (1) gikig1, 1€ [0, T|* de verilmis olan y . (¢) fonksiyonuna esit olsun, yani

Ya (t): 2x(t)

kosulu gecerli olsun. Bu esitligin her iki tarafi ¢’ye gore tiretilirse

Y (t) = 25‘(’)
Fa(0)=2(x{e) + ()
()2 220-2x00

2

olarak bulunur. (2.18) sisteminin x(O) = a kosulunu saglayan ¢ézimi

!
x(t)=e'a+ [“u(s)ds

0

oldugundan,
. t
ult) = Yalt) "z(t) -ea— Ie('“‘)u(s) ds
0

seklinde ikinci tiir Volterra tipli bir integral denklem elde edilir. Ozel halde

y,(t)=sin(¢) olursa x(0)= a = 0 seklinde tek olarak bulunur ve

ult) = cos() - je("‘)zl(s) ds
2 0

bulunur. Buradan wu(¢) girisi tek olarak belirlenir ve bu girise uygun olan x(1)

durumu igin y,(f) beklenen gikisi elde edilir.

14



Ornek 2.2.2 Simdi de asagidaki sistem ele alinsin.
X, =X, +2x, +x; +u, +u,
X, =X +x,+u, +u,

X, =X, +x, +2u, +u,
Bu sistemin ¢ikisi ise
=X +x,+x
Y, =X, +2x,
esitlikleri ile verilsin. Burada » =3, =2, m =2 ’dir.

Simdi oyle bir u(f) kontrol girisi bulusun ki, bu girise uygun olan x(l) durumu

i¢in y(t) cikisy, 1 € [O, T]’ de verilmis olan y, (t) fonksiyonuna esit, yani

Y =X +XxX, + X,
Y2 =X, +2x,

kosullan gegerli olsun. Bir 6nceki 6rnekteki benzer islemler uygulanarak bu sistemin

kontrol girisi igin

4Y 3 .5 1
g — = _|ixl0
w@)]_| 8 2|70 |4 & 3 xl((o))—
”2(’) E l .}.’dz(t) 2 _5_1 H xz(O)
g 2 2 8 8 LS
79,
35 17 |2 2 I
I T R (2 Y af
Z s s 2 l ”2S
2 8] |L , 5
L2 2 |

seklinde 2. tiir Volterra tipli bir integral denklem sistemi elde edilir. Burada x(0)=a

vektdri

Yar (0) =X (0)+xz (O)+ X3 (0)
yd2(0)= X, (O)+ 2x, (O)
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denklem sisteminden sonsuz sekilde bulunabilir. Bu herhangi bir x(0) = a ¢oziimiine
uygun olan x(¢) durumunu gergeklestiren tek bir u() ¢oziimiiniin bulunmasina ve

istenen y, (t) ¢ikiginin gergeklesmesine ait bir 6rnektir.

Simdi m <r{n oldugu durumda da bazi noktasal izlemeli kontrol problemlerinin

¢oziimiinin bulunabilecegi gosterilecektir. Bunu gostermek i¢in yardimer gikiglar

yontemi kullanilacak ve bu yontem asagidaki 6zel hal i¢in agiklanacaktir.
x(t)= A() x(t)+ B{)ult), 1e(0,7) (2.19)

sistemi ele alinsin. Burada x e R",ue R”’dir. A(t)e R™,B(t)e R™ seklinde

elemanlan ¢ € [0, T'] *de siirekli, verilmis matris fonksiyonlar: olsun.

Bu sistemin ¢ikigi ise
y(0)=Cl)x(t)+q(). 1e(0.7)

esitligi ile verilsin Burada y € R" ’dir. C(t)e R™" ve q(t)e R" seklinde elemanlari

t € [0, T} de siirekli tireve sahip, verilmis matris ve vektor fonksiyonlari olsun.

Burada 6yle bir u(t) girisi bulunsun ki, (2.19) sisteminin bu girige kars1 gelen x(t)

¢OzUmi i¢in y(t) cikist, L e [O, T] "de verilmis y, (t) fonksiyonuna esit olsun, yani

ya()=C()x() +4()

kosulu gegerli olsun.

Simdi sistemin ¢ikisinin boyutunun yardimci ¢ikiglar ekleyerek x(t)’nin boyutuna
esit olacak sekilde arttirildigi ve C(t)’ye de yardimc: elemanlar ekleyip D(t) e R™
seklinde bir matris, benzer sekilde gq(f)’den a(t)e R" seklinde bir vektor
fonksiyonunun elde edildigi varsayilsin. Bu durumda y, (t)’ye de yardimc1 beklenen
cikiglar eklenerek boyutu x(t)’nin boyutuna esit olacak sekilde arttirlsin ve elde
edilen beklenen ¢ikis z, (l)e R"olsun. Burada [y (t), y,,(t)]T eklenen yardimci

¢ikiglan gostermek tizere
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2,0)= ()Y Y O, OF

seklinde, ¢, (i=m+1...n j=1,...,n) ve [qml(t),...,q,,(l)]r yardimc: elemanlart

gostermek tizere

¢y Cin
D — cml cmn
c(m+|)l o c(m+1)n
L cn] o Cnn _

veE

a(t)=[q,(1)..qu (). 40 ()., O

seklinde olur.

Varsayilsin ki bu durumda sistemin beklenen gikist igin

2,(0)= D) x() +a(t)

(2.20)

kosulu gegerli olur. Burada D(t)e R™"seklinde elemanlar te[O, T] de siirekli

tiireve sahip tersi alinabilen bir kare matris fonksiyonu, a(t)e R" ve z,(t)e R"

seklinde elemanlan e [O, T]’de sirekli tiireve sahip birer vektor fonksiyonu olsun.

(2.20) denkleminden
x=D"(z, —a)
olarak bulunur. (2.20)’ nin her iki tarafi ¢’ye gore tiretilirse
i,=Dx+Dx+a
elde edilir. Burada x yerine (2.19) sistemindeki degeri yazilirsa

i,=Dx+D(Ax+Bu)+a

17

(2.21)



olur. Burada da x yerine (2.21) denkleminden bulunan degeri yazilirsa
DBu=z,-D[p"(z, -a)|- DAD"(z, ~a)-d
elde edilir. Bu denklemin sag tarafi p e R" vektor fonksiyonu ile gosterilirse
DBu=p (2.22)

olarak yazilabilir. §imdi boyut arttirmadaki serbeslikten dolay1 C, q vey,’ye

eklenen elemanlar #’nun ¢oziimiini tek olarak elde edebilecek sekilde segilebildigi,
yani (2.22) sisteminde rank[DB, p] = rankDB = r oldugu varsayilsin. Bu durumda «

tek olarak belirlenebilir,

Ornek 2.2.3
111 11

x=|0 0 1l|x+[10|u (2.23)
1 10 01

lineer sistemi ve bu sistemin gikigi
111
= x
Y 110
olarak verilsin. Bu ¢ikigin boyutu

111

z=(110|x
abc
olacak sekilde arttirilsin. Boylece
111
D=|110
abc

olur. D matrisinin tersinin olmasi kosulundan b =c =0, a =1 segilirse,
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111
D=|110
100

olur.

Simdi o6yle bir u girisi bulunsun ki, sistemin bu girise uygun olan x ¢6ziimii igin

cikig, 1 € [O, T] > de verilmis olan y, fonksiyonuna esit olsun, yani
z,=Dx (2.24)
kosulu gegerli olsun . O zaman

ydl(t) L1 1] x (t)
YO |=[1 10 | x(0)
.VJs(t) 100 xs(’)

olur, buradan

x,(1)= 4, (1)
xz(t):ydz(t)_.)’ds(t) (2.25)
x3(l) =Va (t)_yd:!(t)

elde edilir. Simdi (2.24) esitligi ¢ ye gore turetilirse

Yar =% X, + X,
Var =% %,
Yay =%,
bulunur. Burada x ’in tiirevlerinin yerine (2.23) sistemindeki degerleri yazilirsa
Y= 2(xI +x, +x3)+ 2(111 +uz)
Var =X, +x, +2x;+2u, +u,

Va3s =X, +X, +x; +u, +u,

elde edilir. Bu sistemde x’in (2.25) denklemindeki degeri yerine yazilirsa
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Yar =2Ya +2(”1 "H‘z)
Yaz =2Vq1 = Ygo +2u, +u,

Yaz = Va T, U,

bulunur. Burada

1
Yas zay‘n
secilirse
. 1.
Va3 :Ey{u

olur. Boylece
Yar =2y4 +2(”1 +u._,)
Yir =2y 4 — Yar +2u, + 1,

1.
”2‘)’“ =Yg tu tu,

seklinde bulunur. Bu sistemde 1. ve 3. denklemler lineer bagimli olduklari igin u, ve

u, tek olarak elde edilir.

Ayrica (2.22) esitligi kullanilarak ta

212 " Yar—2Ya
21 { Ijlz Yar = 2Y 0 t2Y4,

Yaz =V

aymi sonug elde edilebilir. Burada rank[DB, p]=rankDB =2 oldugu igin #’nun

¢Ozimi tek olarak belirlenebilir.

Bu bolimde noktasal izlemeli kontrol problemlerinin kesin g¢dziimlerini elde etmek
i¢in ¢esitli yontemler verildi. Sonraki bolimde ise yaklagik ¢ozim yodntemleri

uzerinde durulacaktir,
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3. ARDISIK IZLEMEL] KONTROL YONTEMI

3.1. Sistemin Tamumlanmasi ve Problemin Sunulusu

Varsayilsin ki x =[x,,..x,]" verilmis 7-boyutlu bir vektordir, bu vektoriin Euclid

normu

be] = max)

leionm

olarak tanimlansin.

Simdi de te|0,7]’de m-boyutlu verilmis bir ¢lt)=|p,{f)...0 (¢ vektor
imdi [o.7] yu 0=, @)...0,0F

fonksiyonu ele alinsin. Boyle bir vektor fonksiyonu igin
ol 07y = max{e [ 0] } 220
normu tanimlansin. Bu norma ¢(¢)’nin A -normu denir.

Ayrica  her M=(m,.j)e R™", i=1,..m, j=1...n matrisinin normu,

g=M x e R” keyfi g vektorii igin

[l < a4 ||

esitsizligi gegerli olacak sekilde tanimlansin. Bu kosulu saglayan |M|| normu |x]

normu yardimuyla tiiretilmis bir norm gibi diigtinilebilir. Bu normu tanimlamak igin

' n ks
Yy =2 X,
m, my, (| % ; i
= ,,'
mml T mmn xn y,,,zzm,,,jx,:
=

ve
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”M x|| = maxlyil = max

x| < mpx S | < b max S,

yazilirsa, M matrisinin normunun

o] = et > p |
e J=

seklinde tanimlanabilecegi agik¢a gorilir.

Ayrnica x vektoriniin Euclid normu
|| = Ix |
olarak tanimlanirsa

o 1= 3 S < S o] < s o ) e

olacagindan

= mgs{ |

seklinde de yazilabilecegi gortilur.

Simdi ¢t e [O, T] "de agagidaki sistem ele alinsin,

i(t) = £(<(t).1,6)+ B(e) u(z),
()= h(x(t), 1) G.1)

Burada x(t)e R",u(t)e R” ve y(t)e R™ sirasiyla sistemin durumunu, girisini ve

¢ikigint - gosteren vektor fonksiyonlandir. @ € E < R” seklinde belirsiz  bir

parametredir.

Burada f = (£,(x(¢).2,0).....f,(x(t).2.8)) n-boyutluve £, = f,(x.,2.0), k=1,..,n

elemanlari R" x [0, T]x E bolgesinde (x,,8) argiimanina gore sirekli olan verilmis
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bir vektor fonksiyonu, B(f) ise nxr -boyutlu ve elemaniari ¢ e [0, 7] de siirekli
olan verilmis bir matris fonksiyonu olsun. Ayrica h(x,?)=[h(x,¢)...h,(x,0)] m-
boyutlu ve h(x,7), i=1..,m, elemanlari R" x[O, T ]’ de (x,7) vektor argiimanina

gore surekli olan kismi turevlere sahip verilmis bir vektdr fonksiyonu olarak ele

alinsin.

Burada u(t), te [O, T']"de siirekli olan bir vektor fonksiyonu olarak ele alinacaktir ve

u(t) kontrol girislerinden olusan kiime ise U ile gosterilecektir.

(3.1) sisteminin beklenen y6riingesi (¢ikist) y, (t) olsun. Bu sistem igin

»a(0)= h(x(e).1) (3.2)

problemi ele alinsin. (3.1-2) ile bagh noktasal izlemeli kontrol problemi geri

beslemeli sistemlere uygulandigi zaman agagidaki gibi bir problem 6nem kazanir.

Varsayilsin ki k=1,2,3,... olmak lzere uk(l) kontroliine ve belirli bir

X, (0) = a, baglangig¢ kosuluna karst gelen durum x, (t) ’dir, yani

%,(t)= f(x, (0).1.0)+ B() u, (1)
Xy (O) =a;

dir. Beklenen yoriinge igin

lim h(x, (2).) = y,()

k—w

olmast istenmektedir. Bu durumda
e.(t)=,0)-».0)
hatasini belirleyerek 6yle
0 (t)= 0w, (1) €, (0).1)
kontroller dizisi ve

X (0) =a,,
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baslangig degerler dizisi olusturuisun ki, e,(f) hata vektoriniin || e, || normu

afor]

sifirayakinsak olsun. Agiktir ki, her adimda wu,,(f) kontroli u,(t) ve

e,()=y,()-y,(£)yi kullanarak olusturulur. Bu nedenle de boyle {u,(t)}

kontrollerinin bulunmasi problemi agik ardigik izlemeli kontrol problemi olarak

adlandirilir. Agik ardigik izlemeli kontrol probleminde u, (l)’nin olusturulmas:1 Ek A

Sekil.A.1’de gosterilmistir. Simdi agik ardisik izlemeli kontrol probleminden

tamamen farkli olan asagidaki problem ele alinsin.

Burada yine £ =1, 2, 3,... olmak iizere kontroller dizisi

Wy (t) = '//(uk (t), € (l), t)

seklinde, baslangi¢ degerler dizisi ise
xk+l (O) = bk+1

olarak verilsin ve yine e, () hata vektdriiniin " e, || ajor] POTMU sifira yakinsak olsun.

Agiktir ki, burada u,, (f) kontroli u,(t) ve e, (t)=y,(¢)-y,.(t)’yi kullanarak
olusturulur. Boyle {w, (t)} kontrollerinin bulunmasi problemi kapali ardigik izlemeli
kontrol problemi olarak alandirilir. Burada ,,,(t) kontrolinin e, (f) ile
olusturulmasi islemlere x,,,(¢)’in de girmesini ve yakinsakhigin daha hizli elde
edilmesini saglar. Kapali ardigtk izlemeli kontrol probleminde uk(t)’nin

olugturulmasi Ek A Sekil. A.2’de gosterilmistir.

Agik ve kapali ardigik izlemeli kontrol problemlerinde amag sistemin ¢ikist

Y. (t)’nin beklenen yoringe y, (t)’ye, tanimlanmis kontroller ve baslangig degerler

dizileri kullanilarak adim adim yakinsamasini saglamaktir. Bunu gergeklestirmek

igin u,(f) ve x,(0) keyfi segilerek sisteme % =1,2,3,... olmak iizere her adimda
sisteme bir uk(t) girisi verilerek, bu girise uygun xk(t) durumu ve y, (t) cikigt

hesaplanur ve her adimda y, (¢) ile y,(¢) arasindaki hata vektoriiniin normu olan

” ek(t)”:" yk(l)—yd(t)"<ga £)0
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hesaplanarak, bu say: istenildigi kadar kuguk oluncaya kadar iglemlere devam edilir.

Her iki (hem agik hem kapali) ardigik izlemeli kontrol probleminde
im 3, ()= 5, 1e©.7)
olmalidir.

Burada agik ve kapali ardigik izlemeli kontrol problemleri asagidaki iki varsayim

altinda incelenecektir.

Varsayim 1: Varsayilsin ki f (x, L, 0) fonksiyonu (x, t, 0) e R" x [0, T]x E
bolgesinde Lipshitz kosulunu saghiyor. Yani her (x,,78) ,(x,.7.8)e R" x[0, T]x E

i¢in 6yle « sabit sayisi vardir ki

[ f(x,,t,e)—f(xz,t,e)"Sa"x, ~x, |

kosulu saglanir.

Varsayim 2: Varsayilsin ki beklenen yoriinge olan y,(s), ze[0,7]’de siirekli

tiireve sahiptir, yani y,(t)e C")dir.

Hatirlatma: Varsayim 1 burada ele alinmig (3.1) sistemi igin basit bir gerekliliktir ve
f(x,20) fonksiyonu yapisal olarak bilinmeyen ya da belirsiz bir fonksiyon da
olabilir. Varsayim 2 ise beklenen yoriinge igin temel bir gerekliliktir ve ¢ogu

caligmada [7] bu yo6riingenin daha ileri derece tlrevlerininde siirekli olmasi istenir.

3.2. Bazi integral esitsizliklerin ¢oziimii

Hatalarin  degerlendirilmesi sirasinda baz1 integral egitsizlikleri ¢6zmek

gerekmektedir. Bunun igin agagidaki iki Lemma kullanilacaktir [11,12].

Lemma 1: Varsayilsin ki w(t) ve N(t), te(0,7)de l+—1-=1 olmak tizere
P 9

sirastyla LP(O, T ) ve Lq(O, T) uzaylarindan olan ve negatif olmayan verilmis
fonksiyonlardir. (p(t) ise te(O, T)’de integre edilebilir, LP(O, T) uzayindan olan,

negatif olmayan ve
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t

olt) < [N(s)o(s)ds +y(0) (3.3)

0

esitsizligini saglayan herhangi bir fonksiyondur. Bu durumda

j'N(s)ds
et +y(0) (3.4)

¢<t)s[jzv(s>w(s)ds]

esitsizligi gegerli olur.

Ispat: (3.3) esitsizliginde
t
R(t)= [ N(s)g(s)ds
0

yazilirsa
(1)< R@W)+y(0)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi N(¢) ile carpilarak, (0,¢)’de integre edilirse

[N)os)es < [ N)R(s)els + [ W5k () s

bulunur. Burada

yazilirsa
R <R(O)+w.() (3.5)

elde edilir. Keyfi £) 0 sayisi igin bu esitsizlik

RO<RO)+y,(0)+&
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seklinde yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi N(l) ile ¢arpilirsa

N()R()
ORTOFERtd

olur. Burada w,(f) monoton artan bir fonksiyon oldugundan

VORE) . NORE o
R(s)+w,()+&  R(s)+y,(s)+¢ <N(s) s€(0,0)

seklinde yazilabilir . Bu esitsizligin her iki tarafi (O, t)*de integre edilirse

j‘R N(s)R(s) ds < jN (s)ds

0 I(S)'H/’l(t)"'g )

elde edilir. Burada R, = NR oldugundan

¢ dR
o ye = s

olur. Buradan da

ln( R+ () +e ] < jN(s)ds,

RO)+y,()+e) 3

RO+ o RO+ o)t

elde edilir. Bu esitsizlikte £ — 0 igin limite gegilirse

H

R+ < )¢

N(s)ds

olur. Bu egsitsizlik (3.5) dikkate alinirsa

t

R RO O s )
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t
olarak yazilir. Burada y, () = J‘N(s) w(s)ds oldugundan, amacimiz (3.4)

0

o0 [HEw)as ] <0

esitsizlifine varilir ve ispat tamamlanmig olur.

Lemma 1’ de y(t)e L, uzerine monotonluk kogulu konulmamugtir. w(t) monoton

artan bir fonksiyon oldugunda bu Lemma daha kolay ispatlanabilir, yani asagidaki

Lemma gecerli olur.

Lemma 2: Simdi varsayilsin ki Lemma 1’ de verilmis olan l//(t) fonksiyonu
monoton artandir ve o(t)e LP(O, T), N()e Lq(O, T), wlt)e LP(O, T) ve

o(t), N(¢), w()= 0 olarak verilmistir. Bu durumda (3.4) yerine

jN(s)ds
o)< y(t)er (3.6)

esitsizligi gegerli olur.

Ispat: Keyfi £)0 sayisi igin
olt)< IN(s)¢(s)dv+w(t)+s
oldugu agiktir. Bu esitsizlikte
RO)= [M6)ols)as
!

yazilirsa
¢(t) < R(t)+ !//(t)+ £ 3.7

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi N(¢) ile garpildiginda
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e()N() . N()

Ri)+y(t)+s

olarak yazilabilir. Burada ://(t) monoton artan oldugu igin

p(s)N(s) _ _ o(s)N(s)

R+ yl)re  Rs)+p(s)re N(s), se(or)

seklinde olur. Bu esitsizligin her iki yan (O, t)’de integre edilirse

j o(s)N(s)

________d‘ < ') ds
R(s)+y/(t)+5 v IN(S)dS

0 0

elde edilir. Burada R = ¢ N oldugundan

' dR(s) < ' o)ds
-([R(s)+ w(t)+e IN( )d

0

olur. Buradan da

1

IN(x)ds j'N(s)ds
R()+w(t)+e < (R(0)+ wlt)+e)e =(p()+e)er

elde edilir. Bu esitsizlikte £ — 0 igin limite gegilip, (3.7) esitsizligi dikkate alinirsa

j‘ (s)ds

ot y(t)e? (3.8)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2’den elde edilen (3.6) degerlendirmesinin, Lemma 1°den elde edilen (3.4)

degerlendirmesinden farkli oldugu agiktir. y/(t) monoton artan oldugunda (3.4) ’ten
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!

o)< w0 1+[jzv<s>dsje5

N(s)ds

veya

t

o)< w001+ [V |

(s)ds

elde edilir. Dolayisiyla Lemma 1 ve Lemma 2 birbirinden bagimsiz lemmalar gibi
digtnilebilir.  Bu lemmalar hatalarin  yakinsakligiyla ilgili teoremlerde

kullanilacaktir.
3.3. Acik Ardisik Izlemeli Kontrol Yontemi

(3.1) ile verilmis sistem k£ =0,1,2,... olmak tizere ¢ [O, T] ’de

X (t) = f(xk+1 (t)= L 9)+ B(t) Uy, (l)

e ()= hxya (011 e
seklinde yazilsin. Bu sistemin £ € [0, 7]” de beklenen yoriingesi y,(f) olsun ve
lim (x,., (1) = 3, (1)
olmasi igin kontroller dizisi
u,., (t):uk(t)+%[K(xk O1)e, ()] (3.10)
olarak, baslangig degerleri dizisi ise
x,.,(0)= x, (0)+ B(0) K[x,(0).0]e, (0) (3.11)

seklinde olusturulsun. Burada K(x,?) »xm- boyutlu ve elemanlar: R"x[O, T ]
bolgesinde (x, 1) argiimanlarina gore siirekli kismi tiirevlere sahip, verilmig bir

diizenleyici matris fonksiyonu olsun. Bu problemin ¢oziiminin varlifini géstermek

i¢in asagidaki teorem verilmistir.
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Teorem 3.3.1 : (3.9) sisteminin Varsayim 1’ i, beklenen yoéringe y, (t)’ nin ise

Varsayim 2’ yi sagladigi varsayilsin. Herhangi bir xl(O) baslangig degeri ve

.....

degerleri dizileri kullamldiginda (3.9) sisteminin e, ()= y,({)-y,(t) hata
vektoriiniin " e, (t)” normu, h,(x,1) ,R"x[O, T] bolgesinde sinirlt, I, m -boyutlu

birim matrisi gostermek tizere

max |1~ €00 BO K.

(&.x)eR¥™ 0.7
kosullar1 altinda £ — oo igin diizglin olarak sifira yakinsar yani
fim 3, ()= 7,0 1€(.7)
olur.

ispat: (3.10) ile verilmis olan u,,, (f) kontrolii (3.9) sistemine uygulanirsa

000 = 150010+ 5O, -5 (K, 0.0, 0)

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi (0, t)’de integre edilirse

0= 20 O+ ] £ 61500+ [ B 5 + [ B6) K e, 5), e ) s

olur. Burada x,,, (O) yerine (3.11)” deki degeri yazilirsa

%, (0)= %, (0)+ BO) K (x, 0),0)€, ©)+ [ £(x,.,(5)5.8)ds + [ B, (5) s

[ B[R, () e (e

ifadesi elde edilir. Bu denklemdeki son terime kismi integrasyon uygulanirsa
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%1 (0)= x,(0)+ B0) K (x,(0). 0), (0)- B(0) K (x, (0). 0) ¢, (0)+ B) K (x, (1). ), (1)
+J‘_f(xk+I 5, 0)ds +IB( )uk(s)ds—IB (x,(s), 5)e, (s)ds

elde edilir. Bu denklemin sag tarafina I S(x,(s),5,0)ds ekleyip gikartilirsa

\]

%0 ()= %, 0)+ [ £, (5. 5.0)ds + [ Bs)ut, (5)ls + BE) K (x, (). 1), (1)

t

[ BO) K5, (5) e, (5)ds + [L (o (5).5.6)- 75, (). 5, 6) s

0

seklinde yazilabilir. Burada
x,(0)=x,(0) jf x, (s), 9)ds+j13 s)u, (s)ds
oldugu g6z 6niine alinirsa,

% ()= 2, ()= BO K (x, ()1 )e, (1) Ilf(s)K x,(s).s) e, (s)ds

(3.12)
+ j [f (%01 (5). 5.0)— £ (x, (s). 5. 0)]ds

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafinin Euclid normu alinip Varsayim 1 g6z oniine

alindiginda ise

|| xk”(z)—xk(z)usai [ (5)- %, ()| s +] BO K=, (0] ] e, 0)]

+ [ B KCx, () )] e ) s

esitsizligi elde edilir. Burada

a= max |B()K(xt)], b= max

16[0 T],xeR te[0.TLxeR"

B(t)K(x, t) "v qk(t):” xk+l(t)_xk(t)"
tanimlan yapilirsa
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q,(t)< aJ.qk (s)ds + a|| e, (t) || + bJ. ” e, (s) || ds (3.13)

olur. Bu esitsizligin her iki tarafi (0,)’de integre edilirse
lqk (s)ds < a;j [jq (r)a’rj ds+ a;ju e,(s)] ds +b;[ U le.)] df] ds
elde edilir. Burada
ol)= Iq (s)ds (3.14)
tanim1 yapilirsa esitsizlik,
olt)< ajqp(s) ds + aj [y (s)]ds + bj: U le,(0)] dr) ds
seklini alir. Bunu,
o(0) < af pls)ds + (a+ b0)f | e, ()]s
0 :

seklinde yazar ve

)= a0 ey 9 (.19)

tammlanirsa, kisaca

t

plt)< a|p(s)ds +y ()

0

elde edilir. Burada Lemma 2’ den elde edilen (3.8) g6z 6niine alinirsa

()< y(e)e”

yazilabilir. Dolayisi ile (3.15) kullanilarak
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o(t) < (a+bt)[j: || e, (s)” aisj e” (3.16)

seklini alir.

Simdi (3.13) ve (3.14) yardimiyla
0= a0+ ale, )] +4] o]t
seklinde bir esitsizlik elde edilebilir. Bu esitsizlik (3.16) kullanilarak
g()<ae” (a+bt)j: e,(s)]ds +al e, ( )|+b;j [ ey(s)]ds
seklinde yazilabilir. Buradan da
()< fxe”(a +m)+b];j e, (5)]ds +a] e, ()]
elde edilir. Burada

c,=ae” (a+bT)+b

tanimlanirsa

!

qk(l): " xkfl(l)_xk (t)" s CI_[ " €, (5) ”ds'*‘a" ek(l) ” (3.17)

0

olarak elde edilir.

Simdi de hata vektorii e, (t) goz oniine alinirsa

€, (t) =Va (t)" A (t)= yd(t)_h(xk (l), t)

oldugundan

ek+l(l)_ek(t)=h(xk(t)t)—h(xkﬂ(t)’ t) (3.18)
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seklinde yazilabilir. Diferansiyel ortalama deger teoremine gore ¢ € [O, T] de x, (¢)

ve x,,, () arasinda 6yle bir £, (¢) vardir ki
h(x, (1).1)— H(x,, (0).1) = R, (£, (0).0) (x, ()~ x,.., (1)
esitligi gegerli olur. Boylece (3.18) esitligi
e (t)- e, ()= R (&, (0).1) (x, (1) x,., (1))
seklinde yazilabilir. Burada (3.12) esitligi kullanilarak
e (0)=[1, ~1.(£.0).0) BO) K (x, (1) )] e, ()~ (£, (), t)l(f(xm (s).5.6)

— fx,(s). 5, 8) ds — b (&, (), t)iB(s) K(x,(s) s)e, (s)ds
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin normu alinip Varsayim 1 g6z niine alinirsa
le@<d]e)]+ 8 a;[ [0 (s)=x, (s ) s + 8 bj e, (s)]ds
olur. Burada

p= mec [REDL  d=_ mex |1,k (E)BOKE)]

[0, ).geR" 1e[0.7} xe R" &R

olarak tamimlanmgtir. Simdi (3.17) esitsizligi kullanilirsa
le.. ()] <4 ek(t)||+ﬂaj: [cj |e,(c)|dz +a] ek(S)"JdHﬂbj: | e, (s)] s
olur ve kisaca
lee @) <d] e+ Bac t+,Baa+,Bb);|: [, (1)]ds

yazilir. Bu egitsizlikte

c,=pacT+paa+pb
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tanimlanirsa

!

e O] e @] e, ] e @} s

0

At

elde edilir ve her iki tarafi ¢e™™ ile ¢arpilarak

le... (t) [e* <d|e, (t) e +e, (j: le.(t) e *e™ dS‘J e

seklinde yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin A -normu alinirsa

” ek+l

Afor] <d “ " “;.,[o,r] R ” €, ”i..[n.r] [ Ieb ds) e
0

olur, Buradan da

At

<d|e|, ;.1 +e

1
" Cin "A.[O.T] ajor]} €y "L[‘LT] I (e’u - l)e

Sdllek|| +c,

I c,
I € ll).,[(),T] —=|d+— “ " “1_[0.1]
A A

A0.7)
elde edilir. Burada

¢, =d+-=

NN

tanimlanirsa
" €rn ";..[OJ] <6 " € ";.,[0.1] < c§ " € " <..% c; " € “;.,[0,7']

elde edilir. Burada A sayisi yeterince buyik segilirse d{1 oldugundan c,{1 olur,

boylece

lim " e, " 0

k—w l‘["]] -

olur. Burada
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0<|e, @ <(les bygry ) <(lex |ypory )
oldugu igin
lim e, ()] = 0
olur ve amaglanan sonuca varilarak
lim y,(t)=y,()
teorem ispatlanmis olur.

3.4. Kapali Ardisik Izlemeli Kontrol Yéntemi

Simdi (3.1) ile verilen sistem f¢ [0, T]’ de k=1,2,3,... lizere lineer g¢ikigh bir

sistem olarak asagidaki sekilde yazilsin.

%0 ()= £ (0,0 (0.1,0)+ BO) ., (1)

Yea ()= C@) x,.,, (1) (3.19)

Burada C(f) elemanlan te[0,7]” de sirekli mxn boyutlu verilmis bir matris

fonksiyonu olsun. Bu sistemin? € [0, 7]’ de beklenen yoriingesi y, (f) olsun ve
P_r,r}o C(t)x,., ()=, ()

kosulunun gergeklesmesi igin kontroller dizisi
d
(1) =, () +— [Kx, (6) 1) e, ()] (3.20)

seklinde, baslangi¢ degerler dizisi ise I, n-boyutlu birim matrisi gostermek tizere

I, + B(0) K (x(0),0)C(0)1n tersi alinabilir bir kare matris olmasi kogulu ile

x,4(0)=11, + BO) K(x,(0).0)CO)]" [x,(0)+ BO) K (x, (0).0) »,(0)] (3:21)

seklinde olusturulsun. Burada K(x,?) bir onceki problemde oldugu gibi rxm-

boyutlu ve elemanlart R" x [O, T] bolgesinde (x,7) argiimanlarina gore siirekli kismi
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tiurevlere sahip, verilmig bir diizenleyici matris fonksiyonu olsun. Bu problemin

¢Oziminin varligini igin asagidaki Teorem verilmistir.

Teorem 3.4.1 : (3.19) sisteminin Varsayim 1’ i, beklenen yoriinge y, (t)’nin ise

Varsayim 2’ yi sagladifi varsayilsin. Herhangi bir x (O) baslangig degeri ve

.....

degerleri dizileri kullamildiginda (3.4.1) sisteminin e, (t)= y,(t)—y,() hata

vektorinin | e, (¢)| normu,

‘(1 +C({)B() K (x,1))" ”(1

I)(—R [o J

kosulu altinda £ — oo igin dizgiin olarak sifira yakinsar yani,
im 5, 0) = 7,0, 1e(.7)
olur.

Ispat: (3.20) ile verilmis olan «,,, (t) kontroli (3.19) sistemine uygulanirsa

100 £ (e 011.0) B, 0+ (05, (0. )

olur. Bu denklemin her iki tarafi (0,¢)” de integre edilirse

x)= 00 (o>+jf(xk+l (5).5,0)ds + | Bs)u, (5)ds

+_[ xk S)’S)elm( )]ds

(3.22)

elde edilir. Burada (3.21) ile verilen baslangi¢ degerleri dizisi

[7, + B(0) K (x,(0).0) C(0)) x,., (0) = x, (0) + B(0) K (xx, (0}0 ) ., (0)
%, (0) = x,(0) + B(0) K (x, 0).0) [y, (0) - y1.. (0)]= x, (0) + B(0) K (x, (0). 0) ;... 0)
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olarak yazilabilir. $imdi (3.22) denkleminin son terimine kismi integrasyon

!
uygulanir ve sag tarafina _[ f (xk (5) s, 9)(13‘ ekleyip g¢ikarlirsa
0

X3 (0= %, () = BO K e, (0 e (0) - [ BO) K e, () 5) 0, (5)ds

: (3.23)
+ j[f(xkﬂ (S)’ S, 9)— f(xk (S), s, 9)]0’3

seklinde yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafinin Euclid normu alinip Varsayim 1

g6zoniine alinirsa

" Xprl (t)— X (l) " s aj- “ Xea (S)_ Xy (‘5) “ ds + " B(t) K(xk (t)» f) " . " €, (t) "
[ 16 KRG 69 ()t

esitsizligi elde edilir. Burada Teorem 3.3.1 ’ in ispatindaki tanimlamalar

azze[or,rrlfifm"” B(t)K(x,l)", b= max

te[0.7 L xeR"”

B(t)K(x’ t) ", qk(t):” xk+l(t)—xk(t)"

yine kullanilirsa
a.)< aj:q,, ()ds +a e () |+ b! [ 0 (s) s (3.24)
elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi (0,7)’de integre edilirse
qu (s)ds < a:! @qk (2) er ds + a:.:" e, (s)|ds+ bl u lee.n () drj ds
olur. Burada
o(t)= [ q.(s)ds (3.25)

tanimi yapilirsa
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s

o(t) < aj¢(s) ds + aj " e,.(s) ” ds + bj [I " e, (7) ” drj ds

0

seklini alir. Bunu

t

olt) < anp(s) ds+{a+ bt)j‘ | .. (s)] ds

0

seklinde yazar ve Lemma 2’den elde edilen (3.8) sonucu kullanilirsa, kisaca
I
o(t) < (a +b) U || e,.(s) ” dsJ e” (3.26)
Q0

yazilabilir.

Simdi (3.24-26) denklemlerinden ise
a()<ae” (a+ bt);[ [0 () ds +al e, (0 ) +bj: e (s)] s
seklinde bir esitsizlik elde edilir. Buradan da
a0 ()< [ e™ (a+ bi)+ b];j e0n(s)[ds+a] eon0)]

yazilabilir. Bu esitsizlikte
c,=ae (a+bT)+h

yazilirsa
q: (t) s clj- " €rn (5) “ ds+a " € (’) “

yani

" X (t) =Xy (t) " ¢ I " € (5) " ds+a " € (t) " (3.27)

0
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olarak elde edilir.

Simdide hata vektorii e, () gozoniine alinirsa
e ()=1,0)-y.0)=y,)-C()x, ()
oldugundan
eea(t)-e, ()= C(O)(x, (0)- x,.,(1))
yazilabilir. Burada (3.23) esitligi kullamlirsa
[£,, +C () B) K (x(e). )]e,..()) = e, (1)- C() j[f (%00 () 5.0) = £ (x, (s). 5, 0)] s
+C (t) j B(.s) K (x(s), S) €. (s) ds

elde edilir. Bu denklemde

D(x(t).0)=[1,, +C(e) B{) K (x(r). )]
tanimlanirsa

€ (t) = (D(x(0). 1) [, () - (1) j(f (%21 (). 5.0) = £ (x, (5). 5. 0)) s
+ O [ B5) K(x{5) 5)ey.,(5) ]

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafinin Euclid normu alinip Varsayim 1 gézoniine

alinirsa

lewa )] < d( e+ pa | | £0a)- 5,6 |ds + pb [ |0 ®)] ds]
0 0
seklinde olur. Burada

d= max OCON' ] p=mad )]

(xt)eR"-[0.7] tefo.r
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olarak tanimlanmistir. Buradan (3.27) esitsizligi kullanilarak
t
“ e,m(t)” < d” ek(t)||+(dpaa+dpacl T+dpb)I || em(s)”dv
o

elde edilir. Bu esitsizlikte
c,=dpaa+dpacT+dpb)

tanimlanirsa
!
lec. @] <d] e, @] +e.] [eis)]es
0
seklinde olur. Bu esitsizligin her iki tarafi ¢™ ile garpilirsa

” € (t)

e <d| e (r)

e e, [ f 0,

e—i.s'eﬂ.r (jS je—ll

seklinde yazilabilir. Elde edilen bu esitsizligin her iki tarafinin A -normu alinirsa

” € ] < d" €, “ TC | €n

afor 2for]

0

t
l;..[o.r] ( Ie”" ds Je""

elde edilir. Buradan da

1
" €ru ";..[o.r] <d " €y “;..[o.r] t6 “ €en ";.,[o.r] I

yazilabilir. Bu esitsizlikte

Cy = 1—52_ , A)e,
A
tanimlanirsa
“ €n Afor] <6 ” € nz.[o,r]
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olur. Buradan da

eer hpn=ale pn<e lea [<<elfe ],

elde edilir. Asayisi yeterince bityik segilirse d (1 oldugundan dolayr ¢,(1 olur,

boylece

lim| e, | 0

el afor) =
olur ve Teorem 3.3.1’in ispatina benzer sekilde

lim y,(£)= 5, ()
oldugu ispatlanmis olur.

Not: incelenen sistemin x(¢) durumu tek degerli olarak belirlenemedigi zaman agik

ardigik izlemeli kontrol problemi igin ters diizenleyici

10 = 1,0+ ZIK (. (D.0)e, 0]

X1 (0) =X, (O)+ B(O) K(yk (0)» 0) €, (0)

seklinde, kapali igin de

0= 0, + Z 1K, 0. e O]

%, (0)= x, (0)+ BO) K(»,(0). 0)e, . (0)

seklinde tanimlanmalidir. Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.4.1 bu durum iginde gegerlidir.

Bu halde ispat sirasinda sadece

a= max |B)K(y.1)]. b= max

te[0.7]yeR™ te[o.7].yeR™

B)K(y.1)]

seklinde hesaplamak yeterlidir.
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3.5 Uygulamah Ornek

Bu bolimde agik ve kapah ardigik izlemeli kontrol problemleri igin elde edilen teorik
sonuglar bir eklemli robot koluna uygulanmistir. Bir eklemli robot kolunun dinamik

sistem modeli
Ié(t)+mgésin9(t)=u(t) (3.28)

dir [13]. Burada / kolun dénme eksenine gore eylemsizlik momentini, H(t) acisal
konumunu, m kitlesini, / uzunlugunu, g yergekimi ivmesini, u(f) ise ekleme

uygulanan momenti gostermektedir. (3.28) sistemi

£

X, (l): xz(l)

xz(z)=_}mgésm 1, (t)+}u(t)

doniisiimi uygulanarak

sistemine indirgenebilir. Burada sistemin ¢ikisi y(t)=%x2(!), £=98m/sn*,

m=3.4 kg, 1=3.5 m, K(x,f) = 14 olarak segilirse Teorem 3.3.1’in kosullar1 saglanir ve

acik ardigik izlemeli kontrol problemi igin kontroller dizisi
Uy (t) =u, (t) +14¢e, (t)

seklinde, baslangi¢ kosullar dizisi ise
0
54050+ 00

. 2 0 . .
seklinde olur. Burada y,(f)=1-1, x, (0)= e u, (t) =1 seklinde segilerek, bu
algoritma igin bir bilgisayar programi Mathematica [14] kullanilarak olusturulmug ve

k =5,10,15,20degerleri igin sonuglar elde edilmigtir. Mathematica programinin
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kodu Ek.B’ de verilmigtir. k=5,10,15, 20 igin kontrol girisleri EK.C’ de Sekil C.1°
de, yoriinge hatalari Sekil C.2°de, =10, 20 i¢in de kontrol girislerinin, kesin ¢6ziim
u(t)=35-701¢-58.8sin (St2 (21—3)/12) ile karsilagtiriimas: $ekil C.3’ te verilmistir.
Ayrica K(x,f)=14/e™ olarak segilmis ve bu durumda 4=20 igin yoriinge hatas

Sekil C.4° te gbsterilmistir.

Ayni degerler kullanilarak ve K(x,£)=14 segilerek kapal ardisik izlemeli kontrol

problemi igin kontroller dizisi
Upsi (t) =u, (t)"' l4e,, (t)

baslangi¢ kosullan dizisi ise

1 0 0
xk+l(0): 0 2 xk(0)+ 2 yd(O)
7 7

olur. Burada da Teorem 3.4.1’in kosulunun saglandig agiktir. Bu algoritma igin de
bir Dbilgisayar programi Mathematica [14] kullanilarak olusturulmusg ve
k =5,10,15,20 degerleri igin sonuglar elde edilmistir. Mathematica programinin
kodu Ek.B’ de verilmistir. k=5, 10, 15, 20 igin kontrol girisleri EK.C’ de Sekil C.5’
de, yoriinge hatalar1 Sekil C.6” de, &=10, 20 igin de kontrol giriglerinin kesin ¢oziim
u(t): 35-70¢—-58.8sin (512 (2t—3)/ 12) ile kargilagtinlmast  Sekil C.7° te

verilmistir.

Son olarak 4=20 igin agik ve kapali ardigik izlemeli kontrol yontemleri kullanilarak
elde edilen kontrol girislerinin kargilastirilmasi Sekil C.8” de, yoriinge hatalarinin
kargilagtirilmasi ise Sekil C.9” de gosterilmistir. Sekiller incelendiginde kapali ardigik
izlemeli kontrol yonteminin yakinsamasinin agik ardisik izlemeli kontrol yontemine

gore daha hizli oldugu goériilmektedir.
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4. NOKTASAL IZLEMELI KONTROL PROBLEMLERININ PENALTI
METODU VE MAKSIMUM PRENSIBi YARDIMIYLA iNCELENMESI

4.1. Problemin Sunulusu

Bu béliimde noktasal izlemeli kontrol problemlerini incelemek igin penalt: yontemi
kullaniimigtir. Bu yontem yardimiyla noktasal izlemeli kontrol problemi bir optimal
kontrol problemine indirgenmistir. Sonra da Pontryagin’in maksimum ilkesi
uygulanarak noktasal izlemeli kontrol probleminin genellesmis ¢oziimi olarak

adlandirilan kontroliin gerekli kosullari bulunmustur. Problem §dyle sunulabilir.
x()= f(x(). )+ BEult), te(0,7) (4.1a)
y(t) = lz(x(l), t) (4.1b)

Burada x € R", ue R” ve y € R” sirasiyla sistemin durumunu, girisini ve ¢ikigimi
gostermektedir. Burada B(¢), f(x(¢).7) ve h(x(s),z) Bolim 2°deki gibi verilmis

matris ve vektdr fonksiyonlaridir. Bu sistemin beklenen yoriingesi ise
()= h(x(c).), 1e(0,7) 4.2)

esitligi ile verilsin. Burada yo(t), te[O, T]’de bir mertebeli tirevi siirekli, m-

boyutlu bir vektor fonksiyonudur. (4.2) kosulununun saglanmasi
Po ()= b (x(0).0) %(6)+ b, (x(0). 1) (4.3)
ve
¥,(0)= K(x(0),0) (4.4)

kosullarinin saglanmasina denktir. Simdi-4.1a) probleminin ¢6zimi igin
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F (el )= 3 b1 )[ fk(x(t),t)+zr=]:B,q.(t) u,.(,)j oh ("(’)”)_ 5o )

o ax()
veya vektor esitligi olarak
F(x(t), u(t).1) = b, (x(e). ) Lf (e(e). 1)+ B(e)u(e)]- yo (0) + b, (x(2), 1)
olmak lizere

()= [ F(0e) i COF (ele)ate), t)it+bju(t)TD(t)u(t
+(R(x(0). 0)- y,(0))" E(h(x ()0)—yo(0))

(4.5)

gibi  bir fonksiyonel ele ahnsin. Burada C(f), D(t) ve E  sirasiyla
mxm, rxr ve mxm boyutlu pozitif belirli matrislerdir. 5 ise negatif olmayan bir

sayidir. (4.5) ifadesinde
}F (e(0), w(e).2)" Ce) F(xe(e)ue). 1) it + ((x(0), 0) - y(0))" E((x(0), 0) - »,(0))

yeterince kiigiik oldugunda (4.3-4) esitliklerinin yaklasik olarak gegerli olacag:
agiktir. Bu yiizden (4.1a) problemi i¢in amag

() = [ F(e) e €O FCe(hae) o)t + 6l D) e
+((x(0), 0)- y,(0)) E((x(0). 0)~ y,(0)) - min

seklinde ele alinacaktir, Burada u(f) belirli bir kontrol vektorii gibi disiiniilecektir.

Bu nedenle u(t)’nin degerleri pratik olarak yeteri kadar biiytik olamaz. (4.5)’de

T

bJ-u(t)T D(t)u(t)dt

0

teriminin olmas: «(z)’nin yeterince biiyiik olmayacagim gosterir. Bu nedenle de

agagidaki optimal kontrol problemi incelenecektir.
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Oyle u(t) kontrol girisi bulunmahdir ki bu kontrole uygun gelen x(t) durumu ile
birlikte (4.5)’e minimum deger gerceklestirsin. Boyle (x(¢), #(f)) ciftine optimal ¢ift
denir ve u(t) kontroliine noktasal izlemeli kontrol probleminin genellesmis ¢dziimii

denir.

4.2. Genellesmis Coziimiin Varhginin Gerekli Kosullan

Tanima gore noktasal kontrol probleminin genellesmis ¢éziimu

x(t)= £ (x(t).0)+ B(t) u(r) (4.6)

() = [ F (e e C0) F(ele)anl) )it + bl D) ut) e

+(R(x(0),0)- y,0))" E(4(x(0). 0)- ,(0)) — min

(4.7)

esitlikleriyle verilen problemde minimum degeri gergeklestiren u(t) optimal

kontroliidiir. Yani (4.6-7) problemi igin optimalligin gerekli kosullari noktasal

kontrol probleminde genellesmis ¢6ziim igin gerekli kosullar olacaktir.

(4.6-7) problemini incelemek igin Lagrange Prensibi kullanilacaktir. Bunun igin

Lagrange integranti,
A0)=(,@)...2,0)
seklinde bir vektor fonksiyonu ve verilmis bir A, > 0 sayisi igin
L= L, x(t), %), Ar), u(t), 4,)
olmak iizere

n

13 (40 £0-5600-F5,00,0))

+Aob§2Fj (e u(e).£)C 5 () F, () (e, z)+,10§§uj(t)pjk (t)u, (t)

seklinde, Lagrange terminant! ise,
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1=1(x(0), x(1,).2,)

olmak tlizere

1= 2,((x(0).0)- y, (0))" E(k(x(0),0)- y,(0))

seklinde tanimlansin.

Teorem 4.2.1: u(t)’nin genellesmis ¢ozim olmast igin gerekli kosul, en az biri

sifirdan farkli olan oyle }L(t) vektor fonksiyonu ve A, > 0 sayisinin var olmasidir ki,

asagidaki kosullar saglanmig olsun.

iLx -L_ =0, k=1..,n
dt 11 k
ol
‘ =0, k=1..n
Hla axk(tl)
ol
) =0, k=1,..
“lo=o " 2, (0) o

rRtigR;(t, x(¢), (), A(t), ult), A, )= L(t, x(t), x(t), At), u, (), 2,)
olmak tizere

oL

Ot | st}
dir.

4.3 Uygulamali Ornek

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Burada bir 6nceki bolimde elde edilen teorik sonuglar asagidaki Ornege

uygulanmugtir. £ € (0, T) ’de

(1)
()

(] (t)
¢ +1)x(0)
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seklinde tek boyutlu bir sistem ele alinsin. Bu sistemin beklenen gikist ise y,(f)=1

olarak verilmig olsun. Bir dnceki béliimde anlatildig: gibi bu problem

x(t) = u(t), te (O, T)

S =

© e 3

L))+ u(t) 1 + ()Pt + ((0) 1) + bjuZ(z) dt = min

seklinde bir optimal kontrol problemine indirgenebilir. Burada C(f)=D(f)=E =1

olarak seg¢ilmigtir. Lagrange integranti
L= 2()[x() - u())]+ A,[e(t) + ()t +u()]* + 4, bu*(2)
seklinde, terminanti ise
1= 2,(x(0)-1)*

seklinde olur. Burada A4, =1 alinip (4.8-9) ile verilen gerekli kosullar kullanildiginda

AO)-2[x()+ult) 1 +u()]=0
AT)=0 (4.11)
- (0)+2[x(0)-1]=0
A)-2[x()+u()t +u()](t +1)-2bu(t)=0 (4.12)
elde edilir. (4.11)’den

Ae)-2[x()+( +1)x()]=0 (4.13)

seklinde yazilabilecegi aciktir. Buradan da
. d
At)- 25[(1 +1)x(t)]=0

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi (O, t) arasinda integre edilirse
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)= 2 [ +1)x(r)]= 2(0)- 2 x(0) = -2 (4.14)
bulunur. Simdi (4.12)’ de
d=2(+1) +2b

yazilirsa

ult) = %[l(t)— 2(t+1)x(1)]
elde edilir. Problemde x(¢) = u() olarak verildigi igin (4.14) kullanilarak

-2 1
S 7S Y

bulunur. Bu denklemin her iki tarafi (7', ) de integre edilirse

——arctg —— 4 +x(T) (4.15) -

N

arc lz,

5=

elde edilir. Burada x('l') degeri (4.14) yardimiyla T] 1 bulunur, boylece (4.15)
+

esitligi
T+1 1
x,(0)=- arctg —arclg ——+-—— (4.16)

\/—\/— Vb T+l

seklinde yazilabilir. Burada
Jl
(;)l(b):arctg(Ab 2], A=T+1)0
ve
Jb
qu(b):arctg(ab 2], a=t+1)0

yazilsin ve
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seklinde olsun.

. . IT
}I_H)[ ?, (b) = ,}l_r)?, ?, (b) = +?

dir. Bu durumda

lim g(b) = lim /(6)-93(6)

() Ny ,
Pt Pt 1 b_% - 2,}2‘?.1)2 [¢| (b)_¢z (b)]
5 2

olur. Buradan

1
1 A 23 Ab 2
(p)=——| —Z — |p 2=
vl(b) 2(A2b"+1)

ve

' b?
(/72([’):— :

2‘a2+bi

bulunur. Buradan da

, , ab’ b
(ol(b)_¢2(b)=2(a2+b)—2(A2+b):( 2(a2+b)(A2+b)

elde edilir. Bu elde edilen deger (4.17)’de yerine konursa

b—0*

: a2 +b)-Al*+b) A-a 1 1_ 1 1
l = 1 a = T e~ —— —_——
im q() 2b1_)r?* 2 a2+b)(A2+b) aA

a A 1+1 T+1

seklinde olur. Bu durumda

. 1 1 1 1
lim x, (¢) = - + =
b0 t+1 T+1 T+1 ¢+1
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olarak elde edilir. Buradan da # — 0" igin sistemin ¢ikiginin beklenen g¢ikisa

yakinsak oldugu gosterilmis olur.

Simdi de 5 =0 igin bu problem incelensin. Bu durumda (4.12) yardimiyla

u(t) = ——5 [4(0) - 2x(1) (e +1)]

( 1)’

olarak bulunur. Buradan da

x@):zoidy[ﬁg)—zx@)0+1ﬂ 4.18)

elde edilir. Bu deger (4.13)’te yerine konursa

i()- l@)

[+1
seklinde yazilabilir. Burada (4.11) yardimiyla
Alt)=0
bulunur. Boylece (4.18) esitligi

1()--2

(+1

seklinde olur. Buradan da yine (4.11) yardimiyla

elde edilir. Boylece b=0 igin kesin ¢oziimiin elde edilecegi gosterilmis olur.

x,([t)=- arctg u(t) kesin

—=arclg —— fonksiyonlar1 ile
J_ J— f T

\/_

¢oziimiine kargt gelen x(f)= tl—l durumunun egrileri ¢ € (0,2) ve 5=0.1, 1, 5, 10
+

i¢in Ek D’de Sekil.D.1.” de gosterilmistir. Ayrica u, (t)= - fonksiyonlar1

1
(+1} +5

53



1
(1)

egrileri f € (0, 2) ve b=0.1, 1, 5, 10 i¢in Ek D’ de Sekil.D.2. de gosterilmistir.

ile sistemin beklenen ¢ikisini gergeklestiren n(t)=— kesin ¢bdzimiiniin
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde lineer olmayan bazi noktasal izlemeli kontrol problemleri incelenmistir. Bu
tip problemlerin bazi sanayi sistemleri igin geri beslemelerin (6rnegin robotik
sistemler) olusturulmas: sirasinda ortaya ¢iktidt vurgulanmustir. 1lk 6nce bu tip
problemlerin kesin ¢oziimiinin varhigi problemi farkli yontemlerle incelenmisgtir.
Daha sonra yaklagik ¢ozimii elde etmek igin ardigtk izlemeli kontrol y6ntemi
kullanilmigtir. Bu tezde ilk defa durumada bagh olan agik ve kapali ters diizenleyiciler
olusturulmustur. Bu tip duzenleyicilere karst gelen hatalarin diizgiin olarak sifira
yakinsadigs ispatlanmigtir. Bilinen kaynaklarda ters diizenleyicilerin timi agik oldugu
halde bu tezde ilk defa kapali ters diizenleyici olusturulmustur. Son olarak noktasal
izlemeli kontrol problemi penalti yontemi yardimiyla incelenmis ve ¢oziimiin varlik

kosulu bulunmustur. Elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

1. Agik ve kapali ardigik izlemeli kontrolin her adimda bir dnceki duruma bagh

olmasi hatalarin daha hizli sifira gitmesini saglar.

2. Kapali ardigik izlemeli kontrol probleminin ¢éziimi agik ardigik izlemeli kontrol

probleminden daha avantajlidir.

3. Penalt: yontemi uygulandiginda kontrol kuvvetinin agirhik katsayisi 5 > 0 kigiik

oldukga elde edilmig ¢6ziimde kesin ¢6ziime bir o kadar yakin olur.

4. Bu alanda yapilmig incelemelerin, 6zellikle kontrole lineer olmayan gekilde bagh

sistemler i¢in devam ettirilmesi gerekmektedir.
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Sekil.A.1. Agik Ardisik izlemeli Kontrol Algoritmasinin Akis Semast

ux(?)
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Kosullan Dizisi
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A
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Ye1(t) ya(®)
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Sekil.A.2. Kapali Ardisik Izlemeli Kontrol Algoritmasinin Akis Semasi

57




EKB

Asagida agik ardisik izlemeli kontrol algoritmasinin 3. Boliim’de verilen tek eklemli

robot koluna uygulanmasinin Mathematica kodu verilmistir;

akendibaskos[0] = 0;

aturevbaskos[0] = 1;

asag[0] = 1;

Do]acoz[i] = NDSolve[{14 D[Q]t], {t, 2}] + 6 9.8 Sin[Q][t]] = asag]i - 1],
Q0] == akendibaskos]i - 1], Q' [0] = aturevbaskos]i - 1]}, Q[t], {t, 0, 2}];
adata = Flatten[Table[ {t, Q[t]} /. acozli], {t, 0, 2, 0.01}], 1];

aden = Fit[adata, {1, t, t"2, t*3, t"4, Sin|t], Cos]t]}, t];

asag|i] = asag[i- 1] + 14 (1 - 2t - 2/5 D[aden, {t, 2}]);

Print[StringForm[" *°. adim sonunda u=", i}];

asagsek[i] =

Plot[asag]i], {t, 0, 2}, PlotPoints -> 1000, AxesLabel -> {"'t", "u(t)"},Axes ->
True];

aek[i] = t- t*2 - 2/5 D[aden, t];

Print[StringForm[" *°. adim sonunda e=", i]];

aeksek]i] =

Plot[aek]i], {t, 0, 2}, PlotPoints -> 1000,

AxesLabel -> {""t", "e(t)"}];

akendibaskos[i] = aden /. t -> 0;

aturevbaskos[i] = (D]aden, t] + aekli}) /. t -> 0, {i, 1, 20}]
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Asagida ise kapali ardigik izlemeli kontrol algoritmasinin 3. Boliim’de verilen tek

eklemli robot koluna uygulanmasinin Mathematica kodu verilmistir;

kxkb[0] = 0;

kxtb[0] = 1;

ksag[0] = 1;

i=1;

( keoz[i] = NDSolve[{14 D[Q]t], {t, 2}] + 6 9.8 Sin[Q[t]] == ksag[i - 1],
Q]0] == kxkbli - 1], Q’[0] = kxtb]i - 1]}, Q[t], {t, 0, 2, 0.001}];
kdata[i] = Flatten|Table[{t, Q[t]} /. kcoz]i], {t, 0, 2, 0.001}], 1];
kden[i] = Fit[kdatali], {1, t, t"2, Cos{ t], Cos|[t"2], Cos[t" 3}, Sin[t], Sin[t*2],
Sin[t"3]}, t];

Label[labl];

kek[i] =t - t*2 - 2/5 D[Q]t], t];

ksag]i] = ksag][i - 1] + 14 D[kek[i],t];

kxkbli] = kden[i] /. t -> 0;

kxtb[i] = 5/7 Dlkdenli}, t] /. t -> 0;

kcoz[i + 1] = NDSolve[{14 D[Q]t], {t, 2}] + 6 9.8 Sin[Q[t]] = ksag]i],
QI0] = kxkblil, Q’[0] = kxtblil}, Q[t], {t, 0, 2}1;

kdata[i + 1] = Flatten[Table[{t, Q[t]} /. kcoz]i + 1], {t, 0, 2, 0.01}], 1];
kden[i + 1] = Fit[kdata[i + 1], {1, t, t"2, Cos]| t], Cos[t"2], Cos[t"3], Sin[t],
Sin[t"2], Sin[t*3]}, t];

kek[i] =t - t*2 - 2/5 D[kdenli + 1}, t] ;

ksagl[i] = ksag]i - 1] + 14 D[kek[i], t] ;

Print[StringForm|[" . adim sonunda e[""} sekli ", i, i]];

keksek[i] = Plot[kek]i], {t, 0, 2}, PlotPoints -> 1000];
Print[StringForm[" *. adim sonunda u["] sekli ", i, i]];

ksagsek[i] = Plot[ksag]i], {t, 0, 2}, PlotPoints -> 1000];

i=i+1;

Iffi == 21, Break] ] J;Goto[labl1};)
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1 1.25 l:5 1.75 2
~50
-100 f
k=5
-150 ¢
[ ' =10
k=20

Sekil.C.1 Agik ardigik izlemeli kontrol algoritmasinin k=5, 10, 15, 20 i¢in kontrol

girigleri

e(t)

Sekil.C.2 Agik ardigik izlemeli kontrol algoritmasinin k=5, 10, 15, 20 igin yériinge

hatalan
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-100 |

-150 ¢

Sekil.C.3 Acik ardisik izlemeli kontrol algoritmasinin £=10, 20 i¢in kontrol
giriglerinin kesin ¢oziim ile kargilagtiriimasi

e(t)

-0.002 }

~-0.004

-0.006 }

-0.008 }

-0.01 ¢

.

"~

-0.012 } B

Sekil.C.4 Acik ardigik izlemeli kontrol algoritmasinin K =14/e" ve k=20 igin
yoriinge hatasi
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Sekil.C.5 Kapali ardisik izlemeli kontrol algoritmasinin k=5, 10, 15, 20 igin kontrol
girisleri

e(t)

0.2

Sekil.C.6 Kapal ardigik izlemeli kontrol algoritmasinin k=5, 10, 15, 20 i¢in yoringe
hatalar
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-50 |

-100

-150

k=20

Sekil.C.7 Kapali ardigik izlemeli kontrol algoritmasinin k=10, 20 igin kontrol
giriglerinin kesin ¢6ziim ile kargilagtiriimasi

u(t)

™~
\.\
~——
—...
—

0.25  0.5—Q.75 1. 1.25 1.5 1.75 2.

-100 ¢

-150 t

Sekil.C.8 Agik (kesikli gizgi) ve kapali ardigik izlemeli kontrol algoritmasinin k=20
icin kontrol giriglerinin kargilagtiriimasi
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e(t)

0.005 /ﬁ\“—’\\

-0.005 e

-0.01

~0.015 vd -

Sekil.C.9 Acik (kesikli ¢izgi) ve kapal ardigik izlemeli kontrol algoritmasinin £=20
icin yoriinge hatalarinin kargilagtirilmas:
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0.3 0.5 1 1.5 2

Sekil D. 1. $=0.1, 1, 5, 10 igin xb(t) (kesikli gizgi) ve x(t) > nin egrileri

u(t)

Sekil D. 2. 5=0.1, 1, 5, 10 i¢in ub(t) (kesikli ¢izgi) ve u(t) > nin egrileri
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