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OZET

Ince geperli gubuklarin genel yapisi, enine ve boyuna elemanlarla desteklenen
uzun prizmatik bir kabuk seklindedir ve gubuk boyutlar1 arasindaki oranlarin
biiyiikliigii ana karakteristiklerini olusturur: Cubuk ¢eper kalinliginin, en kesit
boyutlarina orani ve en kesit boyutlarinin gubuk boyuna oran kiigiiktiir.

Yap1 mithendisliginin tiim alanlarinda, gerekli katilik ve mukavemete agirlik
ve maliyetten 6nemli kazanglar saglayarak ulagmalar sebebiyle ince ¢eperli gubuk
uygulamalari en modern ¢6ziim olarak karsimiza g¢ikarlar. Bununla birlikte ince
¢eperli ¢ubuklart diger yapisal elemanlardan ayiran 6nemli davramg farkliliklar
vardir, Bu 6zellikleri dikkate alarak ince ¢eperli ¢ubuklarnn egilme-burulma
davraniglarini belirleyen genel bir teori ilk olarak Vlasov tarafindan agik en kesitler
i¢in ortaya konulmugtur.

Bu g¢aligmanin ilk bélimiinde, ince ¢eperli g¢ubuklar ana hatlaryla
tamimlanarak tasidiklar1 karakteristik ©zelliklerden bahsedilecek ve ince geperli
¢ubuk Orneklerinin genis olarak yer aldifi gemi yapisina kisaca géz atilacaktir.
Ayrica, ince geperli ¢ubuk teorisinin gelistirilmesinde 6nemli katkilar1 bulunan bazi
caligmalara da deginilmistir. : :

Ikinci boliim, ince geperli gubuk teorisinin anlatilmasina ayrilmugtir. Bu
boliimde, ilk olarak agik en kesitler i¢in Vlasov teorisi anlatilacaktir. Bu teoride, bazi
kabuller yapilarak ¢arpilma adi verilen eksenel yerdegistirmeler, ‘Sektorel Alanlar
Kanunu’ ile belirlenir ve buna bagh olarak gerilmeler, ¢gubuk kuvvetleri ve denge
denklemleri ifade edilir. Kapali en kesitler i¢inse von Karman-Christensen teorisi ele
alinacaktir. Her iki teori benzer kabullere dayanir ve bunlar arasinda en kritik olani
kayma sekil degistirmelerinin St. Venant burulmasinda olusan sekil degistirmeler
scklinde alinmasi kabuliidiir. Bu kabuliin kapali en kesitlerde hatali sonuglar
tiretebilmesi sebebiyle probleme daha dogrudan bir yaklagim igeren Benscoter
teorisine de yer verilmistir. Ayrica, ince geperli ¢ubuklarin belirleyici 6zelliginin
burulma davramislar1 olmasi sebebiyle, burulma problemi incelenerek bazi nemli
noktalara agiklik getirilmeye ¢ahgilmis, agik ve kapali en kesitler i¢in birer 6rnek
iizerinde, hesaplamalarda kullanilan en kesit biiytikliklerinin belirlenmesi
gosterilmigtir.

Ugtincii bsliim ise, ‘Agirlikli Artik Metodlar’’min tamimlanmasi ve bunlardan
biri olan ‘Moment Metodu’nun, ince g¢eperli ¢ubuklarin diferansiyel denge
denklemlerinin ¢6ziimiine uygulanmasinin gosterilmesi seklindedir. Uygulamaya
basit bir Ornek olarak, verilen bir ¢ubuga ait burulma problemi ele alinmisg ve
‘Moment Metodu’nun getirdigi ¢6ziim, analitik ¢dziimle kargilastirilmigtir.



THE FLEXURE AND TORSION OF THIN WALLED BARS

SUMMARY

A thin walled bar is characterized by the relative magnitude of its dimensions.
The wall thickness is small compared to the linear dimensions of the cross section
and in turn, are small compared to the length of the bar. Bars fitting this general
description appear in many forms and sizes, from a simple I bar to the complex hull
of a ship.

The most distinctive feature of the thin walled bars is that they may undergo
axial deformations which are called warping as a result of torsion. In the case of
flexural torsion, the warping of the bar is accompanied by normal stresses appearing
in the cross section in addition to the shearing stresses. In each section of the bar the
normal stresses lead to a new generalized force which has the form of a self
balancing system. This generalized force is called bimoment.

The theory of torsion and flexure of thin walled bars is based on three
kinematic assumption: .

1. The contour does not deform in its plane.

2. The shear strain 7y,, in the middle surface which is the surface lying midway
through the wall is to have the same distribution as it does in the St. Venant torsion.
3. Each element behave as a thin shell. This means straight lines remain normal to
the middle surface during a deformation.

According to the Assumption 1, the cross section does not deform in its own
plane and so the contour and pole of the cross section can be thought of as embedded
in a rigid disk lying in the x, y plane. The movement of the contour in its plane can
be described by the displacement of the point on the disk corresponding to the pole,
and the rotation of the disk about the pole axis. Let the displacement components in
the x and y directions and the rotation about the positive z direction be U, V, ®. The
displacements of a point on the contour can also be described relative to the contour
coordinate system. Let the displacements of a point A in the contour be u, v, w in the
n, s, z directions. Two displacements group are related by,

u(s,z) =U(z)sin0(s) —V(z) cos8(s) — D'(z)q(s) ¢))

u(s,z) =U(2)sin8(s) -V (z)cos O(s) — D'(2)q(s) 2)

and from the Assumption 2 the out of plane displacement of the middle surface is,

w(s,z) =W'(Z)-U'(2)x(s) - V'(2) y(s) - P"(2)a(s) 3)



where,
w(s)= Ir( s)ds 4)

for open cross section and,

(s)

g F
@(s) = [(r(s)-—=L)ds (5)

t

for closed cross section.
Here, F; is a function that defines the St. Venant shear flow as,

q, = GOF, ©

and which is constant on each element of the contour since the shear flow is constant.
F, functions can be determined from the continuity conditions at the junctions and

[ o

conditions for all i closed cells, which are obtained from w continuity of a close cell
by using Assumption 2.

In equation (3), W is an integration function representing the axial
displacement of the s origin. The last term in the equation represents the nonplanar
or warping deformation of the cross section. For this reason o is called the warping
function.

Equation (4) describes the general law for the longitudinal displacements of a
thin walled bars. This law was expressed by Vlasov as follows for open cross
sections:

The longitudinal displacement in the section z = const. of a thin walled open
shell of cylindirical or prismatic shape are made up of displacements linear in the
cartesian coordinates of the point on the profile line and displacements proportional
to the sectorial area, providing there are no bending deformations of the cross section
and the middle surface is free of shear

The first three terms of the equation express the Bernoulli-Navier law.
According to this law, any cross sections which were plane before deformation,
remain plane after it. The forth term determines the part of the displacement that
does not obey the law of plane sections and which arises as a result of torsion.

By using Assumption 3 we can neglect the normal stresses in the n and z
direction and the shearing stresses which are directed along the normal to the profile
line and we will only consider the normal stresses in the axial direction of the middle
surface and in spite of Assumption 2 the shearing stresses in the direction of the
tangent to the profile line.

We can also assume that the normal stresses are uniform along the wall. So
from Hooke law they are given by,
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0,(s,2) = E(W'(2) - U"(2)x(s) = V"(2)¥(s) - D" (z)a(s)) (8)

The shearing stresses are developed owing to two distinct mode of
deformation. These are, a pure twisting of the bar during which all cross sections are
free to warp and a transverse bending of the bar coupled with nonuniform axial
deformation. The first of deformation leads to shearing stresses which vary linearly
over the thickness for open cross sections and a shear flow for closed cross sections.
The additional stresses developed during the second mode of deformation are
uniform over t and also produce a shear flow ¢, which acts along the contour of the
cross section.

Similarly, we may regard the total twisting moment developed on any section
as the sum of two parts: St. Venant twisting moment due to St. Venant shear stresses
and warping torque due to q,.

M, =M.+ M, ®

As the first part of the shear stress gives the St. Venant twisting moment, the
state of the stress in the cross section can be stated by the normal stresses 6, and the
shear flow q,.

To determine the shear flow, we can not use Hooke’s law as with second
assumption we make zero the shear strain. So, by using the equilibrium equation of a
. beam element we can express the shear flow as,

q,(s,z)= E{As W (2) =S, (" (2) =S, (sWV"(2)-§,, (s)@"’(z)}+ F’(s,z) (10)

As there is a state of static indeterminacy, determination of shear flow
includes some difficulty in closed sections. This problem is solved by considering a
fictitious shear deformation and assuming the total shear flow q includes two parts,
one of which is St. Venant shear flow.

qg=4,+tq, (1m)

To arrive an actual expression for q;;, we make an imaginary cut in the wall of
each cell of the bar and to change it into one with an open section. So the shear flow
becomes,

9y =9u*+9q5 (12)

where, q), is the shear flow for an open section and qj, is a redundant shear flow
which is given by,

qn(s,z) = E{— K (s)W'(z)+ K, U™ (2)+K (sV"(z)+ K, (s)(D”'(z)}— Kf (5)F(z)
(13)
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K shear flow functions are determined by solving the equations,

F, A*
=

i i

‘J—I;y-ds= t{sj *ds

F S, *
J~—xds= ——ds
Tt Dt

?‘%ds=<§.s‘; *ds

J%ds:({si *ds

i

(142)

(14b)

(14¢)

(14d)

(14¢)

and the continuity of the shear flows at junctions. The (14) equations are obtained

from the continuity of the axial displacements in each cell.

The stress resultants acting in the complete cross section of the bar are
referred to as the bar forces. In simple bar theory the bar forces are the two shear
forces, the axial force, the two bending moments and the twisting moment. In thin
walled bar theory a new bar force appears which is called as bimoment and the

twisting moment consists of two parts.

The bar forces can be related to the stresses by calculating the work done

during a virtual displacement of the cross section.

The final relations between the longitudinal bar forces and the stresses are,

N = Jo.da=Ew Jids— v |yrds - U" | xids — ¢7 |ands)

A c c c

M, = Jo*zydA = E(W’Jytds-— v Jyztds-—U”nytds— ¢"ja)ytds)

A ¢ c ¢ Id

M. =—Jo.xdd=—EW \xtds—V" | yxtds—U" | x*tds — ¢ Jeoxeds)

.y
A c ¢

M, =~ )o.wdd = —EW |otds—v" Jaytds — U Jaxtds — ¢ Jo?tds)
A c

[d [ [o

and by using the equilibrium of dz part of the bar,

T = —M;, +m,

X

Xiv

(152)

(15b)

(15¢)

(15d)

(16a)



T, =M +m, (16b)

M, =-M +m, (16¢)

The integral terms in the equations are sectional properties.

The equations of bar forces can be uncoupled by transforming the cartesian
and contour coordinate system to the principal systems. If capital letters are used to
indicate a principal system, the principal system conditions are,

Sy=8Sy=In,=10 (17a)
Sa=Iox=1Ia=0 (17b)

So, the bar forces reduce to their principal form.

N = EAW' (18a)
M, =-EIJV" (18b)
M, = ELU" (18c)

M, =EI_,0" ~ (18d)
T, =—ELU" +m, (18¢)
T, =—EIV"+m, (18f)
M, = GJ®' — El 5, ®" + m, (18g)

By using the principle of minimum potential energy we can deduce the
equations of equilibrium of a thin walled bar as follows.

—

[ 4 -5, -S, -S, O W"’ _F,
-s, I, I, I, O Vw F,+m!
E-s, 1, 1, 1, 0 Uw =l Fem (19)
-s, I, 1, I, - AN m, +m.,
L E - L(DM_

As the theory fails to consider with sufficient accuracy the effects of shearing
strains upon deflections due to Assumption 2, some important errors occur for closed
sections. To solve this problem Benscoter gives a method which determines the
warping displacements directly by using a f function instead of Assumption 2 as,

w=—f(2)42(s) (20)
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The warping and twist of the bar are obtained from the following equilibrium
equations.

El ,.f"-GIn’f=m,-n'M, (20a)
ElI
EI{;Q Q" —GJD" =m;, ——Fm] +m, (20b)
7 Gl

From these displacements expressions for stresses and bar forces can be
obtained which are very similar to the ones in previously given theory.

The differential equations of thin walled bars can be solved by the ‘Method of
Moments’ which is one of the ‘Weighted Residual Methods’. The procedure is as
follows,

If L is the differential operator and Z, are the bar displacements W, U, V and

@, the problem becomes,
LZ,=F(z) i=1,.4 21

Then Z, are approximated by Z, ,which are expressed by,

Z,27,=0,0, i=1,,4 j=1l,..n (22).

Here ®; are trial functions which can be obtained by introducing the boundary
conditions.
By describing the residual as,
w=LZ, —F, i=1,.4 (23)

and from the mimimization of the residual,

<w,&, >= e, 2" dz=0 i=1,.,4  j=1l,..n (24)

L

o coefficients and so the approximate solution are obtained.
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BOLUM I

GIRIS

Yap:i elemanlari, ana boyutlar1 dikkate alinarak simiflandirildiklarinda dort
farkli grup seklinde kargimiza gikarlar: Boyut oranlarinin birbirine yakin oldugu, bir
hacmi tamamen dolduran kutlesel elemanlar; bir boyutun (yikseklik), diger iki
boyuta (genislik ve uzunluk) kiyasla kiigiik oldugu plak ve kabuklar; en kesiti
olusturan iki boyutun, uzunluk boyutuna gore kiigiikk oldugu dolu ¢ubuklar ve ince
¢eperli gubuklar.

Ince ceperli cubuklarin genel yapist, eniné ve boyuna elemanlarla desteklenen
uzun prizmatik bir kabuk seklindedir. Ana karaktén'stikleri, gubuk boyutlar
arasindaki oranlarin biytklugidir: Cubuk geper kalinliginin, en kesit boyutlarina
orant ve en kesit boyutlarinin ¢ubuk boyuna oram kugiiktir. Bu tamim, basit bir I
kirigten, bir geminin kompleks yapisina kadar bir¢ok sekil ve biiyiikliigii kapsar.
Yapidaki destekleyici elemanlar, gubuk en kesitinin geklini korumak ve dig yiiklerin
cubuk ¢eperindeki etkilerini diizenlemek (gerilmelerin g¢eper iizerinde iiniform
dagiimasini saglayarak gekil degistirmenin egilmesiz olmasini saglamak) amaciyla
cubuk boyunca sik araliklarla yer alir ve kendi diizlemlerinde rijid olmakla birlikte
cubugun eksenel hareketini engellemedikleri varsayilir. Cubuk, ¢eperinin bir kapah
¢evrim olusturup olusturmamasina gore, kapali ya da agik en kesitli olarak
tamimlanir,

Yap1 mithendisliginin tiim alanlarinda, ince g¢eperli gubuk uygulamalar en
modern ¢6ziim olarak karsimiza ¢ikarlar. Sandik kirig kesitinde bir kirigli kopri veya
U en kesite sahip bir asma koprii, bir kafes sistemin elemanlan, bir kreyn, bir ugak
kanadi, bir geminin omurgast ya da ugak veya gemi yapisindaki destekleyici
elemanlarin her biri yiik, ¢evre, malzeme veya beklenen davramis ozellikleri

sebebiyle tasarimlart birbirinden farklilagsa da, ince g¢eperli gubuk ornekleridir ve



alternatif yapilarla kargilastirildiklarinda, gerekli katilik ve mukavemete, agirlik ve
maliyetten onemli kazanglar saglayarak ulagirlar. Bununla birlikte, ince ¢eperli
¢ubuklarin yapisal davranislarinda bazi 6nemli farkliliklar vardir ve bunlar tasarim
ve analizlerinde 6zellikle dikkat edilmesi gereken noktalari olugturur:

1) Ince geperli gubuklar, burulma etkisiyle eksenel dogrultuda sekil
degistirirler ve g¢ubuk teorisine temel olusturan Bernoulli-Navier hipotezi
gecerliligini yitirir. Carpilma adi verilen bu sekil degisiklikleri sonucunda, ¢ubuk en
kesitinde ortaya ¢ikan normal gerilmeler ve kayma gerilmeleri, 6zellikle burulma
rijithiinin ¢ok diisitk oldugu agik kesitlerde biiyiik degerler alir.

2) Bir ¢ubugun burulma rijitliginin kugiik olmas: halinde, ¢ubukta burkulma
daima Euler burkulmasi olarak gerceklesmez ve burulma veya beraber etkiyen
burulma ve egilme etkisiyle de kritik yiikiin altindaki degerlerde burkulma olay1
gorilebilir. En kesitteki gerilmelerin kritik degerlerini agsmasi durumunda, ince
¢eperli gubuklar lokal olarak da burkulabilirler ve her iki burkulma hali kargilikli
etkileserek, kritik burkulma yiikiinii daha asagilara ¢ekebilir.

3) St. Venant prensibine gore, bir cismin kiigiik bir bolimiine etkiyen, degeri
statik olarak sifir olan bir kuvvet sisteminin etkileri, uygulama noktasindan
uzaklagtik¢a hizla kiigiiliir ve bu etkilerin ihmali miimkiindir. Ince geperli gubuklar
ise bu prensibe aykir olarak davramirlar: Uniform olmayan burulma etkisindeki bir
cubuk kesitinde ortaya gikan normal gerilmelerin olusturduklan sistem statik olarak
sifir siddetindedir. Fakat, 6zellikle agik kesitlerde, bu gerilmelerin gubuk boyunca
kaybolmasinin olduk¢a yavas olmas: ve aldiklart degerlerin gubugun lokal
burkulmasindaki 6nemli etkilerine bagl: olarak, ince ¢eperli ¢ubuk sistemlerine St.
Venant prensibinin uygulanmas: hatali sonuglara sebep olabilir.

4) St. Venant prensibine gore, ¢ubuk uglarina etkiyen dig yiikler statik olarak
esdegerleriyle degistirildiklerinde, gubuga olan tesirlerinde gubuk uglarindan belirli
bir mesafe disinda bir degisiklik olmayacaktir. Cubuk teorisinin bu ozelligi ve
Bernoulli-Navier hipotezinin bir sonucu, ¢ubukta olusan egilme gerilmelerinin gubuk
tarafsiz ekseninden uzaklikla dogru orantili olarak degistigi, dolayisiyla tiniform bir
dagilim gosterdikleridir. Fakat, ozellikle flenglerin genis ve govdenin kisa oldugu
ince ¢eperli ¢ubuklarda, Bernoulli-Navier hipoteziyle ihmal edilen kayma sekil
degistirmeleri, en kesitin dizlemliginin bozularak g¢arpiimasina ve gerilmelerdeki

Gniformlugun kaybolmasina yol agar. Mesela bir kutu kirigte bu durum, i¢ kisimlarin



egilmede daha az etkin olmasi ve dis kisimdaki gerilmelerin daha 6nemli hale
gelmesi seklindedir. Bu olay “kayma gecikmesi’ (shear lag) olarak tanimlanr.

5) Ince ¢eperli yapilar, yapinin yiiklere karsi davranisi tzerinde etkili olan
imalat kusurlarina karst oldukga hassastir.

Cubuklarin egilme ve burulma davramslan, birbirinden bagimsiz geligen
Bernoulli-Navier hipotezine dayanan egilme teorisi ve en kesitlerin burulma etkisiyle
eksenel sekil degistirebildikleri St. Venant burulma teorisiyle verilmis, egilme ve
burulma arasindaki iligki ise ¢ok sonralar1 Mailart’in ‘kayma merkezi’ni, egilmenin
burulmasiz olabilmesi igin dig yik ve mesnet tepkilerinin bileskesinin gegmesi
gereken nokta seklinde tanimlamasiyla [1] agiga ¢ikmugtir.

St. Venant teorisinin ince ¢eperli gubuklara uygulanmasi, Bredt’in tiipler
Uizerinde yaptig1 ¢alismalar [2] ve Prandti’in zar analojisiyle [3] ger¢eklesti. 1905°te
bir I kirigin lateral burkulmasini inceleyen Timoshenko, flengler tizerindeki normal
gerilme dagiliminin  lineer degistigi varsayimindan hareketle, c¢arpilmanin
engellenmesiyle olusan Uniform olmayan burulmay: ifade etti [4]. Bunu, Z ve
simetrik olmayan I profilleri inceleyen Weber [5], .Timoshenko’nun ¢oziimini
‘birim ¢arpilma’ kavramini kullanarak diger agik kesitler i¢in genigleten Wagner [6]
ile Kappus [7] ve F. ve H. Bleich’in [8] agik kesitli gubuklarin burkulmas: iizerindeki
caligmalan takip etti. Ince ceperli agik kesitli gubuklar i¢in genel bir teori ilk defa
1940°da Vlasov tarafindan olusturuldu [9]. Vlasov’un teorisi, elemanter g¢ubuk
teorisinin temelini olugturan Bernoulli-Navier hipotezi yerine onu kapsayan ‘Sektorel
Alanlar Kanunu’ seklinde tamimladigi bir hipoteze dayamiyordu. Daha sonra,
Timoshenko [10] da benzer bir ¢alisgmay: gergeklestirdi. Tum bu yapilanlar aym
kabullere, ¢ubuk en kesitinin kendi diizleminde herhangi bir sekil degisikligine
ugramadigl, ¢ubuk ortalama yiizeyindeki kayma sekil degisikliklerinin sadece St.
Venant burulmasindan kaynaklandifi, yani ek c¢arpilma kayma  gekil
degistirmelerinin etkisinin ihmal edilebilecegi ve gerilmelerin ¢ubuk g¢eperi tizerinde
tniform dagildig1 kabullerine dayamyordu. Teorilerden elde edilen sonuglar ve
deney sonuglart genelde uyumluluk gosterse de, 6zellikle kisa ve ¢eper kalinliginin
daha az oldugu ¢ubuklarda ikinci kabullin gegerliligini yitirmesi ve g¢ubuktaki
sireksizlik noktalar1 civarinda, verilen ¢ozuimlerin yeterli dogrulugu tasimamasi

teorilerin zayif tarafim olusturuyordu. Vlasov [9], Goodier [11] ve Gjelsvik [12],



kabuk kuvvetlerinin etkilerini dikkate alarak, iiniform gerilme sartin1 igermeyen daha
genel ¢oziimler de vermislerdir.

Kapali kesitlerin iniform olmayan burulmasi tzerine ilk 6nemli ¢aligmalar
dikdortgen bir kirigi, eksenel yerdegistirmelerin ¢eper uzerinde lineer sekilde
degistigi kabuliiyle birlikte inceleyen Reissner [13] ve dikdortgen en kesit igin
¢cozimi en kesiti ideallestirerek elde eden Ebner [14] ile asal kayma ekseni ve sifir
carptlma ekseni kavramlarini tanitarak, ¢ok hiicreli en kesitlere uygulanabilir bir
¢oziim ortaya koyan Kirste [15] tarafindan gergeklestirildi. 1944°de von Karman ve
Christensen [16], en kesitteki eksenel yerdegistirmeleri St. Venant burulmasinda
olusan yerdegistirmeler seklinde alarak, agik kesitleri oldugu kadar tek ve ¢ok hiicreli
kapali kesitleri de kapsayan bir ¢oziim sundu. Bu ¢dziimdeki, ¢arpilma kayma sekil
degistirmelerinin etkisinin ihmal edilmesiyle gerilme ve ¢ubugun donme
degerlerinde goriilen hata, eksenel yerdegistirmelerin St. Venant yerdegistirmeleri
olarak alinmasi yerine ortak bir fonksiyonla degistiinin varsayildigi Benscoter’in
[17] caligmasinda diizeltildi.

Bu‘ yaklagik teorilerin '6tesinde, carpilma kayma gerilmelerinin etkilerini
dahil eden, ‘dogru’ olmakla birlikte uygulamasi kolay olmayan ¢6ziimler von
Karman ve Chien [18] ve Argyris ve Dunne [19] tarafindan verilmistir.

Ince ceperli cubuklarin davrams ozelliklerinin belirlenmesi ve geligen
hesaplama metotlari, ince geperli gubuklarin kullanim alanlarini genisletmenin
yanisira daha efektif kullammi da saglamigtir. Gemi insaati mithendisligi, bunun
agik orneklerinden birisidir.

Geminin genel yapisina goz attifimizda, dip yap1 ve bordada yer alan tek ya
da ¢ok hiicreli boliimlerle birlikte, agik ve kapali en kesitli ince ¢eperli elemanlardan
olusan kompleks bir yap1 goriiriz: Geminin dis kilifi, geminin ylizmesini saglayan
ve hidrodinamik gerilmeleri karsilayan ince bir kabuk seklindedir. Bu kabuk,
gerilmelerin daha genis bir yiizeye yayilmasini saglayan, yanlarda borda stringerleri
ve postalar, dipte ise dogekler ile merkez omurga ve yan i¢ tulaniler tarafindan
desteklenir. Gemiye etkiyen yiikler arasinda en énemlisinin boyuna etkiyen egilme
momenti olmasi, geminin boyuna mukavemetini artirici elemanlarin yaygin olarak
kullamimasini gerektirir. Bu elemanlar arasinda merkez omurga ve levha omurga,
¢ift dip saci, boyuna posta ve perdeler, ana giiverte ve boyuna stringerler ile giiverte

alt1 tulanileri sayilabilir. Dogekler, derin postalar, enine perdeler ve kemereler,



geminin enine mukavemetini saglayan baslica elemanlardir. Ayrica dosekler,
makine yataklariyla birlikte makinelerin titresimiyle olusan gerilmelerin
karsilanmasi, kemereler, giiverte alti tulanileri ve puntellerle birlikte giivertelerin
tasinmasi ve takviye edilmesi, derin elemanlar da dipte, bordada ve giiverte altindaki
boyuna elemanlarin desteklenmesi islemini de goriir.

Gemi yapisal tasariminda geleneksel yaklagim, klas kuruluglarimin belirledigi
gemi tiplerine gére degisen dizayn kurallarinin uygulanmas: seklindedir. Birikim ve
deneyime dayanan bu kurallar, geminin yapisal elemanlarinin belirlenmesini basit ve
kullanimi kolay ampirik formiillere indirgeyerek hem tasarim siirecini kisaltir hem de
geminin bir klas kurulusunca onaylanmasini, bu sart zaten bagtan saglandigi igin
kolaylastirir. Fakat bu yaklagim, bazi dezavantajlar1 da beraberinde getirir [20]:
Formiillerdeki temel hedef yapisal gogmenin engellenmesi olmakla birlikte,
géemenin birgok gekilde gergeklesebilen karmagik bir olay olmasi, basit formiillerle
saglanan bir gogme emniyetinin derecesini belirsizlestirir. Emniyet payinda gereksiz
bir fazlahgn ise, agirhk ve maliyette gereksiz bir artisa yol agacagi agiktir. Bir
baska onemli nokta, formiillerin birgok basitlestirici kabul i¢ermesi ve sadece bazi
limitler icinde gegerli olmasidir. Tiim bu dezavantajlar, isletim verimliliginde talep
edilen artislarla birlikte degigen yapisal ozellikleri sebebiyle modern gemiler igin
daha da kritik bir durum olusturmaktadir. Bu noktada gereken, yapisal tasarimin
geleneksel yontemlerle gergeklestirilmesi yerine yap: teorilerine, 6zellikle burulma
etkilerinin giderek daha 6nemli hale gelmesiyle birlikte ince ¢eperli gubuk teorisine
dayanan bilgisayar destekli ¢oziimlerin tiretilmesidir. Bu amagla gergeklestirilen
calismalar giderek artmakta ve her gegen giin daha olumlu sonuglar elde
edilmektedir. Ozellikle 6n dizayn agamalarinda kullanilan bu ¢aligmalar arasinda
Wilde [21], Haslum ve Tonnessen [22], Kawai [23], Gunnlaugsson ve Pedersen [24]
ve Pedersen [25]’1 sayabiliriz.

Bu c¢alismada, agik ve kapali en kesitli ince geperli gubuklarin egilme-
burulma teorisiyle birlikte, bir ‘Agirlikli Artik Metodu’ olan ‘Moment Metodu’nun
ince ceperli gubuklarin diferansiyel denge denklemlerine uygulanmasi ele alinacaktir.

Acik en kesitler i¢in Vlasov, kapali en kesitler icinse von Karman-
Christensen ve Benscoter teorilerinin ortaya konuldugu Bélim II’de, biiyiik oranda
Vlasov [9] ve Gijelsvik [12]’den yararlamlmugtir. Verilen teoriler, lineer elastik,

homojen ve izotrop malzemeden olusan sabit en kesitli dogrusal ¢ubuklarn statik



yiikler altindaki davramglarini belirler. Boliim [II’de ise, kisaca ‘Agirhkl Artik
Metodlar’ ve ‘Moment Metodu’ tanimlanmis ve ‘Moment Metodu’nun Béliim 1I°de
elde edilen denge denklemlerine uygulanmasi temel denklemlerle verilmisgtir.
Ayrica, bir uygulama olarak ince geperli ¢ubuklarin burulma denkleminin verilen bir
omek i¢in moment metoduyla elde edilen ¢oziimii, analitik ¢&ziimle
kargilastirilmistir.

Genis uygulama alanlarinin varligiyla beraber teorilerin zayif tarafi, kayma
sekil degistirmelerinin teorilerin daha basit ortaya konabilmesi i¢in dikkate
alinmamasidir. Bu durum igin gerek iteratif gerekse teorik ¢oziimler bulunmakla
birlikte konu disindadirlar. Stifner vb. takviye elemanlarinin etkileri ve ¢ubuklarin
perde, posta gibi elemanlarla baglanti noktalarinda olusan gerilme durumlari da

burada ele alinmayacaktir.



BOLUM 11

INCE CEPERLI CUBUKLARIN
EGILME VE BURULMASI

2.1 Giris

Cubuklarin burulma problemi, gubuk sinir sartlarina ve burulma momentinin
gubuk tizerindeki dagilimina bagli olarak iki farkl sekilde karsimiza ¢ikar. Coziimii
St. Venant tarafindan verilen, serbest burulma, St. Venant burulmasi ya da iiniform
burulma olarak tanimlanan durum, gubugun, uglarindan etkiyen ve ¢ubuk boyunca
degismeyen momentler etkisiyle c¢ubuk en kesitinin hareketi engellenmeden
serbest¢ce burulmasidir. Birim donme agisinin sabit oldugu ve ¢ubukta biitiin en
kesitler i¢in ayni dagilimi tastyan bir kayma halinin olustugu bu durumda, kayma
sekil degistirmeleri en kesitte ¢arpilma adi verilen ve ¢ubuk boyunca sabit kalan
diizlem dig1 hareketlere yol agar.

Cubugun herhangi bir en kesitinde ¢arpilmanin engellenmesi veya burulma
momentinin ¢ubuk boyunca degismesi, burulma probleminin karakterini birgok
noktada degistirir ve St. Venant teorisi gegersiz hale gelir. ince ceperli gubuk
teorisinin ¢ikig noktastni olusturan bu burulma halini ‘egilmeli burulma’ ya da
‘tniform olmayan burulma’ seklinde tanimliyoruz.

Sekil 2.1a’da, M; burulma momenti etkisinde ankastre bagh U profil
gorilmektedir.  Ankastre ugta ¢ubuk hareketinin tamamen engellenmis olmasi,
carpiimanin serbest uca dogru ¢ubuk boyunca degismesine ve eksenel dogrultuda
lineer olmayan basing veya ¢ekme gerilmelerinin olugmasina sebep olur. Cubugun
sadece burulma momenti etkisinde oldugu dikkate alindiginda, bu gerilmelerin en
kesit izerindeki bileskesinin, bir normal kuvvet ya da egilme momenti

olusturmayacagi, bir bagka degisle kendi i¢inde dengede oldugu agiktir. Bununla



birlikte flengler ve govde tizerindeki gerilme dagilimi, Sekil 2.1b’de gorildigu gibi
kendi dizlemlerinde egilmelerine yol agar ve en kesit tizerinde ek sekil degistirmeler
olusur. Bunun anlami, gubuga etkiyen burulma momentinin sadece bir kisminin
cubugun dogrudan donmesine yol agtifi, kalan kismin ise qubuk igi egilme
momentleri olusturdugudur. Egilme momentlerinin bileskesi ise, ince g¢eperli
¢ubuklarin Giniform olmayan burulmasinda yeni bir buyuklugi, bimoment [9] ya da

carpiima momenti [26] olarak tanimlanan gubuk kuvvetini ortaya ¢ikartir.

Sekil 2.1 Bir U profilin tiniform olmayan burulmasi

Cubuk mukavemetinden bilindigi gibi, gubugun Gniform olmayan egilmesi
sonucunda ¢ubuk en kesitinde normal gerilmelerin yamsira kayma gerilmeleri de
olusur. U profilin ¢arpilmanin engellenmesiyle egilen govde ve flengleri igin de
benzeri bir durum s6z konusudur ve. g¢ubugun donmesiyle olusan kayma
gerilmeleriyle birlikte ek kayma gerilmeleri olusur. Carpilma kayma gerilmeleri
olarak tamimlanan bu gerilmelerin bilegkesinin bir burulma momenti vermesiyle
gubuga etkiyen burulma momenti biri dogrudan ¢ubugun dénmesiyle, digeri olusan
egilme momentleriyle baglantili iki ayr1 burulma momentinin, St. Venant burulma
momenti ve ¢arpilma burulma momentinin birlegimi haline gelir.

Elemanter qubuk teorisi, ¢ubuk uglarina etkiyen kuvvetlerin dagiliminin
teorinin verdigi ¢ozimin gerektirdigi sekilde oldugunu varsaymistir. Kuvvetlerin
dagilim farkhilik tagirsa, teori de gegerliligini yitirecektir. Fakat, kuvvet dagilimdaki
farklilig1 yansitan 6zel ¢oziimler, elemanter teoriyle elde edilen gerilme dagiliminin

kuvvetlerin etkime noktasi civart diginda kalan bolgeler igin yeterli dogrulugu



tagidigimi  gostermigtir.  Bu sebeple, ¢ubuga etkiyen dig kuvvetlerin elemanter
teorinin gerektirdigi dagilimdaki statik esdegerleriyle degistirilmesi, kiiguk bir bolge
digindaki gerilme dagilimim etkilemeyecektir. St. Venant prensibi olarak bilinen bu
durum, “Elastik bir cismin belirli bir bolgesine etkiyen dis kuvvetler, kendi statik
esdegerleriyle degistirilecek olursa, s6z konusu noktadan yeter derecede uzak
noktalardaki gerilme hali pratikte degismez” seklinde ifade edilir [27]. Buradaki
‘yeter derecede uzak’ kavrami, dis kuvvetlerin degistirildigi bolgenin bilyik
boyutunun katlarin1 ifade etmektedir.

St. Venant prensibi ve en kesitlerin sekil degistirme sirasinda diizlem kalmast
olarak bilinen Bernoulli-Navier hipotezi, elemanter ¢ubuk teorisinin temellerini
olugturan kabullerdir. Ince geperli qubuklar s6z konusu oldugunda bu iki kabule de
dikkatle yaklagsmak gerekir. Bunu bir 6rnekle agiklamaya ¢aligalim.

Sekil 2.2°de goriilen I profil, P yiikiiyle eksenel olarak yiiklensin. St. Venant
prensibine gore, P yiikii yerine statik olarak esiti olan, (b) durumundaki normal
kuvvet ile (c) ve (d)’deki xz ve yz dizlemlerinde etkiyen egilme momentleri
alinabilir. Her t¢ yiikleme durumunda da Bernoulli-Navier hipotezinin saglandig
acgiktir. Kuvvetlerin bilegkesinin P yiikiinii vermemesi sebebiyle, (e)’de goriilen bir
dordiincii bilegene daha ihtiyag duyulur. Fakat bu yiikleme, I kirigin flenglerinde esit
biiytklikte ama ters isaretli egilme momentleri olusturur. Bu momentlerin flenglerin
kendi dizlemlerinde egilmesine ve gubuk en Kkesitlerinin ¢arpilmasina yol agacagt
agiktir.

Sekil 2.2°deki P yiikii etkisindeki cisim ince geperli bir gubuk yerine dolu bir
cubuk olsaydi, carpilmanin lokal karakterine bagli olarak gerilmelerin gubuk
boyunca hizlica azalmasiyla, (e) durumundaki eksenel bimomentsel yiiklemenin
etkileri ihmal edilebilirdi ve en kesitlerin duzlemligi korunurdu. St. Venant bu
durumu, “Bir cismin bir bolgesine etkiyen bir kuvvet toplulugu statik olarak sifir
siddetindeyse, etkime noktasindan kigiikk bir bélgeye kadar olan kisim disinda
onemli bir etkiye yol agmaz” [28] seklinde ifade etmistir. Oysa [ profildeki
carpilmalar ve dolayisiyla c¢arpilma gerilmelerinin yikiin etkime noktasindan
uzaklastik¢a azalmalan oldukga yavastir ve lokal etkiler olarak alinmalart miimkiin

degildir.
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Sekil 2.2 Eksenel P yiikiiniin bilesenlerine ayrilmasiyla I profilde olugan gerilmeler

Bu ornekteki bir bagka dikkat ¢ekici nokta ise, Betti-Rayleigh kargitlik
teoreminin bir sonucu olarak, bimoment etkisiyle flenglerde olusan egilmenin en
kesitin donmesine yol agmast yani, bir gubugun sadece burulma momentleri etkisiyle
degil eksenel kuvvetler altinda da burulabilecek olmasidir

Yukanda gorildigi gibi ince geperli ¢ubuklarin, Bernoulli-Navier hipotezine
ve St. Venant prensibine aykiri davramig gostermeleri, elemanter gubuk teorisi
kullanilarak incelenememelerine sebep olmus ve farkli kabullere dayanan yeni
teorilerin olusturulmasini gerektirmistir. Bu bolumde ilk olarak aymi kabullere

dayanan agik en kesitler i¢in Vlasov ve kapali en kesitler i¢in von Karman-
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Christensen teorileri ele alinacak, sonrasinda von Karman-Christensen teorisine bir

diizeltme olarak kapali en kesitler i¢in Benscoter teorisi verilecektir.

2.2 Sekil Degistirme

Sekil 2.3’de, ince g¢eperli bir ¢ubuk ile sabit bir (x, y, z) kartezyen eksen
takimi ve ¢ubuk ¢eperi ilizerinde alinan bir (n, s, z) eksen takimi goriilmektedir. s
koordinati, t(s) ¢geper kalinligim ikiye bolen ¢ubuk ortalama yiizeyine teget ve n, s’ye
dik olarak alimir. $ekildeki O(xo, yo) noktasi, s koordinatimin merkezi, P(xp, yp)
¢ubugun dénme noktasi olarak alinan herhangi bir noktadir. 6, g¢eper iizerindeki
herhangi bir A(x, y; s) noktasinda, x ve s dogrultular: arasindaki agiy1 gosterir.

P donme noktas1 iizerinde, eksenleri ¢eper lizerindeki noktalarin n ve s
dogrultulanna paralel olan yardimci bir (n*, s*) eksen takimi alalim. A noktasinin bu
eksen takimindaki koordinatlann r ve q ile verilecektir. Sekil 2.3°den r ve q

koordinatlari, dsnme noktasinin konumuna bagh olarak,

r=(x—x,)sind—(y—y,)cost (2.1a)

q=(x—x,)cos@+(y—y,)sinf (2.1b)

Y

Sekil 2.3 Eksen takimlar1 ve koordinatlar
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seklinde elde edilir. r ve q igin isaret kurali su sekildedir: A noktasi, pozitif s
dogrultusunda ilerlerken PA vektorii z ekseni etrafinda pozitif yonde doniiyorsa r
pozitif, A noktasi pozitif n dogrultusunda ilerlerken, PA vektorii z ekseni etrafinda
negatif yonde doniiyorsa q pozitif alinir.

Ince geperli gubuklar igin bir egilme-burulma teorisi olusturulmasinda, iig
kinematik kabul genel olarak kullanilmigtir [12]:

2.1 Cubuk en kesiti kendi diizleminde herhangi bir gekil bozukluguna ugramaz.

2.2 Cubuk ortalama yiizeyindeki y,s kayma sekil degistirmesi, St. Venant
burulmasinda olugan sekil degigtirmeyle ayni alinir.

2.3 Cubuk ince bir kabuk gibi davranir.

2.1 kabuliyle, ¢ubuk en kesitinin deformasyonuyla olusacak etkilerin ihmali
miimkiindir. Kabulin saglanabilmesi i¢in, gubugun kendi diizleminde rijit, diizlem
diginda sekil de@istirmeye uygun posta, perde gibi enine elemanlarla ve daima
boyuna stringerlerle birlikte sik araliklarla takviye edilmesi gerekir. Takviye
elemanlan, ag¢ik en kesitlere gore kapali en kesitlerde daha fazla 6nem tagir ve
genellikle geper kalinlig1 ve gubuk uzunlugunun artmastyla 6nemleri azalir.

Elemanter mukavemetten bilindigi gibi ¢ubuklarin egilme teorisi, Bernoulli-
Navier hipotezine dayamir. Bu hipotezle birlikte kayma sekil degistirmelerinin
¢ubugun egilmesine olan etkisinin ihmaliyle, en kesitlerin sekil degistirme sirasinda
dizlem kaldiklar1 kabul edilir. 2.2 kabuli, Bernoulli-Navier hipotezinin burulma
etkisinin dahil edilmesiyle ince geperli gubuklari kapsayan daha genel halidir.

Uniform olmayan burulma etkisindeki ince geperli ¢ubuklarda, ¢arpilmamn
cubuk boyunca degismesiyle birlikte eksenel dogrultudaki sekil degisiklikleri ile
normal ve St. Venant kayma gerilmelerine ek, ¢arpilma kayma gerilmelerinin
olustugundan bahsedilmigti. Ek kayma gerilmelerinin yol agtigi kayma sekil
degisiklikleri ¢arpilma degerlerini degistirmekle beraber, etkilerini dikkate almak
kolay degildir. Bu sebeple, 2.2 kabuliiyle ¢arpilmadan kaynaklanan kayma gekil
degisiklikleri ithmal edilir. Bu bir anlamda, ¢ubuga etkiyen burulma momentinin iki
kisimdan -St. Venant burulma momenti ve ¢arpilma burulma momenti- olustugu
disiinildigiinde, ¢arpilma burulma momentinin g¢arpilmaya olan etkisinin ihmal
edilmesidir. Boliim 2.1°deki burulma momenti etkisindeki U profile tekrar donersek,
(2.2) kabuli, carpilmanin engellenmesiyle flengler ve govdede olusan egilmeyi

Bernoulli-Navier hipotezinin gegerli oldugu bir egilme haline getirecektir.
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Birinci béliimde ince g¢eperli gubuklari, uzun prizmatik kabuk formundaki
yapilar olarak tanimlamigtik. Bir kabugun yanal yiikler altindaki statik dengesinin
saglanmasi, ancak kabukta normal ve kesme kuvvetlerinin yanisira, egilme ve
burulma momentlerinin de bulunmasiyla mimkiindiir {18]. Fakat, ¢eper kalinhigi
kabugun boyutlarina oranla ¢ok kiigiikse, gubugun sekil bozukluguna ugramasini
engelleyen destekleyici elemanlarin yiiklere tepkisini dikkate alarak, egilme ve
burulma momentleri ihmal etmek ve gerilmeleri ¢eper boyunca diizgiin yayili olarak
almak miimkiindiir.

2.3 kabuliiyle, bu sekilde tiniform bir gerilme hali elde edilmesinin yanisira
ileride goriilecegi gibi gubuktaki gerilme durumunu basitlestirmek de miimkiindiir.

2.1 kabulityle gubuk en kesitinin kendi diizleminde sekil degistirmedigini
dikkate alarak, en kesiti rijit bir plak gibi diisinmek ve bdylece en kesitin kendi
dizlemindeki hareketini, plagin yerdegistirmesini temsilen dénme noktasinin
yerdegistirmesi ile plagin donme noktasi etrafindaki dénmesinin birlesimi seklinde
almak miimkiindiir. Buna gore U(z), V(z)’yi, X, y dogrultularindaki yerdegistirmeler
®(z)’yi, en kesitin z ekseni etrafinda pozitif yonde donmesi olarak tanimlayalim.

En kesitin hareketini ortalama yiizey iizerinde aldigimiz (n, s, z) eksen
takimini kullanarak da verebiliriz. Bu durumda, geper tlizerindeki A noktasinin n, s, z
dogrultularindaki yerdegistirmeleri u(s, z), v(s, z), W(s, z) olsun. Iki yerdegistirme

grubu arasindaki iligki, ® agisinin kiigiik oldugu kabul edilerek Sekil 2.4 yardimiyla,

Y

Sekil 2.4 Cubuk ve geper tizerindeki yerdegistirmeler
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u(s,z) =U(2)sin 8(s) -V (z)cos0(s) — D(z)q(s) (2.2a)
v(s,2) =U(2)cos@(s) +V(z)sin (s) + @(z)r(s) (2.2b)
seklinde elde edilir.

A noktasinin diuzlem digt hareketini gosteren w yerdegistirmesini, 2.2
kabuliinii kullanarak belirleyebiliriz.  St. Venant kayma gerilmesinin farklilik

gostermesi sebebiyle bu durum agik ve kapali kesitler ayr1 ayn ele alinacaktir.

2.2.1 Acik En Kesitli Cubuklarda Eksenel Yerdegistirme

Acik en kesitlerde St. Venant kayma gerilmelerinin ortalama yiizeyde sifir

olacak sekilde degismesi sebebiyle 2.2 kabuliinden,

_X P (2.3)
V=T a A :
elde edilir.
(2.2b) denklemindeki v ifadesi ve,
dx = dscosf dy = dssin @ (2.4)
esitliklerinin (2.3) denkleminde kullanilmas:,
w(s,z) =W (2)-U'(2)x(s) V' (2)y(s) - P'(D)w(s) (2.5)

seklinde en kesitin dizlem digi hareketini verecektir. ('), z’ye gore tiirevi belirtir.
Denklemdeki W, integrasyon sabiti olarak gelen, O orijininin eksenel

yerdegistirmesi seklinde alabilecegimiz z’ye bagl bir fonksiyondur. o ise,

o(s)= Ir(s)ds (2.6)
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ile verilir. Intagralin y6nii s ile aynidir ve @(sp) = 0 alimr. o’nin isareti r ile ayn
sekilde, A noktast pozitif s dogrultusunda ilerlerken, PA vektorii z ekseni etrafinda

pozitif yonde doniiyorsa pozitif olur.

Sekil 2.5 Sektorel alan

Sekil 2.5’de, do’nin A noktasimin ds kadar hareketi sirasinda PA vektoriiniin
taradigi alanin iki katini gésterdigi goriilmektedir. Buna dayanarak Vlasov o’y1
sektorel alan, P ve O noktalarim1 da sektorel kutup ve sektdrel orijin seklinde
tammmlamugtir [9]. Sekil 2.6°da ise, sektorel kutup ve orijinin agirlik merkezinde

alindig1 simetrik bir [ kesitte, ©’nin degisimi gosterilmistir.

hlo|+

2h

+hb

cb

Sekil 2.6 1 kesitte ®’nin degisimi



16

2.5 denklemi, ince g¢eperli agik kesitli bir gubugun eksenel yerdegistirmesini
en genel haliyle veren bir kanunun ifadesidir. Vlasov tarafindan ‘Sektérel Alanlar
Kanunu’ olarak tanimlanan bu kanun, “Silindirik ya da prizmatik formda ince ¢eperli
acik kesitli bir ¢ubugun bir z = sbt kesitinde olusan eksenel yerdegistirmeler, en
kesitte herhangi bir egilme deformasyonu ve ortalama yiizeyde kayma olmamasi
sartiyla, en kesit Uzerindeki noktalarin kartezyen koordinatlarina lineer bagh
yerdegistirmeler ve sektorel alan ile orantili yerdegistirmelerden olusur” seklinde
verilmigtir [9].

(2.5) denkleminin sagindaki ilk ¢ terim, sirastyla en kesitin iniform
yerdegistirmesini ve yz, xz diizlemlerinin egilmesiyle olusan yerdegistirmeleri
gosterir. Her {i¢ durumda da kesitlerin diizlemliklerini koruduklart agiktir. Cubugun
donmesine bagh dordincii terim ise, dizlemligi bozan kisim olarak en kesitin
carpilmasini belirler. Bu terimin ® ile orantili olmasi sebebiyle ®, ¢arpilma

fonksiyonu olarak da adlandirilir [26].

2.2.2 Kapah En Kesitli Cubuklarda Eksenel Yerdegistirme

Kapal1 en kesitlerin St. Venant burulmasinda olugan kayma gerilmeleri geper
boyunca iniformdurlar ve bir kayma akimi olustururlar [27]. Bu akimui s ile

gostererek bir F, fonksiyonu yardimiyla,

4,(5,2) = GF, (s)®'(2) @7

seklinde ifade edelim [12]. Fy’yi St. Venant kayma akimimin dagilimini veren,
pozitif s dogrultusunda pozitif deger alan bir biyiiklik seklinde disiinebiliriz. En
kesiti olugturan elemanlar {izerinde g, kayma akimi sabit olacagindan, F fonksiyonu
da (2.7) denklemine gore eleman boyunca sabittir. Agik en kesitlerde kayma
gerilmelerinin lineer dagilimi sebebiyle F; sifir olur. Sekil 2.7°de, on elemanli ve ii¢
hiicreli bir kapali en kesitteki F, fonksiyonlar1 gosterilmistir.

m elemandan ve n kapali hiicreden olusan bir kapali en kesitte, m sayidaki F;
fonksiyonunu belirlemek igin gerekli sartlardan (m-n) tanesi, eksenel dogrultudaki
denge sart1 geregi, elemanlardaki kayma akimlarin bir birlesme noktasinda sifir

toplamini vermeleriyle (kayma akimlarin stireklilik sart1) elde edilir. Kalan n gart ise
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statik belirsizlik tasiyan tiim problemlerde oldugu gibi geometrik uygunluk
sartlanyla ifade edilir.

Fos =

I
~J

5 o

w1y

Sekil 2.7 Kapali bir en kesitte F, fonksiyonlarn

Siirekli bir fonksiyon olan w eksenel yerdegistirmesi her i kapal hiicresinde,
w
de = J—gds =0 (2.8)

sartin1 tagir. (2.7) denklemine gére, en kesitteki kayma sekil degistirmeleri,

ow oOv F
:_+.—=¢,—s 2.9
Vas Os Oz t 29)

seklindedir ve buradan elde edilen,

_f&_v=_sq)' v
&

X 2.10
t 0z ( )

esitliginde (2.2b) denklemindeki v ifadesinin yerine konmasiyla (2.8) sarti,

FS
cJ‘—;—ds= rds 2.11)

I3
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haline gelir. Integrallerin y6nii ayni olmalidir. Bu yéniin z ekseni etrafinda pozitif

dénme yonii se¢ilmesi durumunda, r koordinatinin yukarida bahsedilen 6zelliginden,

drds =24, 2.12)
elde edilir ve (2.11) denklemini
F,
JTds =24, (2.13)

seklinde yazmak miimkiin olur. Denklemdeki A;, i kapali hiicresinin alamdir.
Boylece her kapali hiicre i¢in (2.13) denklemiyle elde edilecek n sart ve (m-n)
stireklilik denklemi kullanilarak, en kesitteki F fonksiyonlar1 ve kayma akimlan
belirlenebilir. (2.13) denkleminden, F;’nin sadece en kesitin geometrisine bagh bir
biiyiikliik oldugu agiktir.

Elemanlar iizerinde alinan F, foﬁksiyonlan yerine, her kapal1 hiicre i¢in, sabit
ve pozitif yonleri z ekseni etrafinda pozitif donme yonii olan F, fonksiyonlar
kullanilarak da kayma akimi elde edilebilir [12]. Fg’nin herhangi bir eleman
tizerindeki degeri, eleman iizerindeki F, fonksiyonlarimn pozitif s dogrultusundaki
toplamlaridir. Bu durumda, siireklilik sartlar1 kendiliginden saglanacagindan, n

hiicreli bir kesitte n sayidaki F, fonksiyonu, St. Venant kayma akiminin belirlenmesi

FSE :
F_<51
X
FS3 )

Sekil 2.8 F, fonksiyonlari
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igin yeterlidir. Sekil 2.8°de, yukaridaki en kesit igin F, fonksiyonlari gosterilmistir.
F, ve F fonksiyonlar arasindaki iligkiye érnek olarak. 7 ve 10 numarali elemanlar

i¢in,
(2.14)

esitlikleri verilebilir.
Kapali en kesitlerin eksenel yerdegistirmeleri, (2.10) denkleminin

integrasyonuyla elde edilir. (2.6) denklemiyle verilen ¢arpilma fonksiyonunun,

F (s
w(s)=(r(s)- —,(%) )ds (2.15)

seklinde tammlanmasiyla, agtk en kesitler i¢in elde edilen (2.5) denklemi, kapali

kesitler i¢in de kullanilabilir.
w(s,z) = W(z) -U'(2)x(s) -V'(z) y(s) - D' (z)a(s) (2.16)
2.3 Gerilme Durumu

Bolim 2.2°de yapilan 2.3 kabuliiyle ince geperli gubugun ince bir kabuk gibi
davranacag belirtilmisti. Buna gore [29],

1. Sekil degistirme Oncesi, gubuk ortalama yiizeyinde dik olan ¢izgiler, sonra
da dik kalirlar ve tn , T kayma gerilmelerinin sekil degistirmeye olan etkisi ihmal
edilebilir.

2. Cubuk yiizeyine dik dogrultudaki normal gerilmeler (c,) ihmal edilebilir.

Bu kabul ve asagida gorilecegi gibi o, gerilmesinin o, yaninda ihmal
edilebilir olmas:, ince geperli bir ¢ubuk en kesitindeki gerilme durumunun
belirlenmesi igin gerilme tansorinin sadece iki bileseninin yeterli oldugu sonucunu

verir: Eksenel dogrultudaki ¢, normal gerilmesi ve y,; kayma gerilmesi.
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2.3.1 Normal Gerilme

(2.5) denklemiyle verilen gubuk ortalama yilizeyine ait eksenel yerdegistirme
ifadesi kullamlarak o, normal gerilmesi, gerilme-gekil degistirme bagintilarindan

elde edilebilir. 2.1 ve 2.3 kabullerine gore ortalama yiizey tizerinde olusan,

1
g, =—(o,~vo,) (2.17a)

E

1
aszf(as*vaz)zo (2.17v)
sekil degistirmelerinden o,
E

0, =13, (2.18a)

olarak elde edilir. Bu noktada o, gerilmesinin, G, ile kiyaslandiginda oldukga kiigiik
oldugunu g6z 6niine alarak Hooke Kanunu’nda ihmal edebiliriz. Bu kabul, 6zellikle
destekleyici elemanlar sik araliklarla yer almiyorsa, 2.1 kabuliiyle verilen €5’ nin €,’ye
kiyasla ihmal edilebilir olmasina tercih edilir. Béylece, (2.18a) denklemindeki (1-v?)

teriminin ortadan kalkmasiyla,

o,=ke, =L (2.18b)

ve (2.5) denkleminden,
o,(s,2) = E(W'(2) ~U"(2)x(s) =V "(2) y(s) - D"(2)w(s)) (2.19)
ile o, normal gerilmesi elde edilir.

(2.19) denklemi, ¢ubuk mukavemetinden bilinen normal gerilme ifadesinin

burulmaya bagl: etkilerin de dahil edilmesiyle ince ¢eperli gubuklar i¢in elde edilen
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genel halidir. Ik (¢ terim, sirastyla gubugun eksenel sekil degistirmesi ve
egilmesiyle olugan gerilmeleri, dordiinci terim ise burulmaya bagli, bir bagka degisle
carpilmanin engellenmesiyle olusan normal gerilmeleri verir. Birim dénme agisinin
sabit oldugu St. Venant burulmasinda normal gerilme olugmayacag: denklemden
acikga gorilebilir.

(2.19) denklemi kapali en kesitler igin de gegerlidir. Tek dikkat edilmesi
gereken noktay, ¢arpilma fonksiyonu ®’min agik en kesitlerde (2.6), kapali en

kesitlerde (2.15) denklemiyle verilmis oldugudur.
2.3.2 Kayma Gerilmesi

2.2 kabuluyle ortalama yiizeydeki kayma sekil degisikliklerinin sadece St.
Venant burulmasindan kaynaklandigmin kabul edilmesi, en kesitteki diger gerilme
bileseni t,; kayma gerilmesinin dogrudan sekil degistirmelere bagl olarak elde
edilmesini engeller. Bu durumda kayma gerilmesini, biri verilmis olan sekil
degistirmelerden, digeri ise bu sekil degistirmelerden elde edilen eksenel yer
degistirmelerin baglangi¢ noktasini olusturdugu denge denklemlerinden (kapalt en
kesitlerde siireklilik denklemleriyle birlikte) elde edilecek iki parcamin birlesimi
seklinde yaklagik olarak ifade etmek miimkiindir. Kuskusuz bu, iteratif bir
yaklasimdir: Baglangi¢ olarak St. Venant kayma sekil degistirmelerinin segilmesiyle
carpilma ve normal gerilmeler elde edilmekte, bu gerilmeler de St. Venant kayma
gerilmelerinin diizeltmesi olan ek kayma gerilmelerine temel olugturmaktadir. Bu iki
gerilme bilegeni, birinin digeri kullanilarak bulunmasi sebebiyle genellikle birincil ve
ikincil gerilmeler geklinde tammlamr [16]. Gjels;/ik, bu ayrimla bir parganin
digerinden daha biyiik ve onemii oldugunun vurgulandigim belirterek, gerilmelerin
dogrudan gekil degistirmeler yoluyla elde edilip edilmemesine gore aktif-reaktif
ayrimini uygun gorir [12]. Burada her iki tamimlama da yeri geldikge
kullanilacaktir.

Burulma rijitliginin disik olmasi sebebiyle garpilmamn biyik degerler
alabildigi, dolayisiyla ¢arpiimanin engellenmesiyle olusan gerilmelerin de biiyiik
degerlerde olacagi agik en kesitlerde, kayma gerilmelerinin ihmaliyle elde edilen bir
¢oziimiin tasidifr dogruluk derecesi sorgulanabilir. Oysa agik en kesitlerde normal

gerilmelerin gubuk boyunca degisiminin olduk¢a yavas olmasi, ¢arpilma kayma
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gerilmelerinin biiyiik degerlere ulagmasini engellemektedir. Teorik ve deneysel
sonuglarin uyumlulugu da kabuliin gegerliligini onaylar. Kapali en kesitlerde ise
problemin bu sekilde basitlestirilmesi, bazi durumlarda ikincil gerilmelerin birincil
gerilmelere kiyasla oldukga biiyiik degerler almastyla sonuglanir ki boyle bir durum
burulma rijitliginin genellikle biiyik olmas: sebebiyle ¢arpiimanin kiigiik degerlerde
kaldig1 kapal en kesitler i¢in dogruluk tagimaz. Bu probleme Benscoter tarafindan
getirilen bir ¢6ziim ileride ele alinacaktir.

Dogrudan sekil degistirmelerden elde edilen St. Venant kayma gerilmeleri,
actk ve kapali en kesitlerde birbirinden farkh yapidadir. Agik en kesitli ¢gubuklarda

bu gerilmeler ¢eper boyunca,

7,, =2GDn (2.20)

bagintisiyla ortalama yiizeyde sifir olacak sekilde lineer degisirken, kapali en
kesitlerde niformdurlar ve bir kayma akimi olustururlar [27]. Bolim 2.2’de bu

akim,
q, =GF.@' (2.21)

ile verilmisti.
Agik en kesitli bir gubugun bir dz pargasinin s = sp’da kesilmesiyle elde
edilen so’in uzerinde kalan kismu Sekil 2.9°da gosterilmigtir. Bu parganin gubuk

ekseni dogrultusundaki dengesinden,
ON.(s,z
q,(s,z)= ——%——) + Ipz (s, z)ds + Z P (2) (2.22)
“ C led

seklinde q; ikincil kayma gerilmeleri ifade edilir. C’, en kesitin s¢’in tizerinde kalan
kismi, p, ve P, eksenel dogrultudaki yayili ve tekil dis kuvvetlerdir. St. Venant
kayma gerilmeleri, bileskeleri bir kuvvet olusturmadigindan bu denklemde yer

almazlar. N,ise, o, gerilmelerinin ayniian kisim iizerindeki toplamdr.
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N,(5,2) = [o,(s,2)¢(s)ds (2.23)

e

Nz

N, o2
N D2

So /
Q

i

.Sekil 2.9 Agik en kesitli bir ince ¢eperli ¢ubuk pargasinin eksenel dengesi

(2.19), (2.22) ve (2.23) denklemlerinden,

q,(s,2)= E{W "(2) Itds -U"(2) thds -V"(2) jytds -D"(z) Iatds} + .[pz (s,z)ds + sz (2)
c lof c c c c

(2.24)
elde edilir. Bu denklemdeki integral terimleri ve dig kuvvet bilegenlerinin,
A (s) = jtds (2.25a)
&
S3(s)= j ytds (2.25b)
&
Si(s) = szds (2.25¢)

c

S:(s) = ja;tds (2.25d)
c



24

F(s,2)= [p,(s,2)ds +Y P.(2) (2.25¢)
fod o)

seklinde tanimlanmasiyla agik en kesitler i¢in q; kayma akimu,

0, (5,2) = E{* (s)W"(2) ~ S3(s)U"(2) ~ 82 (s "(2) —~ S ()" (2)}+ F (s5,2)

(2.26)

olarak ifade edilir.

En kesitin kayma akimini aradigimiz nokta tizerinde kalan bélgesinin alanim,
x ve y eksenlerine goére statik momentlerini ve birinci sektdrel momentini veren
(2.25a-d) ifadeleri, kayma gerilmelerinin dagilimini belirlemeleri sebebiyle dagilma

fonksiyonlan olarak adlandirlirlar [12].

K. K.N.

1z

K.N.

K.‘_
z
T
z

Sekil 2.10 Kesim noktalarinin degisimi

Dagilma fonksiyonlarinin hesabinda integrasyon araligi ve yoni, (2.22)
denkleminin ¢ikarilisina uygun olmalidir. Bunu saglamak i¢in, en kesitin herhangi
bir serbest ucunu son ug¢ segerek, en kesitin bir noktadan kesilmesiyle olusan iki
pargadan bu son ucun yer aldig1 pargay1 kesim noktasinin asagisinda kabul etmek ve
integrasyonu, yonii kesim noktasindan serbest uglara olacak sekilde yukarida kalan

par¢a iizerinde almak gerekir [12]. Buna ait bir 6rnek $ekil 2.10°da verilmistir.
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Oklar, ilk sekilde s koordinatinin, digerlerinde kesim noktasinin ilerleme yonani
gosterir. Integrasyon yoniiniin, s koordinati ile aym olmasi gerekmemekle birlikte
ayn1 segildiginde, dagilma fonksiyonlarinin aldiklani degerler, en kesitin kesim
noktast Gizerinde kalan pargasina ait olacaktir.

Dagilma fonksiyonlarinin bir noktadaki degeri, son ucun ve integrasyon igin
secilen yoniin se¢imine bagh olarak degisir. Kayma akiminin o noktadaki degeriyse
bu se¢imlerden bagimsizdir.

Kapali en kesitlerde qu kayma akiminin elde edilmesi, Bokim 2.2°de St.
Venant kayma akiminin bulunmasi sirasinda belirtildigi gibi n kapali hiicreden
olugan bir kesitin tagidif1 n. dereceden statik belirsizlik sebebiyle daha karigiktir.
Statik belirsizligin kaynagi, kayma akimimin elemanlardaki dallanmasinin sadece
statik hesaplarla belirlenememesidir. Coziime kapalt en kesitlerin egilme problemine

benzer sekilde [30], eksenel yerdegistirmelerin siirekliligi kullanilarak ulagilabilir.
9=4, t4q, (2.27)
ile verilen q toplam kayma akiminin olugturdugu sekil degistirme ', ise,

g . ow' v
Loy = 2.28
G T e & 529
olacaktir. W', 2.2 kabuliiyle elde edilen (2.16) eksenel yerdegistirmesinden farkli
olarak, toplam kayma akiminin yol a¢tig1 varsayilan bir yerdegistirmeyi gosterir.

(2.8) denklemiyle benzer olarak bir i kapalt hiicresinde w'"nin siirekliligi,

f—a—w—ds =0 (2.29)
> Os

seklindedir. (2.2b), (2.11), (2.27) ve (2.28) denklemlerinin kullamimasiyla bu ifade,

§q%ds =0 (2.30)

i
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ile q;’nin saglamasi gereken sarta doniisiir.
Cubuk en kesitindeki her hiicrenin bir noktadan kesilerek agik hale getirildigi
varsayimiyla, statik belirsizligin ortadan kaldirilmasi ve (2.30) sartint saglayacak bir

qu ifadesine ulasilmasi miimkiindiir [12]. Bu durumda qy,

qdu =q;l+q;'l (2.31)

seklinde iki kayma akiminin toplami haline gelir. qj;, (2.26) denklemiyle agik en
kesitler i¢in elde edilen kayma akimi ve qj, her hiicrenin kesilmesiyle olustugu

varsayilan bir artik kayma akimadir.
Agik en kesitli bir gubugun Sekil 2.11°de gériilen ¢ok kiigiik bir par¢asinin

cubuk ekseni dogrultusundaki dengesi, p, eleman {izerindeki yayih yik ise,

(0,+ 99z d)tds
0z

Sekil 2.11 Agik en kesitli bir gubukta elemanter denge

X0l %y g (2.32)
oz Os :

seklindedir. Benzer bir esitligi kapali en kesitli bir ¢ubuk i¢in de yazabiliriz.

oot 0, +autdi) (2.33)
0z Os )
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(2.32) ve (2.33) denklemlerinden, qj, ’niin her eleman boyunca sabit olacag:

fakat bu degerin elemandan elemana degisebilecegi agiktir.

(2.26) denkleminde qj, ’nii olusturan eksenel, egilme, ¢arpilma ve dig yik

bilegenlerinden her biri qj, ‘de de bulunacaktir ve qp,

a5 (5,2) = E4- K, (W"(2) + K (YU "(2) + K (5 "(2) + K, (5)D"(2)f- K, ()F (2)
(2.34)

seklinde degiskenlerine ayrilarak ifade edilebilir [12]. Denklemdeki K fonksiyonlart,
arttk kayma akimim belirlemek igin kullamlan ve F; ile ayni ozellikleri tagiyan
kayma akimi fonksiyonlaridir.

(2.26) denklemindeki F;’nin de degiskenlerine ayrilarak,
F;(s,2) =87 (s)F(2) (2.35)

ile verilmesiyle, (2.26), (2.31) ve (2.34) denklemlerinden kapal en kesitler igin qy
kayma akim,

Gy = EW (4" = K,)-U"(S; -K,)=V"(S; ~K)-®"(S ~K,)}+ F(S; - K,)
(2.36)

seklinde elde edilir.
(2.36) denkleminin (2.30) sartina taginmasi, her i hiicresi igin bes gruptan

olusan asagidaki denklem sistemini verir.

fl{;’dv:§/1tsds (2.37a)

i

§Kt ds = §ST¢s (2.37b)
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§£<tids _ §%ds 2370)
§-Kdee = §ST'"¢s (2.37d)
§€Lds _ §?dg (2.37e)

i

Kayma akimlarinin birlegme noktalarindaki siireklilik denklemleriyle birlikte
(2.37) denklemleri ¢ozilerek, n hiicreli bir kapali en kesit i¢in 5n sayidaki K
fonksiyonu ve (2.36) denklemi kullanilarak kapali en kesitler i¢in qy kayma akimi
belirlenir. (2.37) denklemlerinin katsayilar matrisi, St. Venant kayma akiminin elde
edilmesinde kullanilan matrisle aymidir ve K yerine K~ fonksiyonlart kullanarak
denklem sayisi1 azaltilabilir. (2.37) denklemleri benzer formda ilk defa, ince geperli
kapali en kesitli gubuklarin burulmasim inceleyen Benscoter tarafindan verilmistir

[17].
2.4 Cubuk Kuvvetleri

Gerilmelerin gubuk en kesitindeki bilegkelerini, ¢ubuk kuvvetleri olarak
tanimliyoruz. Elemanter ¢ubuk teorisinde bu kuvvetler, bir normal kuvvet, iki kesme
kuvveti, bir burulma momenti ve iki egilme momentinden olusurken, ince geperli
cubuk teorisinde bu alti kuvvete ek yeni bir kuvvetin tammlanmasinin yanisira
burulma momenti de iki kisimdan olusur.

Gerilmelerle gubuk kuvvetleri arasindaki iligki, en kesitin virtiiel bir hareketi
sirasinda yapilan igin ifade edilmesiyle kurulabilir [12]. Cubuk en kesitindeki o, dA

ve TdA kuvvet elemanlarinin, bu virtiiel hareket sirasinda yaptiklan ig,

[(0.6w+7,v)dA (2.38)
A

seklindedir. St. Venant kayma gerilmelerinin bilegkesi,
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M, =GJo' (2.39)
ile St. Venant burulma momentini verdigi bilindigine gore [27], (2.38) denkleminde

sadece qy kayma akiminin dikkate almakla yetinebiliriz.

(2.39) denkleminde yer alan burulma sabiti J agik en kesitlerde,

J=1 [rds (2.40)
3 C

degerindedir [27].
(2.7) kayma akimi ifadesinden kapali en kesitlerde St. Venant burulma

momentini,

M, =[q,rds=G®'[F,rds (2.41)
C C

seklinde yazabiliriz. (2.13) denkleminden,

1

[ Fords = F§rds =y 25 4, (2.42)
c i i

olduguna gore, (2.39), (2.41) denklemlerinden kapalt en kesitler igin burulma sabiti,

J=2F 4 (2.43)

olarak elde edilir. (2.2b) ve (2.5) denklemlerinin (2.38) ifadesine taginmasi ve virtiiel
isin,

NSW —M 8V + M 8"+ M 6@+ 1.8U + 1,8V + M, 50 (2.44)

tey
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seklinde verilmesiyle, cubuk kuvvetleri ve gerilmeler arasindaki iliski agaBidaki

sekilde kurulur.
N=[o.dA (2.452)
y
M, = j o, ydA (2.45b)
y
M, =~[o, xdA (2.45¢)
y
M, =—[o wdd (2.45d)
y
T, = jq,, cos@dA (2.45¢)
y
T, = q, sind4 (2.45f)
y
M, = ! q,rdA (2.45g)

(2.45a,bc.e.f) denklemleri, gubuk mukavemetinden bilinen normal kuvvet ile
x ve y eksenlerine etkiyen egilme momentleri ve kesme kuvvetlerini gosterir.
(2.45d) denklemiyle verilen gubuk kuvveti, Bolim 2.1’de bimoment geklinde
tammladigimiz ince g¢eperli gubuklarda gorilen ek gubuk kuvvetidir. Carpilma
fonksiyonu @’nin moment kolu olmasi sebebiyle ¢arpilma momenti olarak da
adlandirilan M,,, kendi i¢inde dengede olan bir kuvvet ve moment sistemidir. o, ye
bagl diger ¢ubuk kuvvetleri N, M, ve M, ‘Bernoulli-Navier yasasi’na bagliyken My,
en kesitin carpilarak diizlemliinin bozulmastyla ortaya ¢ikan gerilmelerin
birlesimidir. (2.45g) denklemiyle verilen M, ise Bolum 2.1°de bahsettigimiz
¢arptlma burulma momentidir ve (2.39) denklemiyle verilen St. Venant burulma
momentiyle birlikte ¢ubuga etkiyen toplam burulma momentini olusturur.

(2.19) o, ifadesinden,
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N=EW' ! ds—U" l xtds - V" (j yids — D" (j wids) (2.46a)
M, =EW' l yids—U" (j xytds V" ! yds — " l wytds) (2.46b)
M, =-EW’ ! xtds —U" l xtds—-V" ! yxtds — D" ! axtds) (2.46¢)
M, =-EW' ! wtds —U" i wxtds - V" ! wytds — <z>"£ w’tds) (2.46d)

seklinde normal gerilme ile iligkili gubuk kuvvetleri yerdegistirmeler cinsinden elde
edilir.

Kayma akimina bagh (2.45e-g) ¢ubuk kuvvetlerinin agagida acik en kesitler
icin elde edilecek ifadeleri, kayma akimi farkhilik gosterse de ileride gorilecegi gibi
kapali en kesitler i¢in de gegerlidir.

Ilk olarak T, kesme kuvvetini ele alahim. (2.45¢) denklemi, kismi integrasyon
uygulanarak,

i dx oq
— cos@ds = —ds=—|"Fxds+> Px 2.47
3 (_[qu iqu ds l s ; ; ( )

seklinde yazilabilir. Toplam ifadesi, serbest uglara dis yiiklerin etkimesi durumunda

yer alir. (2.47) denkleminde, (2.32) dengesinin kullanilmasiyla elde edilen,

T = J‘a(?)z-”t) xds‘+lp2xds'+;1’zx (2.48)

G
esitliginde y eksenine gére momenti gosteren dis yiik etkilerinin,

m, = J'pzxds'+;1’zx (2.49)

C

seklinde tanimlanmasiyla Ty kesme kuvveti,
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T, = EW" | xtds—U" [ x*tds -V | yxtds - @" [ wxtds) + m, (2.50a)
c Pot c ¢

ile gubuk yerdegistirmelerine bagl olarak ifade edilir. Benzer sekilde,

T, = EQW"[yids-U" [ xyids V" | y*tds - @ [ woptds) + m, (2.50b)
C C C C

ve do = rds esitligi kullanilarak,

M, =EW" [ods U’ [ xotds - V" | yords - " [w’tds) +m,,  (2.500)
C C C C

sekiinde diger ¢ubuk kuvvetleri elde edilir. Burada,

m, = [p,yds+Y Py (2.512)
C C

m, = [p,ads+y Po (2.51b)
Pod C

x eksenine gore egilme yiikii ve ¢arpilma yiikii olarak tanimlanmigtir.

Kapal1 en kesitler i¢in elde ettifimiz qp kayma akimimin, kendi kendini

dengeledigi igin Tx ve Ty kesme kuvvetlerine, en kesiti olusturan her eleman boyunca

sabit oldugu dikkate alindiginda,

[ apyrds = —Ia—gfwds =0 2.52)
C [ad

olmas1 sebebiyle buruima momentine etkisi yoktur. Dolayisiyla, agik en kesitler igin
elde edilen kesme kuvveti ve ¢arpilma burulma momenti ifadelerini kapali en
kesitlerde de kullanabiliriz.

Gjelsvik’in kayma akimlart ig¢in kullandigi aktif-reaktif ayrimi, gubuk
kuvvetlerine de uygulanabilir. Dogrudan sekil degistirmeler yoluyla elde edilen N,
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My, My, M, ve My, reaktif qubuk kuvvetlerini , aktif gubuk kuvvetlerine bagh olarak
(2.46) ve (2.50) denklemlerinden,

T.=-M,+m, (2.53a)
T, =M, +m, (2.53b)
M, =-M,+m, (2.53¢)

seklinde vermenin mimkin oldugu T, Ty, M,, ise reaktif ¢ubuk kuvvetlerini
olusturur.

(2.46) ve (2.50) denklemlerindeki alan integrallerinin bir kismi, Bolim 2.3’de
kayma akimi ifade edilirken en kesitin ayrilan kisminin alan1 A, statik momentleri S,
Sy ve birinci sektorel momenti S, seklinde tammlanmisti. Buradaki fark, integralin

tim en kesit tizerinde alinmasidir. Digerleri ise,

I = j yiuds (2.54a)
C
¥ & j xtds (2.54b)
C
I, = Ixytdv (2.54c¢)
«
/.= J-a)ytaiv (2.54d)
’
I, = [axids (2.54¢)
J
I, = [o’s (2.54f)
C

seklinde verilir.
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Burada I, Iy, Iy, atalet momentleri, lox, Loy, low, ikinci sektérel momentlerdir.
Ioe, Kesitin ¢arpilma sabiti olarak da adlandirilir. Boylece (2.39), (2.46), (2.50) ve
(2.54) denklemlerinden gubuk kuvvetlerini matris formda,

N [4 -85 -5, -8, 0 |w)
-M, =S, I, I, I, o |[|lv”
iM, =E-S, I, I, I, 0 RU"t (2.55a)
M, -8, I, I, I, 0 |lo
M, [0 o o o GJE|®
Wﬂ
T, _Sy Ixy 3 o Hpm m,
T, t=~E|=S. L Ly Iaji,.itqm (2.55b)
le _Sa) [mx ay wo || pm m,

seklinde verebiliriz. (2.55a) denkleminin simetrikligi, aktif gubuk kuvvetlerinin Betti

karsitlik teoremini sagladiginmi gosterir.

Y

Sekil 2.12 Cubuk kuvvetleri
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(2.55) denklemleri, herhangi bir yiikleme sonucunda ince geperli bir gubuk en
kesitinde olusan gubuk kuvvetlerini, yerdegistirmelere ve en kesitin sekline bagh
olarak en genel haliyle verir. Sekil 2.13’den gorilecegi gibi, egilme momentleri x ve
y eksenlerine gore verildiginden, normal kuvvet de z ekseni dogrultusunda etkimeli,
benzer sekilde burulma momenti donme eksenine gore verildiginden, kesme
kuvvetleri de bu eksenden gegmelidir. Sekilde dénme merkezine gore verilmisse de,

bimomentin herhangi bir uygulama noktasi yoktur.

2.5 Diferansiyel Denge Denklemleri

Boliim 2.3 ve 2.4°de, gubuk en kesitindeki gerilmeler ve gubuk kuvvetleri, W,
U, V ve @ yerdegistirmelerine bagli olarak elde edildiler. Hala birer bilinmeyen olan
bu yerdegistirmeler ise, cubuk dengesini ifade eden diferansiyel denklemlerin, gubuk
ug sartlarindan elde edilecek sinir sartlartyla birlikte ¢oziilmesiyle belirlenir.

Cubuk denge denklemlerini, “‘minimum toplam potansiyel enerji’ prensibini
kullanarak elde edebiliriz. Bir sistemde toplam potansiyel enerji, ancak sistem
gergek denge konumundayken bir ekstemumdan geger ve ¢ogu durumda bu
ekstremum bir minimuma kargilik gelir. Bu durumun dikkate alinmasiyla prensip,
“Bir sistemin, geometrik sinir sartlarini saglayan tiim konumlari arasinda, denge
denklemlerini ve Hooke yasasim1 saglayan ‘gergek’ konum, potansiyel enerjinin
minimum olmasiyla digerlerinden ayrilir” seklinde ifade edilmistir [31].

IT; ve IL, i¢ ve dig kuvvetlerin potansiyel enerjisi ise, toplam potansiyel enerji

1L,
m=m, -, (2.56)
ile verilir. TTyi,
i, - % [fEe? +Gy2 sz (2.57)
17

seklinde sekil degistirmelere baglt olarak ifade edebiliriz. L, gubuk boyudur.
(2.5) denkleminden €, yi,
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e, =W -Ux-Vy-@0 (2.58a)

ile ve 2.2 kabuliiyle verilen vy,s kayma sekil degistirmesini, kapali en kesitler i¢in

tanimladigimiz F; fonksiyonunu kullanarak (2.9) denklemi ile verelim.

Ve = ftiab' (2.58b)

Bir kapal1 en kesitte (2.11) denklemi dikkate alinarak,

§—ds ZF §rds = j F.rds (2.59)

A i

yazilabilir ve (2.42), (2.43) denklemlerinden,

FZ
t2

=J (2.60)

A

elde edilir.
(2.58) sekil degistirmelerinin (2.57) denklemine yerlestirilmesi ve (2.54),

(2.60) denklemlerinin g6z 6niine alinmasiyla i¢ kuvvetlerin potansiyel enerjisi,

:—j[r{AW”H U +IV™+1,,®07 -2S WU"-2S WV"-28 W'o" +

+2I UV +21 U'®"+21 V'®"}+GIP" 1dz (2.61)

seklini alir.

(2.60) esitliginin kapali en kesitler igin tanimlanan F; fonksiyonu kullanilarak
elde edilmesi, her ne kadar Fy’nin agik en kesitlerde sifir olmasi sebebiyle (2.58b)
sekil degistirmesi agik en kesitleri kapsasa da, (2.61) potansiyel enerji ifadesinin agik
en kesitler igin ne kadar gegerli oldugu sorusunu akla getirebilir. Gerek (2.61)
denklemini, gerekse asagida elde edilecek diger sonuglan dikkate alarak bu soruya

‘gegerlidir’ cevabini verebiliriz.
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Cubuga etkiyen dis kuvvetler, ¢epere dik dogrultuda p., P., ¢eper

dogrultusunda ps, Ps ve gubuk ekseni dogrultusunda p,, P, yayih ve tekil yiikleri ise,

1, = [{[(pu+p,v+ pwyds+ Y (Pu+Py+Pw)ldz (2.62)
L C C

dis kuvvetlerin potansiyel enerjisidir.

(2.2) ve (2.5) denklemlerinden,

F, = !(pn sin @ + p, cos@)ds + Z (P,sin 8 + P, cos8) (2.63a)
F, = i (—p, cosf + p_sin O)ds + ;(—Pn cosf + P, sin 6) (2.63b)
F = ! p.ds +ZC:PZ (2.63¢)
m, = j Cp.g+pr)ds+ Y (-Pg+Pr) (2.63d)

seklinde, x, y, z eksenleri dogrultusunda etkiyen kuvvet bilesenlerinin ve burulma
yikiniin tanimlanmasi ve (2.49) ve (2.51) denklemleri ile verilen egilme ve ¢arpilma
yiklerinin dikkate alinmasiyla, (2.62) denkleminden dis kuvvetlerin potansiyel

enerjisi,

m,=[[FU+FY+EW -mY' ~m U’ +m® —m,® 'z (2.64)
L

haline gelir.

Toplam potansiyel enerjinin minimum olma durumu matematiksel ifadesi

I[T’nin birinci varyasyonunun sifira esit olmasidir.

81T =8(I1,~11,)=0 (2.65)
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Varyasyonel hesaptan bilindigi gibi, fi fonksiyonlarina bagh bir F

fonksiyonelini eksremum yapan sartlar,

- N 2 »
oF _BoF & _, (2.66)

of, oxof o’ of"

Euler denklemiyle elde edilebilir.
Euler denkleminin (2.61) ve (2.64) denklemleri dikkate alinarak (2.56)

denklemine uygulanmasiyla, bir minimuma karsilik gelen W, U, V ve &
fonksiyonlarina bagli olan IT potansiyel enerjisinin ekstremum olma durumu, ince

¢eperli bir gubugun diferansiyel denge denklemleri olarak asagidaki sekilde elde

edilir.
W: —F +ECAW +SU"+SV"+S,&™) =0 (2.67a)
Vi —F, —m.+ESW"+1 U” +1V" +1, ®")=0 (2.67¢)
U: —F,—m, + ECS W+ 1U" +1 V" +1,@")=0 (2.67b)
®: —m,—ml, + ECS WU+ V1,0 -GID" =0 (2.67d)

(2.55a) denklemlerinden, denge denklemleri aktif ¢ubuk kuvvetlerine bagh

olarak da yazilabilir.

N'+F, =0 (2.68a)

M+ F +m, =0 (2.68b)

M!—F, ~m =0 (2.68¢)
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M,-M -m-m,=0 (2.68d)
Dogrudan sekil degistirmelerle ifade edilemeyen reaktif gubuk kuvvetleri Ty,

Ty ve Mo, denge denklemlerinde yer almazlar. Bu kuvvetleri (2.53) denklemleriyle

aktif gubuk kuvvetlerinden ya da,

T'+F, =0 (2.692)
T!+F, =0 (2.69b)
M, +M, +m, =0 (2.69¢)

seklindeki ¢ubugun x, y eksenleri dogrultusundaki kuvvet ve z ekseni etrafindaki
moment dengelerinden elde etmek miimkiindiir.
(2.67) denklemleri matris formda asagidaki gekilde wverili. ~ Uyumu

saglayabilmek i¢in, W esitliinin bir kez daha tirevi alinmigtir.

(4 -S, -5, =S, o [P o .
_ pr ’
E " AN MY & g |=| Byt (2.70)
S ow 0N\ .
i : E]| |0

(2.70) denklemleri, elemanter gubuk mukavemetindeki benzer denklemlerden
carpilma terimlerinin yer almasi ve denklemlerin derecesinin ikiden dérde ¢ikmasiyla
ayrilir.

Denge denklemlerini ¢ozebilmek igin gerekli olan sinir sartlari, gubuk
kuvvetleri ya da yerdegistirmelerinin ¢esitli varyasyonlari olarak birgok sekilde
verilebilir.

Ornek olarak, sirasiyla bir ankastre mesnet ve serbest ug i¢in bu sartlar,

W=U=V=U'=V'=0=0'=0 2.71)
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N=T,=T,=M,=M_=M,=M, =0 (2.72)

seklindedir. Cubuk mukavemetinden bilindigi varsayilarak, gubugun eksenel gekil
degistirme ve egilme hallerine ait sinir sartlarindan bahsedilmeyecek, burulmaya ait
sintr sartlan ise, ileride burulma probleminin incelenmesi sirasinda ayrintili olarak

ele alinacaktir.
2.6 Asal Koordinat Eksenleri

Cubuk kuvvetlerini ve dengesini veren (2.55) ve (2.70) denklemleri, (x, y, z)
kartezyen eksen takimi orijini ile donme noktasi ve sektorel orijinin, en kesit
Uzerinde herhangi bir nokta olarak alindifi, ¢ok sayida terim igeren genel
denklemlerdir. Eksen takimlarinin asal olarak segilmesiyle bu denklemler, en basit
ve kullanigh olan asal formlarinda elde edilir.

Asal koordinat eksenleri fiziksel olarak su sekilde tammlanabilir. Cubuk en
kesiti asal koordinat eksenlerine gore verildiginde, ¢ubuk kuvvetleri, W, U, V ve ®@
yerdegistirmelerine kargilik gelen bir gekil degistirme halinden bir digerine gegerken
herhangi bir iy yapmazlar ve diger ¢ubuk kuvvetlerinden bagimsiz olarak ifade
edilebilirler. Bu durumda, mesela ¢ubugun egilmesi sirasinda normal kuvvetin
yapacag iy sifir olur. Bir bagka degisle, normal kuvvet ¢ubugun sadece tniform
eksenel sekil degistirmesine yol agar ve egilmesine etkisi olmaz. Boylece, her sekil
degistirme hali digerlerinden ayrilarak tek basina incelenebilir.

Bu agiklamalara gore, (2.55) denklemlerinden asal sistemleri belirleyen

sartlar,
Sy =Sy= Ly~ 0 (2.73a)
So=laox=1Iar=0 (2.73b)

seklindedir. Buytik harfler asal eksenleri belirtmek i¢in kullanilmugtir.
(2.73a) denklemindeki Sx ve Sy, X,Y eksenlerinin konumunu, Ixy, eksenlerin
dogrultusunu, (2.73b) denklemindeki S, sektorel orijinin, Igx ve I,y ise donme

noktasinin konumunu belirler.
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Ik olarak, kartezyen eksen takimim sabit tutarak sektérel orijin ve dénme
noktasinin degismesiyle olusan etkileri inceleyelim.

Sekil 2.13’de, ince ¢eperli bir gubuk en kesiti ile iki farkli s ve s* koordinati,
bu koordinatlarin O(X,, Yo), O*(Xo*, Yo+) orijinleri ve P(xp, yp), P*(xp+, yp+) donme
noktalari gosterilmistir. O* noktasinin s sistemindeki konumu, so+ noktasina kargilik

gelir.

(2) (b)

Sekil 2.13 ® ve o* ¢arpilma fonksiyonlan [12]

P noktasinin P* konumuna gelmesiyle, B6liim 2.2°de tanimlanan r koordinati

Sekil 2.14°den,

r*(s*) = r(s) = (xp. —x,)8I00(5) + (. — yp)cOsH(s) (2.74)

seklinde degisir ve ds*=ds oldugunun dikkate alinmasiyla (2.6) ve (2.74)

denklemlerinden,

d@*-0)=(r*—r)ds =~(xp. —xp)dy +(yp. — y,)dx (2.75)

elde edilir. Carpilma fonksiyonunun tanimindan,

@*(0) = »(0) = 0 (2.76)
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olduguna gére, (2.75) denkleminin (2.4) denklemleriyle birlikte integrasyonundan,
=0 —0p —(Xps =X )Y =V )+ (Vpe —Yp N x—Xp0) (2.77)

seklinde, donme noktasi ve sektorel orijindeki degisimin ¢arpilma fonksiyonuna olan

etkisi elde edilir. Sekil 2.13a’da goriildiigii gibi wox,

So*

0o, = {do = a(so.) (2.78)

ile ®’nin O* noktasindaki degeridir.

Y

Sekil 2.14 Dénme noktas: ve sektorel orijinin degisimi [12]

Kapali en kesitlerde, (2.15) denklemiyle verilen ®’nin s ve s* sistemlerindeki

degisimi,
. F; F,
d(w —@)=—(Xpe —xp)AY + (Y pe — yp)dx —( ; ds — p ds) (2.79)

seklindedir. F; fonksiyonu, donme noktasinin ve sektérel orijinin konumuna bagh

olmadigi i¢in @,,. "1n,
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fﬁ )ds (2.80)

Sge
Wy = J. (r-
0

ile verilmesiyle (2.77) denklemi kapal1 en kesitleri de kapsar.
®’ya baglh en kesit bayikluklerinin s* sistemindeki degerleri, (2.77)
denkleminin (2.25d) ve (2.54d,e,f) denklemlerine uygulanmasiyla,

Sor =80 = WA= (Xpu — X, )8, = Yord) + (Vpe — VeS8, — X0.4) (2.81a)
I(u*x - ]mr _wO“‘Sx _“(xP* ~Xp )(Ix —yo*Sx) + (.YP* —JVp )(IW —xO*Sx) (2~81b)
Ly, =1, =W, — (Xpe —xp )1, —yO*‘Sy)+(yP“‘ “yp)(ly —XoeS,) (2.81c)

Ly =1,, —20,.5, +0} A+ (xp —xI,)Z[Ix —2Y0uS, +yé*A]+
+Wpe = ¥p)’ [Iy —2x0.8, + xiz’*A]_
=20 pe = Xp )l e — @ uS, = YouS, + @y Al + (2.81d)
+2(Vpe — Yp )[Imy ~ 0.8, = XouS, + wo*xo*A]“—
—2(xp =X )(Vps — Vp )[]xy — XS, ~ YouS, + xo*yo*A]

seklinde elde edilir. Kartezyen eksen takiminin (2.73a) sartlariyla asal olarak

se¢ilmesiyle denklemler,

S =3, —Alw, -7, (Xp,, - Xp) + X, (Yp* — Yp) (2.82a)
Ly = Loy + (Yo = yp)ly (2.82b)
I(o‘X = I(a)( - (xl’" - xP)I,\' (282C)

1(0"‘(1)“' = Iam) - 20}()‘ ‘S{u + a)(g)“A + (XP"‘ - XP )2[1)’ + YOZ"AIJ'_
F =V |1y + X2 Al 20X - Xy +@0Y,0A) + (2.82d)
+ 2V e = Yo )l oy ~ 0008y + @ X uA] = 2(X o = X YV p = Vp) X oY, A
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haline gelir.

P* noktasi, P, ile belirtilen asal donme noktasi olarak alinirsa,
I, =15 =0 lyw =15 =0 (2.83)

sartlarinin (2.82b-c) denklemlerine taginmasiyla,

1 |
Xy =Xy +et Yy, =¥, —ek (2.84)

X Y

ile asal donme noktasinin koordinatlari, herhangi bir O sektorel orijini ve P donme
noktasinin konumuna gore asal kartezyen koordinatlarda elde edilir. Asal donme
noktast, agirlik merkezi gibi en kesitin 6zel bir noktasidir ve konumu sadece en
kesitin geometrisine baglidir.

(2.82a) denkleminde, P ve P* donme noktalari asal konumlarinda ve O*

noktasi, Sy = Sq= 0 sartim1 saglayan O, asal sektorel orijini ise,
[n) 0% = o, (285)

denkleminden asal orijinin konumu, herhangi bir sektérel orijine bagl olarak elde
edilir. Baz1 en kesitlerde, (2.85) sartimt saglayan asal orijin birden fazla sayida
olabilir. Ornek olarak, simetrik bir I kesitin gévdesindeki herhangi bir nokta asal
orijin olarak alinabilir.

Cubuk en kesiti bir simetri eksenine sahip ve bu eksen x ekseniyse, sektérel

orijin ve donme noktasi en kesitin bir asal ekseni olan bu eksen tizerinde alindiginda,
Sw= Iy =0 (2.86)

olur. Bu sart, tim y eksenleri igin gegerli oldugundan, (2.84) ve (2.85)
denklemlerine gore, asal orijin ve dénme noktasi de x simetri ekseni iizerinde yer
alir. Kesitin ikinci bir simetri ekseni varsa, asal donme noktast ve agirlik merkezinin

cakisacag agiktir.
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P ve O noktalan asal konumlarindayken, (2.54f) denklemiyle verilen garpilma
sabiti minimum degerini alir. Asal ¢arpilma sabiti olarak adlandirilan bu deger

(2.82d) denkleminden,

Sa
Im=Imw—(XP—XPa)IX—(Y,,—Y,,E)Iy—7 (2.87)
seklindedir.
Y
y'\
&
0y
o
z X

Sekil 2.15 Koordinat doniigimii
Simdi de kartezyen eksen takimindaki degisikliklerin etkilerini inceleyelim.
Sekil 2.15°de, (x, y) ve (x*, y*) eksenleri goriilmektedir. Ikinci sisteme ait orijinin,
birinci sistemdeki koordinatlar (xo, yo) ise, bir (x, y) noktasimin ikinci sistemdeki

konumu,

x*=(x—-x,)cosa+(y—y,)sina (2.88a)

y*=—~(x—x,)sina +(y - y,)cosa (2.88b)

ile belirlenir. (2.25b,c) ve (2.54c) denklemleriyle verilen S, S, ve I, biiyiikliiklerinin

yeni sistemdeki degerleri,

S =(S, —yoA)cosa—(S, —~x,A)sina (2.89a)
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S =S, —yoA)cosa~(§, —x,A)sina (2.89b)

T = U =1, = 2958, + 258, + Yy 4 = x5 A)sin @ cosar - (289)
=21, — YoS, —x,8, +x,y,A)sin’ & —cos’ @) |

seklindedir.
Eger (x*, y*) koordinat sistemi asal ise, Sx» = Sy« = 0 sartlarimin (2.89a-b)
denklemlerine taginmastyla, eksenlerin konumu herhangi bir (x, y) eksen takimina

gore,

X =L Yo =% (2.90)

olarak elde edilir. Kuskusuz bunlar, en kesitin agirlik merkezinin koordinatlandir. X
asal ekseninin x eksenine gore dogrultusu ise, Iy, = 0 sarti ve (2.89c), (2.90)

denklemlerinden,

2y —%pY04)

U —x2A)— (U —y2d) @20

tan2a =

olarak elde edilir.

Kisaca, (X, Y) asal koordinat sisteminin konumu ve dogrultusu, (2.90) ve
(2.91) denklemleri kullanilarak herhangi bir (x, y) sistemine gore elde edildikten
sonra, bu asal kartezyen koordinatlarda asal dénme noktasinin konumu, (2.84)
denklemleriyle herhangi bir dénme noktasina gore, asal sektorel orijinin konumu ise,
(2.85) denklemiyle herhangi bir sektérel orijine gore ya da (2.25d) denklemiyle

dogrudan tanimi kullanilarak bulunur.

2.7 Asal Formlarinda Cubuk Kuvvetleri ve Denge Denklemleri

(2.55) denklemleriyle verilen gubuk kuvvetlerinin asal koordinat eksenlerine

taginmasiyla her bir gubuk kuvveti, digerlerinden bagimsiz tek bir gekil degistirme
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haline bagli olarak asagidaki sekilde elde edilir.

N = EAW' (2.922)
M, =—EI V" (2.92b)
M, = ELU" (2.92¢)
M. =GJo' (2.92d)
M, =El,o" (2.92e)

T, =—ELU"+m, (2.92f)

1, =—ELV"+m, (2.92g)
M,, =—El ,,®" +m, (2.92h)

(2.92d,h) denklemleriyle verilen St. Venant burulma momenti ve g¢arpiima

burulma momentinin birlesimi toplam burulma momentini olugturur.

M, =GJ® —El (,®" +m, (2.92)

Gerilmeler ve gubuk kuvvetleri arasinda dogrudan bir iligkinin kurulmasi ve
gerilmeleri  olugturan her bir etkinin agik olarak gorilebilmesi, (2.92)
denklemlerinden ¢ubuk kuvvetlerine bagh olarak elde edilecek sekil degistirmelerin
gerilme ifadelerinde kullanilmasiyla mimkin olur. Boylece agik en kesitlerde

(2.19), (2.20), (2.26) denklemlerinden 6, ve Ty,

N M M M
o, =+ XY—IYX— 20 (2.93a)

[ X Y Q0
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M, ' M, r M
v, =7, +du s n+;[(%A‘+FZ“)+ [*S;-MY S;———’[Mﬂ ;} (2.93b)

z8 z5,8 t J ¥ 1y 0o

seklinde gubuk kuvvetlerine bagli olarak elde edilir.

(2.93a) denklemi, o, ile gubuk kuvvetleri arasindaki ¢gubuk mukavemetinden
bilinen iliskinin, bimoment etkisiyle olusan gerilmelerin dahil edilmesiyle ince
¢eperli gubuklar igin elde edilmis genel halidir. 1k ii¢ terim Bernoulli-Navier
hipotezine dayanan gerilmeleri, dordiincii terim ise en kesitin burulma sonucunda
diizlem kalmay1p ¢arpilmasiyla olusan gerilmeleri gosterir.

(2.93b) denkleminde, parantez i¢indeki normal kuvvet ve eksenel dogrultuda
etkiyen yiiklerden kaynaklanan terimlerin katkisi genellikle kiglik olmakla birlikte,
ancak eksenel yikiin olmamasi veya s koordinatina gore sabit olmasi durumunda

ortadan kalkar. Boyle bir durumda (2.53) denklemlerini dikkate alarak,

g=Mes My go Lo go Mig g0 (2.94)
J ) IX 1Y lm

yazabiliriz.

Kapal en kesitlerde, (2.93a) normal gerilme ifadesi ¢arpilma fonksiyonunun
(2.6) yerine (2.15) denklemiyle verilmesiyle gegerliligini korur. q kayma akimi ise
(2.21) ve (2.36) denklemlerinden,

g=q,+qn =l N e Mass k) -Misp -k,
J A R P | 1,
Mg o R
~7 2.(8;, —K )+ F(S7 -K,)
00
(2.95)
seklinde gubuk kuvvetlerine baghdir.
(2.94) denkleminin bir benzerini kapal en kesitler igin de yazabiliriz.
M F, T, . 7. .. M

q:——j—‘ +—[’—(S;. - KX)+7‘L(S; -K,)+ / 2.8, -K,) (2.96)

X Y Q0
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Cubuk dengesini belirleyen (2.62) denklemleri de, asal koordinatlarda

birbirlerinden ayrilirlar ve agagidaki sekilde verilirler.

AEW" = -F,

EIL V" =F, +m',

w _ g ’
ELUY =F, +m,

El ,,@" - GJ®" = m, +my,

2.8 Kayma ve Donme Merkezi

(2.97a)

(2.97b)

(2.97¢)

(2.97d)

Bir ¢ubukta egilmenin burulmasiz olabilmesi i¢in, kesme kuvvetlerinin en

kesitte gegmesi gereken nokta kayma merkezi olarak tanimlamr [27]. Bir bagka

degisle, kesitte dagili olan kayma gerilmelerinin bileskesi, burulma olmamasi igin

kayma merkezinden gegmelidir.

Egilme momentleri etkisindeki bir gubuk en kesitinde olusan kayma akiminin

asal eksenlerde ifadesi (2.94) denkleminden,

T, s
q=—"3; +
1, % 1,

7y

$;

seklindedir. Kayma akiminin dénme noktasina gére momentini veren,

! grds = ! qdQ = ;f’ [$3de +§ijsgdg

X C Y ¢
ifadesinde (2.73b) sartlarindan,

[$3dQ=87.0| -[@S; =14 =0
(& C

(2.98)

(2.99)

(2.100a)
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ve benzer sekilde,

[$:a2=-1, =0 (2.100b)

C

oldugu ve kesme kuvvetlerinin donme noktasina gore verildigi dikkate alinarak
kayma merkezinin yukaridaki tanimindan, kayma merkezi ile asal donme noktasinin
ayn noktalar oldugu sonucuna ulagilir.

Burulma merkezini kayma merkezine benzer sekilde, bir burulmanin
egilmesiz olabilmesi i¢in donme noktast olarak alinmasi gereken yer seklinde
tanimlayabiliriz. Ancak bir burulma merkezinin tammlanabilmesi igin, burulmanin
tniform olmayan burulma olmas: gerekir [32].

Egilmesiz bir burulma halinde gubukta olusan o, normal gerilmesi (2.19)

denkleminden,
o, =0 (2.101)
seklindedir ve gubuk bagka bir yiik etkimedigine gore,

o,xtds =|\o ytds =0 (2.102)
o]

C

olacaktir. Dolayisiyla (2.101) denkleminden,

[ ads = [ aytads = 0 (2.103)
(&) C

ile donme merkezini belirleyen sartlar, asal donme noktasinin tasidig: sartlar olarak
elde edilir.

Gortliyor ki, asal dénme noktasi, kayma merkezi ve donme merkezi en
kesitin aym bir noktasina karsilik gelmektedir. Bu sonuca dogrudan asal koordinat
eksenlerinin tanimindan ya da Betti-Rayleigh karsitlik teoreminden de kolaylikla

ulagilabilir:
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Asal koordinat eksenleri, bir sekil degistirme halinin digerlerinden bagimsiz
tek basina incelenebildigi durum olarak verilmisti. Dolayisiyla, egilme ve burulma
ancak eksenlerin asal olarak segilmesiyle birbirinden ayrilabilir ve tanimlart geregi
kayma ve donme merkezlerinin asal donme noktas: oldugu agiktir.

Betti-Rayleigh kargitiik teoremi, lineer elastik bir cisimde iki ayri kuvvet ve
sekil degistirme grubu alindiginda, ilk gruba ait kuvvetlerin ikinci gruba ait
yerdegistirmelerle yaptidi isin, ikinci gruba ait kuvvetlerin birinci gruba ait
yerdegistirmelerle yaptig1 ige esit olmast gerektigini ifade eder [27]. Kuvvet ve sekil
degistirme gruplarimin ilkinin egilme momentleri ve gubugun egilmesi, ikincisinin ise
burulma momenti ve ¢ubugun donmesi seklinde alinmasi durumunda, Betti-Rayleigh
teoremi ancak kayma ve donme merkezlerinin aym noktalar ve bu noktanin asal
donme noktasi olmasi durumunda saglanacaktir.

Kapali en kesitlerde, (2.90b) kayma akimi denklemindeki K. ve K,
fonksiyonlarinin elemanlar tzerinde sabit oldugu ve o, ifadesinin degismedigini
dikkate alarak, kayma ve donme merkezlerinin kapali en kesitlerde de agik kesitler
i¢in elde edilen 6zellikleri tasidigini soyleyebiliriz.

Son olarak dénemli bir noktay: belirtelim: Kayma merkezi, donme merkezi ve
asal donme noktasinin ayni noktalar olmasi (2.2) kabuliiniin bir sonucudur ve bu
kabulin kaldinlmasiyla birlikte yukarida elde edilen sonuglar gegerliliklerini

yitirirler.

2.9 ince Ceperli Cubuklarda Burulma Problemi

Ince geperli gubuklarin karakteristik ozelliklerini daha agik olarak ortaya

koymak amaciyla, burulma problemini asal eksen takimlarinda yazilan,

El @ ~GJ®" =m, +m), (2.104)

seklindeki (2.97d) denge denklemiyle diger sekil degistirmelerden bagimsiz olarak

inceleyelim. Denklemde yer alan I, ¢arpilma sabiti; J, burulma sabiti; m; ve mg

ise gubuga etkiyen burulma ve ¢arpilma yiikleri olarak daha énce tanimlanmusti.
Denklemin ¢oziilmesi igin gereken sinir gartlari, gubuk uglarinda burulma ve

carptlma durumlarinin belirlenmesiyle elde edilir. Bu sinir sartlarinin bir boliimii,
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Tablo 2.1°de gosterilmistir.

Tablo 2.1 Burulma probleminde sinir sartlari [12]

Durum Kinematik sumir Kuvvet sismr Kuvvet Diger kinematik
sarti sarti biiyiikliikler
Ankastre mesnet O=d'=0 Mr=M#0 D" =0
Donme ve ¢arpilma yok Muz0
Mafsalli ug =0 Ma=0 Mr 20 o' =0
Carpilma serbest " =0
Burulma momenti var D=0 Mr=M 20 M= 0 ©=0
Carpilma yok LoME]
Mafsalli ug Mr#0 =0
Burulma momenti var Mg= o' =0
Carpilma scrbest O =0
Serbest ug M= Mg = -M1q ®=0
Carpilma momenti var Mo#0 d =0
Q" 20
Serbest uc Mr#0 0
Buruima momenti ve Mo#0 o' %0
¢arpilma momenti var D720
Serbest ug Mr=0 b£0
D1s kuvvet yok Mqg=0 o'=0
O"=0

Tablodan goriildiiga gibi, ¢garpilmanin tamamen engellendigi durumlarda (1-
3), ®' ve Mys’nin sifir olmasiyla burulma momentini tiimiiyle Myq olusturmakta,
carpilma serbest birakildiginda ise (2-4), Mg ve @ sifir degerini almaktadir.
Sadece g¢arpilma momentinin etkidigi (5) durumunda, Mts ve Mg nin birbirlerine
ters igaretli esit olmasi dikkat ¢ekicidir.

(2.104) denkleminin formu ve (5) simr sartinin varligi, sadece burulma
momentlerinin degil, eksenel dogrultudaki kuvvetlerin olusturacagi ¢arpilma yiikleri
ya da ¢arpilma momentlerinin de gubukta burulmaya yol agabilecegini gosterir.

Ince ¢eperli gubuklarin burulma problemine, St. Venant burulmasinin
etkilerinin thmal edilmesi veya ¢arpilmanin engellenmesiyle olugan etkilerin ihmal
edilmesi geklinde iki yaklagim yapmak miimkiindar {12]. Fakat belirtmek gerekir ki,
burulma problemi genellikle bu iki u¢ durumun bir bileskesi seklindedir ve asagida
gorilecegi gibi, yaklagimlar ancak belirli sartlar iginde anlam kazanabilir.

‘Vlasov burulmast’ olarak bilinen ilk yaklagimda (2.104) burulma denklemi,
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El ,,®" =m, +m, (2.105)
haline gelir. Denklemin derecesinin degismedigi ve (2.104) denklemine ait tiim siir
sartlarinin gegerliligini korudugu bu durumda, burulma momenti timilyle (2.92h)
denklemiyle verilen garpilma burulma momentinden olusur.
M,=M,, =-El,,®" +m, (2.106)
Ikinci yaklagim ise,

GJD" =-m, (2.107)
seklinde St. Venant burulma problemidir. Denklemin derecesinin ikiye diismesiyle
birlikte ¢arpilmayla ilgili sinir sartlani da ortadan kalkar ve burulma momenti St.
Venant burulma momentinden olusur.

M, =M, =GJ®' (2.108)

(2.104) burulma denklemini, bir £ = z/L degiskeni ile boyutsuzlastirarak,

AL (m, +m,)
GJ

o) -XP] = (2.109)

seklinde verebiliriz. L, gubuk boyudur ve § indisi ®’nin bagh oldugu degiskeni
gostermek igin kullamlmigtir. A ise, ileride gorilecedi gibi ¢ubugun burulma

davramgini belirleyen boyutsuz bir katsayt olarak,

oo G

KL,

L (2.110)

ile verilir.

(2.109) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii,
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z yA . z
@=C,+C,—+C,coshA—+C,sinh A—+ D, @.111)

seklindedir. @, dig yiiklere bagh 6zel ¢6ztim, C degerleri sir sartlarindan elde
edilen katsayilardir.

Cubugun herhangi bir z en kesitinde tekil bir dig kuvvetin varligt ya da yayili
ytkiin degismesi durumunda, problemin ¢dziilmesi i¢in simr sartlartyla birlikte
cubugun s6z konusu en kesitten dnceki ve sonraki kisimlarinin kinematik uyumluluk
ve statik denge sartlan da kullamlir. Ornek olarak eger bu kuvvet bir burulma
momentiyse, bu sartlar momentin etkidigi noktada donme, g¢arpilma ve normal

gerilme degerlerinin siirekliliginden,
o =0, , =0, , O=0] (2.112)
ve (2.921) denklemiyle burulma momenti dengesinden,
D'-D) =M, (2.113)

seklinde elde edilir.
Birka¢ ornek iizerinde, ince ¢eperli c¢ubuklarin burulma problemini ve
probleme yapilan iki yaklagimi inceleyelim.

Sekil 2.16°da, serbest ucu T burulma momenti etkisinde, diger ucu ankastre

QT

Sekil 2.16 Burulma momenti etkisindeki ankastre baglh gubuk

mesnetli bir gubuk gériilmektedir.

ws

T

B

Problemin Tablo 2.1 ve (2.921) denkleminden elde edilen,
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2

@0)=@;(0)=@;(1)=0 , F@,()-P](1)= T(L]j (2.114)
stnir sartlarindan (2.111) denklemi,
@=L (tanh 2+ 2% + tanh A cosh A% — sinh 2.2) (2.115)
GJA L L L

¢Ozamiind verir ve (2.92d,e,h) denklemlerinden gubuk kuvvetleri,
M, = GJ®' = T(1+tanh Asinh i;;—coshﬂ—;—) (2.1162)
M,, =-El ,,®@" = T(1- M,,) = T(~tanh Asinh z? +cosh A é) (2.116b)

. 1L z . z

M, =El,,® :T(tanhlcoshﬂ.z—smh l—i) (2.116¢)

olarak elde edilir.
Problemin Vlasov ve St. Venant yaklagimlanyla ¢oziimii ise (2.105) ve

(2.107) denklemlerinden sirastyla,

3 [ 4 -4
D= YjL {3(1)2 - (1)3} (2.117a)
6L1,, 1 L L
7
D=—:7: (2.117b)
GJ

seklindedir.
Sekil 2.17°de Mrs ve Mrq burulma momentlerinin gesitli A degerlerindeki
¢ubuk boyunca degigimi verilmistir.  Diyagramdan goruldagu gibi, A degeri

buytdik¢e ¢arpilma burulma momentinin agirlikli oldugu kismin ¢ubuk boyuna
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1 7
\—1 A=0.5

0,8 -

0,6 ﬁ Mg
s
s

0,4

y
0.2 1 A=5
A=50 Mg
o v | | ‘ ‘ _ ‘
0 0,1 0.2 0.3 0.4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 1

z/L

Sekil 2.17 Mg ve Mo nin farkli A degerlerinde ¢ubuk boyunca degisimi

oram azalmaktadir. A = 0.5 igin Vlasov yaklasimi (A = 0, ¢ubuk boyunca Mrs = T,
Mzq = 0) (2.115) ¢dziimiine olduk¢a yakinken, A = 0.5 igin St. Venant yaklagim
(¢ubuk boyunca Mrs = T, Mrq = 0) ¢ubuk genelinde (2.115) ¢6ziimiiyle aynm sonucu
vermektedir. Benzer sonuglar, ¢arpilma momentinin gubuk boyunca degisiminin

gosterildigi Sekil 2.18°de de goriilebilir.

08 |
A=0

06 | A=0.5
&
=

0,4 1

0.2

=5
=20
0 : :
0 0.1 0.2 0,3 0.4 05 0,6 0.7 0.8 0.9 1

z/L

Sekil 2.18 Carpilma momentinin farkli A degerlerinde gubuk boyunca degisimi

Farkli A degerlerinde ¢ubugun burulmasi gosteren Sekil 2.19’da, A =50

egrisi ve St. Venant ¢6ziimi beklenildigi gibi olduk¢a yakindir. A degerinin artmasi
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ve carpilmanin engellenmesiyle olusan etkilerin kaybolmasiyla birlikte, ® egrisinin
St. Venant egrisine paralel hale gelmesinin yaninda bir baska dikkat ¢ekici nokta
kiigiik A degerlerinde, carpilmanin engellenmesinin burulmay1 biiyiik oranda

azaltmasidir.

0,8 1

0,6

®GI/TL

0,4 1

0,2 1

0 — T = T T —_ — T —_

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
zL

Sekil 2.19 ®@’nin farkli A degerlerinde ¢ubuk boyunca degisimi

Ikinci bir 6rnek olarak Sekil 2.20°de goriilen, uglart Moa ve Mqp ¢arpilma

momentleri etkisindeki ¢ubugu ele alalim.

My,
€<_ > 3 4

l— 1

Sekil 2.20 Carpilma momentleri etkisindeki ¢gubuk

Tablo 2.1 ve (2.92¢) denkleminden elde edilen,

M2 M A
D0)=d(1)=0 , @;(0)=—"2— | @ (1)=—"22
(0) = @(1) ;(0) G/ ¢ (D) G/

(2.118)

¢ubuk sinir sartlarindan (2.104) denkleminin ¢dziimi,
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_Mp (2 2ot (2o hl——M— +k(M—£)) (2.119)
GJ 'L tanh A sinh 4 L
ve gubuk kuvvetleri,
M . z ,coshAz/L coshAz/L
Myg=-M,,=—2Q+Asinh A5 - 1 —"""" 4+ f(A—""——1 2.120
= Mg = (e dsinh A A= AT D) (21200

sinh Az/L Tk sinh lz,/L) (2.120b)

tanh A sinh A

M, :Mm(coshxl—z——

seklindedir. k, Mop/Mga oranim gosterir.  Cubuga etkiyen bir burulma momenti

olmadigindan, Mrs ve Mo momenti birbirlerine ters isaretli esittir.

Problemin Vlasov yaklagimiyla ¢oziimilyse,

D=

6EI [(k 1)(—) +3( )? —(2+k)(—)] (2.121)

sonucunu verir

1

0,8 1

0,6 1

0,4 1

0,2 1

0 01 0,2 0,3 0.4 0.5 0,6 0.7 0.8 0,9 1

z/L

Sekil 2.21 k = 0.5 igin ¢arpilma momenti egrileri

Sekil 2.21°de gesitli A degerleri igin g¢arpilma momenti egrileri ¢izilmigtir.
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Diyagramdan goriildigii gibi, ¢ubuk uglarina etkiyen g¢arpilma momentlerinin
cubuktaki etkileri A degeri biyiidikkge azalmaktadir ve A =50 igin sadece gubuk
uglarinda etkili olan lokal biyiikliikler haline gelmektedirler.

Sekil 2.22°deki burulma egrisinde, onceki omegin tersine A degerindeki
artigla birlikte burulmamn azaldigi gorilmektedir.  Bilindigi gibi St. Venant
burulmasi, ¢ubugun uglarindan etkiyen ve qubuk boyunca degismeyen burulma
momentleri etkisiyle burulmasidir. Dolayisiyla gubuga etkiyen ¢arpilma
momentlerinin St. Venant burulmasinda etkisi yoktur ve burada da 6nceki drnekte

oldugu gibi, A degerinin artmasiyla birlikte burulma probleminin karakteri St. Venant

burulmasina yaklagmaktadir.

0.1

0,08 -

0,06 -

DEl L

0,04

0,02 1

0 0,1 0.2 0.3 0,4 0,5 0,6 07 0.8 0,9 1
z/L

Sekil 2.22 ®’nin farkh A degerlerinde gubuk boyunca degisimi

Orneklerden goriildiigi gibi, ince geperli gubuklarda burulma probleminin
karakteri A’min degerine baglidir ve bu degerin kiigiik ya da biiyuk degerler almasina
gore problemi Vlasov veya St. Venant burulmastyla gubuk genelinde yaklagik olarak
¢c6zmek mimkiindiir. Bu noktada, A’nin kiigiikk ya da biyiik degerler almasinin ne
anlama geldiginin incelenmesi orneklerden elde edilen sonuglarn daha agik hale
getirecektir.

Sekil 2.23°de aymt boyutlara sahip agik ve kapali en kesitli iki gubugun
carpilmas1 goriliyor. Agik en kesitli cubuk, kapali en kesitin b/2’de

kesilmesiyle elde edilmigtir. St. Venant teorisine gore, bir M burulma momenti
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Sekil 2.23 Aymi boyutlara sahip agik ve kapali en kesitli gubuklarda ¢arpilma

etkisiyle cubuklarin A noktasindaki ¢arpilmast (2.5), (2.6), (2.15), (2.16), (2.39),
(2.40) ve (2.43) denklemlerinden b/a = 2 i¢in,

w :Mra w =Mr

480G Kep-— 8atG

(2.122)

seklindedir. a/t = 10 igin garpilma degerlerinin oram1 w,,/Wy,,= 200 olur ki, bunun
anlami ayni sartlar altinda agik en kesitli gubugun, kapalh en kesitli ¢ubuga kiyasla
200 kat daha fazla ¢arpilacagidir.

Acik ve kapali en kesitli gubuklarin bu 6rnekteki burulma yiikleri altinda
gosterdikleri davranig farkliligi geneldir. Burulma rijitliklerinin verildigi (2.40) ve
(2.43) denklemlerinden goriilecegi gibi, agik en kesitlerde rijitlik t* ile orantiliyken,
kapal1 en kesitlerde bu oran t’dir. Dolayisiyla agik ¢ubuklarin, kapali ¢ubuklara gére
cok daha fazla burulmas: ve ¢arpilmasi ve (2.110) denklemiyle verilen A’nin agik en
kesitlerde kiigiik, kapal1 en kesitlerde ise biiyiik degerler almasi beklenir.

Ornek olarak Sekil 2.23’deki iki ¢ubugun A katsayilar1 (2.6), (2.15), (2.40),
(2.43), (2.54f) ve (2.110) denklemlerinden L/a = 10, b/a =2 ve a/t = 10 igin,

3 3 .
A = L,/ZLSE— -045 A, = LJM = 4297 (2.123)
T\ 237/6a%G =\ 1/184%G

seklindedir. G = E/2(1+v) ve v=0.3 ahnmustir.
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Agtk en kesitli gubuklann serbest burulmasinda garpilmalarin biylik degerler
almast, bir en kesitte gubuk hareketinin engellenmesi durumunda q¢ubuk Uzerinde
olusan etkilerin de biiyiik ve ¢ogu durumda ¢ubuk boyunca devamli olmast sonucunu
getirir.  Birinci probleme ait Sekil 2.19’daki burulma egrileri bunun agik bir
ornegidir. Bu noktada gubugun burulmaya kars1 gosterdigi direng, biiyiik oranda St.
Venant burulma rijitliginden degil, ¢carpilmanin engellenmesinden kaynaklanacaktir.
Kapal: en kesitlerdeyse ¢arpilma biyik degerlere ulagmadigindan, engellenmesiyle
ortaya ¢ikan etkilerin de 6nemli olmasi beklenmez ve bu etkiler ¢ogu zaman lokal
bitytiklakler olarak gubuk boyunca hizla kaybolurlar.

Sonug¢ olarak sunlarn soyleyebilirizz Ince ¢eperli gubuklarin burulma
problemi, ¢ubuk boyu da dikkate alinarak A katsayisinin yeterince kugikk oldugu
actk en kesitli gubuklarda Vlasov burulmasiyla, A’nin genellikie biyilik degerler
aldigt kapali en kesitli gubuklarda ise St. Venant burulmasiyla yaklagik olarak
¢oziilebilir. Bununla birlikte, gubugun genel davramisi ne kadar bu yaklagimlara
yakin olsa da, ihmal edilen biiyiikliiklerin, 6zellikle ¢arpilmamn engellendigi en kesit

civarindaki ¢arpilma gerilmelerinin biiyitk degerler alabilecegi beklenmelidir.

2.10 Benscoter Teorisi

Ince geperli gubuk teorisi, gubugun sekil degistirme durumunu daha basit
ifade edebilmek amaciyla, Bolim 2.2’de belirtilen kinematik kabuller iizerine
kurulmustur. 2.1 ve 2.3 kabulleri, gubuktaki sekil degistirme ve gerilme durumlarini
basitlestirirken, 2.2 kabuliiyle sekil degistirme ve gerilme bilesenleri belirlenir.

Kuskusuz bu kabuller arasinda en kritik olani, gubuk ortalama yiizeyindeki
kayma sekil degistirmelerinin, St. Venant burulmasinda olusan kayma sekil
degistirmeleri olarak alinabilecegi seklindeki 2.2 kabuliidiir. Cubugun burulmasin:
dikkate aldigimizda bu kabul, ¢arpilma gerilmelerinin gekil degistirmeye olan
etkisinin ihmali anlamini tagir. Dolayisiyla, kayma sekil degistirmeleri kullanilarak
elde edilen en kesitin eksenel yerdegistirmesi ve normal gerilme dagilimi ile normal
gerilmelere bagh olarak elde edilen garpilma gerilmeleri ve ¢ubugun burulmasimi
ifade eden denge denklemi bir miktar hata igerecektir.

Ag¢ik en kesitlerde bu hatanin biyik olmadigim deneysel sonuglar

gostermistir. Kapali en kesitlerde ise, teorinin verdigi ¢6ziim baz1 durumlarda yeterli
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dogrulugu tagtmaz: Burulma rijitliginin biiyitk olmasi sebebiyle, kapali en kesitlerde
carpilmanin kii¢iik degerlerde kalacagi ve ¢arpilmanin engellenmesiyle ortaya ¢ikan
gerilmelerin 6nemli olmayacagi beklendigi halde, ¢arpilma kayma gerilmelerinin St.
Venant gerilmelerinden daha biyiik degerler alabildigi [18] veya gerilmelerin ve
gubugun donme agisinin gubuk ekseni dogrultusundaki degisiminin hatal: oldugu
gozlenmisgtir [17].

Bu probleme yaklagik bir ¢6ziim getiren Benscoter, (2.2) kabuliini kullanmak
yerine, eksenel yerdegistirmeleri z’ye bagl bir fonksiyon ve ¢arpilma fonksiyonu
yardimiyla ifade ederek probleme daha dogrudan bir yaklagim 6nerir. Bu yaklagimi
von Karman-Christensen teorisinden ayiran nokta, en kesitin eksenel
yerdegistirmesinin St. Venant burulmasinda olusan eksenel yerdegistirme seklinde
alinmayip, aym temel buyuklikkle -¢arpilma fonksiyonu- orantili olacak sekilde
tammlanmasidir. Bu iki teori arasinda buyik bir fark yoktur ve asagida gorilecegi
gibi, bir¢ok ifade benzer yapidadir. Bolim 2.2°de yapilan (2.1) ve (2.3) kabulleri
burada da kullaniimigtir.

Cubugun sadece burulma problemini ele alacagimiz i¢in koordinat sistemi,

(2.73b) denklemi ile verdigimiz,

So=Iox=1Iar=0 (2.1249)

sartlarini tagiyan asal sistem olacaktir.

Boéliim 2.2°de (2.15) denklemiyle,

w = —@'(2)€2(s) (2.125)

olarak verilen burulma eksenel yerdegistirmesi bir f(z) fonksiyonu kullanilarak,

w = — £(2)€2(s) (2.126)

seklinde tammlansin. Q, (2.16) denklemiyle verilen kapali en kesitler igin ¢arpilma

fonksiyonudur.

(2.2b) denkleminden, en kesitin s koordinat: dogrultusundaki yerdegistirmesi
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v =@(z)r(s) (2.127)

seklindedir ve (2.126), (2.127) denklemlerinden sekil degistirmeler,

ow
=—=—fI0Q 2.128
£, = f ( a)
o ow F
-~ = f(=s _ D' 2.128b
Y=ot o= [ 0T (2.128b)

olarak elde edilir.

Cubugun burulma davranigimi belirleyen denge denklemleri, Boliim 2.7°de
cubuk denge denklemlerinin ifade edilmesine benzer sekilde, toplam potansiyel
enerjinin minimum olma sart1 kullanilarak elde edilebilir.

(2.56), (2.57), (2.62) ve (2.128a-b) denklemierinden c¢ubugun potansiyel

enerjisi,

1T = [ g + LS U =)+ 200U = 1)+ 0L 1= 2m, @ = m f 1

(2.129)

seklindedir. Burada lgg, J, ¢arpilma ve burulma sabitleri, mg, my, ¢arpilma ve
burulma yikleridir ve sirasiyla (2.43), (2.54f), (2.51b) ve (2.63d) denklemleriyle

belirlenirler.

I, = [Ruds (2.130)
C

ile verilen I ise merkezi eylemsizlik momenti olarak tanimlanmugtir [17].
(2.66) Euler denkleminin (2.129) denklemine uygulanmasiyla, asagidaki iki

denge ifadesi elde edilir.

f: El g f" +G(, = JY@' — f)—m,, =0 (2.131a)
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O GLf'(J~I)+®PT ) +m, =0 (2.131b)
Ebner tarafindan,
n’ :1—1— (2.132)
[R

seklinde en kesitin narinligini ifade eden boyutsuz bir katsayr tanimlamigtir {14].
n’nin degeri dizgiin ¢okgenlerde sifir olurken, en kesitin yiksekligi azahp, genisligi
arttik¢a bire yaklasir. =0, yani Iz = J olmasi durumunda (2.131b) denklemi,

GJD" =-m, (2.133)
olacaktir ki bu, burulmanin tamamen bir St. Venant burulmasi haline gelmesi,

dolayisiyla ¢arpilma gerilmelerinin ortadan kalkmasi anlamini tagir.

(2.132) denklemi ve,

m, :_“ZT (2.134)
oldugunun dikkate alinmasiyla (2.131b) denkleminden,
¢':%;—+qu (2.135)
elde edilir ve (2.131), (2.135) denklemlerinden,
El o f"-GIn’f =m, —n’M, (2.136a)
Bl g _Gror=m, - 2loo_mr o, (2.136b)

n Gl,n
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seklinde f ve ® fonksiyonlarim, gubuga etkiyen burulma ve ¢arpilma yiiklerine bagh
olarak ifade eden diferansiyel denge denklemleri elde edilir.

En kesitin eksenel yerdegistirmesi ve burulmasi, (2.136) denklemlerinin
cubuk uglarindan elde edilecek uygun sinir sartlartyla birlikte ¢ozilmesiyle
belirlenir. Tablo 2.1°deki kinematik ¢arpilma sinir gartlarinin yerini burada f ve &’
fonksiyonlarini birbirlerine baglayan (2.135) denklemi almistir. Omnek olarak bir
serbest ugtaki sinir sartlari, serbest ugta normal gerilme olugmadigini dikkate alarak

(2.126) denkleminden elde edilen,

o, =EX = _Eqf’ (2.137)

f'=0 , @®"=0 (2.138)

seklinde verebiliriz.
Normal gerilmelerin en kesitteki dagilimmnin olusturdugu ¢ubuk kuvveti

(2.124) sartlar1 sebebiyle (2.137) denkleminden,

M, =~[o Qs = El o, f* (2.139)
J

ile sadece bir ¢arpilma momentidir ve (2.138), (2.139) denklemlerinden garpilma

momentine bagh olarak o,

o, =20 (2.140)

seklinde verilebilir.

Cubuga etkiyen burulma momentini (2.13 1a-b) ve (2.134) denklemlerinden,

M, =GJ® —El,, f"+m, (2.141)
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seklinde yazabiliriz. Egitlikteki terimlere dikkat edilecek olursa, ilk terimin St.
Venant burulma momenti, ikinci terimin ise (2.139) denklemiyle verilen g¢arpilma
momentinin tirevi oldugu goérilebilir. (2.53¢) denklemini hatirlayarak,

M,y =—El o f"+my, (2.142)

seklinde carpilma burulma momentini tanimladigimizda, (2.92i) denkleminin bir

benzeri Benscoter teorisi i¢in de elde edilmis olur.

M, =M, +M,, (2.143)

Burulma momenti ifadesindeki benzerlikten hareketle, kayma gerilmeleri de

Bolim 2.3’de yapildig: gibi iki ayn kismin birlegimi seklinde alinabilir.

q4=q,+q, +q; (2.144)

Hatirlanacag: gibi g, (2.7) denklemiyle verilen kapali en kesitlerde St.Venant

kayma akimi, q; ve qj ise, statik belirsizligi kaldirmak amaciyla en kesitteki her

hiicrenin kesilerek acik hale getirildigi varsayimi sonucunda olusan agik en kesitler
i¢in kayma akimi ve artik kayma akimidir.

(2.22), (2.137) denklemlerinden q’,,

q, =~ESLf" (2.145a)

seklindedir ve (2.34) denklemiyle benzer olarak q7,

qn =K, f" (2.145b)

ile verilebilir.

Burada S;,, (2.25d) denklemiyle verilen sektorel moment ve K,
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sz_QdS = §S"? ds (2.146)

denkleminin birlesme noktalarindaki sireklilik denklemleriyle birlikte her kapal
hiicre i¢in ¢oziilmesiyle elde edilen kayma akimi fonksiyonudur.

Boylece qp,
gy =FEK,-85)f" (2.147)

veya (2.139) denkleminden,

M; s
q, =7£(KQ -S3) (2.148)

[0.9]

seklinde elde edilir.

Gerek ¢ubugun burulmasini ifade eden (2.136b), (2.104) denge
denklemlerinin n? teriminin ve m;’ye baglt bir ifadenin yer almas: diginda benzer
yapida olmasina, gerekse elde edilen gerilme ve ¢ubuk kuvveti ifadelerinin ayni
temel mantikla olugturulmasina dayanarak von Karman-Christensen ve Benscoter

teorileri arasinda belirgin bir farklilik olmadigini soyleyebiliriz.
2.11 En Kesitlerin Geometrik Ozelliklerinin Belirlenmesi

Bir en kesitin geometrik 6zelliklerinin belirlenmesini, denklemlerin daha basit
formlarda elde edildigi ve her gekil degistirme halinin digerlerinden bagimsiz tek
bagina incelenebildidi asal koordinat sistemlerinin kullamlmasinin hesaplar
kolaylastiracagim dikkate alarak ii¢ boliime ayirabiliriz:

1) En kesitin agirlik merkezi, asal sektorel orijini ve donme merkezi ile asal
kartezyen eksenlerin dogrultusunun belirlenmesi ve problemin ¢6ziimiine uygun bir s
koordinatinin se¢imi. Bazi durumlarda, en kesiti olusturan her eleman tizerinde bir s;
koordinati kullanmak hesaplar: kolaylastirabilir.

2) Asal eksen takimlarinda, en kesiti olusturan her elemana ait X, Y, R

koordinatlarinin ve kapali en kesitler igin F, fonksiyonlarinin belirlenmesi.



68

3) Cubuk kuvvetleri ve gerilmelerin elde edilmesinde kullamlacak Q, A, J, Iy,
Iy, laq, A®, S}, S} ve S§,, en kesit fonksiyonlarinin bulunmasi.

Asagida acik ve kapali en kesitler i¢in birer 6rnek ele alinacaktir. Agik en
kesit drneginde, temel ¢ubuk mukavemetinden bilindigi varsayilarak egilme ve St.

Venant burulmastyla ilgili biiytikliikler hesaplanmamgtir.

2.11.1 Agik En Kesit Ornegi: U Profil

ch

Sekil 2.24 U profilin boyutlar

Sekil 2.24°’de bir U profil goriilmektedir. Simetri sebebiyle, G agirlik
merkezi, P, ddnme merkezi ve O, asal sektdrel merkez, x ekseni {izerinde yer alir.

(2.90) denkleminden agirlik merkezinin en kesitin govdesine gére konumu,

b’t,
Xg = 2, i, (2.149)
seklindedir.

Sekil 2.25°de goriildiigii gibi en kesit ¢ elemandan olugsmaktadir. Hesab:
kolaylastirmak i¢in her eleman iizerinde bir s; koordinati ve B6liim 2.7°de anlatildig
sekilde asal dénme merkezinin konumunun belirlenmesi i¢in O, noktas: iizerinde
yardimci bir P dénme noktasi alalim.

Elemanlar igin r degerleri r; = r;= h ve r; = 0 ise (2.6) denkleminden g¢arpilma

fonksiyonlari,
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Y

sU
(e
©
Y
X

Sekil 2.25 Eleman koordinatlarinin yonii

(1) 0<s51<b w, = —hds, +c, w, =h(b-s,)
(2) 0<s;<2h W, =¢, w,=0 (2.150)
(3) 0<s3<Db , =—hds, +c, , =—hs,

seklindedir.

c sabitleri, birlesme noktalarinda ®’nin siirekliligi saglanacak ve (2) elemam
boyunca o sifir olacak sekilde belirlenmigtir.
O, noktasina goére I,x, (2.54d) denkleminden her eleman igin bulunan

degerlerin toplanmasiyla elde edilir.

b hzbztf b hzbztf
Ly = [h(b—s,hds, =~ 5L =0 s Lun = — [hsyds, = - :
0 0
(2.151)
L= 1,.=-hb", (2.152)

i

(2.54a) denkleminden X eksenine gore atalet momentini veren,

) 2
1X=%——+bth2J+ v (2.153)
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ifadesinde t;’lii terimin ihmal edilmesiyle, (2.84) ve (2.153) denklemlerinden asal

donme noktasinin ve kayma merkezinin konumu,

3b’t, )
e—_6btf+2htw (2.154)
olarak elde edilir.
Asal donme noktasina gére ¢arpilma fonksiyonlarinin degerleri Ry = R; = h
R3; =-ei¢in,
Q, =h(b-s —¢e) Q,=e(s,—h) Q =h(e-s,) (2.155)
seklindedir.

Q’nin en kesit {izerindeki daguimi Sekil 2.26’da gosterilmistir. Carpilmaya
bagli normal gerilmelerinin dagilimi da (2.19) denkleminden goriilecegi gibi Q ile

benzerlik gosterir.

Sekil 2.26 Carpilma fonksiyonu ve normal gerilme dagilim

(2.54f) denkleminden en kesitin ¢arpilma sabiti, her eleman igin (2.155)

denklemleri kullanilarak bulunan degerlerin toplanmasiyla elde edilir.

b’ 2 b
ooy =h2(?+be2—b2e)tf, Iangezhst 1m3:h2(?+be2—bze)tf (2.156)

w
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I, = (&t bet —b? ch
m_zym.z ((—3—+ e’ — e)tf+?tw) (2.157)

Sektorel momentin en kesit tizerindeki degisimi, Bolim 2.3’de anlatildig

sekilde (2.25d) denklemiyle hesaplanir.

b bZ _ 2
Sar = [t ,ds, =ht (e —s,)- %) (2.1582)
2h b sZ
San = S0y (0)+ [t ds, = bht f(e—5)+etw(72—hsz) (2.158b)
b s2
Sen = Sox(0)+ [yt ,ds, =t (es, +7' —bs,) (2.158c)

St

Sekil 2.27°de, sektorel momentin degisimi gosterilmistir. Carpilma kayma

akimu da (2.26) denklemine goére sektdrel momentle orantilidir.

T~

&

”_ SD )—QII)Q

A

Li/
Sekil 2.27 Sektorel moment ve kayma akimimin dagihimi

Carptlma kayma akimlarimin elemanlar {izerinde bileskesinin olusturdugu

kesme kuvvetleri (2.93b) denklemine gore,
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b M b e
T = Iq ds, =—2ht b2 (———)
T3 2

b
M: 2
T, = Jayds, =2 (Kbt (b~2¢)- S Wet, )
0 QQ

b
M b e
1= Jquds, =22 h b2~ 2)=1,
0

Ioq

(2.159a)

(2.159b)

(2.159¢)

seklindedir. Kesme kuvvetleri ve kuvvetlerin donme merkezine gére momentlerinin

olusturdugu,

carpilma burulma momenti, Sekil 2.28’de gosterilmistir.

5.0

5300\
) e

Ti.q

Sekil 2.28 Kayma akimlarinin olusturdugu kesme kuvvetleri

ve burulma momenti

(2.160)
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2.11.2 Kapali En Kesit Ornegi: U¢ Hiicreli Simetrik En Kesit

Sekil 2.29°da ti¢ hiicre ve on elemandan olusan ve boyutlart h = 2b, t, = ;=1
olarak verilen simetrik bir kapah en kesit gosterilmistir. Boliim 2.3’de anlatildigi
sekilde s koordinatinin dogrultusu seg¢ilmis ve en kesit 1, 5 ve 7 numarali
elemanlarda kesilerek a¢ik hale getirilmigtir. Kesim sonucunda eleman sayisi bir
artmigtir.

Simetri sebebiyle en kesitin agirlik merkezi ve donme merkezi cakisirlar.
Hesaplamalar sirasinda Onceki 6rnekte oldugu gibi, her eleman iizerinde bir s;

koordinati alinacaktir.

3 ﬁ r;) 4% 0P i &
_J _J ke

Sekil 2.29 Ug hiicreli kapali en kesit

[k olarak Fs, St. Venant kayma akimi fonksiyonlarim belirleyelim. Bolim
2.2°de anlatildigr gibi, fonksiyonlarin her kapali hiicre i¢in elde edilmesi ve
sonrasinda  elemanlar iizerindeki fonksiyonlarin  belirlenmesi,  stireklilik
denklemlerinin kullaniimasi geregini ortada kaldirarak hesabi kolaylagtirir.

(2.13) denkleminin her hiicre i¢in yazilmasiyla,

(1) 2F'{£+ij|—F' ti:zbh (2.161a)
t
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(2) -F, L 21?:2[£ +%} ~-F, i (2.161b)
z, e, t, w
3) —Eg’;;/’—+2ﬁ;‘;{tﬁ+ti}= 2bh (2.161¢)
w w I

denklemleri elde edilir. Buradan St. Venant kayma akimi fonkstyonlari,

[ =F,=12b F, =1.6bt (2.162)

olarak belirlenir. Elemanlar iizerindeki fonksiyon degerleri, s koordinati igin segilen

yone bagl olarak,

F,=F,=F, =F,=16bt (2.163a)
F,=F,=F,=F,=12bt (2.163b)
F,=Fy,=F, =-F, =—1.2bt (2.163¢)
F,.=F,=F,-F, =04bt (2.163d)

seklindedir.

Tablo 2.2 R koordinatlar

BN

El. No 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11

R h2 | W2 | 2b b -2 | W2 | h2 B | -h2 | -2b | h2

(2.15), (2.163) denklemleri ve Tablo 2.2’deki R koordinatlarindan her eleman

i¢in ¢arpilma fonksiyonu,

5 )5
(1) 0<s,<b 0, = J’(g——i)a"s‘1 = —0.6bs, (2.164a)
! /

)




(2) 0<s5,<bh

(3) 0<s,<h

(4) 0<s, <h

(5) 0<s,<b

(6) 0<s,<2b

(7) 0<s,<b

(8) 0<s, <h

(9) 0<s,<b

(10) 0< s, <h

(11) 0<s, <h

Q, =0, (b)"':.:('g_
0, =0Q,() +T(2b -
Q, = ‘Q](b) +]4.(b -

-
Q=2+ [~

0, =0 (2b) + ]g(b -
% h

Q, = 'Qs (n+ J-(_E‘

0, =€0,(b)+ T(—Zb —

0, =2,(h)+ I(
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i
s2)ds, =—0.6b> —0.2bs,
tf

I
), = —~0.8h% +0.8bs,

w

P
1“ )ds, = —0.6b* +0.6bs,

w

Fis v, = 0,657 +0.26s,
tf

.\‘6 14‘
Q,=Q,(+] (f'-— 8 )dfs, = 0.6h> —0.6bs,
0 2 tf
57 F B
Q,=0,2b)+| (ﬁ— ), = —0.6b* —0.2bs,
AVS
F

s, = ~0.6b% +0.6bs,

w

I
2)ds, =0.6b* +0.2bs,
{

I

{

w

LT ]:
h_ L Yds,, =0.6b> —0.2bs,,

2 1

0 ) 5., = 0.8b% —0.8bs,

(2.164b)

(2.164¢)

(2.164d)

(2.164€)

(2.164f)

(2.164g)

(2.164h)

(2.164i)

-(2.164))

(2.164k)

seklinde elde edilir. Sekil 2.30’da ¢arpilma fonksiyonunun en kesitteki degisimi

gosterilmigtir.

Kayma akimimin bulunmast igin (2.95) denklemine gore, S

S5 statik

momentleri ve S, sektorel momenti ile Kx ,Ky, Ko kayma akimi fonksiyonlari

belirlenmelidir.
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Sekil 2.30 Carpilma fonksiyonu

(2.25b) denkleminden S§,

b
s h
Sin = I‘i'tfdsn =b(b—sy )t

Si1

s ’ h s
Sxio = j(sxo —E)twdsl() :“;_(sm —2b)t

310

b
: ; h
Sho = 8%.,(0)+ j-iz Jdsy =b(b—s,)t

h
Sis = S (0)+ 55,(0)~ J(s, ———];-)twdss =2b% ~52i‘-(s8 ~2b)t

b
S5, =— j!%z,ds7 = ~b(b-s,)t

Sq

2b
Sy =835 (0)+ 85, (0)~ j—'zlt A5, =b*1—b(2b~s,)t

b
St =— g-tfafs5 =—b(b —s5)t

S5

(2.1652)

(2.165b)

(2.165¢)

(2.165d)

(2.165€)

(2.1651)

(2.165g)
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h
Sy = 836(0)+ S35(0) + [ (s, — g)twds4 = 2% - fzi(s4 ~2b)t  (2.165h)

h
s h s .
Sys = ;[(33 —-2—)twdS‘3 = ?3(33 —2b)t (2.1651)
th
Sty =8x; + Igt rds, =b(b—s,)t (2.165))
th
S3, =85.(0)+5%,(0)+ j oL = —b%1+b(b—s,)t (2.165k)
seklindedir.

Kx fonksiyonlart her hiicre igin (2.37b) denkleminin yazilmasiyla elde edilir.
Integrasyon yoniiniin z ekseni etrafinda pozitif donme yoni alinmastyla S5 ’in

hiicrelerdeki toplami,

S3(I) = §Syds = $3(2)+S3(3) - S5 (5)~ 85 (4) = 5b% (2.166a)

Sy (D) = §Sids =S5 (1)+S5(4) +S5(6) + 53 (®) +S5(1) =0 (2.166b)

Cu

Sy = §S3ds = §3.(7) - $5(10)— $5.(9) - 5 (8) = —5b’ (2.166¢)
Cw

olur ve her hiicre igin yazilan,

(1) 2K§.,{£+i} -K:, B sp (2.167a)

@ —K;,tLK;-Z[—”—ﬂ—”}K:@i:o 2.167)
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(3) ~-K, ti+ 2K;3[-tﬁ- +t3} =-5b° (2.167¢c)
w f

w

denklemlerinden K} fonksiyonlari,

*

K, =0833*% , K, =0 , K, =-0833b" (2.168)

seklinde elde edilir.
Sy degerleri de benzer sekilde hesaplanir. Bazi uyumsuzluklan engellemek

amactyla kesim noktalar1 ve s koordinatinin dogrultusu Sekil 2.31°de goriildiigii gibi

degistirilmigtir.

|
ho
.

Sekil 2.31 S5 nin hesaplanmasinda kullanilan s koordinat1

(2.25¢) denkleminden S}, degerleri,

hi2

Spw ==— [2bt,ds,, =-2b(b~s,)t (2.169a)

S

h
Sio = [bt,ds\g = ~b(2b = 5,0t (2.169b)

S1a

b
S3o = S5 (0) = [(b+5,) ds, :_%bzu%(zbﬂg)t (2.169¢)

S9
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2
vs ‘s s 11,. S,
Sys = 8710(0) +87,(0) + I(b — 8 )lfds8 = —?bzt —?8(21)—5‘8 )

Sg

b
Sty = S35(0)+ [(2b~s,)t,ds, = -4t -%7(41) —5,)t

4

h
S35 = 83,(0)+ [2bt,dss = ~4b% +2b(2b — 5t

S¢

h
Sy = [bt,ds = b2b—s,)t

hi

b N
S50 = Sia(O)+ [+ 5,5, = b1 =22 451

3a

2b
P 3 ] s 7 S
S35 = 8750+ 85,(0) + [ (s, —b)t dis, = Ebzt——;—(s3 —2b)t

b

Sya :553(0)—I(2b—s2)tfds2 :2bzt+s?2(4b—s2)t
hi2

Sy = 83,(0)— [261,ds, =261~ 2b(b -5, )t

51

ve hiicrelerdeki toplamlar,
S;N)=26°t , S;Ul)=-4b% , S;II)=-10b
olarak elde edilir. K, fonksiyonlari ise (2.37¢) denkleminden,

K;, =0 , K;,=-bt , K;, =-2b"

seklindedir.
(2.25d) denkleminden S7, degerleri,

(2.169d)

(2.169€)

(2.169f)

(2.169g)

(2.16%h)

(2.169i)

(2.169))

(2.169k)

(2.170)

(2.171)
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b
Son = [(0.657 —0.6bs,, )t ds,, = 0.3b* ~0.6bs,, +0.3bs/, )

St

h
S0 = [0.8b(b —s,0)t,dlsig = ~0.4b(2b — 5,0 )81t

S10

b
S5 = S (0) + [(0.66> = 0.2bs, )t ds, = (0.75° — 0.6b"s, — 0.1bs )t

So

h
Sas = Son(0)+ S0, (0)— [0.65(b— sy}, ds, = (b° +0.6b"s, —0.3bs] )t

Sg

b
Sar = —[(0.6b” +0.2bs, )t cds, = (—0.7b* +0.6b*s, +0.1bs; )t

25
Sas = Sas(0)+S4,(0)+ [0.6b(b~ s )t ;dss = (0.3b° ~0.6b>s, +0.3b5 )t
b

Sas = f(o.eb2 +0.2bs;)t . ds, = (0.76* —0.6b"s, —0.1bs7 )t

Ss

]
Sas = Sas(0)+ S5 (0)~ [0.65(b—bs, )t ds, = (b +0.6b*s, - 0.3bs] )t

54

h
Sgy = —[0.8b(b~s5,)t ,ds, = 0.4b(2b — 5,)s,

3

b
Sa2 = S05(0)~ [(0.66” +0.2bs, )t s, = (~0.7b" +0.6bs, +0.1bs2 )t

52

b
Sar = 804(0) + S, (0) — [0.6bs,1 s, = 0.3bs]t

3

ve hiicrelerdeki toplamlar,

(2.172a)

(2.172b)

(2.172¢)

(2.172d)

(2.172¢)

(2.1726)

2.172¢)

(2.172h)

(2.172i)

(2.172j)

(2.172k)
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S U)=S5LUINy=-2.6b , S, (I)=52b% (2.173)

seklindedir. (2.37d) denkleminden K, fonksiyonlari,

Ko =-0266° | K, =—052b% , Koy =-026b (2.174)

olarak elde edilir.

Tablo 2.3’de kayma akinu fonksiyonlarinin elemanlar tizerindeki degerleri

verilmistir.
Tablo 2.3 Elemanlar tizerindeki K fonksiyonlar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Kx 0 0.833 | 0.833 | -0.833 | -0.833 0 -0.833 ] 0.833 | 0.833 | 0.833 0
Ky 0 0 -1 -1 1 -1 -1 -1 0 -1 0
Ka 052 1026 0261} 078 | 026 | 052 | 026 | 078 | 0.26 | 0.26 | 0.52

Asagidaki sekillerde, (2.165), (2.169), (2.172) denklemlerinden elde edilen
dagilma fonksiyonlari, Tablo 2.3’den elde edilen kayma akimi fonksiyonlan ve
(2.96) denklemine gore kayma akimlarinin belirleyen fark degerleri ¢izilmistir. Her

grup i¢indeki dordinci sekil, olusan kayma akimlarinin yonlerini gostermektedir.
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+] e T+
Ho5 — s + H
= +\L
+
Sk
0.833
b 1
+ _ - +
KX

Y

|
\
|
1
|

Sekil 2.32 S5, K, S} — K, fonksiyonlarinin dagilimi
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2 2 4
— _ — 4
5.5
- _
+ +
2 +
2 + + 1.5
\\—_’-—/—‘
35 4
Sy
1
1 ||
—I + —
2
1 —_—
2
KY
2 2 4

Y

Sekil 2.33 S ,K,, S{ —K, fonksiyonlarinin dagilimi
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0.7

Sa
0.52
+ T
0.78
||+ + | |
0‘86— + r
KQ
0.26
N 0.22 T~
\——_/
144 0'58
0.66 0.82 o
il +
/T\
N
+ N
S:)_KQ

L3
i
Y
Y
1

e
P

s
A
4
{

Sekil 2.34 S5, ,K, S;, — K, fonksiyonlarinin dagilimi



BOLUM III

MOMENT METODUNUN iNCE CEPERLI CUBUKLARIN
EGILME- BURULMA TEORISINE UYGULANMASI

3.1 Agirlikh Artik Metodlar:

Diferansiyel denklemlere ait analitik ¢ozimlerin oldukg¢a zor elde edildigi
veya ¢Oziimiin miimkiin olmadigi durumlarda ¢oziimiin, fonksiyonlardan olusan bir
formda yaklagik olarak elde edildigi analitik metodlardan yararlamlabilir. Bu
metodlardan birisi olan ‘Agirlikli Artik Metodlar1 (AAM)’, yaklagik ¢oziime, gergek
¢oziim ile arasindaki farki (artik) gesitli yollarla minimize ederek ulasmaya gahigir.
Mesela, AAM’dan ‘Kollakasyon’, artigin baz1 noktalarda sifirlanmasiyla, ‘Galerkin’
artigin deneme fonksiyonlu integralinin sifirlanmastyla minimizasyonu gergeklestirir.
[33].

AAM’da uygulanan genel adimlar su sekildedir [34]:

x, bagimsiz degisken vektorii ve L bir diferansiyel operatorii ise, bir D alam

ve alam gevreleyen B sinirinda tammlanan herhangi bir diferansiyel denklem,
Lu=f{x) D'de u = gi(x) B'de 3.1
ile verilsin.

u=U_ =ad,,x) i=1,..,n (.2)

seklinde u’ya yaklagsacak bir U, fonksiyonu, ®; deneme fonksiyonlar1 ve o

sabitleriyle tanimlanir. Deneme fonksiyonlan genellikle, diferansiyel denklemin
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sinir gartlarim saglayacak sekilde segilen polinomlar ya da trigonometrik, Legendre
vb. fonksiyonlardir. Segimde uygulanan diger yontemler, deneme fonksiyonlarinin
diferansiyel denklemi saglayacak sekilde belirlenmesi ile ne diferansiyel denklemi ne
de simir sartlarini saglamayan fonksiyonlarin segilmesidir [35].

Eger deneme fonksiyonu siniriarin saglanmasi geklinde bulunduysa, bir € hata

fonksiyonu (artik),
g, =LU, - f(x) (3.3)
ile tanimlanir.  Deneme fonksiyonu diferansiyel denklemi saglayacak sekilde

belirlendiyse, hata fonksiyonu sinirda aranacaktir.

Tim AAM’da «; sabitleri, artigin D alaninda her AAM igin farkli olan bir w

agirhg: kullanilarak sifirlanmasiyla bulunur.

<W,,E, >= Ja,,w,.a'D =0 i=1,...,n (3.4

D

esitliginden, n lineer denklem elde edilir. Bu denklem takiminin ¢oziimiyle o;’ler
belirlenir ve u’nun U, seklinde yaklasik ¢oziimii elde edilir.
Bir AAM olan moment metodunda agirlik fonksiyonu,
w; = x" i=1,...,n (3.5)
seklindedir. Yani ¢oziime artigin momentlerinin sifirlanmasiyla yaklasilir.

3.2 ince Ceperli Cubuklarin Denge Denklemleri icin Moment Metodu ifadeleri

Boliim 2.5°de ince geperli gubuklara ait diferansiyel denklemler,

[ 4 -S. -S. -8 o 1w

x ¥ @ V - F
e P S ! 0 L,
x x xy o F +m
E| _ lu~|=|"»""x (3.6)
Sy I, 7, [wy ?‘] g Fo+m,
I

-5 1 ! / -

« ax wy wa E e "
- J
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seklinde verilmisti.

d/dz = D ile belirtilirse, L diferansiyel operatori,

4 -8, -8, -8, o D"
-8, 1, I, 1, o ||D"
L=E _g I, 1, 1, o HD" 3.7
. : . v. Dw
- S(IJ ](ux [(UV [(u(u - (II ”
L ; E 1| D" ]

olacaktir. Cubuk yerdegistirmeleri W, V, U ve @, Z; (i = 1,., 4) ile verilirse (3.6)

denklemi,

LZ; ~ Fi(z) i=1,.,4 (3.8)

olur. Bundan sonraki adimlar yukarida belitildigi gibidir.

Z.=27 =a,®, i=1,.,4 j=1,..,n (3.9)

®;;: ¢ozilecek problem igin verilen sinir sartlariyla belirlenen deneme fonksiyonu

&, =LZ, - I i=1,.,4 (3.10)

1

il

<w,g,>=le, 2 ldz=0  i=1,,4  j=1,.n G.11)

L
4n sayidaki denklemin ¢ozilmesiyle aij katsayilar elde edilir.
3.3 Ince Ceperli Cubuklarin Burulma Probleminin Moment Metoduyla Coziimii
Ince geperli gubuklarin diferansiyel denge denklemlerine moment metodunun

uygulamasina basit bir 6rnek olarak, burulma problemini ele alabiliriz. Bu problem

Boliim 2.9’da (2.104) denkiemiyle,
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El ,,®@" —GJ®" = m, +m, (3.12)
seklinde verilmisti.

Sekil 3.1°de yayili bir moment yiikii etkisinde iki tarafindan ankastre bagl bir
gubuk goriilmektedir. Cubugun GJ/Elqq orani 3.076 olarak verilmisgtir.

r ot
T <

M
-
<

V7777474

e L ¢
Y = % <

AN NN

T

1

L

Sekil 3.1 Yayili moment yiikii etkisindeki ankastre bagl cubuk

Bu ¢ubuga ait burulma denklemi, bir £ = z/L degiskeni kullanilarak,

P Pm
w 2 R/
o A0 ==t (3.13)

seklinde boyutsuz olarak verilebilir. Denklemde yer alan A Bdliim 2.9°da,

2= p (3.14)
El,,

ile tamimlanmigti.

Problemin,

=01 igin D=0, =0

(3.15)

seklindeki sinir sartlarindan analitik ¢oztimii,

2 .
_ Ml re 0 2y Asinh gz + 2SRA Zcosh £2), (3.16)
2
2A°GJ 1-coshA
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olarak elde edilir [28].

Bu problemin 1.,2. ve 3. derecelerden moment metoduyla ¢oziimii ve L
boyunun gesitli degerleri i¢in elde edilen degerlerin (3.16) analitik ¢6ziimiyle
kargilagtirmast asagida tablo ve grafikler seklinde verilmigtir.  Minimizasyona
artigin sifirinct dereceden momenti alinarak baglanmis, ¢6ziim elde edilemedigi anda
momentin derecesi bir artiriimistir.

Cozim sirasinda (3.13) denkleminin sag tarafi,

AL
=t (3.17)
GJ

seklinde kisaltilmistir.
1. Dereceden yaklasim
Deneme fonksiyonu D, =z’ (z-1)
Hata fonksiyonu: e=24a, - Va,(122 122 +2)-F

‘ SF
Hatanin minimizasyonu: I&zzdz =0 a=—>

) 120 4
2. Dereceden yaklasim
Deneme fonksiyonu D, =,z (z-1) +a,z*(z - 1)}

Hata fonkstyonu:

€ =24a, +@,(360z* =360z +72) ~ A {a, (122> -12z+2) +,(30z* ~60z* +362% —62)}~ I

A
70 3

a4

1
Hatanin minimizasyonu: Ifzzdz = 8a, +6a, — /12(15
g
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Iaz3dz SR (-2 =
140 4

0 6a,+6a, - A( -

3. Dereceden yaklagim
Deneme fonksiyonu D, =a,z*(z-1) +a,2° (z-1)* +a,z* (z-1)*
Hata fonksiyonu:
& =24a, +a:2(360z2 -360z +72) +a3(168(k4 —336Q° +2160z* — 480z +24) -
— o, (122* —122+2) + @, (30z* —60z° +362” —62) +

+a,(562° ~1682° +180z* —80z° +122%)}— F

Hatanin minimizasyonu:

1
4
[ez*dz=0 48, + %0 + 2 o 2CH %, ——)__
o 105 35 42 385
1
5
JﬂstIO 4al+£a2+£a3_ﬂz(_a.l__ﬁ+_‘_x_3_):f‘_
g 21 42 42 198’ 6
1
2

[ezdz =0 U, 32, 2, pln @ 2u) F

7 7 77 42 44 429 7

Tablo 3.1 L degerleri igin deneme fonksiyonu katsayilart

LON O, (O
L o /F o /F o./F o /F o,/F os/F
1 0.042763 | 0.039676 |0.0039807 | 0.039676 |0.0039815 | 0.000216
2 0.046427 | 0.035058 | 0.013217 | 0.035038 | 0.013258 | 0.002702
4 - 0.025930 | 0.031474 | 0.025551 | 0.032252 | 0.021619
8 - 0.017628 | 0.048076 | 0.015447 | 0.052755 | 0.082647
12 - 0.015026 | 0.053281 [0.0113503 | 0.061743 | 0.128566
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Tablo 3.2 L = Im. igin yaklasik ¢éziimlerin analitik ¢6ziimle kargilagtiriimasi

L=1
z ¢ REEL 1.DER HATA| 2.DER |HATA| 3.DER |HATA
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,1 0,1 0,000980| 0,001065 | 8,76 [0,000880| O [0,000080| O
0,2 0,2 [0,003075| 0,003367 | 9,52 |0,003074) 0,01 ]0,003075( O
0,3 0,3 [0,005270| 0,005801 | 10,07 [0,005269| 0,02 {0,005270} O
0,4 0,4 |0,006863| 0,007577 | 10,41 (0,006860| 0,03 |0,006863| O
0,5 0,5 10,007439| 0,008221 | 10,52 |0,007436| 0,03 [0,007439| O
0,6 0,6 ]0,006863 | 0,007577 |]10,41 |0,006860| 0,03 j0,006863| O
0,7 0,7 10,005270} 0,005801 | 10,07 [0,005269| 0,02 |{0,005270| ©
0,8 0,8 10,003075| 0,003367 | 9,52 |0,003074| 0,01 {0,003075| O
0,9 0,9 10,000980| 0,001065 | 8,76 [0,000980] O [0,000980| O
1,0 1,0 0 0 0 0 0 0 0

0,009

@

0,008

0,007 1 Dr, Py, Py

0,006

0,005 -

0,004 -

0,003

0,002

0,001 -
0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 06 0,7 0,8 09 1

L

Sekil 3.2 L = 1m. igin yaklasik ¢oziimlerin analitik ¢6ziimle karsilagtiriimast
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Tablo 3.3 L =2m. i¢in yaklasik ¢6ziimlerin analitik ¢6ziimle karstlagtiriimasi

=2
Z 4 REEL 1.DER HATA 2.DER HATA 3.DER HATA
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,2 0,1 0,013502 ] 0,018508 | 37,08 | 0,013502 0 0,013501 0
0,4 0,2 10,041561 | 0,058495 { 40,74 | 0,041506 | 0,13 | 0,041560 0
0,6 0,3 {0,070264 | 0,100766 | 43,41 | 0,070067 | 0,28 | 0,070263 0
0,8 04 10,090748 ! 0,131613 | 45,03 | 0,090392 | 0,39 | 0,090748 0
1,0 0,5 [0,098100! 0,142809 | 45,58 | 0,097675 | 0,43 | 0,098101 0
1,2 0,6 |0,0090748 | 0,131613 | 45,03 | 0,090392 0,39 | 0,090748 0
1,4 0,7 |0,070264 | 0,100766 | 43,41 | 0,070067 | 0,28 | 0,070263 0
1,6 0,8 [0,041561 | 0,058495 | 40,74 | 0,041506 | 0,13 | 0,041560 0
1,8 0,9 0,013502 1 0,018508 | 37,08 | 0,013502 0 0,013501 0
2,0 1,0 0 0 0 0 0 0 0
0,16
@,
0,14 -
0,12 A
0,1 1
E Pr By, i
% 0,08 -
0,06 -
0,04
0,02 -
0
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09
zL

Sekil 3.3 L =2m. igin yaklagik ¢oziimlerin analitik ¢oziimle karsilastiriimas:
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Tablo 3.4

L = 4m. igin yaklasik ¢oziimlerin analitik ¢oziimle karsilagtiriimas:

L=
Z 4 REEL 2.DER HATA | 3.DER | HATA
0 0 0 0 0 0 0
0,4 0,1 0,145588 | 0,1473239| 1,19 |0,145635| 0,03
0,8 0,2 }0,422367(0,4212027| 0,28 [0,422398] 0,01
1,2 0,3 |0,6851380,6709379} 2,07 |0,685540| 0,06
1,6 0,4 0,863544 | 0,8334997 | 3,48 |0,864754] 0,14
2,0 0,5 |0,926010]0,8889148] 4,01 |0,927660| 0,18
24 0,6 |0,863544|0,8334997| 3,48 |0,864754| 0,14
2,8 0,7 10,685138|0,6709379| 2,07 | 0,685540{ 0,06
3,2 0,8 0,422367 | 0,4212027 | 0,28 |0,422398 ] 0,01
3,6 0,9 |0,145588 |0,1473239} 1,19 [0,145635| 0,03
4,0 1,0 0 0 0 0 0
1
0'9_ d)Rv
Dy
0,8
0,7
0,6 1
0,5 -
0,4 -
0,3 1
0,2
0,1
0
0 0,1 0,2 03 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
zZIL
Sekil 3.4

L = 4m. i¢in yaklasik ¢oziimlerin analitik ¢oziimle kargilagtirnilmasi
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Tablo 3.5

L = 8m. i¢in yaklagik ¢6ziimlerin analitik ¢ozimle kargilagtiriimast

=8
Z z* REEL 2.DER HATA 3.DER HATA
0 0 0 0 0 0 0
0,8 0,1 1,159997 | 1,357477 17,02 | 1,160203 0,02
1,6 0,2 2,977175 | 3,204831 7,65 2,942216 1,17
2,4 0.3 4,473317 | 4,185189 6,44 4,452356 0,47
3,2 0,4 5408141 | 4,419669 | 18,28 | 5,476473 1,26
4.0 0,5 5723403 | 4,417067 | 22,82 | 5,845827 2,14
4.8 0,6 5,408141 | 4,419669 | 18,28 | 5,476473 1,26
56 0,7 4473317 | 4,185189 6,44 4,452356 0,47
6,4 0,8 2,977175 | 3,204831 7,65 2,942216 1,17
7,2 0,9 1,159997 | 1,357477 | 17,02 | 1,160203 0,02
8,0 1,0 0 0 0 0 0
7
6 - DOy
dr
5
E 4 CDI]
3
S 3
2 1
1 4
0-
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 07 0,8 0,9
z2/L
Sekil 3.5

L = 8m. igin yaklasik ¢oziimlerin analitik ¢6ziimle kargilastirilmasi
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Tablo 3.5

L = 12m. i¢in yaklasik ¢ozimlerin analitik ¢oziimle karsilagtirilmasi

=12
Z Z* REEL 2.DER HATA 3.DER HATA
0 0 0 0 0 0 0
1,2 0,1 3,475963 |5,285686| 52,06 | 3,543761 | 1,95
24 0,2 8,149795 | 1061529 | 30,25 | 7,847420 | 3,71
3,6 0,3 11,705163 | 10,79284 | 7,79 | 11,562957| 1,21
4.8 0,4 13,859733 | 8,224192 | 40,66 | 14,703834 | 6,09
6,0 0,5 14,579150 | 6,799766 | 53,36 | 16,015449 | 9,85
7,2 0,6 13,859733 | 8,224192 | 40,66 | 14,703834| 6,09
8.4 0,7 11,705163 | 10,79284 | 7,79 | 11,562957| 1,21
9.6 0,8 8,149795 | 10,61529 | 30,25 | 7,847420 | 3,71
10,8 0,9 3,475963 | 5,285686 | 52,06 | 3,543761 | 1,95
12,0 1,0 0 0 0 0 0

18

16 A

Dy

14 1 on

12

10 -

8 4

6 - (DII

4~

2 B

0 ‘ — ‘ ‘

0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
zI.
Sekil 3.6

L = 12m. i¢in yaklasik ¢6ziimlerin analitik ¢6ziimle kargilastiriimasi




SONUCLAR

Bu c¢alismada, ince c¢eperli ¢ubuklarn yapisal davramglarinin incelendigi
Vlasov, von Karman ve Benscoter’in agik ve kapali en kesitlere ait egilme-burulma
teorileri ele alinmmg ve bir ‘Agirhkli Artik Metodu’ olan ‘Moment Metodu’nun ince
ceperli gubuklara ait diferansiyel denklemlere uygulanmasi tammlanmgtir. Ayrica, bir
burulma problemi igin ‘Moment Metodu’yla gergeklestirilen ¢éziim analitik ¢oziimle
kargilastinlarak metodun yakinsakligi arastinlmugtir.  Bundan sonraki asama, daha
kompleks problemlerin, Moment Metodu algoritmast kullanilarak hazirlanacak

programlarla ¢6ziilmesi olacaktir.
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