ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI * FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GENEL KABUKLARA AIT FONKSiYONEL VE PARABOLIK SILINDIR
KABUKLAR ICIN KARMA SONLU ELEMAN FORMULASYONU

P
“
§E
A
A

DOKTORA TEZI

A1

Y. Miih. Atilla OZUTOK
(501920019012) A 2, 2,

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 14 Temmuz 1999
Tezin Savunuldugu Tarih : 14 Ekim 1999

Tez Damismam : Prof. Dr. A. Yal¢m AKOZ &mﬂu m’“%‘

Diger Jiiri Uyeleri : Prof. Dr. Attila ASKAR (K.U)
Prof, Dr. Varal CINEMRE Vived Oiains

Prof. Dr. Nahit KUMBASAR &@——ﬁsﬁ
Prof. Dr. Zekeriya POLAT (Y.T. f ]/////L 1 / \

EKIM 1999



ONSOZ

Caligmalarim sirasinda degerli bilgi ve yardimlarim esirgemeyen, her zaman destek
olan, tez caligmasinin yamnda bilimsel agidan bulundugum durumdan daha iyi
yetismem igin tecriibelerini aktaran Sayin hocam Prof. Dr. A. Yalgin AKOZ’ e sevgi
ve sayg ile tesekkiir ederim.

Caligmalarim sirasinda ilgi ve yardimlarim1 esirgemeyen, her zaman fikirlerinden
yararlandigim Sayin Yrd. Dog. Dr. Nihal ERATLI ve Arag.Gor. Fethi
KADIOGLU’na tegekkiir ederim.

Iigi ve yardimlarini her zaman gordiigiim basta Saymn Prof. Dr. Vural CINEMRE
olmak iizere Mekanik Anabilim dalinin degerli Ogretim iyeleri ve Ars Gor.
arkadagslarima tegekkiir ederim.

Bugiine kadar ¢aligmalarimda maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen sevgili
aileme tesekkiir ederim.

Caligmalarim boyunca biiyiik bir sabir ve 6zveri ile beni destekleyen, yardimci olan
sevgili esim Zeynep’e sonsuz tegekkiirlerimi sevgiyle sunarim.

Temmuz, 1999 Atilla OZUTOK

ii



ICINDEKILER

TABLO LISTESI

SEKIL LiSTESI

SEMBOL LISTESI

OZET

SUMMARY

1.

2.

GIRIS

KABUK ELEMANLARININ GEOMETRISI
2.1. Yiizeyin Birinci Ana Formu
2.2. Yiizeyin Ikinci Ana Formu
2.3. Birim Baz Vektorlerinin Tiretilmesi
2.3.1.Birim vektérlerin yiizey koordinatlarina goére tiirevleri
2.4. Kabugun keyfi bir ncktasi
2.5. Yerdegistirme ve sekil degistirme bagintilart

. GERILMELER, iC KUVVETLER VE DENGE DENKLEMLERI
. KEYFI GEOMETRIYE SAHIP KABUKLARA AIT FONKSIYONEL

4.1. Alan Denklemleri ve Fonksiyonelin Elde Edilmesi

. PARABOLIK SIiLINDIR VE DAIRESEL SILINDIRIK KABUKLAR

ICIN SONLU ELEMAN FORMULASYONLARI

5.1. Parabolik Silindir Kabuklarin Geometrisi ve Fonksiyoneli

5.2. Dairesel Silindirik Kabuklarin Geometrisi ve Fonksiyoneli

5.3. Sonlu Eleman Meodunun Tanimi1

5.4. Dikdortgen Elemanlar

5.5. Parabolik Silindir Kabuklar igin Sonlu Eleman Formiilasyonu
5.5.1. Sinir kosullan

5.6. Dairesel Silindirik Kabuklar I¢in Sonlu Eleman Formiilasyonu
5.6.1. Smnir kosullart

5.7. Hata Analizi

SAYISAL ORNEKLER
6.1. Statik Uygulamalar
6.1.1.1ki ucu ankastre mesnetli kiris
6.1.2.Kenarlarindan basit mesnetli, diizgiin yayil: yike maruz plak
6.1.3.1ki ucu ankastre mesnetli parabolik kirig
6.1.4.Dairesel silindirik kabuk

iii

\4!

Vil

1IX

X1v

23
23

30
30
32
32
33
35
42
45
50
51

52
52
52
57
59
64



6.1.5. Parabolik silindir kabugun basiklik oraninin i¢ kuvvetler

tizerindeki etkisi 66
6.1.6.Parabolik ve dairesel silindirik kabuklarin karsilastiriimasi 69
6.1.7.Degisken kalinlikli parabolik silindir kabuklar 78

6.2. Kabuklarin Titresim Analizi 81
6.2.1.Dort kenarindan basit mesnetli kare plak 82

6.2.2. ASSS kare plak 85

6.2.3. Dairesel silindirik kabugun serbest titregim analizi 86

6.2.4. Parabolik silindir kabugun serbest titregim analizi 88

7. SONUCLAR 96
KAYNAKLAR 98
OZGECMIS 102

iv



TABLO LISTESI

Tablo 6.1.
Tablo 6.2.

Tablo 6.3.
Tablo 6.4.

Tablo 6.5.

Tablo 6.6.

Tablo 6.7.

Tablo 6.8.

Tablo 6.9.

Tablo 6.10.

Tablo 6.11.

Tablo 6.12.
Tablo 6.13.

Sayfa No

ABBB kare plak i¢in frekans parametreleri.................................. 83
Degisik (h/2a) oranlar i¢in BBBB kare plagin frekans
parametrelers ... .. ... ... i 85
ASSS kare plak i¢in frekans parametreleri................................ 85
ASSS dairesel siiindirik kabuk icin simetrik frekans parametreleri
vemod sekilleri ... 87
ASSS dairesel silindirik kabuk igin antisimetrik frekans
parametreleri ve mod gekilleri ... 88
ASSS plak igin simetrik frekans parametreleri ve mod sekilleri
Gy = Oy L2 [pR[D ,m=0.001................c..ooiiii. 89
ASSS plak igin antisimetrik frekans parametreleri ve mod sekilleri

- 2 =
@ygn = O L~ Jph/D ,m=0.001.....................ooo, 90
ASSS parabolik silindir kabuk i¢in simetrik frekans parametreleri ve
mod sekilleri @, = @y, L Jeh/D ,m=0.0635................... 91
ASSS parabolik silindir kabuk i¢in antisimetrik frekans parametreleri
ve mod sekilleri @, = @y L2 /pA/D ,m=0.0635............... 92
ASSS parabolik silindir kabuk i¢in simetrik frekans parametreleri ve
mod sekilleri @, = @y L NPh/D ,m=0127...................... 93
ASSS parabolik silindir kabuk i¢in antisimetrik frekans parametreleri
ve mod sekilleri @, = w,,, L2 Jph/D ,m=0.127................. 94
m= f/ £ basiklik orani i¢in simetrik frekans parametreleri............. 95
m=f/ £ basiklik orani igin antisimetrik frekans parametreleri......... 95



SEKIL LIiSTESI

Sekil 2.1
Sekil 2.2
Sekil 2.3
Sekil 3.1
Sekil 5.1
Sekil 5.2
Sekil 5.3
Sekil 6.1
Sekil 6.2
Sekil 6.3
Sekil 6.4
Sekil 6.5
Sekil 6.6

Sekil 6.7
Sekil 6.8
Sekil 6.9
Sekil 6.10
Sekil 6.11
Sekil 6.12
Sekil 6.13

Sekil 6.14
Sekil 6.15

Sekil 6.16
Sekil 6.17

Sekil 6.18
Sekil 6.19

Sekil 6.20
Sekil 6.21

Sekil 6.22

Sekil 6.23
Sekil 6.24

Sayfa No
:Egrisel koordinatlar 6
:Kabuk geometrisi 13
:Yerdegistirme vektorii 14
:Kabuk elemanda pozitif kuvvet ve moment bilesenleri 19
:Parabolik silindir kabuk geometrisi 30
:Global ve yerel koordinat sisteminde eleman 33
:Dikdortgen eleman 34
:Parabolun geometrisi 52
:Diizgiin yayil1 yiikle yiikli, iki ucu ankastre mesnetli kiris 53
:Eleman aglan 53
:1ki ucu ankastre mesnetli kirigte gokme igin yaklagim kontrolii 54
:1ki ucu ankastre mesnetli kiriste moment igin yaklagim kontroli 54
:w'deki hatanin eleman boyuna gére logaritmik koordinatlarda
gosterimi 55
: M'deki hatanin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda :
gosterimi 55
:a)Kesme kuvveti diyagrami b) Moment diyagrami ¢) Elastik egri
Diyagrami 56
:Basit mesnetli dikdortgen plak 57
:Basit mesnetli plakta ¢okme igin yaklasim kontroli 57
:Basit mesnetli plakta moment igin yaklagim kontrolii 58
: w'deki hatanin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda
gosterimi 58
: M'deki hatanin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda
gosterimi 59
:1ki ucu ankastre mesnetli parabolik kirig _ 59
:Parabolik kirisin tepe noktasindaki enine yerdegistirme igin yaklasim
kontrolii 60
:Parabolik kirigin tepe noktasindaki moment igin yaklasim kontrolii 60
:Parabolik kirigin tepe noktasindaki normal kuvvet igin yaklagim
kontrola ' 61
: w'deki hatanin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda
gosterimi 62
: M'deki hatanin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda
gosterimi 62
:Parabolik kiris boyunca i¢ kuvvetlerin degisimi a)N, b)M, c)Q 63
:Uglarindan diyafram olarak mesnetlenmis dairesel silindirik kabuk 64
: CD boyunca yerdegistirmeler ve i¢ kuvvetlerin degisimi 64
:Kabuklar i¢in diigey yiik dagilimlar 66
:Parabolik silindir kabugun basiklik oraminin yerdegistirme ve
i¢ kuvvetler tizerindeki etkisi 67

vi



Sekil 6.25 :Parabolik silindir kabuk ile dairesel silindirik kabuklar igin yer-
degistirme ve i¢ kuvvet dagilimlarinin kargilagtiriimasi
f=1.783 m, 6 = 40° 69

Sekil 6.26 :Parabolik silindir kabuk ile dairesel silindirik kabuklar i¢in yer-
degistirme ve i¢ kuvvet dagilimlarinin kargilagtirilmast
f=2.828 m, 6 = 60° 72

Sekil 6.27 :Parabolik silindir kabuk ile dairesel silindirik kabuklar i¢in yer-
degistirme ve i¢ kuvvet dagilimlarinin kargilastiriimasi

f=3.732 m, 0 =74.62° 75
Sekil 6.28 :Farkli kalinlik degigimleri i¢in yerdegistirme ve i¢ kuvvet sonuglarinin

kargilagtirtimast 78
Sekil 6.29 :BBBB w1, @12, 21, 02, Ve a3 frekanslarina ait mod gekilleri ve

kontur ¢izgileri 84

Sekil 6.30 :4SSS dairesel silindirik kabuk 86

vii



SEMBOL LiSTESI

Gerilme ve gekil degistirme tansérleri

Yiizeyin birim normal vektori

Elastisite modiilii

Poisson orani

Kabugun kalinlig

Kabugun baslangi¢ ve orta noktasindaki kalinlig
Kabugun orta yiizeyinin asal egrilik yarigaplari
Fonksiyonel

Operator

Ig garpim

o, B ve z koordinatlar1 dogrultusundaki yerdegistirmeler
Kabuk ortalama yiizeyindeki tegetsel ve normal yerdegistirmeler
Kabuk kesitinin x ve y eksenleri etrafindaki donmesi
Normal ve diizlem i¢i kayma kuvvetleri

Kesme kuvvetleri

Egilme ve burulma momentleri

Uzama ve egilme rijitligi

Yiik bilegenleri k=, B, z

Sekil fonksiyonlar, i=1,...,4

Dikdortgen sonlu eleman boyutlar

Dogal koordinat takimi

i. Digim noktasinin dogal koordinatlar:

Katsay1 matrisi

Yik vektort

Bilinmeyen vektor

Parabolik silindir kabugun eleman matrisi

Dairesel silindirik kabugun eleman matrisi

Eleman kiitle matrisi
Basiklik orani



GENEL KABUKLARA AIT FONKSIYONEL VE PARABOLIK SILINDIiR
KABUKLAR ICiN KARMA SONLU ELEMAN FORMULASYONU

OZET

Kabuklar, diger iki boyutunun (a,b) kalinliga (h) orami (a/h) =20+1000 arasinda
degisen ince geperli yapilardir. Kabuk yapilar kemer barajlar, basing odalari, su
tanklari, siginak tiri vb. gibi yapilarda genis bir uygulama alanina sahiptir.
Genellikle kabuk problemleri, kalinligin kabugun dier boyutlarina gére oram kiigiik
oldugundan iki boyutlu problemlere indirgenebilmektedir. Bu indirgeme kinematik
deformasyona iliskin belirli hipotezlerle bagarilmis ve degisik dogrulukta ve
karmagiklikta kabuk teorileri elde edilmistir. Karmagik geometri ve simur kosuluna
sahip problemlerinin ¢oziimiinde kullamgli olmas:t nedeni ile sonlu elemanlar
yontemi arastirmacilar ig¢in ¢ok uygun bir yontemdir. Kabuklar i¢in sonlu elemanlar
yontemini agagidaki sekilde sinifliyabiliriz.

e Ince veya kalin kabuk teorilerinin formiilasyonunda kullanilan kabuk teorileri
(Kirchhoff, Reissner ve yiiksek mertebeden kabuk teorisi)

e Kullamlan eleman tipi, se¢ilmis eleman, bagimsiz parametreler, eleman sekil
fonksiyonlar1 ve Reduce/Selective integrasyon, Aynk Kirchhoff Teorisi vb. 6zel
teknikler

e Potansiyel enerji teoremi, Hu-Washizu ve Hellinger-Reissner teorileri,
varyasyonel formiilasyon, agulik formilasyonu, Géteaux tirevi gibi sonlu
elemanlar metodunu tiiretmek igin kullanilan yontemler

Ince kabuklar igin, dik kesitin diizlem ve eksene dik kaldigin ifade eden Kirchhoff-
Love hipotezine dayali bir gok teori gelistirilmigtir. Kirchhoff hipotezine dayali
kabuk yapilarin konvansiyonel ¢6ziimii orta diizlemin yerdegistirme alanin1 tammlar.
Eleman simirlarinda egimlerin sirekliliginin saglanmasinda biyiik gigliikler ortaya
¢ikar. Aym1 zamanda, Kirchhoff hipotezi enine kesme kuvvetini belirlemekte yetersiz
kalir.

Bu ¢aligmada, en kesitin donmesine ve garpilmasina izin veren yiiksek mertebeli bir
kabuk teorisi Onerilmistir. Bu yaklagim serbest yiizeydeki kayma simr kosullarim
otomatik olarak saglamaktadir. -

Géteaux diferansiyeli yaklagim: kullanilarak keyfi geometriye sahip ince-kalin
kabuklara ait yeni fonksiyonel simir kosullan ile birlikte elde edilmistir. Bu
fonksiyonel kullamlarak degisken kalinlikli parabolik silindir ve dairesel silindirik
kabuklar i¢in PRSH52 ve CRSH52 kabuk eleman gelistirilmigtir.

Gdteaux diferansiyeli yaklasiminin asagidaki avantajlar vardir.

e Her tip lineer veya non-lineer plak ve kabuk teorilerine uygulanabilir.

ix



e Herhangi bir biinye denklemi bu formiilasyonda kullanilabilir. Son zamanlarda
bu yaklagim viskoelastik kirigler i¢in kullaniimugtir.
Bir tek eleman kullanarak stirekli kirigler i¢in dogru sonug elde edilebilir.
Kayma kilitlenmesi gozlenmemigtir.
Herhangi bir yapay sayisal diizeltme faktoriine gerek yoktur.
Gdteaux yaklagimi ile rijitlik matrisinin tersine gerek olmaksizin elemanlarin
formiilasyonu agik olarak yazilabilir.
o Ince ve kalin plak ve kabuklarin i¢ kuvvet, moment, dénme, yerdegistirme ve
frekanslar1 ® hesaplanabilir.
e Verilen alan denklemlerinden, fonksiyonel ve sinir kosullari ¢ok kolaylikla elde
edilebilir,
Alan denklemleri ve sinir kosullari saglam olarak fonksiyonele yansitilir.
Alan denklemlerinin uyumlulugu kontrol edilmis olur.

Kabugun herhangi bir Q noktasinin yerdegistirmesi

U(e, B.2)=Ula, .2)E; +V (2, 8,2) By + W(a, B,2)n (1)
vektori ile tammlanabilir. Bu ¢aligmada yerdegistirme fonksiyonlari, Mindlin tipi

teorilerde oldufu gibi orta yizeyin dizlem olmayan carpilmasina ve Kesitin
dénmesine izin vermektedir.

U(a,ﬂ,z):u(a,ﬂ)+ﬂ1 z+y; Fi(2)
V(e B,2)=v(a, B)+ B2+, Fy(z) @)
W(a, Joa z) = w(a,ﬂ)

burada £, ve # donmeleri, y;, ve 7, kabugun asal enkesitlerinin kaymalaridir.

Bu galigmada kabuk ytizey sinir kogullarin1 saglamak iizere F; (z) ve F; (z) asagida
gosterildigi gibi secilmigtir.

F@)=H, f(2) , F(2=H, f(2) (3)
burada H; H, ve f(z)
22
H1:1+Ri1 , HFHEZ; , f(z)=z(1—jh2j “

olarak secilmiglerdir. Bu yerdegistiremelerle elde edilen gerilmeler

422 472
Yin =Y1H1(1-—57] Yo =va Ha{1-—5 (%)

dir. (5) denklemi kabuk yiizeyi Uzerinde sifir kayma gerilmesi kosulunu
saglamaktadir.



Bu yaklagimla elde edilen denklemler Novozhilov tarafindan elde edilen denklemlere
¢ok benzer olmakla beraber, bazi farkliliklar vardir. Bu denklemlere parabolik kayma
dagilimlari eklenmistir. Ilave terimler sifir olmayan enine kayma gerilmelerinin
4 4
dagilimini ifade eder. Enine kaymanin moment iizerine etkisi S X1 ve 5 X2 olarak
gozlenebilir. Bu denklemler kalin kabuklar igin gegerlidir fakat kabuk problemlerinin
¢oziimiinde kullanmak ¢ok zordur. Cok sayidaki pratik uygulamalar i¢in kabuk

1 h 1
kalinlig (——-(—~(-—~) arasinda degismektedir. Bu nedenle (h/R)2 {1 basitlik

1000 " R " 50
i¢in ihmal edilebilir.

Bu kinematik kabul, egilme moment ifadesini etkiler; daha 6nemlisi kesme kuvveti
ile yerdegistirme arasinda iliski kurar.

Kabugun sinir kosullar: sembolik olarak agagidaki sekilde yazilabilir.
~R+R=0 , -M+M=0 , Q-9=0 , u—-i=0 (6)

Smir kosullarinin agik ifadeleri varyasyonel islemler sonunda elde edilecektir.
Kabuklar igin smir kosullarini igerecek sekilde alan denklemleri operator formda
yazilabilir.

Q=Ly-f (7)

Alan denklemleri belli olduktan sonra, fonksiyoneli bulmak igin bir yonteme ihtiyag
vardir. Géteaux diferansiyel yonteminin bu amag i¢in uygun olduguna inamyoruz. Q
operatdriiniin Géteaux tiirevi agsagidaki sekilde tanimlanabilir.

y 6Q(y+‘c§")

4Q(y.5)=—"5- ®)

=0

Burada ¢ bir skalerdir. Q operatériiniin potansiyel olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul:

(40(3.5).v") =(eQ(v.¥").7) ©
dir. Suur kogullan da agik olarak
[R,u]=[4; L,u]ﬂ 4z Pu] + [4p L9 +[4 N,
+|4y 8.w], +[4,0.%],
Mol=[4, k. 2], +[4 7.2+ [47.2], +[4 M.2],

(10)
+[4, 8w, +[40.0],
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elde edilir. Burada parantezler, simrda tammlanan i¢ ¢arpimlart gosterir. Biitiin
terimler, sinirdaki kuvvetlerin yaptig: igi gosterir. ESer Q operatérii potansiyelse,
alan denklemlerine karg1 gelen fonksiyonel

I (y) = i[Q(sy,y)y] ds (11)

dir. Burada s bir skalerdir. Alan denklemlerine karsi1 gelen fonksiyonelin agik formu
asagidaki sekilde elde edilmistir.

1) Jyu o, Pl-lu g L]ty ju ]+ [Al’ L, ul (s, )

~Is, Azw’a]+<S,R%>—[AzL,v,a]+[Az,aL,v]——[AlN, v ]

bapoonr b oz ) (1

2
+<q1 ,u>+<q2 ,V)-l-(qn ,W)—[AzK ’Ql,a]_l_[Al,ﬂQl :T]_[AIT’QI,,B]

- LWAz,a ,Qz]—.[Azﬂz,aa r]- [AIQZ,,G M]+ [TAz Y ,92]

[KAlﬂ Qz]j—){ (P,P)-v(P,N)+ (N N)} B(_V)(L ,L)

1 1
+D1_V2{ (K K)=v (i M)+ Lo, M)} e

+ ﬁ {5.8)+(0, O MR u-a)], +[M,(Q_Q)L +[R’”L +WQL (12)

Burada parantezli ifadeler i¢ ¢arpimi gostermektedir ve asagidaki sekilde
tanimlanmiglardir..

(f.8)=|[[fet4ydadp , [f.gl=([fgdadp (13)
A A

€,0 alt indisli parantez igerisindeki ifadeler sirasiyla geometrik ve dinamik siur
kosullarinn verildigi noktalarda gegerlidir.

Bu fonksiyon keyfi geometriye sahip kabuklar igin sonlu eleman matrisinin elde
edilmesinde kullamilacaktir. Ornegin parabolik (PRSH52) ve dairesel silindirik
(CRSHS52) kabuklarin sonlu eleman matrisleri, bu yolla hesaplanmigtir.

Gelistirilen bu teori, ilk olarak parabolik silindir kabuklara uygulanmistir. Ciinki
parabolik geometri mithendislik uygulamalarinda sik¢a kullanmilmaktadir.
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Bu formiilasyonun 6zellikleri 6zetlenirse:

Keyfi geometriye sahip kabuklar igin yiiksek mertebeden kabuk teorisi
tiretilmigtir.
Gateaux diferansiyel metodu kullanilmustir.
Gateaux diferansiyel metodu asagidaki avantajlar1 saglamaktadir.
+ Alan denklemleri uyumludur.
+ Sistematik bir yolla fonksiyonelde sintr kogullar: terimleri kolaylikla
elde edilebilir.
PRSHS52 ve CRSH52 eleman denklemlerinin kapali formda elde edilmesi
hesaplama zamaninda biiyiik ekonomi saglar.
Bu formiilasyonda degisken kalinlikli problemler ¢6ziilebilir.
Bu formiilasyonda kayma kilitlenmesi gozlenmemistir.
Bu formiilasyon titresim problemlerine de uygundur.
Kabuklarin analizi i¢in fortran programa dilinde bir bilgisayar programi
gelistirilmigtir.
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A FUNCTIONAL FOR SHELLS OF ARBITRARY GEOMETRY AND THE
MIXED FINITE ELEMENT METHOD FOR PARABOLIC CYLINDIRICAL
SHELLS

SUMMARY

Shells are assumed to be thin-walled structures in which the valid interval for the
ratio of thickness (h) to two other linear dimensions (a,b) ranges within the limit
(a/h) = 20+1000. Shell structures have found wide application in engineering fields
ranging from water tank, pressure vessels, submarine hulls, wings and fuselages of
airplanes to arch dam. Often shell problems are reduced to two dimensional problems
due to the smaller thickness ratio with respect to their other dimensions. This
reduction is accomplished by proposing certain hypothesis regarding the kinematics
of deformation and shell theories of varied accuracy and complexity are obtained.
Because of its versatility in handling the complex geometry and boundary condition,
finite element method (FEM) is the most suitable choice for the structural analyst.
There exist extensive literature for FEM. We may classify the FEM for shells, as
follows:

e The theory of shells is used in formulation of thin or thick shells theories
(Kirchhoff, Reissner and higher order shell theories )

o The chosen element, independent parameters, element interpolation function
and special technique such as Reduced / Selective integration discrete
Kirchhoff Theory etc..

e The method is used to derive FEM such as Potential energy theorem, Hu-
Washizu an Hellinger-Reissner theory, variational formulation, weak
formulation, Géteaux derivatives.

Many of theories were develop originally for thin shells, and are based on the
Kirchhoff-Love hypothesis states that the normal remains straight and normal to
middle surface. The conventional treatment of shell structures based on Kirchhoff
hypothesis defines fully the displacement pattern by the middle surface displacement.
A great difficulty arises in satisfying the necessary continuity of slopes at interface.
Also Kirchhoff hypothesis is not capable to take into account the transverse shear.

In this study, higher order shell theory is proposed for general shell geometries,
which allows the cross-section to rotate with respect to the middle surface, and to
warp into a non-planer surface. This assumption satisfies the shear free surface
boundary condition automatically.

Then a functional and the boundary condition are obtained for the general thin-thick
shells based on Gateaux differential approaches. Using this functional quadrilateral
FEM PRSHS2 and CRSHS2 are obtained for parabolic and cylindrical shells with
variable thickness respectively.
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Géteaux differential approaches has some important advantages:

e Any linear or nonlinear shell and plate theory can be adopted.

e Any constitutive equations can be used in this formulation. Recently this
approach is applied to the viscoelastic beams.

o [t gives a very accurate result. Using only single element the exact result is
obtained for a cantilever beam. This approach satisfies convergence
requirements

o It does not exhibits shear-locking

o It does not use any artificial numerical adjusted factors.

¢ Itis capable of predicting accurately displacement, stress and frequency in both
thin and thick plates and shells.

o A Giteaux approach allows a direct formulation of the elements of the stiffness
matrix without the matrix inversion required.

o It is easy to implement _

e The given field equations are enforced to the functional in straightforward
manner and also boundary condition for given problem can be constructed
easily.

e [t provides the consistency of the field equations.

We now define the deformation at any point Q in the shell by the following
displacement vector:

U(a, B, z) = U(a, B, z) E; + V(a, B, z) E; + W(a, B, z) n €))
In this study we assume the following displacement functions that allow the cross-

sections to rotate relative to the middle surface, as the Mindlin type theories, and to
warp into a non-planer surface:

U(a,ﬂ,z):u(a,ﬂ)+ﬂ1 z+y; Fi(2)
V(e Bz)=v(@B)+Bsz+7, F(2) | @
W(a, B, z) = w(a,ﬂ)

where £, and 3, are rotations, y;, and y; are shears of the principal cross-sections of

shell. F; (z) and F (z) has been chosen so that creates reasonable shear distribution.
If we choose F; (z) and F> (z) as follows

F@=H &) , KE=H, f(2) €))
where H; H, and f{z) are defined as
z z 4 z2
H1:1+R_1 y H2:1+F2' , f(z):z(1—3h2) (4)

following shear distributions.
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This shear distribution satisfies free shear on the shell surfaces.

Although equations, which are obtained by this approach, are very similar to that
obtained by Novozhilov there are some differences. Here we added parabolic shear
distribution. That additional term represents the contribution to non-vanishing
transverse shear stresses. The effect of lateral shear can also be observed in moment

4
equation as g and 5 X2 These equations are valid for thick shells but it is very

difficulty to use them in the solution of shell problems. For a large number of

1 h 1
o . L ( —-J.
practical applications, the thicknesses of shells lie in the range 1000 ( 2%

Therefore, (h/R)2 ({1 can be omitted compared with unity.

The effect of the new kinematic assumption appears in bending moment as additional
terms and more importantly than that non-vanishing shear represents a contribution
to shell theory.

The boundary conditions of shells are written in symbolic form as follows:
~-R+R=0 , —-M+M=0 , Q-Q=0, u-i=0 (6)

The explicit form of boundary conditions will be obtained through variational
process. All field equations including boundary conditions for shells can be written
in operator form as,

Q=Ly-f ™

Having the field equations one needs a method to obtain the functional. We believe
Giéteaux differential method is suitable for this aim. The Géteaux derivative of an
operator is defined as

P _
dQ&ﬁ=Jg§EQ ®)
=0
where 7 is a scalar. A necessary and sufficient condition that Q is potential is.
(d0(r.5).y") = {dQ(r.v")7) ©)

The explicit boundary condition are
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[Rou]=[4; 2.u],+[4; P.ul, + [4; 2.9], +[4, N v],
+[A2 S,w]a +[A1 Q,w]ﬂ

[M,Q]=[A2 K,Q]]a +[A] T,.QI]ﬂ + [A2 T,Q2]a +[A] M"QZ]ﬂ

(10)
[y 8.9, +[41 0.v],

where parentheses indicate the inner product which is defined on the boundary. The
boundary conditions are very meaningful in the mechanical viewpoint. All of the
terms define the work done by boundary forces. If the operator Q is potential, then
the functional, which corresponds to the field equations, is given as

= E[Q(sy,y)y] ds (11)

where s is a scalar quantity. Explicit form of the functional corresponding to the field
equation is

15)-—[dyu o, Pl-u 5 , 44 L]- [Az’au N+ [Al, ﬂL,u]—~(S, Q)

s, Azw,a]+<S,R%>—[AZL,v,a]+[A2,aL,v]—[AlN,v,ﬂ]

Fasohinon-banabloH o)

g1, u)+ (g W)+ (g, , w)Jr K ,QLa]+[A1, 5 71]-lar.0 5]

- L\/fAz a ,Qz]— [Azﬂz,a, T]—[Alﬂz,/j M]+ [TAz P ,Qz]

L(Alﬂ Q, |+ T—ﬁ (P,P)—v(P,N)+ (N N)} B(_V)(L ,L)

T_){*K K= ) 00 M)
){ +(0.0) }+[R(“—“)] +[M,(Q—Q)L+[R uL +p\/l QL (12)

5B(1
where parenthesis indicates inner product and defined as:

(f.8)=[[fe44rdadp , [f.g]=[[fgdadp (13)
A A

and the parentheses with &, o substricpts indicate the geometric and dynamic
boundary conditions respectivelly.



This functional serves as the finite element matrix for the shells, which has arbitrary
geometry. As an example finite element matrix for parabolic and circular cylinder is
given.

The developed theory will be applied first to the parabolic cylindrical shell. Because
the parabolic geometry finds a wide area of use in engineering applications.

The properties of formulation briefly are:

A higher order shell theory is proposed for general shell geometries.

o Gateaux differential method has been used.

Gateaux differential method provides the following advantages

¢+ The consistency of the field equations

¢ Boundary condition terms are constructed and included to the functional in a

systematic way.

The closed form of element equations PRSH52 and CRSH52 are obtained which
eliminate the time consuming numerical inversion of the element matrix.
The variable cross-section can be handled by this formulation.
This formulation avoids shear locking.
This formulation is also suitable for the dynamic problems, which are under study.
A computer program written in Fortran programming language is developed for
the analysis of shells
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1.GIRIS

Kabuklar diger boyutunun (2,b) kalinliga (h) orani (a/h) = 20+1000 arasinda degigsen
ince geperli yapilardir. Modern teknolojide genis uygulama alanina sahip kabuk
yapilar ugak ve uzay araglarinda, tiinellerde, kemer barajlarda, basing odalarinda ve
genis agiklikli yap: sistemlerinde kullanilan yap: elemanlandir. Degisik geometrideki
kabuk yapilarin analizi ile ilgili olarak yapilan ¢ok sayida ¢aligma vardir [1-5]. Yapt
analiz problemleri genellikle ¢ boyutludur. Matematiksel giiglikler nedeniyle
karmagik geometriye ve sinir kosullarina sahip kabuk yapilarin analizi zordur. Bu
zorluklan asmak igin bazi kabuller yapilir. Ornegin kalinligin, kabugun diger
boyutlarina gore kiigiikk olmasindan dolay: iki boyutlu problemlere indirgenir. Bu
indirgeme kinematik deformasyona iligkin bazi hipotezlerle basariimis ve degisik

dogrulukta ve karmagiklikta kabuk teorileri elde edilmigtir.

Karmagik problemlerin ¢oziming kolaylagtirmak agisindan sonlu elemanlar metodu
uygun olmaktadir. Konuyla ilgili. literatiir aragtirmas: yapildigi zaman karmagik
geometriye ve simr kosullarina sahip kabuk problemlerin ¢6zimi igin sonlu
elemanlar metodu ve uygulamalar {lizerine yapilmig ¢ok sayida galiyma oldugu
gozlenmistir [5-9]. Incelenen galigmalari, teori, kullanilan o6zel teknikler ve

yontemler agisindan ti¢ ana baglik altinda sinifliyabiliriz.

eince ve kalin kabuk teorilerinin formiilasyonunda kullamilan kabuk teorileri

¢ Kirchhoff - Love hipotezi
¢ Reissner Teorisi

¢ Yiiksek mertebeden kabuk teorileri
eKullanilan eleman tipi,segilen bagimsiz parametreler, eleman sekil fonksiyonlar
ve Reduce/Selective integrasyon, Ayrik Kirchhoff teorisi vb. 6zel teknikler
¢ Sonlu elemanlar metodunu Gretmek igin kullanilan yontemler

¢ Potansiyel enerji teoremleri



¢ Hu-Washizu ve Hellinger-Reissner teorileri
¢ Varyasyonel formiilasyon
* Agwlik formiilasyonu

*» Gdteaux tiirevi

Cogunlukla ince kabuk kabiilii ile kayma etkilerinin ihmal edildigi Kirchoff-Love
hipotezi kullamlmaktadir. Kirchhoff-Love hipotezinde sekil degistirmemis orta
yizeye normal bir diizlem pargasi, sekil degistirmesinden sonra da orta yiizeye
normal bir diizlem pargasi olarak kalmaktadir. Kirchhoff-Love hipotezine dayali
kabuk yapilarin yerdegistirmeleri orta yizeye gore tanimlanmiglardir. Bir biyik

zorluk i¢ yiizeylerin egimlerindeki gerekli sirekliligin saglanmasinda olmaktadir [6].

Bu zorluklara ragmen, Kirchhoff kabuklari i¢in sonlu eleman metodunun
uygulamalan iizerine bir ¢ok ¢aliyma yapilmistir. Bu g¢aligmalarin  bazilart
Zienkiewicz ve Cheung [10], Przemieniecki ve dig. [11], De Veubeke [12],
Zienkiewicz ve Holister [13], Argyris [14], Clough ve Tocher [15], ve Jones ve
Strome [16] olarak sayilabilir.

Klasik Kirchhoff-Love hipotezinin yetersiz kaldig1 durumlari ortadan kaldirmak igin
Reissner teorisi geligtirilmigtir. Reissner teorisinin esasi kayma gerilmelerinden
meydana gelen kayma sekil degistirmelerini hesaba katmig olmasidir. Kaymay:
g6zoniine alan teorilerde sonlu eleman formiilasyonu C° sirekliligini gerektirir.

Baylece interpolasyon fonksiyonlar: gok kolaylikla elde edilebilir [17-18].

Bir ¢ok C° uyumlu kabuk eiémanlan iizerine yapilan galigmalarda potansiyel enerji
teoremi kullamlarak yerdegistirme ve donmeler bafimsiz . parametreler olarak
alimmistir [19]. Bu elemanlarda ¢ok sik kargilagilan kayma kilitlenmesi (Shear

locking) bir gok aragtirmaci tarafindan incelenmistir [5,6,19,20].

Zienkiewicz ve dig. [20] tarafindan kayma kilitlenmesini ortadan kaldiracak Reduced
integrasyon yontemi ve bunu izleyen yillarda Selective integrasyon ydntemi

geligtirilmigtir [22-26].

Belytschko [27] tarafindan dinamik analizlerdeki zorluklari agmak i¢in sifir enerji

modunu yonlendiren Stabilizasyon matris yontemi gelistirilmigtir.



[27-29] daki yazarlar tarafindan Ayrtk Kirchhoff-Mindlin elemam geligtirilmistir.
Ayrik sayidaki noktalarda Kirchhoff sartlarimi koyan Kirchhoff elemanlari sonlu

elemanlar teknigidir.

Ahmad ve dig. [19] tarafindan kabugun orta yiizeyindeki diigiim noktalarindaki
degiskenleri igeren ii¢ boyutlu alan denklemlerinin direk aynklastiriimasina izin
veren dejenerasyon kavrami tanitilmigtir. Kabuk teorilerinde dejenere kabuk kavrami
enine kayma deformasyonlarina izin veren temel yaklagimlani kabul etmektedir.
Dejenere kabuk eleman: ile kabuklarin sonlu eleman analizi yeni bir boyut
kazanmugtir. Bu yaklagimin farkli alternatifleri de gelistirilmigtir [30]. Ziyaeifar ve
Elwi [31] tarafindan yapilan ¢aligmada kalinlikk boyunca parabolik ve simetrik
olmayan enine kayma sekil degistirme dagilimlarina miisade eden dejenere plak ve
kabuk elemanlar: tanimlamiglardir. Bununla birlikte 6zel bir gayret sarfedilmezse

diger yaklagimlarda oldugu gibi kayma kilitlenmesinin etkisi gortilmektedir.

Kilitlenmenin etkisini azaltan diger kanigik formiilasyon Hellinger-Reissner ve Hu-

Washizu prensiplerine dayanmaktadir [32-33].

Bhimaraddi ve dig. [34] tarafindan bu problemi dikdortgen plaklar, genel donel
kabuklar ve silindirik kabuklarda gidermek igin yiiksek mertebeden kabuk teorileri

tretmiglerdir.

Son zamanlarda Koziey [35] tarafindan oOnerilen kalin kabuk sonlu eleman
formiilasyonunda ortaya ¢ikan sorunu kaldirmak igin dizeltilmiy kayma

parametresine ihtiya¢ duyulmustur.

Kumbasar ve Aksu [36] da kalinlik dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinin ve
kabuk kalinliginin etkisini hesaba katarak genel bi¢imli kabuklar igin elde edilen
fonksiyonel yardimi ile yerdegistirmelerin bilinmeyen olarak tamimlandig

izoparemetrik bir dortgen sonlu eleman gelistirilmigtir.

Kara [37] de genel bi¢imli ve genel statik yiikler etkisindeki kalin kabuklarda biitiin
etkiler dikkate alinarak yerel egrisel ortogonal koordinatlarda, ti¢ boyutlu elastisite

teorisinden hareketle sonlu eleman yontemi ile analiz yapilmigtir.

Kabuklar i¢in kabul edilen kabuk teorilerinin (Kirchhoff-Love ve yiiksek mertebeden

kabuk teorileri ) den bagka kalin ve ince kabuklar i¢in giivenilir eleman gelistirmek
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sonlu eleman iretiminde baglica Oneme sahiptir. Bir ¢ok c¢alismada eleman
denklemlerinin elde edilmesinde potansiyel enerji teoremleri kullanilmigtir. Karigik
sonlu eleman formiilasyonunda kabul edilen teorilerde 6zellikle Hellinger-Reissner
ve Hu-Washizu prensiplerinin  kullamldig:  gorilmiigtir [32-33].  Degigim

metodlarinin da karigik eleman formilii tiretilmesinde kullanilabilir [38-39].

Son yillarda Akoéz ve galigma grubu tarafindan Géteaux diferansiyeli kullanilarak
cesitli problemler igin fonksiyoneller iiretilmig ve bu yéntemle gesitli kanigik sonlu

eleman ¢aligmalan yapilmigtir [40-44].

Basit problemler i¢in Hellinger-Reissner ve Hu-Washizu prensipleri ile de benzer
fonksiyoneller elde edilebilmektedir. Fakat Gdteaux diferansiyeli yaklagiminin bazi

Onemli avantajlart vardir.

e Her tip lineer veya non-lineer plak ve kabuk teorilerine uygulanabilir.
Karman plaklari igin bir fonksiyonel, sinir kogullar ile birlikte Akéz [45]
tarafindan elde edilmigtir.

¢ Herhangi biinye denklemleri bu formiilasyonda kullamlabilir. Son zamanlarda

bu yaklagim viskoelastik kirigler i¢in kullanilmigtir [46].
e Bir tek eleman kullanilarak siirekli kirigler icin dogru sonug elde edilebilir[41].
e Kayma kilitlenmesi gzlenmemistir [47].
¢ Herhangi bir yapay sayisal diizeltme faktériine gerek yoktur.

o Giteaux yaklagimui ile rijitlik matrisinin tersine gerek olmaksizin elemanlarin

formiilasyonu agik olarak yazilabilir.

e Ince ve kalin plak ve kabuklarin i¢ kuvvet, moment, dénme, yerdegistirme ve

o frekanslar hesaplanabilir.

e Verilen alan denklemlerinden, fonksiyonel ve sinir kosullar1 ¢ok kolaylikla

elde edilebilir,

e Alan denklemleri ve sinir kosullar saglam olarak fonksiyonele yansitilir.

o Alan denklemlerinin uyumlulugu kontrol edilmis olur [1,48].



Bu galigmada, kayma etkilerini de gozoniine alan keyfi geometriye sahip kabuklar
i¢in yiiksek mertebeden kabuk teorisi 6nerilmistir. Bu teori, orta ytiizeye gore kesitin
dénmesine ve yiizeyin ¢arpilmasina izin verir. Bu yaklagim serbest yiizeydeki kayma

stur kosullarini otomatik olarak saglamaktadir.

Géateaux diferansiyel yaklagimi kullanilarak keyfi geometriye sahip ince-kalin
kabuklara ait yeni fonksiyonel dinamik ve geometrik sinir kogullari ile birlikte elde
edilmigtir. Bu fonksiyonel kullanilarak ¢6ziimii istenen herhangi bir kabugu ¢6zmek
miimkiindiir. Bu ¢aliymada parabolik silindir kabuk ve dairesel silindirik kabuklar
incelenmigtir. Bu kabuklarin sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziilebilmesi igin
yerdegistirme, dizlem i¢i kuvvetler, dizlem i¢i kayma kuvvetleri, egilme
momentleri, burulma momentlerine ilave olarak enine kayma kuvvetleri ve donme
deformasyonlarinin bilinmeyen olarak tamimlandigi PRSH52 ve CRSHS52 kabuk
eleman elde edilmistir.Elde edilen her iki PRSH52 ve CRSH52 kabuk elemam ile

degisik problemlerin statik ve dinamik analizleri yapilmugtir.



2. KABUK ELEMANLARININ GEOMETRISI

2.1 Yiizeyin Birinci Ana Formu

E3 uzay: igerisinde keyfi bir F ylizey tzerindeki her noktanin yerini O merkezli

ortogonal kartezyen koordinat takiminda tanimlayan vektor

R=R(a,B)= =xi+yj+zk 2.1

seklindedir. Sekil 2.1 de gosterildigi gibi i, j, k kartezyen koordinatin baz vektérleri,

a, f yuzeyin egrisel koordinatlaridir.

Sekil 2.1 Egrisel koordinatlar

a ve 3 arasindaki her bagint1 yiizey Gizerinde ¢izilmig bir egri tanimlar. F iizerindeki
[ = sabit i¢in o egrisi, a= sabit igin S egrisi elde edilir. @ ve § parametrelerine

gore R konum vektoriinin kismi tiirevleri (4, j = 1, 2)



A; = aR- =R
oal ’

burada al =a,a? = B dir. Buna gore,

=— _6R_R2 (2.2)
Ja

A, _9R_
o8

R; A,

dir. Burada A; ve Ay a ve f dogrultularindaki kovaryant baz vektorleridir ve
a ve [ egrilerine tegettir (Sekil 2.1).

Ortogonal koordinatlar i¢in orta ylizey iizerindeki iki nokta arasindaki dS yay
elemaninin boyu
dS? =dR-dR = A;- A dal daj = 4; da’ daJ

ds? =dR-dR=A11 da2+A22 dﬂz (2.3)
seklinde yazilabilir. Burada 4;; yiizey 6l¢tim tansoriidiir ve

A =A;-A;

ij j» An=A1-AL, Ap=Ay-A, (2.4)

baz vektorlerin skaler ¢arpimu ile elde edilir. Bu tansorler yiizey koordinatlarinin
déniisiimlerinde gereken kosullart yerine getirirler. (2.3) denklemi yiizeyin birinci

ana formu olarak adlandirilir.

A ve A, baz vektorlerinin siddetleri

IA,I = \/A, 'Ai = JA " =A,'

All=VALI-AL =411 =41 |Ay]=\Ay-Ay =4y =4, (2.5)
dir. Koordinat egrileri boyunca yay elemanlart

dSl = AI da dS2 = A2 dﬂ (26)



vektorleriyle gosterilecektir; bu vektorlerin bityiikliigii
dS] = All da dS2 =1/A22 dﬂ (27)

dir. Sekil 2.1 de goruldiidi gibi A ; ve A, arasindaki @ agisi

cosp = a5, -dS, ___4p sing = L, (2.8)
s, dS m A4y
ile verilir. Burada
A=Ay Ay —(413)? (2.9)
dir. Eger koordinat egrileri ortogonal ise 412 = 0 dir. F yiizey alan eleman ise,
dF = A da dp (2.10)

dir. Birinci ana form ylizeyin tizerine ¢izilen egrilerin uzunlugunu, egriler arasindaki

agilar1 ve egrileri kesen yiizey kisimlari arasindaki alanlar1 vermektedir.

A 3 birim normal vektorii F yiizeyine dik olmaktadir ve birim uzunlugu
A; A3z =0, Az - As=1 (2.11)
dir. A3 birim normal vektérii

A1X A2 _ A1X A2

ApAl" i (2.12)

Az =

olarak elde edilir.



2.2 Yiizeyin ikinci Ana Formu

(2.2) ve (2.11) denkleminin kismi tiirevleri alinirsa,

elde edilir. Burada

Ai'A3=0
Ai,j'A3 +Ai'A3,j :0

A A3:—Ai°A3,j

Lj"

ozellikleri gegerlidir. dA 3 - dR skaler ¢arpimindan

dAs3 - dR = (A3,,- da")- (Aj daf): ~ By da' da’

iligkisi elde edilir. Burada Bj; simetrik egrilik tansoriidiir ve

By
Bl = 4% By,

C o
BY = 4™ 47! B,

=Bji=-A3;-Aj=-As; A=A A3=A;; As

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

iligkileri gegerlidir. (2.15) denklemi yiizey teorisinin ikinci ana Jformu olarak

adlandirlir. Ikinci ana form, yizeyin dis geometrisini, ve erilik yarigaplarin

belirler.



2.3 Birim Baz Vektorlerinin Tiiretilmesi (Christoffel Sembolleri)

Yiizeyin baz vektorlerin kismi tiirevleri alinirsa

Ajj=TF Ay +B; A;
Afj =-—1“jlik Ak +B§ A, (2.17)

A3,J-=—Bf Ay

elde edilir. (2.17) denklemindeki I}f bilinmeyen katsayilardir. Bilinmeyen bu

katsayilan hesaplamak i¢in

I} =4% T,

. (2.18)

ifadesi kullamihir. Burada I; , = {i .0} L mertebeden Christoffel sembolleridir. Bu
a¢ik olarak yazilirsa,
.. 1 [ ]
. ph= Wip.j + Ajpi = 4y p
1 " 1
1= >4 {1,2}=~ 5 A2
1 1
2= S, {22)= S 4y (2.19)

1 1
L= 5 4112 {21,2}= 3 Ax

-

1 1
2213=- 5 Ay . {222}= 5 A2

elde edilir. (2.19) denklemi (2.18) denkleminde yerine konulursa bilinmeyen
katsayilar hesaplanabilir.
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Gl}:All%Au’l:%‘j_llf ]‘12:141121)'_/111,2:%_’%_41_11,%
I =-42 %All,z - __;_14;7122_ r3=a2 %AZZ,I :%%2522,_1
(2.20)
r} =-4u %Am - —%% rj = 4u %Au,z _ %%
r =42 %AZZ’Z - _%%2;1 3 =42 %A22,1 _ %%

Hesaplanan I“g katsayilarina ikinci mertebeden Christoffel Sembolleri denir. Elde

edilen bu ifadeleri (2.17) denkleminde yerine konulursa, yiizeyin baz vektorlerinin

kismi tiirevleri agik olarak elde edilebilir.

2.3.1 Birim Vektorlerin Yiizey Koordinatlarina Gore Tiirevleri

A; ve A, boyunca E; ve E, birim vektorleri

Eiz 1;’
ii
E1= Al E2: A2 E3 =N (221)

bulunur. (2.21) denkleminde ifade edilen birim vektérlerinin tiirevleri alinirsa

(2.22)

elde edilir. (2.22) denklemi agik olarak yazilirsa,
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1 64 A 1 4 1 4
p=-——1tEy-=ln Ep; = E, 21 = LE,
4, Op R 4 & 40P
1 84, 4, 4 A
- £ _ n :———-E 1n :'——-E 223
22 o R, 1 R 1 2 R, 2 (2.23)

birim vektorleri elde edilir. (2.23) denklemindeki R;, R, asal egrilik yarigaplarini
gostermek Uizere A, A,, parametleri arasindaki differansiyel bagntilar1 vermektedir.

(2.23) denkleminin ikinci mertebeden tiirevleri alinirsa érnegin asagidaki dzdeslikten

njp=nj3 , Ejp=Ej (2.24)

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

()i 84
Ry)y R Rij, R

1 1 41 A
(i), (), 2
1 1 2 2 1 K2

elde edilir. Bu iligkiler verilen bir yiizeyin Codazzi ve Gauss sartlan olarak bilinir

(2.25)

[2]. Bulunan 4, A3, Ri, R, degerlerinin bu sartlart saglamasi yiizeyin sirekli
oldugunu gostermektedir.

2.4 Kabugun Keyfi Bir Noktasi

Sekil 2.2 de gosterildigi gibi kabuk ortalama yiizeyinden z mesafedeki keyfi herhangi

bir noktanin konum vektorii Q
Q=R+zn (2.26)
seklinde ifade edilebilir. Burada R, kabuk ortalama yiizeyine karg1 gelen bir noktanin

konum vektori, n orta ylizeyin normali dogrultusundaki birim normal vektori

gostermektedir.
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Sekil 2.2. Kabuk geometrisi

(2.26) denkleminin kismi tiirevi alinirsa,

9Q sQ
Gl‘:%:AI—an,l G2=§E:A2+2ﬂ,2 (227)

bu noktanin baz vektorleri elde edilir. (2.21) ve (2.23) denklemi (2.27) denkleminde

yerine konursa

Gl =Gl El G2 =G2 E2 G3 =n (228)

elde edilir. Burada

b4 Z
Gi=A4 |1+ — Gy =Ay |1+ — 2.29
1 1( Rl) 2 2( Rz) (2.29)

dir. Q konum vektdriiniin yay uzunlugu
ds?(z)=dQ - dQ = Gy; da? + G, dp? (2.30)

seklinde bulunabilir. Burada G1; ve G2, asagidaki sekilde ifade edilmektedir.
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2 2
Z VA
Gy =4 1+ — Gyy =4 1+ — 231
11 11( RJ 22 22( sz (2.31)

2.5 Yerdegistirme ve Sekil Degistirme Bagintilan

Baglangict O olan sabit dik bir x; kartezyen sistemine gore ifade edilen elastik bir
cismin P noktasinin konum vektérii (2.1) denkleminde ifade edildigi sekildedir. Bu
cismin noktalarinin konumlarinin P noktasindan p ye gidecek sekilde degistigi kabul
edilir. p noktasinin O ya gore konum vektorii Sekil (2.3) de gorildigii gibi r dir. P ye
goére p noktastnin u konum vektori kabugun orta yiizey izerinde P nin ne kadar yer

degistirdigini gostermektedir. Bundan dolay:
u=r—-R (2.32)

kabugun orta ylizey tizerindeki yerdegistirme vektoridur.

Sekil degistirmis
Sekil degistirmennis orta ylizey
orta yiizey

Sekil 2.3 Yerdegistirme vektori

Sekil degistirmemis kabuk ortalama yizeyinden z mesafedeki keyfi herhangi bir
nokta P” olsun. (2.26) denkleminde Q konum vektorii ile ifade edilen P* noktasina
karg1 gelen sekil degistirmis kabuk ortalama yiizeyinden z mesafedeki nokta p olsun.

* . _ee
p 1n konum vektori

14



q=r+2zas (2.33)

seklinde ifade edilir. Sekil (2.3) den goriildiigii gibi kabugun herhangi bir z

mesafesindeki yerdegistirme vektorii

U=q-Q (2.34)
ile verilmektedir.

Kabugun herhangi bir Q noktasimn yerdegistirmesi
U(e.8.2)=Ul@.B.2)Ey +V(a, 5,2)Ey + W (@, B,2)n (2.35)

vektorii ile tammlanabilir. Burada E;, E,, ve n sirasiyla o , B ve yiizeyin normali
boyunca birim vektorleridir ve U, V, W ortogonal koordinatlar dogrultularina kars:

gelen yerdegisirme vektoriniin bilegenleridir.

Elastisite teorisinde ortogonal egrisel koordinatlarda gekil degistirme bagintilar

[4,49]

1 V V:13/4
&y {U Al,ﬂ"' ! }

"G Vet e
gz:a;- I{ﬂ +j]—2A2,a +12—2W}
& =W,
Y2n= G1—2 Wp+G (é}z (2.36)

Gy (V G [U
=6 \G,) "6 la
1\02/, G2\01) 4
U, V, W yerdegistirmeler cinsinden ifade edilmistir.
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Bu ¢aliymada yerdegistirmelerin z' ye bagimliligi, dogrusal (z) ile dogrusal olmayan

Fi(z) fonksiyonlar ile ifade edilmigtir.

Ule.pz)=ul@pB)+ pi(@p) z +ri(a.f) Alz)
Vie.p.z)=v.p)+ Br(@.B) z +7:(a.B)F() (2.37)
W (@.f.2) = wl(a.p)

burada u, v, w kabuk ortalama yiizeyinin a, B dogrultularindaki yerdegistirmeler,

B, ve B, donmeleri, 7, ve y, kabugun asal enkesitlerinin kaymalaridir.

B, ve B, donmelerini, klasik ince kabuk teorilerinde oldugu gibi kayma meydana
getirmeyen diye tanimlinabilir. Béylece (2.37) denklemindeki U, V, terimlerinin ilk

ikisi alinir ve W (2.36) denklemindeki y,, ve y,, ifadelerinde yerine konur ve sifira

esitlenirse f3, ve £,

u 1 Y 1
. = S 2.38
olarak bulunur.

Bu c¢aligmada kabuk yizey sinir kosullarim saglamak tizere F,(z) ve F, (z)asaglda

gosterildigi gibi segilmigtir.

F(z2)=H, f(2) F(z)=H, f(2) (2.39)
burada H; H; and f(z)
g+ Z A _o 14
H, =1+ X H, =1+ R @)=z (1 3h2j (2.40)

gibi tarif edilebilir. Benzer fonksiyonlar Bhimaradda ve dig. [34] tarafindan genel
donel kabuklar i¢in kullanilmigtir. (2.36) denklemindeki son Gg¢ terim kayma

dagilimlarin1 vermektedir.
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4 72 4 22
Yin =71 H1 {1- 2 J . Y=y [1— 2 ] (2.41)

Bu kayma dagilimlari kabuk yiizeyi lizerinde sifir kayma gerilmesi kosulunu
saglamaktadir. Egriligin sifir olmasi durumunda plaklarda bilinen parabolik kayma
dagilimlar1 bulunur. Diger sekil degistirme ifadelerinin elde edilmesi igin (2.36)
denklemine (2.37) denklemindeki yerdegistirme ifadeleri yerlestirilerek ortalama
yiizeye z mesafedeki bir nokta i¢in,

1
€1=;J—1{€10+ k1 z+ 1 f2)

1
£ =-H—{820 +xy 2+ 1y f(2)}
2
712 = 7120 + k2 + ¥ f(2) (2.42)

4 9
Y =7 (1—]1—22 j

4
Yon =72 Hy (l'h_zzzj

bulunur. Burada &,,, £, K,, K3, X1> X2 V120 » K » parametrelerinin agik yaziliglar

agagidaki gibidir.
10 = 1 u, + v A £ — A ld
1 B 1 b
K] = —_— , Ky = — + A
177 Pra dd, VP 2= Bap A, 2
H, y2H, 2 y1H1
=— + A , == A
X1 y Va 4,4 , Z2 4 72, A, 4y 2.a

o5(a), 20, -8, 40
Gi\G2), G2\Gi), Gi\&), G2\ G4

F@[z_z_] +ﬂ(7_1]
Gi\4), G\4),

17



3. GERILMELER, iC KUVVETLER VE DENGE DENKLEMLERI]

Hooke kanunu ile gerilme ve sekil degistirme bagintilari asagidaki gibi ifade

edilmigtir.
oy = 1_V2 {6‘1 +v 82}
Oy = l-——V2 {82 + V81}
T =G 7m
(3.1)
T =G yon
12= Gy

Burada E elastisite modilinii, v Poisson oramm ve G kayma modilini
géstermektedir. Orta yiizeyin birim uzunluguna etki eden toplam momentlerle
toplam kuvvetler olarak tamimlanan i¢ kuvvetler, gerilmelerin, kabuk kalinlif

boyunca integrallerine esittir.

P h2 | o
L, =j T H,dz

S _h/2 T]n
N w2 |92 '
L= J‘_h/z Ty H; dz
Ton
2
K o, }
= H, dz
{T}} _;.!‘/2{112 Z12
M W2 (o
= ‘vz H, dz 3.2
{Tz} _;!-/2{"“21}2 ! (32)

I¢ kuvvetlerin pozitif dogrultulan Sekil 3.1° de gosterildigi gibidir.
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Sekil 3.1 Kabuk elemanda pozitif kuvvet ve moment bilesenleri

Integrallerin degerlendirilmesinde baz1 basitlestirmeler uygulanarak keyfi geometriye

sahip kabuklara ait i¢ kuvvetler agagidaki sekilde elde edilmistir.

1 1
P=Biggy +ve +{— —— | Dx;
{10 20} R R 1

2 1

1 1 _
N =By + &} + 2R PR

1 2

1 1
K=D¥+viKyy +D|— —-— ¢
{Kl 2} R, R 10

_ | 1
M=Dik, +vk14 +D|——-—|¢
{KZ 1} Rl R2 20
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S =
3 71
B({l-v
Q= (3 )72
vh+ﬂ-Ly2 uh +- —n
L1=G£2— S Ry A > &y
a B
+GA_2{.02} I
1 (A2) , Ra-Ry
vh+—Ly2 uh+iiy1
Lz:(}ﬁ R2 +Gﬁ SRl
1 4 4 4

Burada B=FE h/ (1 - VZ) uzama rijitligini, D = E #* / 12 (1 - V2) egilme rijitligini ve

4 4
Ql=ﬂ1+§71 , Qz=ﬂ2+§72,
Rl=kt~ 7 By=rpt o 7
1 1 52’1 ) 2= K3 5Z2 (.4)
_ 13 84 _ 10 SA %
Zl:A_a}/l+ Y2 L Ty = — Y2 . N 2 =2
1 a AIAZ 5ﬂ A2 5ﬂ A1A2 5& 12
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dir. Bu denklemler Novozhilov [2] tarafindan elde edilen denklemlere g¢ok benzer
olmakla beraber, bazi 6nemli farkliiklar vardir. Bu farkliliklardan en Onemlisi

Novozhilov denklemlerinde olmayan kayma bagintilarinin elde edilmis olmasidir.

Ayrica, enine kaymanin moment fizerine etkisi (3.3) ve (3.4) denklemlerinde

% X1 ve % X olarak ortaya gikmasi Novozhilov denklemlerine gére farkliliklardir.

Bu denklemler kalin kabuklar igin gecerlidir. Ancak bunlani kabuk problemlerinin
¢oziimiinde kullanmak ¢ok zordur. Zorluk, alan denklemlerinin potansiyel oldugunu
gosterip bunlara karsi gelen fonksiyoneli tiretmektedir. Cok sayidaki pratik

uygulamalar i¢in kabuk kalinhig (IOIO—O(%( 510) arasinda degismektedir. Bu

2
nedenle (%] ({1 terimi basitlik i¢in ihmal edilebilir. Bu basitlestirme kullanilarak

asagidaki iligkiler elde edilir.

P=B{810 +V820} N=B{520+V810}

K=D{& +v iy} M =D {g, +v i}
B(l- B(l-

S=———(3 ) 0=,

B(l V){A

a—-VvA +A4upg—uid
"2 4 4, 2.a | up — U 1,,3}

D(-v)[1 Q 1 Q
rT="3""1_0 A — Q5 - A 35
2 {Al. 28 iy B Az VO sy P G

Sekil (3.1) deki i¢ kuvvetler ve dis yukler altinda kabuk elemanmin orta yiizeyine
etki eden kuvvetlerin dengesi bes diferansiyel denklemle [2],
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! S
:ﬁ_AZ{(AZ P),a +(A1L),ﬂ _NAZ,a +LA1,ﬂ}+—]—2—1—+q1 =0

; Y
414, {(AzL)’a " (AIN)’ﬂ tL Ay, - P Al,,b’}"' Ry +q; =0

A4y {(Azs),a + (AlQ),ﬂ }— (R% + R_A;) +q, =0

1
A, {(AzK),a +(AT) g +T 4y g - M Az,a}—S= 0

1
44, {(AzT)’a +(4M) g +T 4y , - K Al,ﬂ}—Q =0

seklinde ifade edilebilir.
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4. KEYFi GEOMETRIYE SAHIP KABUKLARA AIT FONKSiYONEL

4.1 Alan Denklemleri ve Fonksiyonelin Elde Edilmesi

(3.6) denkleminde verilen denge denklemleri ile (3.5) denkleminde verilen kinematik

denklemlerin yanisira kabugun dinamik sinir kosullar:,

~-R+R=0 ~M+M-=0, (4.1)
ve geometrik sinir kogullar,
Q-Q=0, u—-u=0 4.2)

seklinde sembolik olarak yazilabilir. Smir kogullarinin agik ifadeleri varyasyonel
islemler sonunda elde edilecektir. (4.1) ve (4.2) denklemindeki sapkali terimler
sirastyla sinirlarda bilinen R, M, Q, u kuvvet, moment, donme, ve yerdegistirme

vektorlerine karg1 gelmektedir.

Kabuklar i¢in sinir kosullarimi da igerecek sekilde alan denklemleri operator formda

yazilabilir.
Q=Ly-f 4.3)

Q operatéri, (3.5) ve (3.6) denklemleri kullamlarak
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_ l S

I

i

|

|

|

i

i

i

|

!

’E) | .

| 1oty (4.4)

:

I

|

]

1

|

|
______________________ dem —_—

000 =1|| Y

wo-10)1Q} |-Q

0 010 0 1‘1{ M

] 100 o L) [ R

B B
Lie =i, {Az'),a— v Ay q } Ly = A, %’(Az'),a“ A }
B(1-v) 5 B(1-v)
Lig = ) .- AR V)
18 =7 e kAl ) B Al,ﬂ} L1z 12 A
B
L2,6-m{'141,,3 +V(A1')’ﬂ} Lyq ———{(Al p -vAg }
B(1-v) 5 B(1-v)
Lrg = . =
28 = 4 {(Az ) ot Az,a} Las=1 2,
1 1% 1
Lhg=-Bl—+ 2L Inn=-BiY 41
36 {R1+R2} BT B{Rl +Rz}
12B
L3yp = I EDYYA {(Az) + V(Al),g}
L33 = 5’(142 Ve + 4 ) }

CS5(1-v) 44y V)A 4,

D D D 5
Lio=—1L1g; L =—Ly7; Layy1=—Lig; L =—B{l-v
49 =5 L6 410 = 7 M7 L4 = plig 412 =15 ( )

D D D 5
Lsg=—1Lp¢; Lsyo=—1Lp7; Lsyy=—Lrg; Lsi3=-—B(-v
59 =g las Lspo="7plo7 Lsn="plags Isiz=, (I-v)
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Ly =— Iilz {VAz,a+A2('),a} ; L62———{AI,B+VA1( }

Ley =136 : Leg=B ; Lg7=vB

B
L7y = T Ay {AZa +vdy (), } Ly, =T, {VAI,,B + 4 ()p}
1 v
Ly3=-B|—+—| ; Lyg=vB ;, L77=8
7.3 ( R + Rz) > L7e =V 7.7
B(l v) B(1-v)
Lgy = 244, {Al()ﬂ_Alﬂ} lfs,2=—2A1A2 {AZ('),a_AZ,a}
D D
Loa =5 Lo Los=-%Lea: Log=D; Loyo=vD
D D
L10,4=§L7,1; L10,5=§L7,2; Ligo =vD; Ljgyo =D
D D D(-v)
L =—-— . L =—— . L =—
11,4 7 Lg1; L1y = Lgo s Liin 5
5B(1-v) 1 53(1 v)
L = ——— : L = —
12,1 o & o 23 ()
B(1-v) SB(l—v)
L = : L -—_— 7
12,4 3 s Lingn 7
_5B(l-v) 1 5B(1-v)( 1 _5B(1-v)
Lizp = T L33 = 12 () ¥ 1313——12
P-v N
N=u; yr=v;, y3=w; ys=Q1; y5=Q,; yg= VZ,
B‘l—v )
yyo NP 2L KovM M-vK
T Bl-v2) P BE-v YT by } Dil— )y
__2r 128 120
MM=Dpa-v)y Y27580-v)’ "B T 58(-v)
fl=—q1’f2=_q2’f3=_qn (45)
ifadeleri elde edilir.
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(3.5) ve (3.6) denklemlerinde verilen alan denklemlerine ait fonksiyonelin elde
edilmesi i¢in bu amaca uygun Gdfeaux diferansiyeli metodu kullamlmistir. Bu
metoda ait genis kullanimi ve agiklamalan [41] de yer almaktadir. Burada basitlik
i¢in temel kavram ve tammlan verilecektir. Q operatériiniin Géiteaux tiirevi su

sekilde tanimlanmaktadir [50]:

5 _
dQ(yi)=%y—) . 4.6)

Burada t bir skalerdir. Eger Q siirekli bir operatérse ve (dQ (y,y)) gibi Géteaux

diferansiyeli varsa ve
(4Q (3.%).¥*) =(dQ (7. ¥*).7) @4.7)

esitligi saglaniyorsa Q operatorii potansiyeldir. Burada parantez igerisindeki ifadeler
i¢ carpimi gostermektedir. Bu tamim kullamlarak i¢ garpimlar yapilirsa denklem (4.4)

deki Q operatoriiniin potansiyel oldugu goriiliir ve sinir kosullar da;

[R,u]=[4L, ulg + 4P, u], + [4L,v], +[4N, vlg + 428, w],

(4.8)
+[40,v],
[M,.Q] = [AzK, Ql]a + [AIT, gl]ﬂ + [A2T, Qzla'i‘ [AIM, QZ]ﬂ+ [A2S, W]a
+[40, vl

seklinde elde edilir. Simir kogullart mekanik agidan 6nemlidir. Biitiin bu terimler sinir
kuvvetleri tarafindan yapilan igi tanimlamaktadir. Bu durumda alan denklemlerine

karg1 gelen 7 fonksiyoneli
1
I(y) = [[Qy.y) ylds (4.9)
0
seklinde hesaplanabilir [50]. Burada s bir skalerdir.
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Bu caligmada alan denklemlerine karsi gelen bu fonksiyonel iki sekilde elde

edilmigtir.

1. Form Fonksiyonel

LG)=-[4yug,Pl-u g 4 L]- [Azgau,N]+[Al,ﬂL,u]—(S,Ql)

—[s. Ay w o]+ <S "1%> o VR Y VAR YR

Fasbom-banalo2)- ({2
+{q.u)+ (g2 + (ga W) - [ K >Ql,a]+ [Al,ﬂ QlaT]“ la T :Ql,ﬂ]

My, 0]~ [0 4, 7]- 00y g M+ 4y, 0]

ka4, ’92}*‘3(#){%@”’*"“ , N)+%(N,N)}

1

1
*E@TV‘)“’L>*H11—W{%<K’K>'V<K’M>+5<M’M>}
+ﬁ(T,T)+§E_—V) {s.5)+(0.0)
+[R, @-a)], + [M(Q—Q)L + [ﬁuL + [M QL

(4.10)

II. Form Fonksiyonel

Bu fonksiyonelin elde edilmesinde bazi sinir kogullarimin problemlere kolaylikla
uygulanmasina karsihk, bazilaninda giicliiklerle kargilagiimaktadir. Ornegin serbest
kenarlarda egilme ve burulma momentleri ile kesme kuvvetleri bilinen degerlerdir.
Serbest kenarlarda (3.4) denkleminin igindeki 21 ve €2, ifadelerini I form
fonksiyonelde tanimlamak giictiir. Bu nedenle (3.3) denklemindeki kesme kuvetleri
S, ve Q igerisindeki y; , y; ifadeleri

3 3
B(-v) 27 Bacy

r1= Q (4.11)
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elde edilerek €2y ve 2, ifadelerinde yerine yazilirsa,

S 0
=AtS B(l— ) =B 5 Bl-v) 4.12)

seklinde ifade edilebilir. (4.12) denklemi /. form fonksiyonelde yerine konularak /7.
Jorm fonksiyonel elde edilir.

L) =-[4ug,Pl-lu g, 4 L]- [AZ,a u,N]+ [Al,ﬂ L’”]—(S ,B1)

6

_m(s L S) -8, 4w o]+ <S,R%> 4y L,v,]+ [Az,aL,v]

~lan -l l-0.0) - 0. 0)-lo Al

+<Q,I;;>—<RL;,W>—<EA;—,W>+<q1,u>+<q2,v)+(qn,w)
- [AzK , ﬂ1,a]+ [Al,ﬁ :BI’T]_ [AIT , ,B],ﬂ]“ [MAz,a ,/32]

- [Azﬂz,a ,T]— [Alﬂz,ﬂ,M]+ [TAza ,,32]— [KAl B ,ﬁz]
g‘B(l—{[AlﬂS T] [AlT 51/5] 4k, Sla] h”Aza Q]

- [A2Q2,a 7]~ [Ale,ﬂ,M]+ [TAz,a ,Q]— [KAl,a ,Q]}

1
+
B{l-v

+;61_7){%(K,K)—V(K,M)+%(M,M)}+D(%V—)(T’T)

+[R,@-a), + M. (@-a) +[R,ul + 1.0

{32 v (P ) M+ (L 0)

(4.13)

Fonksiyonellerdeki parantezli ifadeler i¢ garpimui géstermektedir ve asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir.
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(r.2)=[[fg4, 4;daap
A

(4.14)
[r.gl=1]rg dadp
A

(4.10) ve (4.13) denklemindeki ¢ ve € alt indisli parantez igerisindeki ifadeler

sirastyla dinamik ve geometrik sinir kogullarinin verildigi noktalarda gegerlidir.

Boylece elde edilen (4.10) ve (4.13) denklemleri keyfi geometriye sahip kabuklar igin
gegerli olan fonksiyonellerdir.
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5. PARABOLIK SILINDIR VE DAIRESEL SILINDIRIK KABUKLAR iCIN
SONLU ELEMAN FORMULASYONLARI

5.1 Parabolik Silindir Kabuklarin Geometrisi ve Fonksiyoneli

Bu ¢aligmada gelistirilen teori, ilk olarak parabolik silindir kabuklara uygulanmistir.

Miihendislik uygulamalarinda parabolik geometri genis kullamm alanina sahiptir.

Parabolik silindir Sekil 5.1'de gosterildigi gibi

ry
b 4

x

Sekil 5.1 Parabolik silindir kabuk geometrisi

z:f{l—}%-yz} ' G.1)

fonksiyonu ile tanimlanmigtir. Parabolik silindir kabugun egriligi asagidaki sekilde

bulunabilir.

? 2
R]—_-CD ve X:L= z a'f

. (5.2)
Ry (l+z'2)3/2 (I+A2 y2)3/2
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_ 4 _8f
a=— A—-‘"ZT (5~3)

dir. Iki nokta arasindaki yay boyu (2.3) denkleminden
ds? = A} dx2 + A3 dy? (.4

yazilabilir. Parabolik silindir kabuk i¢in

A =1, Ay=1+42 2 (5.5)

seklinde tammlanmaktadir. (5.5) denklemi (4.10) denkleminde yerine konulursa
parabolik silindir kabuklar i¢in fonksiyonel agagidaki sekle doniisiir.

I(Y)=—[A2 ”,xaP]_ [u,y’L]_<S=QI>_[SaA2 W,x]—[Az L’V,x]_ [Na",y]
—<Q,Qz>-[Q,w,y]+<Q,,—;’2—>—<%,w>+<ql,u>+<qz,v>+<qn,w>

-l k01,0, ][4 05, 7]- |05, M]

1

+H1—17){5(P,P)—v(P,N)+%(N,N)}*Fm(L’L)
SR a0 )
+W11_V).(T,T)+%{(S,S)+(Q,Q)}

+[R, @), + .- 8], + [R,u], + i, 0,

(5.6)
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5.2. Dairesel Silindirik Kabuklarin Geometrisi ve Fonksiyoneli

Keyfi geometriye sahip kabuklar i¢in elde edilen fonksiyonele uygulama olmak
iizere pratik oneme sahip olan ve mevcut ¢alimalarda ¢ok kullanilan dairesel
silindirik kabuklar gozoniine alinmugtir. Silindirik kabuklara ait calismalar ve
uygulamalari [43,51,52] yer almaktadir. (4.10) denkleminde agagidaki ifadeler yerine

konursa,
A1=A2=1 5 .R1=00 ) R2:R (57)
dairesel silindirik kabuklar i¢in fonksiyonel elde edilir.

1) = - pu s, Pl-fs, 2] (5, 9Q) = [s,w] - [L.v]- [V, v,]

v

~(0:9) =[]+ (0. %) - (3w) + (010 + (a2.9) + (ga)

- [K’Ql,x]_ [T’QLS]— [QZ,xaT]_ [QZ,S’M]
+E(117){% (P,P)—V(P,N)+%(N,N)}+ F(ll_—v)(L,L)
il v ]

+m(T,T>+§(61_—V){<SaS)+<QaQ>}

+[R, (@-da), + [M(Q—Q)L + [ﬁuL + [MQL

(5.8)

5.3. Sonlu Eleman Metodunun Tanimi

Sonlu elemanlar metodu miithendislik uygulamalarinda iki ve ii¢ boyutlu karmagik
problemlerin kesin metodlarla ¢6ziimiinde karsilagilan zorluklari asmak igin
kullamlan yaklagik ve sayisal ¢oziim yontemlerinden birisidir. Sonlu elemanlar

metodu asagidaki sekilde tanimlanabilir.
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e iki veya ii¢ boyutlu problem sonlu sayida elemanlara ayrilir ve elemanlar diigiim

denilen sinir noktalar ile birbirine baglanirlar.

¢ Bolgenin elemanlara ayrilmasindan sonra kabuk buyiikliklerini ifade etmek igin

stirekli fonksiyonlar segilir. Bu fonksiyonlara sekil fonksiyonlar: ad: verilir.

e Parametrelerin nodal degerlerine gore fonksiyonel ekstremum yapilir, bilinmeyen

say1st kadar dogrusal denklem bulunur.
¢ Eleman matrisi elde edildikten sonra sistem matrisi olugturulur.
o Sinur kogullart dikkate alinarak denklem takiminin ¢ézimii yapilir.

Eleman sayisi arttirillarak yaklagik ¢ozimiin gergek sonuca yaklagmas: igin gekil

fonksiyonu siireklilik ve tamlik kosulunu saglamalidur.

5.4. Dikdortgen elemanlar

Sonlu eleman formiilasyonunda kartezyen koordinat sistemi igerisinde gosterilen bir
keyfi kabuk elemamin geometrisi, Sekil 5.2' de gosterildigi gibi, yerel veya dogal

koordinatlardaki dikdoértgen elemana doniigiir.

Z

Sekil 5.2 Global ve yerel koordinat sisteminde eleman
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Eleman matrislerini elde etmek i¢in y; bilinear gekil fonksiyonu

‘/’i(ga’?):%(l’l'é‘fi)(l"'ﬂﬂi) , & =il =2l (i=1..4) (5.9)

seklinde tamimlanabilir. Bu ¢alijmada kenarlar boyunca ara noktalar1 olmayan
dikdortgen eleman kullamlmigtir (Sekil 5.2.).

Sekil 5.3. Dikdértgen eleman

Sekil 5.3 de gorildugu gibi G dikdortgen elemanin afirlik merkezi olmak iizere &gve
X
n,

- - (5.10)

olur ve (5.9) denklemi her diigiim noktast i¢in yazilirsa,

n.n= 5 =8 (-n)
vaE.m)= + (1-¢) (1+7)

f (5.11)
v3e.m)= 7 (+¢) (-n)
veg.n)= 5 (+8) (+n)
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bulunur. (4.10) denklemindeki fonksiyonel incelendiginde, (4.11) denklemindeki

ifadelerin 0 /0a ve 0 /0f kismi tirevlerinin bilinmesi gerekmektedir. Zincir

kuralina gore,
Ovi _Ovi% ovi_Ovion (5.12)
ox  of x ' &y on Oy '

seklinde hasaplanabilir. Buna gore 7/ =1,...,4 i¢in bu tiirev iglemleri yapilirsa,

-

w1 w1
=L C1an) -L1+g)

2 oy
Wl Oy _ 1 _

=— (-1-7) , > "2 1-¢)

(5.13)
0 0 1
W3 (1— n) %3_:25 C1-¢)
s _ 1 O
ax "4a (1+77) ? ay 4b (1+§)
bulunur.

5.5 Parabolik Silindir Kabuklar i¢in Sonlu Eleman Formiilasyonu

Parabolik silindir kabuk eleman alt matrislerinin hesab1 igin (5.10) denklemindeki n

taumi kullamlarak (5.5) denklemindeki ifadeden

4, =\1+4a> 2 (b +ys) | (5.14)

elde edilir.
Elemanmn digiim noktalanndaki degiskenler u, v, w yerdegistirmeler, Q; , Q;
donmeler, P, N, L, S, Q, K, M, T i¢ kuvvetler olarak segilirse, bu degiskenler y;

sekil fonksiyonlari ile 6rmegin # = > u; y; seklinde ifade edilecektir.

Parabolik silindir kabuk igin eleman matrislerini agik sekilde, sekil fonksiyonu

ifadeleri ile bunlarin kismi tiirevlerinin dikdortgen eleman iizerinde alan
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integrasyonuni = 1,...4, j = 1,...4' e kadar hesaplanmasiyla elde edilir. Bu integraller

Mathematica 3.0 programi kullanilarak hesaplanmustir.

al=fviv; st [al=[viv;q 4 dd
A A
(5.15)

1

[k3]:_[‘/’i yjpdd , [k4]=IV/i v Ay ECM
A A

Bu altmatrislerin agik ifadeleri asagida verilmistir. Biitiin alt matrisler igin gegerli

olan bazi parametreler

Squ:,/1+(zbf1)2 , Sqr2=,/1+(1bfz)2 (5.16)

)Q,oglzLOG(1+4fcz(b2 —2byg+y82))
XLog2=L0G (L +4 fa(b* +2 b yg + yg*))

AreShl = LOG (bfl +(@r1) + 1), ArcSh2 = LOG (bfz +4/(r2)* + 1) (5.18)

(5.17)

Arctl = ATANQ f(~b + yg)a) , Arct2=ATAN(Q2 f (b + yg) ) (5.19)
fl=a® b? f3 fa=f?a? bf =b fa
fo2=a®b* f? fe=frgea b1=2 f a(b-)g) (5.20)
153 =a® B® f? fe2= 12 yg? o? b2=2falb+yg)
fo4=a* b f* 3=r>a?
4
a=— (5.21)

seklinde tanimlanmistir. Bu alt matrisler
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2*%cl:2%c2: ¢l : c2

(5.22.a)

...........................................

c2 3 2%c2:2%c3
burada,

¢1= A {Sqrl (38 bf +26 fg +272 f53-176 /b2 fg —80bf fg2—16 fg3)
— Sqr2 (26 bf +26 fg—16 fb3-48 b2 fe—48bf fg2—16 fg3)
—(ArcSh1 + ArcSh2) (348 02— 96 bf fz - 48 fg2)} /(2304 1)

2= A{Sqr1 (-6 bf —26 fg+48 f63-80 fb2 fg +16 bf fg2+16 fg3)
—Sqr2(68f 26 fg—48 fb3-80 /B2 fg—16bf fg2+16 f3)
+(ArcSh1 + ArcSh2)(3+48 fb2-48 fg2)} /(2304 1)

c3= A {Sqr1(-26 bf +26 fg+16 fb3-48 fb2 fg+485f fe2-16 fg3)
+Sqr2 (388f 26 fg +272 f63+176 /b2 fg—80bf fe2+16 fg3) (5.22.b)
—(ArcSh1 + ArcSn2) (348 f52 +96 bf fg—48 fg2)}/(2304 o1

~dli-d2: dl | d2

.....................................

[lp]=| it (5.23.2)

burada,

d1={Sqr1 (388 +272 /83 +26 fg—176 fo2 fg—80bf fg2-16 fg3)
— Sqr2 (26 bf —16 fb3+26 fg—48 fb2 fg—484f fg2-16 fg3)
— (ArcSh1+ ArcSh2) (348 /62— 96 bf fz 48 fg2) } /(1536 * fo1)

d2 = {Sqr1 (=6 bf +48 fb3-26 fg—80 fb2 fg+16 bf fg2+16 fg3)
—Sqr2 (6 bf —48 fb3-26 fz—80 fb2 fg—16bf fg2+16 fg3)
+(ArcShl + ArcSh2) (3+48 fb2 - 48 f22) } /(1536 % 1)
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d3 = {Sqr1(-26 bf +16 fb3+26 fg—48 fo2 fg+48 bf fz2—16 fg3)
+Sqr2 (38 bf +272 fb3-26 fg +176 fb2 fg-80bf fg2+16 fg3) (5.23.b)
— (AreSh1+ ArcSh2) (3—48 62+ 96 bf fg—48 fg2) } /(1536 * o)

-2:2:-1:1
-1i1i-212

[ks] = e .82 (5.25.2)

e2 i e3 2%e2i2%e3
burada,

el= 4 {~4bf —(Aren - Arci2) (1-4 B2-88f fg—4 fg2)
-2 ()Eogl - XLogZ) (bf + f2) } / (48 * jb2)

e2= A {45f +(Arerl - Arcr2) (1+4 f52-4 fg2)
+2(XLogl - XLog2) (1) § / (48* fo2)

e3= A {-4bf —(Arctl— Arct2) (1-4 o2+ 8 bf fg—4 fg2) (5.25)
+2(XLogl - XLog2) (bf - f)}/ (48 * fb2) o

olarak tanimlanmiglardir.

(5.15) denkleminde verilen eleman altmatrisleri, sabit kesitli parabolik silindir
kabuklar icin gegerlidir. Degisken kesitli kabuklar s6z konusu oldufu zaman h
kalinlik ifadesini iceren B uzama rijitligi, ve D egilme rijitligi, interpolasyon

fonksiyonlan ile hesaba katilmaktadir.

1

=2 BuVa II)':ZDm Ym » m=1.4 (526)
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B,=— , D,=— , m=1_4 (5.27)

diugim noktalarindaki kabuk elemammin kalinligina bagli  biyiklikleri

gostermektedir. Kesiti degisken olan kabuklar i¢in alt matrisler,

[kdI]: _[Wi Vi Ay Yy By d4

A
(5.28)
[kd2]= J"//i v A Y Dy d4
A
seklinde hesaplanmigtir. Bu alt matrislerin agik ifadeleri agagida verilmigtir
B11:B12: B13:Bl4
k] - 'B22:B23 B24
Al= | B3 B (5293)
................. Vil

burada,

Bl1=[3%*ccl* Bl +3*cc2* B2 + ccl * B3 + cc2 * B4]
B12 = [3*cc2* Bl +3*cc3 * B2 + cc2* B3 +cc3 * B4]
B13 =[ccl * Bl +cc2* B2 + ccl * B3 +cc2 * B4]
Bl4 = [cc2* Bl +cc3* B2 +cc2 * B3 +cc3 * B4]
B22 =[3*cc3* Bl +3*cc4* B2 +cc3*B3 + cc4 * B4]
B23 =[cc2* Bl +cc3 * B2 +cc2 * B3 +cc3* B4]

B24 = [cc3 * Bl + cc4 * B2 + cc3 * B3 + cc4 * B4]
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B33 =[ccl* Bl +cc2* B2 + ccl * B3 + cc2 * B4]
B34 =[cc2* Bl +cc3* B2 +3*cc2 * B3 +3 * cc3 * B4|

BA44 =[cc3* Bl + cc4* B2 +3*cc3 * B3 +3 * cc4* B4 (5.29.b)
degerlerini ifade etmektedir.

D11:D12: D13: D14

..................................

(5.30.a)

...................................

§ :D44
burada,

D11 =[3*ccl* D1 +3*cc2* D2 + ccl* D3 +cc2 * D4]

D12 =[3*cc2* D1 +3*cc3* D2 + cc2 * D3 +cc3 * D4]
D13 = [ccl * D1 +ce2 * D2 + ccl * D3 +cc2 * D4)

D14 = [cc2 * D1 +cc3 * D2 +cc2 * D3 + cc3 * D4]

D22 =[3*cc3* D1 +3*ccd* D2 +cc3 * D3 + cc4d * D4|
D23 =[cc2* D1 +cc3 * D2 +cc2* D3 + cc3 * D4]

D24 = [cc3* D1 + cc4 * D2 +cc3 * D3 + cc4 * D4|

D33 = [ccl * D1 +cc2 * D2 + ccl * D3 + cc2 * D4)

D34 =[cc2* D1 +cc3* D2 +3%cc2* D3 +3 * cc3 * D4]

D44 =[cc3* D1+ cc4* D2 +3* cc3* D3 +3 * cc4 * D4| (5.30.b)

burada [kd, | , [kd,] alt matrislerinde kullanilan bazi parametreler,
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ccl = A {Sqr1(~8+346 fb2+448bf fg+166/z2 +2352(82)° ~1248 /83 fg
768 b2 fg2 - 288 bf fg fg2-48(722)” )+ Sqr2 (8- 16642 - 3328f fg

166 fg2+48 (f52)° +192 /b3 fg+288 /62 g2 +192bf fz fe2+48(fg2)” )
—(ArcSh1 + ArcSh2) (45 bf +45 fg —240/b3 -720 /b2 fz

— 720 fg2 bf — 240 fg3 ) } /(46080 * fp4)

cc2 = A {Sqr1 (8+34 fb2 188 bf fg-166 /g2 +368 (/52)° 512 /83 fig
~32 fb2 o2 +1280f fz g2 +48(/22)” )+ Sqr2 (8+ 942 - 1281 f2

—166 fg2— 112 (f52)" —288 /53 fg—192 fo2 fg2 +32bf fz fo2+48(%&2)*)
+(ArcShl + ArcSh2) (15 bf +45 fg +240 /63 + 240 fb2 fg
— 240 fg2 bf — 240 fg3 ) } /(46080 * fb4)

cc3= A{Sqr1 (-8-94 B2-T2f fg+166/z2+112(f52)" - 288 /83 f&
+192 /o2 fg2 +32bf f fg2—48(722)" )+ Sqr2 (8+34 /62 +188 b7 fg

—166 fg2+368 (f52)° +512 /53 fg—32 /b2 fg2—1280f fz fe2+48(fz2)” )
+(ArcShl + ArcSh2) (15 bf — 45 fg +240/63 240 fb2 fg

— 240 fg2 bf +240 fg3 ) } / (46080 fp4)

coh = A {Sqr1 (8166 fB2+3328f fg—166/g2+48(f52)" 192 /83 fg
+288 fb2 fo2—192bf fz fe2+48(/g2)” )+ Sqr2 (~8+346 62 - 448 bf fa

+166 fg2+2352 (f62)” +1248 /b3 fg— 768 b2 fg2 + 288 bf fg fg2
—48(f22)* ) - (4rcSh1 + ArcSh2) (45 bf — 45 fg —240B3+ 720 f52 fg
— 720 fg2 bf +240 fg3 ) } / (46080 * f4)

(5.31)

seklinde tanimlanabilir. Bu durumda degigken kesitli olmasini da gozoniine alan

parabolik silindir kabuklara ait sonlu eleman matrisi,
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seklinde elde edilir. Burada,

1 B _2(1+v) 12
v=4 a=vy = 5_E
(5.33)
Bevs l=24(1+v) _12(+v)
E S*E

dir.

5.5.1. Smir kosullar:

(4.8) denkleminde verilen sinir kosullar1 geometrik ve dinamik olmak izere iki
tirliidar. Bu fonksiyoneldeki simnir kogullar terimleri agik olarak asagidaki sekilde

yazilabilir.
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Ipc =L, @-a)f +[4, P, @-2)F +[4L,(0-) + [V, (- D))
48, w-)E +[0, v -)E +[i,uf +[ar 8. uf
el f VE A [F [, 8 wE [k wf (5.34)
e 0 -0 +]r. (@ - P+ 47, (@, -0, )F

+[M,(Qz —f).z)]f +[AZE ,QI]Z +[f ,QIE +[T,Q2E +W,QZE

Parantez altindaki ¢ ve € alt indisli terimler, sirasiyla, sinir noktalan iizerinde gegerli
dinamik ve geometrik simr kosullarini géstermektedir. (5.34) denklemindeki sapkali
degiskenler sinir noktalar Gizerinde bilindigi zaman, bu sapkal: degiskene kargt gelen
terim veya terimler eleman matrisine katki saglayacaktir. o iist indisli terimler Sekil

5.2’de gorildiigi gibi normali o olan sinirlar tizerinde gegerlidir. Ornegin Sekil 5.3
deki dikdotgen elemanin x-y eksen takimi da gozoniine alinarak [4, P, (u - )

siir kogulu terimleri 1-2, 3-4 smirlar1 tizerinde, [L, (u - z?)]f sinir kosulu terimleri

1-3, 2-4 sinirlan tizerinde gegerlidir. Bu sinir terimlerinden eleman matrisine katki,

eleman sinirlar boyunca hesaplanan integrallerdir. Bu integraller,

-2af3 0 -a/3 O
0 2a/3 0 a3

[SI]ﬁ: ~a/3 0 -2a/3 0 (5.35)
0 a3 0 2a3
sls2 0 O
s2s3 0 O
L= 0 0 —s1 -2 (5-36.2)
0 0 —52 -53

seklinde elde edilir. Burada,
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sl=2 faSqgri(19b+13 yg+136 b fb2 - 88jb2yg 405 2 8 yg fg2)
+(-3+48 f62+96 fg bf +48 fg2) ArcSH1 + 2 f (b + yg a—13+8jb

+16 bf §g+8 f22) Sqr2 + (-3 + 48 fb2 + 96 fg bf + 48 fg2) ArcSh2}

s2={2faSqr1 (13yg—24bfb2+40fb2yg—8ygfg2+3b—8bfg2)
+(~3 +48 b2+ 48 fg2) ArcShl + 2 f & Sqr2 (-13 yg + 24 b fb2 + 40 yg fb2
~8yg fg2—-3b+8b fz2)+ (3+ 48 fb2 — 48 fg2) ArcSh2}/ (768153)

s3={2 f a(b—yg) Sqrl (-13 + 8 f62-16 fg bf +8 fg2 )+ (3 ~ 48 fb
+96 fg bf —48 fg2) ArcSh1 + 2 f a Sqr2 (195 - 13 yg +136b 2 +88

{bz 4(;1; fe2+8 yg fg2)+(—3+48 /b2 - 96 fg bf + 48 fg2 rcSh2
/(768

(5.36.b)
dir. Sinir terimlerinin dagilimi agagidaki eleman matrisinde gosterilmigtir.
[kP]BC = (5.37)
Degisken kesitli parabolik silindir kabuklar i¢in toplam eleman matrisi
[t]=lkp ]+ [kp l5c (5.38)

seklinde yazilabilir.
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(5.38) denkleminde toplu olarak verilen eleman matrisi tGiniform kalinlikli parabolik
silindir kabuk igin de gegerlidir. Béylece eleman matrisini ayrn ayr vermeye gerek

yoktur.

5.6 Dairesel Silindirik Kabuklar i¢in Sonlu Eleman Formiilasyonu

Bu calismada gelistirilen teori, pratik ©neme sahip olmasi agisindan dairesel
silindirik kabuklara da uygulanmistir. Dairesel silindirik kabuklarla ilgili ¢oziimli
ornekler bir ¢ok calisma iginde yer almigtir [43,51,52]. Eger (4.10) denklemindeki
fonksiyonelde,

A =4,=1 , R=o , R,=R (5.39)
yerine konursa, dairesel silindirik kabuklar i¢in fonksiyonel elde edilmektedir.
1) =y, Pl-lus, 2] (5, Q) -5, wil-[2,ve]-[V.v,]

~©.99)-lo wil (0. )= (R far. a2 ) + (g )

-k o= o]0, . 7]- o, 5 . M]

S Y ST R
+E(11:/7){%(K,K)—V(K,M)+%(M,M)}

LR AR Tt CRUIRY Y0
+[R, (- @)+ [M(Q—Q)L+[ﬁuL+[M,QL

(5.40)

Kalinlik boyunca kayma dagilim: sabit oldugu farzedilen benzer bir fonksiyonel
Omurtag ve Akoz [43] tarafindan elde edilmistir. Bu ¢alismada ise parabolik kayma
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dagilimi gozoniine alindigindan, anilan ¢aligma [43] ile Q; , Q, anlam farkligina

sahiptir.

Elemanin digiim noktalarindaki degiskenler u, v, w yerdegistirmeleri, Q; , O,

donmeleri, P, N, L, S, Q, K, M, T i¢ kuvvetleri olarak segilirse bu degigkenler y;

sekil fonksiyonlar ile ifade edilecektir. Denklem (5.15) de ifade edilen dikdértgen
elemana ait gekil fonksiyonlar kullamilacaktir. Dairesel silindirik kabuklar icin alt

matrisler,
[El]z _f‘//i y; dA
A
)= [viq v, a4 (5.41)
A

[’;3]=/le:',/3 yj dA

bigiminde hesaplanacaktir. Bu alt matrislerin agik ifadeleri,

4ab/9 4ab/18 4ab/18 4ab/36
4ab/18 4ab/9 4ab/36 4ab/18
4ab/18 4ab/36 4ab/9 4ab/18
4ab/36 4ab/18 4ab/18 4ab/9

[;'; o (5.42)

_b/3 —b/6 —b/3 —bJ6

_ 1 |86 ~5/3 ~b/6 —b/3

[e.]- b/3 Bl6 b3 b6 (5.43)
b/6 B3 b6 b3

~-af3 -af3 -al6 —al6
[I}— _ a/3 af3 al6 a6
3171-a/6 —a/6 —a/3 —a/3
al6 al6 a3 a3

(5.44)

olur. (5.41) denkleminde verilen eleman alt matrisleri, sabit kesitli dairesel silindirik

kabuklar i¢in gegerlidir. Degigken kesitli kabuklar s6z konusu oldugu zaman (5.26)
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kabuk i¢in alt matrisler,

[Ec1]= fl//i Vi By, v dA
A

[1;02]: .“V’i ¥ Dy, ¥ dA
A

ve (5.45) denkleminin agik ifadeleri

Bl11; B12 B13 B14

burada,

e B22:B231B24
focy | = | oo i SRR
‘B33 B34
Baa
Bii=| Pxp1+ “b*Bz+—*B3 *B4
4 12 12
Bl | Dap1+®upy Paps, “b*B4
12 12 36 36
Bi3=| @epis “—b*Bz+—*B3 *B4
12 36 12
Fla=| Papis a—b*BZ+—*B3+—*B4
| 36 36 36
52| Pup+®upy  Bup3  Pup,
12 4 36 12
3= Pxp1 1 Pupy  Pupy, Pupy
36 36 36 36
Boa=| Pxp1 1 Puapy  Pup3  Pupy
36 12 36 12

47

ve (5.27) denklemlerine benzer iglemler yapilarak degisken kesitli dairesel silindirik

(5.45)

(5.46.2)



12 36

B33=| —*Bl+—*B2+—*B3+—*PB4
4 12

ab ab ab ab }

B34 = [ *Bl+—*B2+—*B3+-—*B4

B44 = [
36

ab ab ab ab
36 36 12 12

£IE*BI 12*32+1§*B3+a7b*B4}

degerlerini ifade etmektedir.

[ ab ab ab ab,
12 4 36

| 36 12 36 12

D11 D12 D13 :D14

.....................................

[— D22 D23 D24
kcz pedl [ I L L U S
D33 :D34

D44

(9 4 D14 a s Pupyy “b*D4]

|4 12 12 36

D p14+B s g+ w3 Dk py
12 12 36 36

(D 1+ 2a g+ Bup3 e e py
12 7 36 12 36

(3 1+ epp @ up3 B py

| 36 36 36 36 |

—*Dl+—*D2+—*D3 + 12 * D4

(@ p1+ @ xpy @ p3 Py

| 36 36 36 36

-

(9 s o1+ x Doy Poxp3 . P py |
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ab

D33 = [——*Dl+—*D2+—*D3+—*D4

12

ab
36

ab ab ab
36 4 12

36 12

D34 = [—*D1+—*D2+—*D3+E*D4

ab

D44 =| —*Dl+—*D2+—*D3+—*D4
12 4

36

ab ab ab ]

ab ab ab } (5.47.b)

12

seklindedir. Boylece degisken kesitli olmasim da g6zéniine alan dairesel silindirik

kabuklara ait eleman matrisi asagidaki sekilde yazilabilir.

(5.48)

burada, (5.33) denklemleri gegerlidir.

5.6.1 Sinir kosullan

Dairesel silindirik kabuklarin sinir kosulu ifadelerini elde etmek igin denklem (5.34)

de A; = 1 yerlestirilerek
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BC=[L, @-a)f +[P, Gu-)f +[L, 0-9) + [V, 69
S R CE) S e N 20/ (0 e ) |8
o VB [s wE R wE+[E. - )F (5.49)
dr -0 P+ r (@ - + . (o, -0, P+ 2. o f
ol P .o, f

elde edilir. Bolim 5.5.1 de anlatilan benzer islemler uygulanarak,

-2a/3 0 -a/3 0
0 2a/3 0 a3

[S1]B: —a/3 0 -2a/3 0 (5.50)
0 a/3 0 2a/3
~2b/3 -b/3 0 0
~b/3 -2b/3 0 O

%], = 0 0 25/3 b3 (5.51)

0 0 b/3 2b/3

elde edilir. Sinir terimlerinin dagilimi agagidaki eleman matrisinde gosterilmigtir.

wiviwiQ ) PIN LS QK|

ok
-~

[kcpe = (5.52)

.70
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5.7 Hata Analizi

Sonlu eleman ¢dziimlerinde ortaya ¢ikan yaklagim hatalar

e Geometride yaklagiklik
e Degiskenlerin interpolasyon fonksiyonlar ile yaklagik gosterimi
e Sayisal iglem hatalan
¢+ Eleman denklemlerinin bulunusunda integrasyon
* Denklem ¢6ziimleri
e Baz buyikliklerin sonradan sayisal tiirevle bulunmasi

Bu hatalarin enerji normundaki agagidaki esitsizligi sagladigi gosterilebilir.
lel = e —uh"sCZk (5.53)

burada u gergek ¢oziim, u, sonlu eleman ¢ozimii, k yaklasim oram, c¢ sabit,

¢ karakteristik eleman uzunlugudur.
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6. SAYISAL ORNEKLER

6.1 Statik Uygulamalar

Bu boliimde gelistirilmig olan parabolik silindir (PRSH52) kabuk eleman ile dairesel

silindirik (CRSH52) kabuk elemanina ait 6rnekler incelenmistir.

PRSHS52 kabuk elemam ile degigik problemleri ¢6zmek miimkiindir. Sekil 6.1 de
gosterildigi gibi f paraboliin sarkmasi, ¢ paraboliin agiklifi olmak tizere m=f//

orant paraboliin basikligimi gostermektedir. Basiklik oram m azaldikca parabolik

silindir kabuk bir plaga, ve parabolik kirig dogru eksenli bir kirige déniigmektedir.

!

A
Y

Sekil 6.1 Parabolun geometrisi

Geligtirilen teorinin performansim ve dogrulugunu gozlemek tizere 6zel halde dogru
eksenli cubuk, plak, egri eksenli ¢ubuk problemleri ¢ozilmastir. Sayisal sonuglarin
kesin ¢oziimlerle uyumlulugu gézlenmigtir.

6.1.1 iki Ucu Ankastre Mesnetli Kiris

Bu o6mek ile PRSHS52 kabuk elemaninin kesin ¢6ziime yaklasimi ve dogrulugu
gosterilecektir. Cok basit olarak Sekil 6.2 de gosterildigi gibi q = 10 kN/m duzgiin

yayith yiikle yikli iki ucu ankastre mesnetli kiriglerin ¢6ziimi incelenmigtir.

52



Malzeme 6zellikleri ve boyutlari; E = 2x107 KN/m%, v=03, /=10m, f=0.01 m,
h=0.50 m, b=0.20 m dir.

Sekil 6.2. Diizgiin yayih yiikle yiiklii , iki ucu ankastre mesnetli kirig

Sekil 6.3' de sembolik olarak gosterilen eleman ag1 gozonine alinarak yapilan

A
Y

Sekil 6.3 Eleman aglar:

¢oziimlerde yar1 agikliktaki eleman sayisina kargi orta noktanin ¢okmesi ve momenti
sirayla Sekil 6.4 ve 6.5 de grafik olarak verilmigtir. b genisliginde eleman say1s: tek

olarak alinmaigtir.
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-0.0011

-0.0012 —
-0.0013 —
g -0.0014 — ,
o 1 /
g -0.0015 -] | —<—  Tek eleman sayist
] —&@— Cift eleman say1s1
-0.0016 B — - - Sayisal ¢dziim (0.00129 m.)
-0.0017 —
-0.0018 | 1 17 -I‘T 1T I 1T 17 i L [ T -
0 5 10 15 20 25

Eleman sayisi

Sekil 6.4 ki ucu ankastre mesnetli kiriste ¢okme icin yaklasim kontrolii

-36 —
-40 —
-44 -
) 4
é -48
g 52 j ——<>—  Tek sayih elemanlar
g §
b= ] —4- Cift sayili elemanlar
-56 q ] Kesin ¢6ziim (41.667 kNm)
-60 —
{1 &
'64 I’TIT]TII"TIIIIIITTF—TTT'TT*’ﬁ
0 5 10 15 20 25

Eleman sayisi
Sekil 6.5 Iki ucu ankastre mesnetli kiriste moment igin yaklasim kontrolii

Bu sekillerden gorildagi gibi, tek veya ¢ift sayili elemanlara bagli olarak elde edilen

sonuglarin {istten ve alttan dogru sonuglara yaklastig1 gézlenmektedir.
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(5.53) denkleminde verilen hata analizi gok yararhdir. Bu hata analizi ile dogru
sonuglar bilinsin ya da bilinmesin yaklagik ¢oztimlerin dogrulugu ve sonlu eleman
¢oziimlerinin dogru sonuglara nasil yaklastig hakkinda fikir verir. Sekil 6.6 ve Sekil
6.7 de gosterildigi gibi swrasiyla Log(¢) - Log(elw, ve Log(f) - Log(e)u hata
egrilerinin yaklagik olarak dogrusal oldugu goriilmektedir [8].

-3.0
-3.5
4.0

-4.5

Log(e)w

l|I|]llJ_lJIlII|LIII|II‘4LllJ!II

‘6.0 ’lf[lllll'"llll[llllllllllf"’

.18 -16 -14 -12 -10 08 -0
Log®)

Sekil 6.6 w' deki hatanmin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda gosterimi

1.50
1.25
1.00
0.75

' ¥
lIlII_LLLIIIHH!lILll

0.50
0.25

Log(e) M

Liarida

0.00

1

-0.25

lJH]HII

-0.50

L

-0.75

‘
. il

-1.00

R S AR T TSI

-14  -12 -10 -08 -06
Log ()

'
—
[0 4]
[
—
(o)}

Sekil 6.7 M' deki hatanin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda gosterimi
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Iki ucu ankastre mesnetli kirisler igin eksen boyunca elde edilen Q kesme kuvveti, M

momenti ve w ¢ékme sonuglan Sekil 6.8 (a)-(c) de verilmistir.

Q (kN)
oS
|

S B L L S B Bt A B O
S5 4 -3 2 -1 01 2 3 4 5
y (m)

(®)

M (kNm)
S

HII‘IIII!III'EIK|I|IIII|IIII

T T LT N
S5 4 -3 2 -1 01 2 3 4 5

y (m)

0.0E+0 —
-6.0E-4
-1.2E-3 -
-1,8E-3 T ‘ T I T ; T T T { T ! T { T ; T ‘

-5 4 -3 -2-101 2 3 4 5

w (m)

J_Lll|J]ll!|lH

y (m)
(©

Sekil 6.8. a) Kesme kuvveti diyagrami b) Moment diyagrami c) Elastik egri
diyagrami
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6.1.2 Kenarlarindan Basit Mesnetli, Diizgiin Yayih Yiike Maruz Plak

Bu caligmada gelistirilen PRSH52 kabuk eleman ile bir ¢ok ¢aligmada ele alinan
dort kenarindan basit mesnetli, diizgiin yayih yike maruz plak ¢o6zimii yapilmigtic
Sekil 6.9 da problemin boyutlan, yiikii ve malzeme 6zellikleri sirasiyla 2a=2b=10 m,
f=0.01,h=01m,q=1 kN/m?%, E = 2x 10" kN/m?, v = 0.3 olarak alinmigtir.

AT
q d“_’ql

x' l—q
|l v v v v
AN VAN

2b ‘

Sekil 6.9 Basit mesnetli dikdortgen plak

Eleman sayis1 arttirnlarak yapilan g¢oziimlerde orta noktamn ¢dkme ve moment
degerlerinin kesin ¢oziime yaklagimlan Sekil (6.10-6.11) de gosterilmigtir. Sekil 6.11
de gosterildigi gibi tek ve ¢ift sayili elemanlar igin moment degerlerinin dogru

degere yaklagiminin alt ve st limitleri oldugu gézlenmigtir.

Kirchhoff Plag: w = 0.0217 m.

—/—  Cift say1h elemanlar
—4)—- Tek sayih elemanlar

w (m)

Sayisal ¢6ziim (w = 0.02182 m)

8 9 10

Eleman sayis:

Sekil 6.10 Basit mesnetli plakta ¢okme i¢in yaklagim kontrolii
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44 —

45 —=
46 —
g 47 = _ .
S 48 —
% z Kirchhoff Plagi M = 4.79 kNm/m
s 49 -—
50 - E -{3—-  Gift sayil elemanlar
51 3 —4—  Tek sayih elemanlar
5.1 —
3 — 4~ — Sayisal ¢goziim (M = 4.71 kNm/m)
-5-2 ‘llll||||||l||[||[1|||]l]]]"IIIIF;T‘TIY
| I
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Eleman sayis1

Sekil 6.11 Basit mesnetli plakta moment i¢in yaklagim kontrolii

Sonlu eleman ¢oziimlerinden elde edilen sayisal sonuglardaki hata analizleri Log (f)

eksenine kargi Log(e)w Sekil 6.12 de ve Log (Z) eksenine karg1 Log(e)m Sekil 6.13 de

verilmisgtir.

Log(e)w

-3.00

-3.25

-3.50

-3.75

-4.00

-4.25

1
WI!IIIII‘LIIJI\TT_J

ol

e

s S U S el S e Sl S

'[TYII‘!‘I
|

-1.00 -0.80 -0.60

Log()

-1.40 -1.20

Sekil 6.12 w' deki hatanin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda gosterimi
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-0.50

-0.75

-1.00

-1.25

Log(e) M

-1.50

-1.75

llllilllll!llllllllilllI{IIJ_LJ

-2. 00 T T T T I T T T T I T T T T | T T T T ]

-1.40 -1.20 -1.00 -0.80 0.6
Log(®

Sekil 6.13 M' deki hatanin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda gosterimi

6.1.3 Iki Ucu Ankastre Mesnetli Parabolik Kiris

Gelistirilen PRSH52 kabuk elemaninin perfonmansini kontrol etmek igin Sekil 6.14
de geometrisi ve yiiklemesi gosterilen parabolik bir kirigin ¢6ziimii yapilmastir.
Parabolik kirige ait boyutlar, yitkkleme, ve malzeme 6zellikleri, sirasiyla £ = 10 m,

f=5m,h=050m,b=0.20m, g= 10 kN/m, E = 2x 10" kN/m* v=0.3 alinmugtur.

q=10kN/m

I
Y YYVYYYY

LTSS . V2204

&,,,,,,,,,,,,,,, e e )‘

Sekil 6.14 Iki ucu ankastre mesnetli parabolik kiris
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Sekil 6.15 ve 6.17 de gorildiigii gibi eleman sayilarina kars1 parabolik kirigin tepe
noktasina ait w yerdegistirme, M moment ve N normal kuvvetin sayisal ¢6ziime

yaklagimi gosterilmigtir.

-5.60 —
-6.00 — —4@—  Tek sayili elemanlar
6.40 7 —A——  Cift sayih elemanlar
640 —
E 7 --—-- Sayisal ¢oziim (w = 7.48E-6 m)
2 ]
Lé-] -6.80 —
z .
3 —
-7.20 —
I e e e e S v el el mall e il S S i, IR &
-7.60 — //g’q
-8-00 —Tf]l’[l]l’l|||||||||l||I|IIIflll||I|||”[ll!ifl[l’\x!!‘[

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2
’ Eleman sayisi

Sekil 6.15. Parabolik kirigin tepe noktasindaki enine yerdegistirme i¢in yaklagim

kontrolii
02 —
0.1 — [i
0.0 —: —&— Cift sayih elemanlar
E —€>—  Tek sayih elemanlar
g 01 -]
é ] — - —  Sayisal ¢6ziim (M = - 0.44 kNm)
= -02
-0.3 —
0.4 —
A e e e e i e e i i it
'0.5 . TIIT[ITTT} \‘\\\]1‘\‘\TVT]TI\[TTTT[ITT T ™

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Eleman sayis1

Sekil 6.16. Parabolik kirigin tepe noktasindaki moment igin yaklagim kontrolii
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=22 —
24 —
Z. ]
26 —|
] -—@)— Cift sayih elemanlar
i —&>—~ Tek sayili elemanlar
-28 —
. --—-- Sayisal ¢6ziim (N=-24.65 kN)
-30 ]l]]]l‘[l!lll|||I||||'l|'TTfI[|||TIIIIIIT*r]!rlllllf]'Yi

0 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20 22
Eleman sayis1

Sekil 6.17. Parabolik kirigin tepe noktasindaki normal kuvvet igin yaklasim kontrolii

Sekil 6.15-6.17 den goriildiigii gibi tek ve gift sayih elemanlar i¢in ¢okme ve normal
kuvvet degerlerinin teorik sonuglara yaklagimimin alt ve Ust limitlert oldugu
gbzlenmigtir. Sonlu eleman g¢oziimlerinden elde edilen sayisal sonuglardaki hata

analizleri Log (f) eksenine karsi Log(e)w Sekil 6.18 de ve Log (Z) eksenine karst
Log(e)m Sekil 6.19 da verilmistir.

61



-5.00 —

-5.50 —
]
5 i
O
& 600 —
o —
= ]
-6.50 —
'7.00 T T T T T T T T T T T T T T
l I T
-1.50 -1.25 -1.00 -0.75 -0.50

Log()

Sekil 6.18. w' deki hatamin eleman boyuna gore logaritmik koordinatlarda gosterimi

0.0 —

-0.5

HE B LJ_ S W B

1 i
NS S

1.0

log(e) M

RSN FR S

15
s

¥
'2.0 '"—IJ—ﬁ'T’ T T T‘ I """"'T""[ [ T [ re ] o ' i i
-1.5 -1.3 -1.0 -0.8 -0.5
Log()

Sekil 6.19. M' deki hatanin eleman boyuna gére logaritmik koordinatlarda gosterimi
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Sekil 6.20 (a)-(c) de parabolik kirigin ekseni boyunca N normal kuvvet, M egilme

momenti ve Q kesme kuvvetinin degisimleri verilmigtir.
-20

-30

N &N)

-40

lLII|lI|I|I!lIIIIIII

1
w
A
3
w
N
i
—
(o]

0.75

0.50

0.25

0.00

M (KNm)

-0.25

IlI[!IIllYYIIIIILI[]IIIl

LE RN inmanlF ey

(©
Sekil 6.20. Parabolik kirig boyunca i¢ kuvvetlerin degisimi a) N, b) M, ¢) Q
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6.1.4 Dairesel Silindirik Kabuk

Geligtirilen CRSH52 kabuk elemanin performansi, bir gok mevcut ¢aligmada ¢ozimi
yapilan kabuk cat1 probleminde denenecektir. CRSHS52 kabuk elemam: Omurtag ve
Akoz [43] tarafindan geligtirilen S13 kabuk eleman: ile hemen hemen benzer 6zellik
gosterse de tamamen kinematik farkliliga sahiptir. Sekil 6.21 de geometrisi verilen
iiniform dairesel silindirik kabuk, q = 4.393 kN/m* kendi agirlig1 altinda uglarindaki
diyaframlara mesnetlenmigtir. Malzeme 6zellikleri ve boyutlan1 sirasiyla v = 0.3,

E = 2x10” KN/m?, Ly= 15.64 m, h=0.0762 m, 0 = 40° dir.

Sekil 6.21 Uglarindan diyafram olarak mesnetlenmis dairesel silindirik kabuk

Problem, simetri kosullan kullamlarak sistemin doértte biri igin ¢Oziilmustiir.
Kargilagtirmal: sonuglar v, w yerdegistirmeler ve P, K, M i¢ kuvvetleri i¢in Sekil

6.22 (a)-(e) de grafik olarak verilmistir.

—/A\~- CRSH52

B
3 A D
000 —- - - B s A
g i ve =00232m
" 00 C ve® = 0.0200 m
i vel’=0.0220 m
1
[ (-
-0. 04 * IR S S S 77';7"’77 3 CoTTTTTTTTTT TR he b ‘ e
-40 =30 =20 -10 0
(a)



0.050

0.000 -

w (m)

-0.050

-0.100

2000

P (kN/m)

1000

wp =0.0185m
wo'?'=0.0129 m
wo'=0.0142 m
wpl=0.0139m

-40 -30 -20 -10 0

®)

1 <> CRSHS2 Pc =1057 kN/m
_3C Pc*)= 1070 kN/m
N

PP = 1002 kKN/m
Pl = 1101 kN/m

0
-1000 A T e 0
-40 30 20 -10 0
(c)
4 — D
j —A— CRSH52
e
- Ko = 3.566 KNm/m
e ;C\/ Ko™ = 3.7 kNm/m
1 Ko™ = 4.3 kNm/m .
-4 i T T T T | T T LR I "I"‘ T T T : T T e
-40 -30 20 -10 0
@
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g |
R, Mp =9.083 kNm/m
< ! M = 10.80 KNm/m
s Mp*1 = 9.083 KNm/m
1 MpP? = 9.207 kKNm/m
LC
0 \1 T ~ T T [ T T T T ! T T T T l T T T T ][ eo
-40 -30 -20 -10 0
©

Sekil 6.22. CD boyunca yerdegistirmeler ve i¢ kuvvetlerin degisimi
6.1.5 Parabolik Silindir Kabugun Basiklik Oraninin Yerdegistirme ve i¢
Kuvvetler Uzerindeki Etkisi

Bu 6rnekte parabolik silindir kabugun i¢ kuvvetlerin dagilimi ile basiklik arasindaki
iliski arastinlmigtir. Uniform yiik etkisi altindaki kabugun geometrisi ve yik
dagilimlan sirastyla Sekil 6.21 ve Sekil 6.23 de verilmigtir.

_q
vy +’Z+ Yvyy

14

A
Y

Sekil 6.23 Kabuklar igin digey yik dagilimlarn

Parabolik kabugun malzeme o6zellikleri ve boyutlani E = 2x107 kN/m?, v = 0.3,
Lx=1564m h=00762m,y=4898m, f;=1.782m, £,=3.733 m, f3 =4.898 m,
dir. Problem simetri kosullar1 kullamlarak sistemin dortte biri igin ¢dzilmugtiir. Ug
farkh yiikseklige gore v, w yerdegistirme ve M, K, P, N, Q i¢ kuvetlerin CD
boyunca degisimi Sekil 6.24(a)-(g) grafik olarak verilmigtir.
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- ~—&— £=1783m
4 —4@— =373m
E - /6\\\1&— f=4.898 m
€ 2 :
o4 -
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Sekil 6.24 Parabolik silindir kabugun basiklik oraninin yerdegistirme ve i¢ kuvvetler
tizerindeki etkisi

Ic kuvvetlere ait grafikler incelendiginde f arttikga i¢ kuvvetlerin degeri

azalmaktadir. Boylece basiklik orami kiigiik olan kabuklarin uygun olmadig:

gozlenmektedir.

6.1.6 Parabolik ve Dairesel Silindirik Kabuklarin Karsilagtinnlmas

Sekil 6.21 de verilen dairesel silindir kabuk cati ile, Sekil 6.23 de iiniform diisey
yuke maruz parabolik silindir kabuklarin ayni agikliga ve yikseklige sahip olmalan

halinde geometrilerinin i¢ kuvvetler iizerindeki etkisi kargilagtinlmigtir.

e Kargilagtinlan sonuglar 6= 40°, f; = 1.783 m icin yerdegistirme v, w ve i¢

kuvvetler M, K, P, N i¢in grafikler Sekil 6.25(a)-(g) verilmistir.
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Q (kN/m)

(e)
] —=f=— PRSH52
~ 2 —
g 1 —<— CRSH52
0 —
g :
M 2 E
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-5 -4 -3 2 -1 0
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g 10 — |
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<) ] e T
= 3
E
0 i@
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y (m)
®

Sekil 6.25. Parabolik silindir kabuk ile dairesel silindirik kabuklar i¢in yerdegistirme
ve i¢ kuvvet dagilimlarinin kargilagtirilmast, £=1.783 m,0 = 40°
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e Ikinci kargilagtirmada ise dairesel silindirik kabuk igin 6 = 60°, ve parabolik
silindir kabuk i¢in f; = 2.83 m alinarak yapilan ¢6zimde yerdegistirme v, w ve

i¢ kuvvetler igin M, K, P, N grafikleri Sekil 6.26(a)-(f) verilmisgtir.
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Sekil 6.26 Parabolik silindirik kabuk ile dairesel silindirik kabuklar i¢in yer
degistirme ve i¢ kuvvet dagilimlarinin karsilagtirilmas, f=2.828 m,

6 =60°

e Son olarak dairesel silindirik kabuk igin 6 = 74.62°, ve parabolik silindir kabuk
i¢in f; = 3.732 m alinarak yapilan ¢oziimlerde yerdegistirme v, w ve ig

kuvvetlerin M, K, P, N kargilagtirmali sonuglan Sekil 6.27(a)-(f) verilmisgtir.
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Sekil 6.27 Parabolik silindirik kabuk ile dairesel silindirik kabuklar i¢in yer
degistirme ve i¢ kuvvet dagilimlarinin kargilagtirilmasi, f=3.732 m, 6 = 74.62°.
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Ayni agiklik ve yikseklige sahip parabolik silindir ve dairesel silindirik kabuklar igin
yapilan c¢ozumlerin grafikleri incelendiginde, dairesel silindirik kabuklarin
yerdegigtirme ve i¢ kuvvetlerinin, parabolik silindir kabugun yerdegistirme ve ig

kuvvetlerinden kiigik kaldigi gézlenmisgtir.

6.1.7 Degisken Kalinhklh Parabolik Silindir Kabuklar

Geligtirilen PRSHS52 kabuk eleman: ile x ve/veya y dogrultusunda degisken kalinlikl:
kabuk ¢6ziimleri de yapmak miimkiindiir. Sekil 6.21 de gosterilen kabugun malzeme
Ozellikleri ve boyutlar1 ayn1 kalmak sartiyla sadece radyal dogrultuda baglangigtaki
(hy) kalinliginin, tepe noktasindaki (h,) kahnliga oranlan (hyh,) degistirilerek
yerdegistirme ve i¢ kuvvetler iizerindeki etkisi incelenmigtir. Sekil 6.28(a)-(g) de
yerdegistirme v,w ve i¢ kuvvetler M, K, P, N, Q ait grafikler verilmigtir.
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Sekil 6.28 Farkli kalinlik degisimleri i¢in yerdegistirme ve i¢ kuvvet sonuglarinin
kargilagtiriimasi
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6.2. Kabuklarin Dinamik Analizi

Yapmin dinamik yiikler altinda davramgim bulmak igin oncelikle statik
davramglarin1  veren matematik modele ulagmak gerekir. Statik analizde
yerdegistirmelerin  tirevleri  kullanilirken, dinamik  6zellikler  dogrudan
yerdegistirmelere baglidir. Bu da daha az degigsken kullanlarak dinamik analiz
yapilabilecegini gosterir. Bu nedenle dinamik analiz igin serbestlik dereceleri

azaltilir. Serbestlik derecelerinde azaltma iki gekilde yapilir.

e Atalet kuvveti 6nemli goriilen yerdegistirme bilegenlerine verilir.
e Dinamik parametrelerin sayisi segilen fonksiyonlarla sinirlandirilabilir.

(Rayleigh-Ritz metodunda oldugu gibi).

Bu ¢aligmada birinci yol izlenmistir. Cok basit bir yapiya sahip olmasina ragmen
dairesel silindirik kabuklarin bile, kesin ¢6ziimi olduk¢a yorucudur. Iki ucu ankastre
silindirik kabugun titresimleri Donnell denklemlerine dayanarak elde edilmigtir [4].
Teorik ¢oziimlerde de d6nce u, v, w yerdegistirmelerinin her ugiine atalet kuvveti
verilerek frekanslar bulunmug, daha sonra sadece dinamik halde en etkin oldugu
dusiinillen w ye atalet kuvveti verilerek frekanslar bulunmugtur. Her iki haldeki

sonuglarin birbirine yakin oldugu gésterilmistir.

Bu ¢aligmada, statik analiz igin gelistirilen sonlu eleman formiilasyonunda, sadece
nodlardaki w ler dogrultusunda atalet kuvveti verilerek serbestlik derecesinin
azaltilmasi yoluna gidilmistir. w lerin digindaki biitiin degigkenler d ile gosterilmistir.

2

w dogrultularinda g, =—@” mw atalet kuvvetleri dig yilk olarak almirsa (5.32)

denklemindeki sonlu eleman matrisi

Ky K, | [d
[KHKle}:{ 0 } 6.1
218322 | (W - mw

haline gelir. Burada [m]: ph [kl] eleman yayili kiitle matrisi, p yogunluk, h kesit

kalinligidir. Bu matris kitlenin siirekli degisimi goz oniine alinarak hesaplanmigtir.

Bu denklem agik olarak yazilirsa,
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Kll d+ K12 w=0 (6.23)

K21 d +K22 W= —0)2 mw (62b)

elde edilir. (6.2a) denkleminden d ¢oziiliir,

d= ’"[K{l][KIZ] w} (6.3)
ve (6.2b) denkleminde yerine konursa,

[k* )= -0 M1 v (6.4)

elde edilir. (6.4) denklemindeki kisaltma ise,

I |= Ko ] K] [y K] 65)

dir. (6.4) denklemiyle standart 6zdeger problemine erigilmektedir.

Elde edilen bu yap: 6nce parabolik silindir kabuklara uygulanmistir. f sakma degeri
cok kiigiik secilerek degisik simir kosullari igin bilinen plak serbest titregim
frekanslarina ulagilarak formiilasyonun dogrulugu kontrol edilecektir. Daha sonra
dairesel silindirik kabuklar igin aym yaklasimla yine literatiirde ¢oziilen bir ucu
ankastre diger kenarlari serbest olan dairesel silindirik kabuklarin g¢oziimleri
yapilacaktir [53-54]. Bu ¢oziimlerden sonra gelistirilen PRSH52 kabuk eleman: ile

m={// basiklik oram igin literatiirde bulunmayan parabolik silindir kabuklarin

serbest titregim frekans ve modlan verilecektir.

6.2.1 Dort kenarindan basit mesnetli kare plak

Dort kenarindan basit mesnetli BBBB kare plak igin tiresim analizi yaptlmuistir.
Malzemenin geometrik 6zellikleri E = 2x10” kN/m®, v=0.30, L=2a=2b=10m,
f=0.01 m ve p =2400 kg/m® olarak alinmigtir. Gelistirilen programun sonuglari
Leissa [55] tarafindan elde edilen analitik sonuglarla, ve Gateaux diferansiyeli

metodu kullanilarak yapilan ¢oziimlerle karsilagtinilmigtir [56-57]. Frekans

paremetreleri @,,,= a)anz,/ ph/D , igin Tablo 6.1 de verilmistir.
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Tablo 6.1 BBBB kare plak igin frekans parametreleri @, = @y 12 Jph/D

Frekans [55] [56] [57] PRSH52

Parametreleri

@ 19.738 19.911 19.703 19.774

w2 49.349 50.112 49.069 49.088

@ 49.349 50.112 49.069 49.066

on 78.958 80.090 78.354 78.340

@3 176.981 182.776 172.10 172.10

Sekil 6.29(a)-(e) de elde edilen dogal frekanslar @y lerin mod sekilleri ve kontur

¢izgileri verilmigtir.
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d) BBBB igin ass'e ait mode sekilleri ve kontur ¢izgileri

Sekil 6.29 BBBB @11, a2, ®21, @y, VE an3 frekanslanna ait mod sekilleri ve kontur
cizgileri
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Gelistirilen yiiksek mertebeden kabuk teorisinin, enine kayma etkilerinin de
gbzoniine almasindan dolayr yukarida ¢éziimii yapilan BBEB kare plak problemin
verileri kullanilarak kahnlik degisiminin, frekans parametreleri tizerindeki etkisi

incelenmistir. Degisik (b/2a) oranlant i¢in frekans parametreleri Tablo 6.2 de

verilmigtir.

Tablo 6.2 Degisik (h/2a) oranlar i¢in BBBB kare plagin frekans parametreleri
Ty = Oy L Jph/D

h/2a 0.01 0.015 0.02 0.05 0.10 0.20

wn  19.878 19.774 19.721 19.431 18.682 16.838

w12 49.181 49.088 48.995 48.063 45.319 38.298

@ 49.132 49.066 48.992 48.061 45.318 38.298

@ 78.499 78.340 78.132 75.851 69.454 55.221

w33 172.710  172.100 171.260 162200  139.38 98.676

6.2.2 ASSS kare plak

Bir tarafi ankastre diger kenarlari serbest kare plagin titresim analizi yapilmigtir.

Frekans parametreleri @,,;,, = ®,,, I? ph/D igin Tablo 6.3 de verilmigtir. Burada

da sonuglarin, Leissa [55] tarafindan yapilan analitik ¢6ziimlerle karsilagtirildiginda,

uyumlu oldugu gézlenmigtir.

Tablo 6.3 ASSS kare plak i¢in frekans parametreleri

Dmn = Pmn I vph/D

Frekans [54] PRSHS52
Parametreleri
B11 3.440 3.472
D12 8.210 8.189
(077} 21.090 21.150
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6.2.3 Dairesel silindirik kabugun serbest titresim analizi

Bu cahgmada gelistirilen teorinin serbest titresim  problemlerine de
uygulanabilirli§ini gostermek iizere, literatiirde ¢oziimii yapilan dairesel silindirik
kabuklara uygulanacaktir [53]. Sekil 6.30 da gosterilen dairesel silindirik kabugun,
uzunlugu a, genislifi b ve kalinlifida h olmak tizere bir kenart ankastre diger

kenarlan serbest olarak alinmgtir.

Sekil 6.30 ASSS dairesel silindirik kabuk

Dairesel silindirik kabuk i¢in (a/b=1), (b/R =10.5), (a/ h=100), ve Poisson orani
v = 0.3 alinarak ¢oziimler yapilmistir. Elde edilen serbest titresim frekanslarina ait
simetrik(S) ve antisimetrik(AS) mod sekilleri, sirasiyla Tablo 6.4 ve Tablo 6.5 de

verilmigtir.
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Tablo 6.5 ASSS dairesel silindirik kabuk i¢in antisimetrik frekans parametrelen ve
mod sekilleri @, = @y L2 Nph/D
ANTISIMETRIK

6.2.4 Parabolik silindir kabugun serbest titresim analizi

Yapilan literatir aragtirmasinda parabolik silindir kabudun serbest titresimlerini
inceleyen galigmalara rastlanmamigtir. Sekil 6.30 daki ¢o6zimii yapilan kabugun
geometrisi kullamlarak PRSHS52 kabuk elemam ile degigik m= f/ ¢ basiklik oranlan
i¢in ¢oziimler yapilmigtir. Once £= 0.01m igin CFFF kare plaga ait serbest titresim
frekanslan hesaplanarak simetrik ve antisimetrik mod sekilleri Tablo 6.6 ve Tablo

6.7 de verilmigtir.
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Tablo 6.6 ASSS plak igin simetrik frekans parametreleri ve mod sekilleri
G = Omn L [ ph/D , m=0.001

SIMETRIK
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Tablo 6.7 ASSS plak igin antisimetrik frekans parametreleri ve mod sekilleri

Bn = Opn L2 [ph/D , m=0.001
ANTISIMETRIK

57.822 79.702 1143.6

f = 0.635m ahnarak bolim 6.2.3 de ¢oziimii yapilan dairesel silindirik kabuga
esdeger parabolik silindir kabugun serbest titregim ¢6ziimii yapilmugtir. Elde edilen
titresim frekanslarina ait simetrik ve antisimetrik mod gizgileri sirastyla Tablo 6.8 ve

Tablo 6.9 da verilmigtir.
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Tablo 6.8 4SSS parabolik silindir kabuk i¢in simetrik frekans parametreleri ve mod
sekilleri @, = Gy L2 JpPh/D ,m=0.0635

SIMETRIK

30.309 31.799 38.597

91.776 112.6 146.6
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Tablo 6.9 ASSS parabolik silindir kabuk i¢in antisimetrik frekans parametreleri ve
mod sekilleri @, = @, L JpPh{D ,m=0.0635

ANTISIMETRIK

AS1 AS2 AS3

Tablo (6.4-6.5) ve Tablo (6.8-6.9) da verilen dairesel silindirik ve parabolik silindir
kabuklarin simetrik ve antisimetrik modlarindaki benzerlik dikkat gekicidir.
Tamamen farkh formilasyonlarla birbirine yakin geometrilerde benzer mod ve

birbirine yakin frekans degerleri uretilmistir.

Son olarak parabolik silindir kabugun basiklik oram artirildig1 zaman serbest titresim
frekanslarimin nasil degistigi gozlenmek istenmigtir. Bunun igin £ = 1.27m alinarak
¢ozimler yapilmistir. Elde edilen frekans ve mod sekilleri sirasiyla simetrik ve
antisimetrik olarak Tablo 6.10 ve Tablo 6.11 de verilmistir.
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Tablo 6.10 ASSS parabolik silindir kabuk igin simetrik frekans parametreleri ve mod
sekilleri @y = Wpn L2 ph/D ,m=0.127

SIMETRIK

=
=
-
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Tablo 6.11 ASSS parabolik silindir kabuk i¢in antisimetrik frekans parametreleri ve
mod sekilleri @y = Wy L2 Vph/D ,m=0.127

ANTISIMETRIK

AS1

38.155

AS7

Parabolik silindir kabuklarin, m= f/ £ basikhk oramm degistirilmesi halinde serbest

titresim frekanslarinin nasil degistigi gozlenmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 6.12
ve Tablo 6.13 de verilmistir.
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Tablo 6.12 m=f/ £ basiklik oram igin simetrik frekans parametreleri

ooess. | e

4.119 4.459

S2 3.823 16.165 19.067

s3 19.677 24.773 27.345

s4 22.682 30.309 32.994

S5 25.212 131799 46.878

S6 30.773 38.597 39.929

s7 31.420 45.934 52.265

_ S8 45.992 58.815 69.379
89 51.689 68.081 72.852

810 54.189 91.776 174.80
S11 55.551 112.60 212.89
s12 80.234 146.6 268.340

Tablo 6.13 m=f/ ¢ basiklik oram igin antisimetrik frekans parametreleri

i

AS1 8.793

AS2 14.615 14.841 15.203
AS3 27.216 29.050 32.058
AS4 36.962 37.281 38.155
ASS5 45.064 46.100 48.093
AS6 53.504 53.630 53.997
AS7 57.822 59.793 65.295
AS8 79.702 80.591 83.423
AS9 1143.6 1146.9 1154.1
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7. SONUCLAR

Bu ¢aligmada, kayma etkilerini de gozonune alan keyfi geometriye sahip kabuklar
i¢in yiiksek mertebeden kabuk teorisi 6nerilmigtir. Bu teori, orta yiizeye gore kesitin
donmesine ve yiizeyin diizlem olmayan ¢arpilmasina izin verir. Bu yaklagim serbest

yuzeydeki kayma sinir kosullarini otomatik olarak saglamaktadir.

Bu yeni teori ile, keyfi geometriye sahip kabuklar i¢in alan denklemleri iiretilmistir.
Bu alan denklemleri kullamlarak Géteaux diferansiyel yontemi kullamlarak keyfi
geometriye sahip kabuklar igin sistematik bir yolla elde edilen geometrik ve dinamik

sir kogullarim da igerecek sekilde fonksiyonel elde edilmigtir.

Keyfi geometriye sahip kabuklar igin elde edilen fonksiyonele uygulama olmak-
uzere parabolik silindir kabuk ve dairesel silindirik kabuklar igin u, v, w
yerdegistirme, Q;, €, donmeleri, P, N, L, S, Q i¢ kuvvetleri, K, M, T egilme ve
burulma momentleri olmak tizere dort diigiim noktali 52 serbestlik dereceli PRSH52

ve CRSH52 sonlu eleman formiilasyonu elde edilmistir.

PRSHS52 kabuk elemam igin sonlu eleman g¢oziimlerinde kullamlan eleman alt

matrislerinin hesab1 Mathematica 3.0 program: ile yapilmustir.

Geligtirilen PRSHS52 kabuk eleman: ile degisik problemleri ¢6zmek miimkiindiir.
Parabolik bir gubugun veya kabugun basiklik oram azaltilarak sirasiyla dogru eksenli
bir gubuk, ve bir plak problemi ¢oziilebilmektedir.

Yine keyfi geometriye sahip kabuklar i¢in elde edilen fonksiyonelin performansim
ve dogrulugunu kontrol etmek igin CRSH52 kabuk elemam ile bir ¢ok galismada
kullanilan dairesel silindirik kabuk problemlerinin sonuglar1 karsilastirilmigtir.
Benzer kabuk elemam (S13) Omurtag ve Akoz [40] tarafindan geligtirilmis olmasina

ragmen ikisi arasinda kinematik kabuller farklidir.

Geligtirilen PRSHS52 ve CRSHS2 kabuk elemanlann ile kalinligi degisken
problemleri de ¢ozecek sekilde elde edilmigtir.
96



Geligtirilen elemanlar degigsik problemlere uygulanmig ve dogru sonuglara

yaklagiminin iyi oldugu gozlenmigtir.
Kabuk problemlerinin ¢6ziimii i¢in Fortran dilinde program yazilmgtir.

Keyfi geometriye sahip kabuklar icin elde edilen fonksiyonelden elde edilen
PRSHS2 ve CRSHS52 kabuk elemam formiilasyonunu dzetlenirse:

e Keyfi geometriye sahip kabuklar igin yiiksek mertebeden kabuk teorisi
uretilmigtir.
e Giteaux diferansiyel metodu kullanilmugtir.

e Giteaux diferansiyel metodu asagidaki avantajlan saglamaktadir.

+ Alan denklemleri uyumludur;

+ Sistematik bir yolla fonksiyonelde sinir kogullan terimleri kolaylikla

elde edilebilir.

¢ PRSHS52 ve CRSHS52 eleman denklemlerinin kapali formda elde edilmesi

hesaplama zamaninda biiyiik ekonomi saglamaktadir.
¢ Bu formiilasyonda degigken kesitli problemler ¢oziilebilir.
¢ Bu formiilasyonda kayma kilitlenmesi gozlenmemisgtir.

eBu formiilasyon titregim problemlerine de uygundur.
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