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ONSOZ

Yapilan bu ¢aligmada ENO (Essentially Non-Oscillatory) ve WENO (Weighted
ENO) semalart incelenmektedir. ENO WENO semalar1 yiiksek hassasiyetli ve
stireksizliklerde salimm yapmayan ¢6ziim semalaridir. Bu semalar sonlu hacim ve
sonlu fark semalan igin incelenmigtir. Skaler konveksiyon denklemi, bir boyutlu
Euler denklemi ve iki boyutlu Euler denklemi ele alinmig, bu denklemler &rnek
problemler igin ¢dziilmiigtiir. Uzaysal ayriklagtirma ENO ve WENO semalarn ile
yapilmis zamanda ise {igiincii mertebe TVD Runge-Kutta semas: kullanilmigtir. Bu
calismada ama¢’ ENO WENO semalarimin incelenmesi ve gaz dinamigi
denklemlerine uygulanmasidir.
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OZET

Sonlu fark ve sonlu hacim semalar1 polinom benzeri basit fonksiyonlar
kullanarak ayriklastirilmig verilerin interpolasyonuna dayanir. Cok iyi bilindigi gibi
daha yiiksek mertebeden dogruluk olmas: i¢in genellikle, daha genis bir hesaplama
molekiil interpolasyonuna gerek vardir. Bu da enterpole edilen fonksiyonun
hesaplama molekiilii igersinde diizgiin olmasiyla miimkiindiir. Geleneksel sonlu fark
metotlar1 sabit hesaplama molekiilii interpolasyonuna dayanir. Ornegin i noktasinda
iiglincli mertebeden hassasiyete sahip bir interpolasyon elde etmek igin, ikinci
mertebeden bir interpolasyon polinomu gereklidir ve bu polinomu olugturmak icin-
1,i ve i+1 deki bilgiler kullanilir, Bagka bir deyisle, hesaplama bélgesinin neresinde
olursak olalim her zaman i¢in bulundugumuz hiicreye, sagdaki hiicreye ve soldaki
hiicreye bakmamiz gereklidir. Bu ydntem, problemin diizglin oldugu noktalarda
gayet iyi ¢aligir. Fakat ikinci veya daha yiiksek mertebeden hassasiyete sahip sabit
hesaplama molekiillii interpolasyonlar bir siireksizlik civarinda sallanirlar. Bu
salimmlar aJ iyilegtirilse bile bilyiikliik olarak kaybolmayacaktir.

ENO, pargali diizgiin fonksiyonlar igin af biiylikliigline dayanan bir
parametresi olmayan,yiiksek hassasiyetli, esasen salimmsiz (Essentially Non-
Oscillatory) bir interpolasyon elde etmek igin yapilmus ilk basarth ¢aligmadir.
ENO’da temel diigiince hesaplama molekiiliiniin siireksizlik iceren hiicreyi
icermemesidir. Harten Engquist, Osher ve Chakravarty yerel hesaplama
molekiillerini belirlemek i¢in yerel diizgiinliigii 6lgmede degisik yollar aragtirmiglar
ve bir hiyerarsi gelistirmiglerdir. Bu hiyerarsi, bir veya iki_hiicre ile baslar ve sonra
bu hesaplama molekiiliine iki uygun Newton boliinmiis farklarin biiyiikliigiine
dayanarak, sag ve soldaki aday iki hiicreden birisi eklenir. Bu islem hesaplama
molekiilii igerisinde istenen nokta sayisina ulasilana kadar devam eder ve hiicre
smirindaki deger bu hesaplama molekiiliindeki noktalarin interpolasyonu ile
hesaplanir. Hesaplama molekiillerinin segiminde yerel diizglinliige dayanan birgok
miimkiin strateji vardir Fakat biitiin aday hesaplama molekiiliiler arasinda en ytiksek
dereceli béliinmiis farklarin bilyikliigiinti karsilastirmak ve bunlarin iginde mutlak
deger olarak en kii¢iiZiinii almak en iyi olam: olarak gdziikkmektedir

Agirhikli (Weighted) ENO, (WENO) semast ENO semasma dayamr. ENO
semasinda, aday olan hesaplama molekiilleri Newton bolinmils farklan
karsilagtinlarak en uygun hesaplama molekiiliiniin (stireksizligi icermeyen) hangi
hesaplama molekiili olduguna karar verilip daha sonra hiicre simrndaki deger
hesaplamrken sadece bu hesaplama molekiiliinden faydalanilirdi. WENO semasinda
ise bu aday hesaplama molekiillerinin bir tanesini kullanmak yerine konveks bir
kombinasyonu kullamlir. B&ylece hassasiyet daha da artmig olur. Burada hesaplama
molekiilleri belli agirliklarla ¢arpilarak kombinasyonu almr. Bu agirhiklann
hesaplanmasi ayrintili olarak formiilasyon kisminda anlatilmugtir.

ENO ve WENO semalan1 yiiksek mertebeden hassasiyete sahiptir. Ani ve
monotone gegisleri ¢6zebilir. ENO semalar1 6zellikle sok, girdap-sok etkilesimleri ve
tlirbtilansl akiglardaki sok etkilesimleri gibi karmagik akis yapilar igin uygundur.

ENO ve WENO semalan ile ¢oziilen problemlerin bir ¢ogu kuvvetli soklar ve
zengin diizglin rejim yapilar igeren tiptedirler. Diigilk mertebeli metotlarin bdyle

vii



problemler i¢in zorluklar: vardir ve bu yiizden ENO ve WENO gibi yiiksek mertebeli
kararli metotlar daha etkilidir.

Yapilan bu c¢aligmada skaler konveksiyon denklemi, Bir Boyutlu Euler
denklemi ve iki Boyutlu Euler denklemi ele alinmugtir. Bu denklemler asagidaki
Ornek problemler i¢in ¢6ziilmiigtiir.

a) Skaler Konveksiyon Denklemi
Skaler konveksiyon denklemine &rnek olarak Burger denklemi ¢oziilmiistiir.

b) Bir Boyutlu Euler Denklemi (Viskozitesiz akis denklemi)

Bir Boyutlu Euler denklemine Ornek olarak sok tiipi (Riemann) problemi
incelenmistir.

Sok tlipli probleminin iki standart test hali vardir.

Sod problemi Lax problemi
(P9, F) =101 (p;,9,,P,) = (0.445,0.689,3.528)
(Pr>9r>Pr) =(0.125,0,0.1) (Pr>qr>Pr) = (0.5,0,0.571)

¢) Iki Boyutlu Euler Denklemi

Iki boyutta Euler denklemine &mek olarak iki problem ele alinmstir.
Bunlardan birincisi “Double Mach Reflection” problemidir. Bu test problemi, hava
icerisinde yayilan diiz soklarin kamalardan yansimasim inceler. Bu problem bir
sokun kama igeren sok tiipiinde ilerlemesi ile olusturulur. Diger problem ise “Iki
Boyutlu Sok - Girdap Etkilesimi” problemidir. Problem duragan bir ok ile girdabin
etkilesimini inceler.



EFFICENT SOLUTION OF GAS DYNAMICS EQUATIONS WITH
ENO WENO SCHEMES

SUMMARY

Finite difference and finite volume schemes are based on interpolations of
discrete data using polinomials. It is well known that higher the order of accuracy of
the interpolation requires the wider the stencil and it is possible when the interpolated
function is smooth in the stencil. Traditional finite difference methods are based on
fixed stencil interpolations. For example, to obtain an interpolation for cell i to third
order accuracy, information of the three cells i-/, 7, i+ can be used to built a second
order interpolation polinomial. In other words, one always looks one cell to the left,
one cell to the right, plus center cell itself. This works well for globally smooth
problems. However, fixed stencil interpolation of second or higher order accuracy
ossicallates near a discontinuity. These ossicallations do not decay in magnitude
when the mesh is refined.

ENO (Essentially Non-Oscillatory) scheme is the first succesfull attempt to
obtain a high order accurate, no mesh size dependent parameter and essentially non-
oscillatory interpolation for piecewise smooth functions. The basic idea is to avoid
including the discontinuous cell in the stencil, if possible. Harten, Enquist, Osher and
Chakravarthy investigated different ways of measuring local smoothness to
determine the local stencil, and developed a hierarchy that begins with one or two
cells, then adds one cell to the stencil from two candidates on the left and right, based
on the size of two relevant Newton divided difference. This procedure can be
continued until the desired number of points in the stencil is reached and then the cell
boundary values are calculated by interpolating of values in this stencil. Although
there are other reasonable strategies to choose the stencil based on local smoothness,
such as comparing the magnitudes of the highest degree divided difference among
all candidate stencills and picking the one with least absolute value seems that it is
better.

Weighted ENO scheme is based on ENO scheme. ENO compares the Newton
divided difference of all candidate stencils and choose the smoothest stencil (ie,
doesn’t include discontinuity) according to the divided differences. Then the values
at the cell boundary are computed using this stencil. WENO scheme uses a convex
combination of all candidate stencils instead of using only one of them. Thus the
accuracy is increased. One takes convex combination by multiplying the values
which obtained from each of the candidate stencils by weights.

ENO and WENO schemes are indeed high order accurate and resolve shocks
with sharp and monotone transitions. These schemes are especially suitable for
problems containing both shocks and complicated smooth flow structures, such as
those occuring in shock interactions with a turbulent flow and shock interaction with
vortices.

Most of the problems solved by ENO and WENO schemes are of the type in
which solutions contain both strong shocks and rich smooth region structures. Lower



order methods usually have difficulties for such problems and it is thus efficent to
use high order stable methods such as ENO and WENO.

In this study scaler convection equation, one dimensional Euler equations and
two dimensional Euler equations are solved for given sample problems.

a) Scaler Convection Equation
Burger equation is solved as an example of scaler convection equation.

b) One Dimensional Euler Equation (Inviscid Flow Equation)

Shock tupe (Riemann) problem is solved as an example of one dimensional
Euler equation.

There are two standart test case of shock tupe problem:

Sod problem Lax problem
(p1,9.,B) =10, (p,,9,,P,) =(0.445,0.689,3.528)
(Prs>qr>Pr) =(0.125,0,0.1) (Pr>r>Pr) = (0.5,0,0.571)

¢) Two Dimensional Euler Equation

Two problems are solved for two dimensional Euler equations. The first one is
Double Mach Reflection problem. This test problem investigates reflections of planar
shocks in air from wedges. The other one is two dimensional shock vortex
interaction. This problem investigates a stationary shock and vortex interaction.



1. GIRIS

Karmagik hava uzay yapilan etrafindaki diisiik ve oOzellikle yiiksek hizli
akiglarin daha etkin ve dogru modellenmesine yonelik gereksinim stirekli
artmaktadir. Ozellikle NASA’min ‘Tekrar Kullanlabilir Firlatma Araci’ tasarimi
¢alismalar1 ¢ergevesinde yapimn karsi kaldir yiksek hiz ve sicaklik ortamini
Ongorecek arag ve yontemlere iligkin ¢aligmalar siiregelmektedir. Bu ¢aligmalar,
karmagik yapilar etrafinda sayisal ag iiretimi ve tiirblilans modellemesi konularim
icermektedir. Karmagik yapilar etrafinda etkin a§ tiretimi beraberinde adaptif sayisal
ag tretimi ve kullamilacak akis ¢6ziicii ile entegrasyon konularina dikkat edilmesini
gerektirir.

Akist ¢Oziimlemek i¢in sonlu fark, sonlu hacim yada sonlu eleman
yontemlerinden biri tercih edilir. Son zamanlarda, &zellikle sok gibi stireksizliklerin
etkin oldugu yiiksek hizli sikistirilabilir akis ¢oziimlemelerinde karakteri geregi sonlu
hacimler yontemi tercih edilmektedir. Sonlu fark yOnteminden gelistirilmis olan
sonlu hacim y6ntemi bir kontrol hacmi boyunca siireklilik, momentum ve enerjinin
korunumu ilkelerinin integral formda uygulanmasina dayanir.

Sonlu fark ve sonlu hacim semalarn polinom benzeri basit fonksiyonlar
kullanarak ayriklagtirilmig verilerin interpolasyonuna dayanir. Cok iyi bilindigi gibi
daha yiiksek mertebeden dogruluk olmasi igin genellikle, daha genis bir hesaplama
molekiil interpolasyonuna gerek vardir. Bu da enterpole edilen fonksiyonun
hesaplama molekiilii igersinde diizglin olmasiyla miimkiindiir. Geleneksel sonlu fark
metotlar sabit hesaplama molekiilii interpolasyonuna dayamir. Ornegin i noktasinda
iiglincii mertebeden dogruluga sahip bir interpolasyon elde etmek igin, ikinci
mertebeden bir interpolasyon polinomu gereklidir ve bu polinomu olusturmak i¢is-
1,i ve i+1 deki bilgiler kullanilir. Bagka bir deyisle, hesaplama boélgesinin neresinde
olursak olalim her zaman igin bulundugumuz hiicreye, sagdaki hiicreye ve soldaki
hiicreye bakmamiz gereklidir. Bu y6ntem, problemin diizgiin oldugu noktalarda
gayet iyi ¢alisir. Fakat ikinci veya daha yiiksek mertebeden dogruluga sahip sabit
hesaplama molekiillii interpolasyonlar bir siireksizlik civarinda sallamirlar. Bu

salinimlar ag iyilestirilse bile biiyiikliik olarak kaybolmayacaktir.



1987°den 6nce stireksizlik civarindaki bu salinimlarin iistesinden gelmek igin
baglica iki yol tercih edilirdi. Bunlardan birincisi yapay viskozite eklemekti. Bu
yapay viskozite, salimimlarn Onlemek veya en azindan azaltmak igin siireksizlik
civarinda yeteri kadar biiyiik, fakat yiiksek dogrulugu korumak agisindan da yeteri
kadar kii¢iik olacak sekilde iyi ayarlanmaliydi. Bu yaklagimin bir dezavantaji yapay
viskoziteyi kontrol eden parametrenin ayarlanmasinin probleme bagh olmasidir.
Salimimlarin iistesinden gelmek i¢in diger bir yontemde “limiters” kullanmaktir.
Aslinda bu stireksizlik civarinda interpolasyonun dogruluk mertebesini azaltir. Bu
yiizden bu limiterleri kullanirken dikkatli olunmalidir.

Sonlu hacimler yonteminde siireksizliklerin etkin ve dogru Ongériisii igin
yaklagik Riemann ¢oziiciilerine dayali Godunov [1] semalar sikga kullamlir. 1990’11
yillardan baglayarak, keyfi bir dogruluktaki birinci mertebe Godunov semasinin
genellestirilmesine yonelik bir ¢ok ¢aligma yapilmigtir. Yiiksek mertebeli uzaysal
dogruluk, ¢6ziim diizgiin oldugunda ENO (Essentially Non-Oscillatory) semas: ile
elde edilmigtir. ENO, verilen bir zamanda ,¢6ziimiin hiicre ortalamalarindan yiksek
dogruluklu noktasal bilgiler saglayan bir yaklagim prosediiriidiir. Bu prosediir pargali
diizglin bir baslangi¢ sartina uygulandifinda diizgiin bdlgelerde yiiksek dogruluklu
ve stireksizlik civarinda salimm yapmayan bir aki hesabina olanak verir.

Yiiksek mertebeli Godunov tipi semalar i¢in yapilan ¢aligmalar, Van Leer [2],
Harten [3] ve Osher [4] in ¢alismalarini takip eder. Harten [5]’in birlestirilmis ENO
sunumu bu ¢aligmalarin en ileri agamalarina 6rnek olusturur. Yiiksek mertebeli ENO
semas: Oncelikle bir boyutlu hiperbolik denklemler igin geligtirilmigtir [5].
Giintimiizde yapilan ¢aligmalar [6], bu semamin dortgensel veya diizgiin deZisen
aglarda iki boyutlu uzantilaridir.

Shu ve Osher [7] ¢cok boyutlu ENO semalan iizerine ¢aligmalar yapmglardir.
Cok boyutlu ¢aligmalarda noktasal degerler kullamilmigtir. Korunum, tiiretilen aki
fonksiyonu ile saglanmistir. Bu yaklagimdaki temel diisiince ikinci mertebeden daha
yiiksek dogruluk istendiginde sonlu fark algoritmasinin hesaplama olarak daha etkin
olmasindandir. Bununla birlikte simir sartlarinin yetersiz bir sekilde ele alinmast
sonlu hacim formiilasyonunda daha net géziikiir.

ENO, par¢ali diizgiin fonksiyonlar i¢in ag biiytikliiftine dayanan bir
parametresi olmayan, yiiksek dogruluklu, esasen saliimsiz (Essentially Non-
Oscillatory) bir interpolasyon elde etmek ig¢in yapilmig ilk bagarili galigmadir.
ENO’da temel diisiince hesaplama molekiiliintin siireksizlik iceren hiicreyi
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icermemesidir. Harten Engquist, Osher ve Chakravarty [5] yerel hesaplama
molekiillerini belirlemek i¢in yerel diizgiinliigii 6l¢mede degisik yollar aragtirmiglar
ve bir hiyerarsi gelistirmiglerdir. Bu hiyerarsi, bir veya iki hiicre ile baglar ve sonra
bu hesaplama molekiiliine iki uygun Newton boélinmils farklarin biiyiikliigiine
dayanarak, sag ve soldaki aday iki hiicreden birisi eklenir. Bu islem hesaplama
molekiilii igerisinde istenen nokta sayisina ulagilana kadar devam eder ve hiicre
smirindaki  deger bu hesaplama molekiiliindeki noktalarin interpolasyonu ile
hesaplanir. Hesaplama molekiillerinin seg¢iminde yerel diizgiinliige dayanan birgok
miimkiin strateji vardir Fakat biitlin aday hesaplama molekiiliiler arasinda en yiiksek
dereceli boliinmiis farklarin biiyiikliigiini kargilastirmak ve bunlarin i¢inde mutlak
deger olarak en kiigiigiinii almak en iyi olam olarak géziikmektedir

Gergektende ENO semalan1 yiiksek mertebeden dogruluga sahiptir. Ani ve
monotone gegisleri ¢ozebilir. ENO semalan ozellikle sok ve girdapli sok
etkilesimleri ve tiirbiilansli akiglardaki sok etkilesimleri gibi karmagik diizgiin akis
yapilan i¢in uygundur.

Agirlikli (Weighted) ENO, (WENO) semas1 ENO semasina dayamir. ENO
semasinda, aday olan hesaplama molekiilleri Newton b6liinmiis farklan
karsilagtirilarak en uygun hesaplama molekiiliiniin (stireksizlifi icermeyen) hangi
hesaplama molekiilii olduguna karar verilip daha sonra hiicre siirindaki deger
hesaplanirken sadece bu hesaplama molekiiliinden faydalamilirdi. WENO semasinda
ise bu aday hesaplama molekiillerinin bir tanesini kullanmak yerine konveks bir
kombinasyonu kullamilir [8,9]. Béylece dogruluk daha da artmig olur. Burada
hesaplama molekiilleri belli agirliklarla ¢arpilarak kombinasyonu alimr. Bu
agirhiklarin hesaplanmasi ayrintili olarak formiilasyon kisminda anlatilmigtir.

ENO ve WENO semalar ile ¢6ziilen problemlerin bir ¢ogu kuvvetli soklar ve
zengin diizgilin rejim yapilan igeren tiptedirler. Diisiik mertebeli metotlarin bodyle
problemler i¢in zorluklar: vardir ve bu yilizden ENO ve WENO gibi yiiksek mertebeli
kararli metotlar daha etkilidir.

Bu ¢aligmada, yiiksek mertebeden dogruluga dayali akis 6ngoriisii amaci ile
ENO WENO semalar1 kullanilarak Euler denklemleri 1 ve 2 boyutta 6rnek
problemler igin ¢dziilmiislerdir. Oncelikle skaler konveksiyon denklemi Minmod
semast kullamlarak ¢6ziilmiigtiir. Daha sonra skaler denkleme ENO ve WENO
semalan uygulanmugtir. Aki formiilasyonu olarak Lax-Friedrich ve Godunov akilar

denenmis ve sonuglar Kkarsilastinlmustir. Skaler denklem igin ENO WENO



semalarimin aynt sonucu verdigi gézlenmistir. Fakat WENO semasi 5.mertebeden
dogruluklu oldugundan dolay1 sonraki ¢aligmalarda sadece bu sema kullamlmistir.

Ikinci olarak WENO semast ile Lax-Friedrich aki ayrigtinieilar kullanarak 1
Boyutlu Euler denklemi incelenmistir. Sok tiipii problemi (Riemann problemi) 6rnek
problem olarak ele alinmig; bu problemin iki degisik hali (Lax problemi ve Sod
problemi) ¢6zlilmiistlir. Hiz, basing ve yogunluk olarak sonuglar elde edilmisgtir.
Bulunan sonuglarla, bu problemin (Riemann problemi) Referans [8]’de bulunan
sonuglarla ve gergek ¢Oziim ile karsilastinlmis ve gergek ¢dziime g¢ok yakin
sonuglarin bulundugu goriilmiistiir.

Son olarak yine 5. mertebe WENO ve Lax-Friedrich aki ayristiric1 kullanarak 2
boyutlu Euler denklemi ele alinmistir. Daha karmagik problemler, “Double Mach
Reflection” ve gok girdap etkilesimi Ornek problemleri, igin ¢6ziim aranmugtir.
Sonuglar basing ve yogunluk olarak bulunmustur. Elde edilen sonuglarla Referans
[10]’da bulunan sonuglar karsilagtirilmigtir, aym sonuglarin bulundugu gézlenmistir.

Tezin 2. boliimiinde Euler denklemlerinin, ENO-WENO semalarinin, sonlu
hacim ve sonlu farkin matematiksel formiilasyonlar1 anlatilmigtir. 3. boliim olan
uygulamalar  boliimiinde bahsedilen &rnek problemler anlatilmig ve bunlarin
¢ozlimiinde bulunan sonuglar verilmistir. Son olarak tez bir sonug ve degerlendirme

ile tamamlanmigtir.



2. FORMULASYON

Bu béliimde, bu ¢aligmada ¢oziimii yapilan denklemler ve sayisal ¢oziim

semalar1 anlatilmigtir

2.1 Euler Denklemi (Viskozitesiz Akis Denklemi)

Viskoz akig: siirtiinme, 1s1 iletimi ve kiitle diflizyonunu igeren bir tagim
olayidir. Viskozitesiz akig ise bu olaylarin ihmal edildigi akiglardir. Eger akigkan
hareketini en genel anlamda veren Navier- Stokes denklemlerinden siirtlinme ve 1s1
iletim igeren terimleri atilirsa viskozitesiz akig denklemleri (Euler denklemleri) elde
edilir. Bu denklemler daimi olmayan, ii¢ boyutlu, sikigabilir viskozitesiz akis
denklemleridir. Euler denklemleri birinci mertebeden nonlineer denklemlerdir ve
zaman gore hiperbolik karakterdedir.

2.1.1 Vektirel Formda Euler Denklemi

Hacimsel kuvvetlerin ve 1s1 ilavesinin olmadifi kartezyen koordinatlardaki
sikigabilir Euler denklemi su gekilde yazilabilir [17].

-a£+£+ﬁ+gi=0 (2.1)
ot o&x o oz

U,F,G ve H vektorel biiytikliiklerdir.
[p ] [ pu ] [ pv ] -pw ]
pu pu’+p puv puw
U=|pv|, F=|puw , G=|pu*+p |, H=|pww 2.2)
v puw pvw pw’ +p
_Et | _(Et +p)u_ _(Ec + p)V_ _(E, + p)w_

2.1.2 Euler Denklemlerinin Sanki Lineer Formiilasyonu

Euler denklemlerini matematiksel olarak inceleyebilmek i¢in bu denklemleri
sanki-lineer formda yazmamiz gerekir. Efer dis kuvvetler akis gradyeninden

bagimsiz ise Euler denklem sistemi U degiskenine gore birinci mertebedendir yani en



fazla birinci mertebe tiirevler igerir. Euler denkleminin sanki lineer formu su sekilde

yazilabilir:

aa_[tj + (gJﬁU =0 2.3)
veya

ga% +A4AVU =0 (2.4)

en genel halde ise su sekilde yazilir.

W, (U, 5 U g 29
a o by oz

Bu ifadedeki 4,B,C terimleri sirasiyla F,G ve H aki vektorlerinin jakobyen

matrisleridir:
oF |O0F, OF, OF, OF, OF,
U |aU,’8U,’ 8U, aU, ’ dU;
8G |6G, 8G, 8G, 8G, oG,
U |oU,’dU,’ dU,’ au, U,
oH |0H, dH, 0H, dH, 0H,
oU |aU,’dU,’ 8U, U, ’ dU,

(2.6)

2.1.3 Skaler Konveksiyon Denklemi

Skaler konveksiyon denklemi,

LA O @.7)
o ox

2
seklinde ifade edilir ve u degiskeni sadece skaler biiyiikliik olarak alinir. f(u) = u?

olarak alinirsa Burger denklemi elde edilmis olur ve ¢oziilecek denklem

LI 2.8)
ot ox

haline gelir.



2.1.4 Bir Boyutlu Euler Denklemi

Bir Boyutta (2.1) denklemi asagidaki sekilde yazilir:

oUu of(u)
—+-—==0 2.9
ot ox @9)
Burada
P pu
U=\pu| ,F=|pui*+p (2.10)
E, pu
Y =
h=e+~— ,E = pe (2.11)
P

olarak tamimlanir. Bu denklemin lineerlestirilmis hali
—+A—=0 (2.12)

olarak yazilir. Buradaki A jakobyen matrisi s6yle hesaplanir .

r =

0 . 1 0
oF u
A=—= -3)— 3— -1 2.13
o (r )2 G-yu ¥y (2.13)

2

-1
@-Du —me e-3L=u?

2.1.5 iki Boyutlu Euler Denklemi

Iki boyutta (2.1) denklemi asagidaki sekilde yazilir:

gg+—a£+gg=0 (2.14)
o ox oy
Burada
p pu P
2
+
u=|" , =[P g 2.15)
pv puv P +p
E, puH pvH

olarak tanimlanir. Lineerlegtirilmis hali

v, 49U . goU _,
ot o @y




olarak yazilir. Bu A ve B jakobyen matrisleri su sekilde elde edilir:

0 1 0 0
7_3u2+7—1v2 GB-7)u (- y-1
Ad=| 2 2 2.17)
—-uv Y u 0

~yue + (7 ~ ye—f—z"—1<v2+3u2) —G-Dw

0 0 1 0
—uv \ u 0
B= ”—;3-1:2 +7’T“1u2 ) B-y) y -1 (2.18)

—vue+(y—Dw?  —(y —Duy ye—”T'l(u2+3v2) w

2.2 Karakteristiklere Ayrigtirma

ENO ve WENO semalanm denklem sistemlerine uygulamak i¢in bir gok yol
vardir. Bunlardan bir tanesi parga-parga tarzda uygulamadir. Bu tarzda u vektoriiniin
her bir bileseni igin aynn ayn ENO WENO semalan1 uygulanir. Béylece hiicre

smularindax ,, sag ve sol degerleru"l bulunur. Daha sonra yaklagik Riemann

¢oziiciisii kullamlarak sonu¢ bulunur. Bu yontem en kolay yontemdir. Dogrulugun
yiiksek olmadig (ikinci mertebeden veya iiglincli mertebeden dogruluk igim)
problemlerde gayet iyi galigir. Fakat daha yiiksek mertebeden dogruluk istenen bazi
problemlerde, ENO ve WENO semalar1 denklem sistemine karakteristik ayrigtirma
yontemiyle uygulanir.

Karakteristik ayristirmayi f{u)=Au nun lineer ve A matrisinin de sabit oldugu
bir 6rnekle agiklayalim. Bu durumda 6zdeger ve 6zvektorler ve bunlardan olusan R,
R, A matrislerinin hepsi sabit matrisler olacaktir. $6yle bir degisken déniisiimii
tanimlayalim:

v=R"% (2.19)
o0 zaman bir boyutlu Euler denklemi diagonal hale gelir.
v, +nav, =0 (2.20)

Burada ii¢ denklemde ayrn1 ayri ¢6ziiliir ve her biri skaler lineer konveksiyon
denklemi seklindedir.



W, +Aw, =0 2.21)

Bundan dolay: skaler denklem ¢6ztimiinde kullanilan teknikler burada kullanilabilir.

Sonuglar elde ettikten sonra tekrar u fiziksel diizlemine gegilir.
u=Rv (2.22)

Eger (u)= A jakobyeni sabit degilse R R, A matrislerinin hepsi u’ya bagli hale
gelir. Sabit katsayili haldekine benzer prosediir uygulayabilmek igin bu matrisleri
yerel olarak “dondurmak” gerekir. Bu iglem basit aritmetik ortalama ile yapilabilir.

1
U1+§ = E(Ui +U.,0) (2.23)
Fakat daha iyi sonuglar veren bir ortalama, ortalama deger teoreminden
faydalanilarak yapilabilir.
fUW-FU)=7U, U, ~U) (2.24)

Burda buldugumuz f” matrisine Roe matrisi denir [15].

2.2.1 Bir Boyutlu Euler Denklemi i¢in Roe Matrisinin Olugturulmas:

Lineerlestirilmig haldeki bir boyutlu Euler denklemi su sekilde yazilmigt:
—+A4—= (2.25)

Buradaki A matrisi (2.13) denkleminden de goriildiigii gibi # degerlerine baghdir.
Hiicre simirlarindaki akiy: hesaplayabilmek i¢in bu A jakobyeninin x, , noktasindaki

(hiicre simrindaki) degerine bir yaklasim yapmamiz gerekir. Bu yaklasik A
matrisinin gu 6zelliklerde olmalidir [15, 11].

1. U vektdr uzayindan F vektor uzayina lineer bir doniisiim gergeklemeli.
2. U, —»U >U gideken A(U,,,,U,) - A(U) gitmelidir.

3. Herhangi bir Uiy, Uy igin fU,,,)-fU,) = 4.U,,,-U,)

4. A nn 6zvektorleri lineer bagimsiz olmali.

A Matrisinin Olugturulmasi

Oncelikle bir w vektdr parametresi tanimlayalim.



1
w=4/plu (2.26)
H

ideal gaz bagintilarindan su 6zelligi kullanalim.

E=pH-p=-2_1L1p 2.27)
y—-1 2

U ve f vektorleri w vektdr parametresi cinsinden yazilabilir.

" L
U= W, , =T ww, IYALIW. (2.28)
WiWs 7"1w2 4 24
4+ WyW.
i 7 27 ZJ 2773

Burada w degerleri i¢in aritmetik ortalama kullamlmgtir w = %(w,+l +w,)

Simdi yukarida ifade edilen yaklagik A matrisinin sahip olmas: gereken 6zelliklerden
3. 6zelligi arayalim.

U—U;=B(wW,-w) (2.292)

S (U1+1) F f (Ux) = C°(Wi+1 - wi) (2-29b)
Seklinde yazilabilir. w,,, —w, = B™(U,,, ~U,) bu ifade (2.29b) denkleminde yerine

konursa

f (U1+1) - f (Ul) = C~B—1 (U1+1 - Ui)
A=CB?! (2.30)

fU.)-fU)=4U,,-U)

3 ozelllik elde edilmis olur. Burada bulunan A4 matrisine Roe Ortalama (Mean)
Matris denir. Bu matristeki elemanlann w, ile b6lmek uygundur. Bu isleme “Roe

avareging” denir. Bu durumda degiskenler u ve H degiskenimiz su sekildedir [11]:

B APt AP Wy (2.31)

u

W \/ P TN O W

10



Roe matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri det(C.B™ —AI) =0 ifadesinden su sekilde

bulunur.
A =u Ay, =u-—c Ay =u+c (2.32)
1 1 1
g=|u|, e=| u+c £ , e =| u—c Zﬂ (2.33)
u H+uc|™€ H-uc|C

R matrisi bu 8zvektdrler den olugur R ise R matrisinin tersidir

R=[la} {&.} e}l (2.34)

. 4 £
2c 2c
R=| -2 u @+l (2.35)
2c 2c

2
p u P
H-uc)— — (H+uc)—
_( uc)zc 2 ( )20

Cu(-2H —u(u—c)) 2H—u(u—c) -2c
p(=2H +u?) p(2H +u*)  p(—2H +u?)
pio| T2H+ 2u® —2u 2
—-2H +u? -2H +u® —~2H +u
u2H -u(u+c)) -2H+u(u+c) -2c
p(—2H +u*) p(2H +u*)  p(-2H +u?)

(2.36)
Burada bulunan 8zdegerler,5zvektorler R ve R™! matrisleri MATHEMATICA
programi kullamlarak bulunmugtur.
2.3 Sonlu Fark Ve Sonlu Hacim Formiilasyonu

Verilen agimiz su sekilde olsun:

a=x,<x,<..<x,,<X,,,=b
R N-3 " TN+

Sekil 2.1 Hiicrelerin gosterilmesi

11



Hiicre , hiicre merkezi ve hiicre biiyiikliigiinii su sekilde tammlayalim:

Ele aldigimiz denklem bir boyutlu Euler denklemidir:
U (x,0)+ [, (u(x,1)=0 (2.37)

Sonlu hacim semalariyla bu denklemi direkt olarak ¢6zemeyiz. Fakat integre edilmig

halini ¢6zebiliriz.

W) =2 [uE0dE 239)

-1
’2

Hiicre averaji olmak {izere bu denklemi I; aralifinda integre edelim.

dﬁ(;pt‘) =_A;i (f 30— £ 5,1, ) (2.39)

Hiicre averajina (%(x,,t)) yapilan yaklasim #,(f) olmak iizere, bu integre edilmis
denkleme su sekilde yaklagim yapilir.

du,(t 1 - 2
o a Uiy @40
i
Sayisal aki da su gekilde tanimlanur.
Fru = Hu U} (2.41)

h fonksiyonu monoton akidir. Skaler konveksiyon denkleminin ¢éziimiinde iki gesit
h fonksiyonu kullanilmigtir
1.  Godunov akisi

— minas::sb f(u)’ a<b
h(a,b) = {max,,sm ), 25 b (2.42)
2.  Lax- Friedrich akisi
a=max,|f '(u)| olmak iizere
h(a,b) =%[f(a)+ f(®)-a®-a)] (2.43)

12



Bir ve iki boyutlu Euler denkleminin ¢6ziimiinde ise biraz daha farkl yol
izlenir.
. Biitiin i ler i¢in f{u) ve u nun boliinmemis farklari hesaplanir (Boliinmemis
farklar ENO kisminda anlatilacaktir)

V< X,_yorees X >=V < Xjyorens X >V < Xy Xy > j21 (2.44)

fed et
i+ j+y l+j+2

Bu farklar ve Lax-Friedrich aki aynstiricilani kullamilarak, akilarin + degerleri

hesaplanir.

[y =3(f(w)*au)

@ =maX;g ey l’?'z oy )l @4)

Burada bulunan bu akilar, her bir x, , noktasinda daha 6nce hesaplanmig olan Roe
matrisi kullamlarak karakteristik diizleme d6nustiiriiliir.
g =R"f} (2.46)

Karakteristik diizlemde ENO WENO semas1 uygulanarak hiicre simirindaki degerler
(gitl) hesaplanir. Bulunan hiicre simrindaki degerler tekrar fiziksel diizleme

dontgtiirtiliir.

fi =Rg, (247)
h fonksiyonu monoton akidir. ENO ve WENO semalarinda bu % fonksiyonu su
sekildedir.

ha,b)= fiy + fis (2.48)

2.4 Uzaysal Ayriklagtirma

ENO WENO semalarina gegmeden 6nce, uzaysal boyutta interpolasyon ve
yaklasim problemi lizerinde duralim. Verilen agimiz Boéliim 2. 3’de belirtildigi gibi
olsun

2.4.1 Hiicre Averajlarindan Tiirevlere Yaklagim

Hiperbolik korunum denklemlerine hiicre averajlarini kullanarak yaklagim

yapalim. Bir v(x) fonksiyonunun hiicre averaji1 su sekilde verilmis olsun:

13



X

y=— fv(é)df, i=12,..N (2.49)

1
i Ax.

I x

Simdi, her bir I; hiicre molekiilii igin 6yle bir p;(x) fonksiyonu bulalim ki bu
hesaplama molekiiliiniin igerisinde bu fonksiyonun, v(x) fonksiyonuna yaklagim k.

mertebe dogruluklu olsun. Bu p;(x) fonksiyonu en ¢ok 4~/ mertebeden olacaktir.
(%) =v(x)+O0(Ax*),x e I, i=12,.,N (2.50)

Bu p;(x) fonksiyonu hiicre sinirlarinda v(x) fonksiyonuna su yaklagimlan verir:

vy = P,

. ] (2.51)
V=P, (xi_%), i=L2,.,N
Yy Vi
i_% i_% 1+% i"’%
L [l
] ° * ® ° .
) -2 i1 i it i+2
Sekil 2.2 Hiicre sinir degerlerinin gosterilmesi
Bu yaklagik degerler de k. mertebe dogrulukludur.
V.= v(x“l) + O(Ax" ), v:'_l =v(x_,)+ O(Axk ), i=12,..,N (2.52)

Verilen bir I; istasyonu ve &k dogrulugu i¢in ilk 6nce verilen istasyonun r hiicre
solundan, s hiicre sagindan ve kendinden olugan bir hesaplama molekiilii segmemiz

gerekir. (r,s=0 ,r+s+1=k):
NOER! A AN (2.53)

Her bir S(i) hesaplama molekiiliindeki hiicre averajlari, v(x) fonksiyonun hiicre

averajlarina kargilik gelen ve k-7=r+s mertebeden sadece bir p(x) fonksiyonu vardur.

pEAE=Y,,  j=i-r..,i+ts (2.54)

14



v(x) fonksiyonunun hesaplama molekiilii igerisinde diizgiin (smooth) oldugu
miiddetce bu p(x) polinomu, bizim aradifimiz k. mertebe yaklagimdir.
Ayrica v(x) in hiicre simirlarindaki (2.51). yaklagik degerlerine de ihtiyacimiz vardir,

S(i) hesaplama molekiilii igerisinde verilen v; Thiicre averajlarindan

v 1,V,  degerlerine doniisiim lineer oldugundan S(i) hesaplama molekiiliindeki Ax;

hiicre biyiikliigine, k dogrulufuna ve hesaplama molekiiliiniin saja ve sola
kaymasina (7, s) bagl olan ancak v(x) fonksiyonunun kendisine bagli olmayan su
sekildeki c,; katsayilan vardir [10].

k-1

Vii =D CVir; (2.55a)
2 =0
k-1

Vi =DV (2.55b)
2 =0

Buradaki ayni x , istasyondaki + dist indisleri arasindaki fark I; ve Ii+ hesaplama

molekiillerinin farkli hesaplama molekiilii olma olasihifindan dolayidir. Buradaki ¢,

katsayisi c,; katsayisina bagh bir ifadedir

C,=Cpy; (2.56)
Bunu su sekilde 6zetleyebiliriz. Verilen £ hiicre averajlar i¢in

Viopseeos Vicpakat (2.57)

x,,, hticre simrindaki degeri veren ¢, katsayilan vardur.
2

k-1

Vi = I (2.58)
Jj=0
ve hiicre sinirindaki bu degerlerde £. mertebe dogrulukludur.
v, =v(x,,)+0(Ax") (2.59)

¢ katsayilarimin nasil elde edildigini ve (2.50) dogruluk &6zelliinin nasil
ispatlandigini anlamak i¢in v(x) fonksiyonunun primitif fonksiyonuna bakalim

V0= [w)de .60

—

15



Burada -oco alt limit ¢ok nemli degildir ve herhangi bir sabit say1 ile degistirilebilir.
Bu ifade, agiktir ki ¥(x,_,)hiicre averajlani cinsinden (2.49) denklemi kullamilarak

ifade edilebilir.
V(x,,)= zfv(g)dg Zv Ax, (2.61)

Bundan dolay: vy hiicre averajlarimi bilirsek hiicre sinirindaki V(x) primitif

fonksiyonunu da kesin olarak bilmis oluruz. V(x,,) fonksiyonu asagidaki &+
noktada interpole eden

x (2.62)

jmp=totet xi+s+§
ve en ¢ok k mertebeli polinomu P(x) ile ve onun tiirevini de p(x) ile gosterirsek
p(x)=P'(x) (2.63)

0 zaman (2.54) denklemini su sekilde ¢ikarilir.

1 pr@)dé - IP ©)de =—<P(x W) =PGE,L)
=i(V(x,+§)—V(x,_§))

(2.64)

/«‘

( IV(-f)dé IV(§)d§)

=_ J’v(g)dg v, J=i—rpsi+s

J x , _1
Burada tigiincli esitligi ele alalim. P(x) fonksiyonu,V(x) fonksiyonunu x ,vex,,

noktalarinda interpole ediyor. Bu da p(x) polinomunun bizim aradifimiz polinom
oldugunu gosterir. (2.50) dogruluk sartim1 da su sekilde elde edilir:

P'(x) =V'(x)+O(Ax*),x e I, (2.65)

Simdi de c;; katsayilarinin nasil elde edildigine bakalim. Bunun i¢in Lagrange

interpolasyon polinomu kullanalim

16



- x,_,+1_1
P(x) = ZV(x, oncd )H 2 (2.66)

m=0 1 =‘° X rem-1 i—r+l-4

Once V(x,_,_,) sabitini (2.66) denkleminden gikaralim ve

k, k X=Xt
>I1 =] (2.67)
m=0 =0 xi—r+m—"2~ - i=r+l=t
kuralim kullanarak
—xi—r+l-12~
Px)=V(x_,.4)= Z(V(x,_,+,,,_1) V(x,_,_.l.))H (2.68)
m=0 10 %4 pemd T Viopyl-i
I=m 2 2

denklemi elde edilir. Bu denklemin her iki tarafinin tiirevini alahm ve (2.54) ve
(2.61) denklemlerinden,

m-1

V( ir+m- ) V(xl r—l) va-r+ij1-r+j (269)

Jj=0

olduguna dikkat edelim. Bu ifadeyi yukarida yerine koyarsak

4
k m-1 ’='Z° ql-'-':[ (x xi-Hq—l )
px) =YY i A, | (2.70)
me0ss ]._[ ( l—r+m—1 i-r+l-‘L )
rom )

elde ederiz. Bu ifadeyi x=x o noktasinda hesaplayarak en son su ifadeyi elde ederiz.

4 k. _k \
Z H ('xi+l l r+q--%)
il &
g=m —
v1+1. = p(xi+%) = Z Z k Axl—r+jv1—r+j (2.71)
j=0 | m=j+1 _
= H (xi—r+m—§ xi..,-.,.[_% )
1=0
\ I#m )

yani (2.58) denklemindeki sabit ¢, ler su sekilde bulunmus olur:
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/ k. _k 3\

Z H (X“__;_ - xi—r+q--zL)
£\ fom s
Cy = Z ' Ax,_,., (2.72)
m=j+1 _

H (xi—r+m-§ xi—r+l—§ )
1=0

\ lem J

Genel halde (x_, noktasimn interpolasyon noktasi olmadig: hallerde) cy
katsayilar1 bu gekilde hesaplanir. Fakatx, , noktasi interpolasyon noktas: oldufunda

bu denklemde bir gok sifir terim olusur.

Eger agimiz {iniform degil ise c; katsayilarnn (2.72) denklemindeki gibi
hesaplanir.

Agimiz tiniform ise, Ax;=Ax, ¢, ifadesi artik i ve Ax e bagh olmayacaktir.

k&

YTI¢-q+D

k 1=0 g=0

¢, = Z e gen (2.73)
m=j+l H (m _ l)

1=0
I#m

Gorildigii gibi ¢, ifadesi sadece r ve k ya bagl hale geldi. Ornegin k=3 ve r=1 i¢in
hiicre sinirindaki yaklagik deger su sekilde bulunmusg olur:

vg:.li = =1V, + 19, +1V,, + O(AX) (2.74)
2.4.2 Nokta Degerlerinden Tiireviere Korunum Yaklaginm

Hiperbolik korunum kanunlarina nokta degerleri kullanarak (sonlu farklar
semas1) yiiksek dogruluklu ve korunumlu yaklasgim yapilabilir.
Bir v(x) fonksiyonunun noktasal degerleri su sekilde verilsin.

v, =v(x,), i=12,.,N (2.75)
Simdi Syle bir sayisal aki bulalim ki
1?'”% =V(V, 50 Viss)s i=0L,..,N (2.76)
Bu akilarin farklar, v’(x) tiirevinin k. mertebe dogrulukla yaklagimi olsun.

le—(ﬁ,+§ -9, =V(x)+0Ax*),  i=0L..N @.77)
J
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Oncelikle agimiz1 iiniform kabul edecegiz, Ax;=Ax
Simdi Ax ag biiylikliigiine agagidaki gibi bagh bir A(x) fonksiyonu bulalim.

1 ::+AzE
V(x)=5x_j‘fz(é‘)d§ (2.78)
0 Zaman
vi(x)= t[h(x + %) —h(x- é;—):I (2.79)

oldugu agiktir. Bu durumda (2.77) denklemini elde etmek i¢in yapmamiz gereken

v, L =h(x,,)+ O(Ax*) (2.80)

kullanmaktir. Burada (2.77) denklemini elde etmek igin paydadaki Ax teriminden
dolay1 (2.80) denkleminde O(Ax**!) terimi gerekli gibi goriinebilir. Fakat pratikte,
(2.80) denklemindeki O(Ax) terimi genelde diizgiindir o zaman (2.77)
denklemindeki fark ekstra Ax verecektir ve buda paydadaki terimi gotiirtir.

(2.78) denklemi kullanarak h(x) fonksiyonuna yaklasim yapmak kolay degildir.
Burada bilinen v(x) fonksiyonu bilinmeyen A(x) fonksiyonunun hiicre averajlan
olduguna dikkat edelim. A(x) fonksiyonunu bulabilmek i¢in bir 6nceki kisimda
anlatilan prosediirii kullanmamz gerekir. A(x) fonksiyonun primitifini alirsak

H(x)= [n(&)ds (2381)
(2.78) denkleminden
H(x,)= Y h(E)dE = Ax Zv, (2.82)

oldufunu goriiriiz. Boylece (2.78) denkleminde A(x) fonksiyonunun hiicre averaji
olarak belirtilen vj nokta degerleri verildiginde, x=x,_, hiicre ara yiizeyinde, h(x)

primitif fonksiyonu kesin olarak bilinmis olur. Bundan dolay: A(x, ,) fonksiyonuna
k. mertebe yaklagim elde etmek i¢in daha dnceki prosediir kullamlir. Bu h(x, , ) daha

sonra ¥, sayisal aki olarak alinir.
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Bagka bir deyisle, eger (2.76) denklemindeki ¥ , akisi igin hesaplama

molekiilii su noktalarsa:

Xipseees X (2.83)
Burada r+s=k-1 dir. O zaman v, , akisi su sekilde ifade edilebilir:
) -1
Bt = 2 C Vi (2.84)
2 j=0
Buradaki sabit c,; katsayilar1 daha 6nceden bulunanlarla aymdir.
Ornegin k=3 ve r=1 i¢in bu aki s6yledir:
V= "%‘7.'-1 +%‘7t +“§‘7i+1 (2.85)
Sonrada su ifadeyi yazmak miimkiindiir.
1~ s '
Z;—(VH% "Vi-g) =v'(x,) + O(Ax*) (2.86)

Tekrar vurgulamak gerekirse, burada agimiz iiniform veya diizgiin degisen bir
ag olmalidir. Aksi halde c; sabitlerinin higbir se¢imi (2.76)-(2.77) tiirevlerine ikinci
mertebeden daha yiiksek bir mertebe ile korunumlu yaklagim yapamayacaklarim
ispatlamak miimkiindiir. Bu ispat Taylor agilimu ile kolayca gériiliir [10].

Bundan dolay1 yliksek mertebeli sonlu fark sadece iiniform veya diizgiin
degisen aglar i¢in kullanilabilir.

2.5 Sabit Hesaplama molekiillii Yaklagim

Sabit hesaplama molekiiliinden kastettigimiz (2.53) ve (2.83) denklemlerindeki
r (sol kaymalarin) biitiin / noktalar i¢in aymi olmasidir. Genelde yerel olarak diizgiin
olan v(x) fonksiyonu igin, en iyi yaklasim %’mn ¢ift oldufu durumlarda merkezi

yaklagim r=s-1 (Burada merkez x _, istasyonudur), k'nmn tek oldufu durumda ise bir
nokta “upwind biased” yaklasimdir. r=s, r=s-2. Ornegin eger agimz iniformsa

Axi=Ax, v, , igin dordiincii mertebe yap1 su gekildedir:
2

= = 1= = 4
Vit == F Vg + 5V 5V — 15V + O(AXY) (2.87)

1
l-l-2

r=1 ve r=0 i¢in iiglincii mertebe bir nokta “upwind biased” yapu ise
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v, =-1v_ +39 +1y_  +0(Ax) (2.88a)

j+d i-1
i+y

Vo =3V 3V, — 0, +O(AX) (2.88b)

j4d
l+2

seklindedir. Benzer olarak merkezi dordiincii mertebe aki (2.84) denkleminden,

A

- Z 7 L
v TVt Vi E Vi 13 Vi (2.89)

.l=
i+] 12 7i

seklinde formiile edilir. Bu aki da

1

_A—x(ﬁ"“ - Vv, %) =v'(x,)+0(Ax*) (2.90)

denkleminden goriildtigti gibi 4.mertebe dogruluk verir. Ugiincii mertebe bir nokta
“upwind biased” akilar

Ps ==V +19,+10, (2.91a)
Vit =5V 8V~ 6V (2.91b)

seklindedir. Bunlar da
le—(o,+ L= o,_%) =v'(x,) + O(Ax®) (2.92)

goriildiigl gibi 3. mertebe dogruluk verirler. Geleneksel merkezi ve upwind semalar,

bu sabit hesaplama molekiillii yapilardan veya aki fark yaklagimlarindan tiiretilebilir.

2.5 ENO WENO Yaklagmmlar:

Hiperbolik korunum kanunlarim ¢ozerken pargali diizgiin fonksiyonlarla
ilgileniriz. Eger v(x) fonksiyonu sadece pargal1 diizgiinse, siireksizlik civarinda sabit
hesaplama molekiillii yaklasim yeterli degildir. Sekil 2.3 de basamak fonksiyonu i¢in
merkezi hesaplama molekiillii dérdiincti mertebe -(parg:ah kiibik) interpolasyon
kullamilmigtir.  Yani [x,._%,x+l araliginda polinom yaklasimi, bu basamak

3

fonksiyonunu dort noktada , x,_,,x,_,,x,.,X,,; enterpole etmistir.
Bu salimimlar, (2.83) denkleminde ifade edilen hesaplama molekiiliiniin, siireksiz

hiicreyi igermesinden dolayr olmugtur. Sonu¢ olarak (2.50) yaklagimi boyle
hesaplama molekdilleri i¢in artik dogru degildir.
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Sekil 2.3 Basamak fonksiyonu igin sabit hesaplama molekiillii merkezi kiibik

interpolasyon (a) ve ENO kiibik interpolasyon (b). Diiz ¢izgi fonksiyonun kendisi
kesik ¢izgi interpole edilmis polinom
2.5.1 ENO Yaklagmm

Sekil 2.3’i daha yakindan incelersek, adaptif hesaplama molekiilii fikrinin
hesaplama molekiiliiniin » sol degisiminin x; istasyonu ile degismesi oldugunu

anlariz. Temel diisiince mimkiin oldufunca siireksizlik igeren hiicreyi hesaplama
molekiilii i¢inde bulundurmaktan kaginmaktir.

Bu etkiyi elde etmek i¢in Newton interpolasyon polinomuna bakmamiz
gerekir. Ilk 6nce Newton boliinmiis farklan hatirlayalim. (2.60) —(2.61)
denklemindeki V{x) fonksiyonunun 0. derece bdliinmiis fark: su sekilde tanimlanar:

V[x:-g]g V(xn-g)

(2.93)
ve genelde j. derece boliinmiis farklar, j>1 icin s6yle tanimlamr:

V[xi+_|_,...,x1+ _l.]_ V[xi_l,...,x“ __1]
Vx;..l""3x,~+j..l = 2 J 2 J=y
2 2

X

(2.94)
j=t T xi—g
Benzer olarak (2.49) denklemindeki v hiicre averajlarmin béliinmiis farklar su
sekildedir:

V[xl]E v,

(2.95)
ve genel halde j.derece boliinmiis fark goyledir:

_[ ]_ v[x,+1,...,x,.+j]—v[x, ,...,xi,fj_l]
VX, 5eees Xy | =

Xij =%

(2.96)
(2.61) denkleminden
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V(x“.l) - V(x,-_l) _
V[x,_l X, 1 ]= 2 =y, 2.97)
PR X , - xi_%

jd
iy

oldugunu goriiriiz. Yani, v nin 0. derece bolinmiiy farklann V(x) in 1. derece
boéliinmiis farkidir. Béylece (2.97) ve (2.94) denklemlerini kullanarak V{(x) in 1. ve
daha yiiksek dereceli boliinmiis farklarini v nin 0. ve daha yiiksek dereceli boliinmiis
farklan cinsinden yazabiliriz.

V(x) fonksiyonunu (2.83) denklemindeki k+I noktada interpole eden k. derece
P(x) interpolasyon polinomunun Newton formu, (2.93) ve (2.94) béliinmiis fark
denklemleri kullanilarak ifade edilebilir.

k J-1
P(x)= Z V[xi_r_l,...,xt_r+ jd ]l—[ (x=x_,,..1) (2.98)
‘=0 2 2720 2
(2.63) denklemindeki p(x) fonksiyonunu elde etmek igin bu denklemin tiirevini
alinir.
k j-1 j-1
p(x) = ZV[xi_r_l oAl ]ZH (x=x,_,.,.) (2.99)
j=l 2 "m=0 10 &

I#m

Bu denklemde sadece V(x) in birinci ve yiiksek dereceli boliinmiis farklan
- gozikmektedir. (2.97) denklemini kullanarak p(x) fonksiyonunu tamamen v nin
boliinmiig farklan cinsinden ifade edebiliriz.

Simdi boliinmiig farklarin 6nemli bir dzelligine bakalim. * < E< Xppjet hesaplama

molekiiliindeki bazi £ ler igin,
0]
V[x Lo X, @) (2.100)

V(x) fonksiyonu bu hesaplama molekiilii igerisinde diizgiin oldugu miiddetge bu ifade
dogrudur. Eger V(x) fonksiyonu hesaplama molekiilii igerisindeki bazi noktalarda

stireksiz ise 0 zaman $0y18 yaz;mak miimkiind{ir:
V[x x ]—_ O 2.102
i-lz. LR i+j-'% ( A j ) ( - )

Bundan dolayr boliinmiis farklar hesaplama molekiilii igerisinde fonksiyonun
diizglinltigiiniin bir Sl¢istidiir.
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Simdi (2.98) denklemini kullanarak ENO fikrini tanimlayalim. Amacimizin

x_, ve x,, noktalanm iceren ve k+I ardisik noktadan olusan, bir hesaplama
2 2

molekiilii bulmak oldugunu farz edelim. Oyle ki V(x) fonksiyonu diger hesaplama
molekiilleri ile karsilagtirildiginda en diizglin bu hesaplama molekiilii igerisinde
olsun. Bu islemi iki adimda yapabiliriz. [lk 6nce iki noktali hesaplama molekiilii ile
baslayalim.

S,0) = {x,_,x,.} (2.103)

Burada S, V primitif fonksiyonu igin olan hesaplama molekiiliinii belirtmek igin

kullamilmugtir. 7 igin olan S hesaplama molekiilii (2.97) denkleminden v igin olan S
hesaplama molekiiliine kargilik gelir. Ornegin (2.102) deki hesaplama molekiilii v

icin tek hiicre hesaplama molekiiliine karsilik gelir.
S@=1{1} (2.104)

(2.102) denklemindeki S hesaplama molekiiliinde lineer bir interpolasyon, Newton

formunda su sekilde yazilir.

P'(x) =V[xi_l]+ V[xi_l,xl+L}x—xi_l) (2.105)
Bir sonraki adimda hesaplama molekiiliine bir nokta ekleyerek genisletmek igin iki
segenegimiz vardir. Birincisinde hesaplama molekiiliine, soldaki x _, noktasi eklenir

ve su quadratik interpolasyonu verir
R(x)=P'(x)+ V[xi_,zl Xy 1o¥, }x - x,_,;)(x - x“%) (2.106)
veya hesaplama molekiiliine, sagdaki x i noktast eklenir ve su quadratik
interpolasyon verir.
S(x)=P'(x) + V[x:-g ST }x - xi_é)(x - xi%) (2.107)
(2.106) ve (2.107) denklemlerinde P’(x) den sapmalar aym fonksiyondur.
(e—x,  )x—x,.) (2.108)

Fakat bu fonksiyon iki farkli sabit ile ¢arpilmugtir.

V[xi_lzl,xi_i,x”é] ve in_%,xi\%,JcW21 (2.109)
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Bu iki sabit,V(x) fonksiyonunun iki farkli hesaplama molekiiliindeki ikinci derece
boliinmiis farkidir. Daha 6nceden (2.100) ve (2.101) denklemlerinde belirtildigi gibi ,
daha kiigiik b6liinmiig farki olan, fonksiyonu o hesaplama molekiilii igerisinde daha
diizgiin yapacaktir. Boylece iki ilgili boliinmis farki kargilagtiraraktan ve mutlak
deger olarak kii¢iigiinii alaraktan hesaplama molekiiliine hangi noktanin eklenecegine

karar vermis oluruz. Boylece eger

i V[xi_%,xl_é,xﬂé] < V[xi_%,xi%,xhg] (2.110)
ise 0 zaman ti¢ nokta hesaplama molekiilii su sekilde yapilir.
85(0) = {3, %,1,%,1} @2.111)
aksi halde hesaplama molekiilii su sekildedir:
85() = (%4 %,10% .1} 2.112)

Bu prosediir, her bir adimda hesaplama molekiiliine birer nokta ekleyerek hesaplama
molekiilii igerisinde istenen nokta sayisina ulagilana kadar devam eder.
Eger agimiz {iniformsa ,Ax;=Ax , o zaman boliinmiis farklar1 hesaplamaya gerek

yoktur. Bunun yerine (2.97) denklemindeki boliinmemis farklar hesaplanir

V<x_i,x, 44 >= V[xl_l’xi.,,l.]: v, (2.113)

V<xi_%,...,x >=V <E e Xy >—V<x,_%,...,xi+j-§ >, j21 (2.114)

i+ j+§ i+j+

Bir defa S (i) dolayisiyla da S(i) hesaplama molekiilii bulunduktan sonra hiicre
smirlarindaki degeri hesaplamak igin daha 6nceden bulunan c;; katsayilan ile birlikte
(2.58) denklemi kullamlir.
Genelde, hesaplama molekiilii bilindigi takdirde, hiicre sinirindaki v(x) e yaklagik bir
deger hesaplamak icin ag {iniform degilse (2.72) ve uniform ise (2.73)
denklemlerindeki gibi tamimlanan c; lerle birlikte (2.55a), (2.55b) denklemlerini
kullanmak daha uygundur.

Basamak fonksiyonu i¢in aymi pargali kiibik interpolasyonlu fakat bu defa ENO

ile elde edilen iki noktali hesaplama molekiili ,S, (i) = {X,._ux“; , kullamlarak

bulunan ¢6ziim Sekil 2.3 den de goriildiigii gibi salimmsizdir.
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V(x) pargali diizgiin fonksiyonu i¢in, iki noktal: §2 = {xi_ 1»X, 1 hesaplama
molekiilii ile baglayan ENO interpolasyonu su dzelliklere sahiptir
1. Dogruluk sart:
p,(x) =V (x)+0(Ax*), xel, (2.115)

siireksizlik icermeyen herhangi bir I; hiicresi igin gegerlidir. Bu ENO
interpolasyon prosediiriiniin yiiksek mertebeli dogrulugunun korunmasini saglar
2. Py(x) fonksiyonu, V(x) fonksiyonunun bir siireksizligini igermeyen herhangi bir I;
hiicresi igerisinde monotondur
Simdi ikinci 6zelligi ele alalim. Siireksizlik igeren I; hiicrelerinde hata olmast
beklenebilir. Ciinkii ENO, iki nokta ile baslayan ve bu halinde siireksizlik igeren bir
hesaplama molekiilii durumunda ige yaramaz. Simdi ikinci 6zellige bir 6rnek vererek

ispatii yapalim. V{x) fonksiyonu bir basamak fonksiyonuysa,

V(x) = {(1) i i g} 2.116)
ve k. derece P(x) polinomu V{(x) fonksiyonunu k+/ noktada interpole etsin

x, < X, <..< Xyt (2.117)
ve stireksizlik de

X jpot <0< X ook (2.118)

1 ile k arasindaki bir jo degerinde olsun. Siireksizligi i¢ermeyen herhangi bir aralik
[xj_%,xj%l J# Jy (2.119)
i¢in su ifadeler yazilabilir

P(x, )=V, )=V(x,)=P(x,) (2.120)

0 zaman en azindan x _, <& <x_ , arasinda 8yle bir & noktas: vardir ki bu noktada
Jj-3 J+t ]

P’(£)=0 olsun. 0 siireksizligini igermeyen k-1 aralik oldugundan P’(x) fonksiyonunu
sifir yapan k-1 farkli & noktasi bulunabilir. Bununla beraber, P’(x) fonksiyonu en gok
k-1 derece ve sifir olmayan polinomdur. B&ylece en gok 4-1 farkl sifir bulunur. Bu,

P’(x) fonksiyonunun gsok aralifinda [cho_L,x.+l] hicbir sifir igermedigini, yani

Jo
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P(x)’in bu aralikta monoton oldugunu gosterir. Bu ispat, ikinci 6zelligi ispatlamak

icin de genellestirilebilir.

2.5.2 WENO Yaklagimi

WENO (Weighted ENO) yaklagimu ENO yaklasimina dayanir [8, 9]. Daha basit

olmasi agisindan burada da agimuz {iniform alacagiz,Ax;=Ax

Daha &nceden de bahsedildigi gibi ENO prosediirii siireksizliklerde yiiksek

dogruluga sahiptir. Bu etki boliinmiis farklarin mutlak degerlerine dayanan adaptif

olarak hesaplama molekiilii segerekten yapilir. Yinede, ENO hakkinda sunlan
s6ylemek miimkiindiir.

I. Coéziimiin ve onun tlirevlerinin sifira yakin oldugu,yerlerde yuvarlama hata
dagilimlarindan dolay: hesaplama molekiilii degisebilir. (2.110) denkleminin her
iki tarafimin sifira yakin oldugu durumlarda yuvarlama hatalarindaki kiigiik bir
degisme, esitsizlifin yoniinii, dolayisiyla da hesaplama molekiiliinii degistirebilir.
Ayrica diizgilin bélgelerde , hesaplama molekiillerinin bu sekildeki adaptasyonu
gereksizdir. Ustelik bu, hiperbolik denkleme uygulandiginda dogruluk kaybina
sebep olur.

2. Sonucta bulunan (2.74) sayisal akisi, komsu noktalarda hesaplama molekiilii
degisebileceginden dolay: diizgiin degildir. '

3. Hesaplama molekiilii segme prosesinde 2k-1 hiicre igeren k tane aday hesaplama
molekiilii vardir. Fakat aki hesaplanirken bunlardan sadece bir tanesi kullanilir ve
sonugta k. mertebe dogruluk elde edilirr Eger muhtemel hesaplama
molekiillerdeki 2k-1 hiicre kullanilirsa, 0 zaman diizgiin bolgelerde 24-I mertebe
dogruluk elde edilmis olur.

4. ENO hesaplama molekiilii segme prosediirii bir gok mantiksal “if” yapilarin1 veya
bunun matematiksel esdegerini igerir.

Buradaki birinci problemi iyilestirmek i¢in bir gok ¢alismalar yapilmigtir [12].

WENO bu dort noktada ENO prosediiriinii gelistirmek igin yapilan bir
¢alismadir. Temel diistince, yapiy1 olusturmak igin aday hesaplama molekiillerinden
bir tanesini kullanmak yerine biitin hepsinin konveks bir kombinasyonunu
kullanmaktir. Daha agiklayici olmasi igin k tane aday hesaplama molekiilii

diistinelim.

S.() =X, Xiyals 7 =0pnk—1 2.121)
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Bu & tane hesaplama molekiilii (2.58) denklemine gére v, , igin k tane farkli deger

verir.

53 = Zc,, iereys P =0,,k—1 (2.122)

J=0
WENO yapis1 hiicre simnindaki v(x, , ) degerine yeni bir yaklagim olarak (2.122)

denkleminde tanimlanan biitiin v, degerlerinin konveks bir kombinasyonunu alur:

V.= Zw v (2123

roil

Agiktir ki WENO nun bagarili olabilmesi w, agirliklarinin segimi olacaktir. Kararlihk
ve tutarlilik i¢in w, katsayilarinin gu sartlar1 saglamas: gerekir

k-1

w,20, Y w, =0 (2.124)

r
r=0

Eger v(x) fonksiyonu aday hesaplama molekiillerinin hepsinin igerisinde diizgiinse o

zaman su sekilde d, katsayilarn mevcuttur.

_ Zd D =v(x,)+0G*) (2.125)

r l+-L

Omegin 1 <k <3 igin d, ler §6yledir:

k1 2 3
d 1 % %
d 3 3
d, 0

Tutarliliktan dolay: d, lerin her zaman pozitif ve

k-1

>d, =1 (2.126)

r=0

oldugunu gériiriiz. Bu diizglin hallerde su sekilde yazmak miimkiindiir:
w,=d +0(A*"), r=0,.,k-1 (2.127)

Bu da 2k-1. mertebeden dogruluki gosterir.
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k-1
V= 2 WV = (0 +0(Ax™ ) (2.128)

r=0

2k-1. mertebeden dogruluk gostermesini su sekilde anliyabiliriz

S-S v = 3w, -4 )00 5(x,.)
r=0 L om0 2 z 2.
= iO(Ax"")O(Ax" ) = O(Ax*™) S
r=0

Eger v(x) hesaplama molekiilii bir veya daha fazla hesaplama molekiiliinde
siireksizlige sahipse daha bagarili bir ENO i¢in buna karsilik gelen agirligin sifir
olmasini bekleriz.

Son olarak bu agirliklarin hesaplama olarak etkili olmasm isteriz. Bundan
dolay1 polinomlar veya doniigiim fonksiyonlar iisli tip fonksiyonlar olarak tercih
edilir.

Biitlin bu nedenlerden dolay: agirliklar asagidaki gibi yazmak miimkiindiir.

a, = (e—:br-)—z— (2.130)

% r=0,.k~1 (2.131)

r k-1 2

2%

§=0

it

w

Burada € sifira bolme hatasindan kaginmak igin konulmugtur. Sayisal
hesaplamalarimizda bu € degeri igin 10° alacagiz. B, ler S,i) hesaplama
molekiillerinin diizgiinlik gostergeleridir. Eger v(x) fonksiyonu, S,(i) hesaplama
molekiilii igerisinde diizglinse o zaman su ifade yazilabilir:

Br=0(8x")
fakat eer v(x) S,(i) hesaplama molekiilii igerisinde bir siireksizlige sahipse

B=0(1)
yazilabilir. Bunlar1 (2.131) denklemindeki w, afirliklarina donistiiriirsek, v(x)

fonksiyonu S,(i) hesaplama molekiilii igerisinde diizgiinse o zaman,

w,=0(1)
eger v(x) S,(i) hesaplama molekiili igerisinde bir stireksizlige sahipse

wy=0(Ax")
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yazilabilir. Béylece siireksizlik civarinda daha iyi bir ENO yapilmis olur.

Simdi B, diizgiinliik gostergesi verildiginde (2.127) denklemindeki dogruluk sartina
bakalim. Herhangi bir B, diizglinliik g6stergesi i¢in (2.131) denkleminde tanimlanan
agirhiklarin (2.124) denklemini sagladigi kolayca goriliir. (2.127) denklemini

saglamasi i¢in Taylor agilimim incelemek yeterli olacaktir.
B=D(1+0(Ax*")), r=0,....k-1 (2.132)

Burada D r den bagimsiz (fakat Ax e bagl olabilir) sifir olmayan bir biiyiikliiktiir.
WENO da agirliklarin hesabinda iki farkl: diizgiinliik 6l¢egi kullanilir.
Bunlardan birincisi direkt olarak fonksiyonun béliinmemis farkimi kullanarak elde
edilen diizgiinliik 6lgegidir[8]. Bu &l¢ek kullanilarak (k+1) mertebeden dogruluk elde
edilir.
g = gg(v[]+r+z—kl]) 2133

I=1 i=l

Burada v/ ., . ] 1. derece béliinmemis farktir. Ornegin k=2 i¢in
B.=0lj+r-11Dp*,  r=01 (2.134)
k=3 ise yukaridaki denklem,
B, =1L +r-21D2 + 0l +r-11D)+ O +r-22D% r=012  (2.135)
Diizgiin bolgelerde (2.133) denkleminin Taylor agiliminin analizi gu sonucu verir:
B. = (VAx)*(1+ O(Ax)), r=0,1..,k-1 (2.136)
Buradav'=v'(s,). O(Ax) terimi O(Ax*!) degildir. Bundan dolay: diizgiin monoton
bolgelerde, yani v’ # 0, bundan dolayz,
w, =d, + O(Ax), r=0,.,k-1. (2.137)

Diizgiinliik dl¢isii (2.133 denklemi ile verilmis olan WENO semas: f{u(x)) akisinin
monoton oldugu yerlerde (r+1) dereceden dogruluk verir.

k=3 oldugunda (2.135) denkleminin Taylor a¢ilimui:

= 1((W'Ax ~ 2v"Ax?)? + (v'Ax - 1V"Ax?)? )+ (V" Ax?)? + O(Ax®)

J2-((v’Ax —Lv"Ax?)? + (VAx -1V Ax?) )+ (v"Ax*)? + O(Ax®) (2.138)
L((V/Ax+1v"Ax?)? + (vV'Ax +2v"Ax?)? )+ (v'Ax2)? + O(Ax®)

By =
By
B,

Il
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Burada ikinci derece terimlerin hesaplama molekiiliinden hesaplama molekiiliine
farkli olduklann goriilmektedir. Bundan dolay: (2.136) denklemi kritik noktalarda
artik dogru degildir. ki bu da WENO semasim bu noktalarda k=3 i¢in lglincii
mertebe dogruluk verir. Bu kritik noktalarda (2.133 denklemindeki diizgiinlik 6l¢egi
ile hesaplanan agirhiklar optimal agirhiklardan iraksarlar. Fakat diizgiin aglarda biitiin
r ler i¢in B, diizgiinliikk 6lgegi sifir olmayan € sabitine gore ¢ok kiiciik oldugundan
agirliklar optimal agirliklara yakin olurlar.

Siireksizliklerde aday hesaplama molekiillerinden bir veya daha fazla
hesaplama molekiilii diizgiin bélge igerisinde kalirken diger hesaplama molekiilleri
siireksizlik igerirler. Siireksizligin biiyiikliigii her zaman O(I) dir ve agn iyi olmasi

ile degismez. Diizgiin bir hesaplama molekiilii i¢in
B, = O(Ax™)
Diizgiin olmayan bir hesaplama molekiilii iginse
B, =0

(2.131) denklemindeki agirliklarin tammindan bu diizgiin olmayan S,(i) hesaplama
molekiilii w, agirlifina karsilik gelir:

w, = O(Ax*?)

Bu nedenle kiigiik Ax ler igin ve pozitif p kuvveti i¢in diizgiin olmayan hesaplama
molekiilii igin atanan afirhk Ax— 0 iken kaybolur. r aday hesaplama molekiiliileri
icerisinde birden fazla diizglin hesaplama molekiili mevcutsa agirhklarin
tammindan, diizgiin hesaplama molekiillerinden her birini O(I) olan agirhklar
almasint bekleriz Bu durumda agirliklar tam olarak ENO agirliklarina benzemezler.
Fakat eger hesaplama molekiilii diizgiinse bu hesaplama molekiiliiniin sahip oldugu
bilgiler kullanmighidir ve bunlardan yararlaniimalidir. WENO semalarinin soklarda gok
iyi calistign deneysel ¢alismalarla da gosterilmistir. k=2, 3 i¢in p=2 olmas: salimmsiz
bir yaklagim elde etmek igin yeterlidir ve sayisal hesaplamalanmizda da biz p=2
kullanacagiz. Siireksizlik civarindaki dogruluk g¢aligmalarinda sadece uzaysal
hatalarla ilgilenilmigtir. Zamanin ilerlemesi ile olugsan hatalar géz Oniine
alinmamugtir. Ozetleyecek olursak,

1. ENO semalarinda goriilen mantiksal ifadelere igermezler.

31



2. k. Derece ENO semasina dayanan WENO semas: monoton bolgelerde (r+1)
mertebeden dogruluke sahiptir.

3. Siireksizliklerde ENO semalarindan daha iyi aslinda salimmsiz ozellii elde
edilmis olur.

Yeni Diizgiinliik Olgesi
Bildigimiz gibi her bir S,(i) hesaplama molekiilinde x=x _, de hesaplanan ve
v(x,,) yaklasik degerine karsilik gelen 4- dereceden polinom yazabiliriz. Toplam

degisim (total variation) diizgiinliik igin iyi bir 6l¢li oldufundan I; igerisinde bu
polinom igin toplam degisimi minimize etmek istenir. Diizglin bir aki ve yliksek
mertebeli degisimlerin rolii diiglincesi agagidaki diizgiinlilk Ol¢listinii verir. S,(3)

hesaplama molekiiliindeki interpolasyon polinomunu p,(x) ile gésterelim

B. = i‘: J'ZAxZI-l(a Pr(x)}b (2.139)

I=1 x
-1
! 2

Bu denklemin sa§ tarafi p.(x) interpolasyon polinomunun (x,_,,x, ,) aralifindaki

biitiin tiirevlerinin L2 normlarmn karelerinin toplamidir. Ax*’ ¢arpans, hiperbolik
denklemler i¢in kullanildifinda benzerligi korumak igin tiirevlerdeki Ax bagimliligim
kaldirmak i¢in kullanilmagtr.

k=2 i¢in (2. denklemi ,

By = =7)°
Bi=0 V)

k=3 i¢in (2.139) denklemi

(2.140)

By = %(V -2, + Vx+2) +3 GV, -4y, + V:+2)

B =B =20, +V,,) +1 (g — Vi)’ (2.141)
ﬂz = %(‘—’-i~2 _261—1 +‘71)2 +“4L({’-1-2 “4‘7“1 +17i)2

Bu denklemin Taylor agilimt sirasiyla,

By =B (v"Ax*) +L(2v'Ax -2 f"Ax*)? + O(Ax®)
B =B "Ax*) +L(2v'Ax+1 fAx*)? + O(Ax®) (2.142)
By =B (v'Ax*) +1(2v'Ax -2 f"Ax*)? + O(Ax®)
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Burada f*”’=f"""(u;). Eger £# 0 ise
B, =(VAax)(1+0(ax*),  r=012 2.143

Bu 6lgtimle bulunan agirliklar k=3 igin (2.132) sartiu saglarlar ve béylece besinci
mertebe dogrulukli (&=3 i¢in) WENO semasi elde edilir.
Ustelik bu 6l¢iim f{u(x)) in kritik noktalarinda da daha hassastir. =0 oldugunda,

B, =5 (v"Ax?)* (1+0(Ax?)), r=0,12 (2.144)
Bu da gosterir ki bu 6l¢limle bulunan agirliklar kritik noktalarda da besinci mertebe
hassastir.
2.6 Zaman Ayriklagtirmasi

TVD Runge Kutta metodu:
Runge Kutta metotlar1 agagidaki gibi yazilan adi diferansiyel denklem
(baslangi¢ deger problemi) sistemlerini ¢6zmek i¢in kullanilir.

ou oW _, (2.145)
ot Ox
u, = L(u) (2.146)
u™ =u" + AtL(u") (2.147)
Ornegin
u, = _f(u)x

Verilen bir zaman adiminda # nun x ile degisimini géz 6niine alalim. x ekseni
boyunca herhangi bir noktada # ve onun tiirevi % n. zaman adiminda bilinmektedir.
Bu denklemin fiziksel ¢6ziimiiniin en Snemli ozelligi x ekseninde biitiin bélge
boyunca integre edilen % zamanla artmaz. Bu integre edilmis biiyiiklik toplam

degisim (Total variation) olarak adlandirilir ve TV ile gosterilir.
TV = ﬂ—aﬁldx (2.148)
ox

Boylece fiziksel agidan uygun bir ¢6ziim igin TV zamanla artmaz. (2.145)

denkleminin sayisal ¢6ziimiiniin terimleri cinsinden yazmak gerekirse
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TV(u) =Y u,—u) (2.149)

Gergekten de (2.148) denklemi farkli sayisal ¢6ziimiin x deki toplam degisimini ifade
eder. Eger TVW™!) ve TV(") (2.148) denkleminin sirayla n+l. ve n. zaman

adiminda hesaplanmig degerleri ise
V™) <TVu")

O zaman sayisal algoritma TVD dir denilebilir. (Total Variation Diminishing).
Yukarida bahsedilenlerden efer sayisal ¢oziim verilen bir akis alaninin fiziksel
ozelligini takip ediyorsa o zaman sema TVD gemas! olmalidur.

Sok dalgalan gibi siireksizlige sahip fiziksel akig alanlarinda stireksizlik civarinda
salimimlar gozlenmez. Diger taraftan bdyle akis alanlanim ¢dzmek i¢in kullanilan bir
¢ok sayisal sema boyle salimimlar gésterirler. Bu salimmlar sayisal kaynakhdir.
Yukanda sdylenenlerin 1181 altinda bdyle saltum veren semalar TVD sartint
saglamazlar. Ornegin merkezi fark gemasi TVD semas: degildir.

Simdi yukaridaki denkleme tekrar dénelim. Bu ifadenin saglanmasi i¢in At’ye §dyle
bir kisitlama getirir.

At <A,

Sonra aym kararlilik sonuglarimin oldugu yiiksek mertebeli Runge-Kutta metotlan

arayalim. At iizerinde de $6yle bir kisitlama olabilir.
At S cAt

Burada c yiiksek mertebeli zaman ayriklagtirmasinda CFL katsayisidir.

Yukarida tamimlanan yitksek mertebeli TVD zaman ayriklagtirmas:t zaman
adimindaki kisitlama ile yiiksek mertebeli zaman aynklagtirmasimin kararliligim
korur. [19] da (2.146) igin genel Runge Kutta metodu su sekilde verilmistir.

i~1

u® = I a,u® + A8, Lu®))i=1,.,m

4@ = un,u(m) =y
Agiktir ki eger biitiin katsayilar negatif degilse ¢, 20,5, 20 o zaman (2.150)
denklemin, ileri Euler operatdriiniin konveks bir kombinasyonudur. Burada At
Bu r e deistiritmistir ve tutarls olmast igin 3 @, =1 dir

ey
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(2.150) Runge Kutta metodu CFL katsayisinin ancak su sartinda TVD dir [19].
¢ =min,, 2 2.151)
ik

Referans [19] da CFL katsayisinin c=1 oldugu ve bu sarta uyan semalar su sekilde
bulunmustur.
Optimal ikinci mertebeden TVD Runge Kutta metodu

u? St L) @152
u™ =Ly" +1y® + LA
Ugiincti mertebeden TVD Runge Kutta metodu,

u® =" + AtL(u"™)
u® =2y" + 14O L LAL (D) (2.153)

1 2 2
u™ =1y" +24® + 2 AL ®)
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3. UYGULAMALAR

Bu béliimde, bu ¢alismada anlatilan semalara ait uygulamalar yapilacaktir. Ik
once skaler konveksiyon denklemi ele alinacaktir. Bu denklem ¢6ziimiinde hiicre
sirindaki degerler ilk 6nce Minmod fonksiyonu ile ¢oziilmiistiir [10]. Daha sonra
sabit hesaplama molekiil yaklagimi ile ¢oziilmiistiir. Sonra da ENO ve WENO
semalari ile ¢oziim yapilmigtir. Aki formulasyonu olarak Lax-Friedrich ve Godunov
akilar1 kullanilmugtir.

Ikinci olarak bir boyutlu Euler denklemi igin uygulama yapilmigtir. Bu
uygulamalarda gok tiipii problemi (Riemann problemi) ele alinmustir. Sok tiipi
problemi iki ayr1 6rnek problem ile (Sod Problemi, Lax Problemi) incelenmistir.
WENO semas1 daha yiiksek hassasiyete sahip oldufunda bu problemlerin
¢oziimiinde WENO semas1 kullamilmugtir. Aki ayristiric1 olarak Lax-Friedrich aki
aynigtiricisi kullanimugtir.

Son olarak iki boyutlu Euler denklemi igin uygulama yapilmistir. Bu
uygulamalardan birincisi “Double Mach Reflection” problemi, digeri ise sok-girdap
etkilesim problemidir. Bu 6rnek problemlerin ¢6zlimiinde yine yiiksek hassasiyetli
olmasindan dolayr WENO semas: kullamilmigtir. Yine aki aynigtirici olarak Lax-
Friedrich aki aynstinicis: kullamlmigtir,

Sonuglar agagidaki gibi bulunmustur.

3.1 Skaler Konveksiyon Denklemi (Burger Denklemi)
u, +(3u?), =0 3.1)

Baglangi¢ sart1 Riemann baglangi¢ sartidir

I, x<0
”(x’0)={—0 5 x>0}

Bu problemde agimiz tiniformdur ve bir boyutta 102 noktadan olugmaktadir.
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0.25

-0.25

-0.5

-0.75

Sekil 3.1 =0 da baslangig hali

zaman adimi ise Af = formiiliinden hesaplanmaktadir. Zamanda 30 adim

2 max jlu;"
gitmektedir.

Aki hesabi hem Godunov hem de Lax-Friedrich akisi1 kullamilarak
hesaplanmaktadir.

-1 -0.8

0.5 1

Xo |-

Sekil 3.2 Minmod yaklagumi ,Lax- Friedrich akisi

Hiicre smur degerlerinin hesabinda ise sirasiyla

e Minmod

e ENO
¢ WENO
kullanilmigtir.
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Bu problem ayrica sabit hesaplama molekdl yaklagimi ile ¢ozlilmiistiir.
Sekil 3.2 de hiicre simirindaki degerler minmod fonksiyonu ile hesaplanmustir.
Aki1 hesabinda ise Lax Frierich akisi kullanilmusgtir.

Sekil 3.3 Minmod yaklagimi, Godunov akisi

Sekil 3.3 de hiicre sinirindaki degerler minmod fonksiyonu ile hesaplanmigtir.
Aki olarak Godunov akisi kullamilmastir.

L AL L B L L L~ LA L L R LA 2

PR TS WS S Y SN AU YOS WO NN Y= -1 SN SR S SN TS W SO SO |
t3

-1 0.5 0 0.5 1
X

Sekil 3.4 Sabit hesaplama molekiil yaklagimi
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Sekil 3.4 de hiicre sinirindaki degerler sabit hesaplama molekiil yaklagimu ile
bulunmugtur. Bu yaklagimda 3 nokta kullanilmustir. Sabit hesaplama molekiiliin en
sol noktas i noktasi alinmigtir. (r=0). Sabit c, katsayilar buna gére bulunmustur.

Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 da ENO prosediirii ile hesaplama molekiillerdeki
bolinmemis farklar karsilastirilarak adaptif hesaplama molekiilii yapilmistir. Bu
sekillerde sirayla aki olarak Lax-friedrich aki ve Godunov aki formiilasyonu
kullamilmistir.

0.75

0.5

0.25

PN (NN WO S S (N SN SN TN SO M Y SR T S |

0.5 1

0
X

Sekil 3.6 ENO, Godunov akisi
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Sekil 3.7 WENO, Lax-Friedrich akisi
v

0.5

Q
X

Sekil 3.8 WENO, Godunov akist

Son olarak ta hiicre sinirindaki degerler WENO prosediirii ile bulunmugtur.
Yine aki hesabinda sirasiyla Lax-Friedrich ve Godunov aki formiilleri kullanilmigtr.
Bunlarla bulunan sonuglar ise Sekil 3.7 ve 3.8 de sunulmugtur.

3.2 Sok Tiipii Problemi veya Rieman Problemi

Ele alinan denklem bir boyutlu Euler denklemidir.

CLA/AC) N (3.2)
o ox
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Sok tiipi problemi sok dalgalan ve siireksizlikler igerdiginden iyi bir test
problemidir. Bu problem Riemann problemi olarak da adlandinlir. Uzun ve bir
boyutlu bir sok tiiplinde, farkli basing ve yogunluktaki iki farkli baslangig hali bir
diyafram tarafindan birbirinden aynlir. Bu diyaframin kirilmasi ile sok tiipti problemi
deneysel olarak olugturulur.

Diyafram

L e R

Sekil 3.9 Sok tiipliniin sematik gdsterimi

WENO semas1 ENO semasindan daha hassasiyetli oldugundan bu ve bundan
sonraki problemler sadece WENO semasi ile ¢oziilmiistiir
- Sok tiipil problemi igin iki standart test hali vardir
3.2.1 Sod Problemi
Baslangig sart1 su sekilde verilmistir:

(pL>9.,8,) =101

(3.3)
(Pa» s Pe) = (0.125,0,0.1)

Sekil 3.10 =0 da sok tilpil (yogunluk dagilimi)
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Sinur sarti:

Sok tiipii yeterince uzun kabul edilmistir. Siurdaki degerler baslangigtaki
degere esit alinmistir.

Bu problemde x boyunca 101 grid noktas: kullanilmigtir. CFL katsayis1 0.6
alinmustir. t=1.3 de su sonuglar bulunmugtur.

osp
Y
odp A
[X]J
LX) 3 r
o Cocccommmmee
0.1 4 2 0 2 4 - - -2 [ EY . [}

Sekil 3.12 Ref[8]’de bulunan sonug ve gercek

¢Oziim
o) <
0.8
[ %)
[ X
[-X]
04!
[
03] >
[ Y]
by - o3 0 2 % 4 [
Sekil 3.14 Ref[8]’de bulunan sonug ve
Sekil 3.13 WENO,t=1.3, Hiz gercek cdzlim
0.9 X139
048 oap
07 0l
0.8 oeb
, 058 <
o3
04
04k
0.3
02 or
0.1 eap
0 4 2 ; 2 4 hh - 2 ] 1 . .
Sekil 3.16 Ref[8]’de bulunan sonug ve
Sekil 3.15 WENO,t=1.3, Basing gergek ¢bziim
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3.2.2 Lax Problemi
Baglangig sart1 su sekilde verilmigtir

(p.,q,,P,)=1(0.445,0.689,3.528)

(3.4)
(0r> s Pe) = (0.5,0,0.571)

(R
Lt —t L

2 4 -4 2 Q 2 4
X

Sekil 3.17 t=0, Yogunluk Sekil 3.18 t=0,Basing

Sinur gart1:

Sok tiipli yeterince uzun kabul edilmistir. Sinirdaki degerler baglangigtaki
degere esit alinmigtir.

Bu problemde x boyunca 101 grid noktas: kullamlmigtir. CFL katsayis1 0.6
alinmugtir. t=1.3 de su sonuglar bulunmustur.

cap ]
osp
p >
> S : *
') - Y 0 [ 4 .
. Sekil 3.20 Ref[8]’de bulunan sonug ve
Sekil 3.19 WENO, t=1.3, Yogunluk gergek ¢oziim
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- - -1 Ll ) . .

Sekil 3.22 Ref[8]’de bulunan sonug ve
gercek ¢oziim

>
Wi

-~ 3 o 1 4 L]

Sekil 3.24 Ref[8]’de bulunan sonug ve
Sekil 3.23 WENO, t=1.3 , Basing gercek ¢bziim

3.3 iki Boyutlu Euler Denklemi

Ele alinan denklem iki boyutta Euler denklemidir.

ou_ oW %W _, (3.5)
ot Ox oy

3.3.2 Double Mach Reflection

Bu test problemi, hava igerisinde yayilan normal soklarin kamalardan
yansimasin inceler. Bu problem deneysel olarak bir kama igeren gok tiiptinde sokun
ilerlemesi ile olugturulur. Baglangigta basit diiz sok, tiipiin duvar1 (kama) ile sag agili
olarak kargilagir. Fakat bu duvar bir egim yapmaya bagladiginda komplike sok
yansimalar1 olugur. Bu noktadan sonra olusan akis gelen sokun Mach sayisina ve
kamaya gelis agisina baghdir. Bu galigmada problem , duvarla 60° a¢1 yapan ve
havada (y=1.4) Mach 10 ile ilerleyen bir sok igerir.



x=0 x=0.166 x=4

Sekil 3.25 problemin sematik gdsterimi

Baglangig sarti:

Baglangigta sok 60° ‘lik bir ag1 ile kamaya gelmektedir. Sok y=0 dan y=1 e
kadar yatayla 60° ag1 yapmaktadir. Sokun 6niindeki bozulmamis hava duragandir.
Bozulmamig havanin basinci ve yogunlugu sirasiyla; p=1 , p=1.4. Sokun gerisinde
kalan kisimdaki basing,yogunluk ve hizlar Mach 10 i¢in normal sok bagintilarindan
hesaplanr.

Sinir gartlar::

Sol taraftaki smir sarti baglangictaki sok sonrasi akim Ozellikleridir. Bu
simirdaki akim 6zellikleri normal M=10 igin normal sok tablolarindan bulunur.

Sag taraftaki sinur sart1 biitiin gradyenler sifir olacak sekildedir.

U _

Bélgenin iist kisminda sinir sart1 gokun Mach 10 hizi ile hareket etmesidir. Sok
zamanla mach hizi ile ilerler ve sokun Oniinde baglangigtaki akim o6zellikleri
mevcutken sokun gerisindeki akim ozellikler ise M=10 igin normal sok tablolarindan
bulunur.

Boélgenin alt kisminda 0 <x <0.16 olan béliimde baslangi¢ sart1 gok sonrasi
akim 6zellikleridir. 0.1 <x <4 olan kisimda ise yansima sinir gart1 vardir.

Yansima sinir sart1 su sekildedir:
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j=1 deki basing, yogunluk ve tegetsel iz j=3 deki noktalara esit alimr. Normal
hiz ise j=3 deki hizin negatifi olarak aliir. j=2 de ise yine aym sekilde j=3 deki
degerler kullanilabilir. Fakat burada normal hiz sifirdir [18].

y

A
j=3
=2 ¢—eo—e—90o—9o—o o —o— >
=1l ©¢ e e e e e e e (Sinur)

Problemin ¢dziimiinde 480X120 ag kullamlmistir. t=0.2 zamanindaki sonuglar

verilmigtir.
r
05F
[ L L | I ! | ] L l 1 L L | l L ! 1 |
0
0 1 2 3 4
X
Sekil 3.26 t=0 da problemin baslangi¢ hali
—
1 -
05 /
0 [ L ! 1 l [l ! L ] l i m 1 l L | 1 ]
0 1 2 3 4
X
Sekil 3.27 t=0.2 Basmg¢ dagilimi
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0.5

lIlIIllll

o
-

Sekil 3.28 t=0.2 de Yogunluk Dagilim

\p DENSITY _ _ ___WENOLFS$

as5f

30 confeurs from 1.731 to 2082  Grid: 480x118 cfi=06 t=0.2

Sekil 3.29 Referans [10]’da bulunan sonug.

3.2.2 Iki Boyutlu Sok - Girdap Etkilesimi

Problem duragan bir sok ile girdabin etkilesimini inceler. Hesaplama bolgesi
[0,1] x [0,1] olarak alinmigtr.

Baglangi¢ Sartlar:

x=0.5 noktasinda duragan bir gok (M = 1.1) x eksenine normal dogrultuda
yerlestirilmigtir. Sokun sol tarafindaki degerler sunlardir:

(p,u,v,P) = (1,4[7,0,)) (3.6)

Sag tarafindaki degerler ise M=1.1 i¢in normal sok tablosundan hesaplanir.
Yine sokun sol tarafinda (x.y;) = (0.25,0.5) noktasina kiiglik bir girdap
yerlestirilmigtir. Bu girdabin akis alanina etkisini su sekilde formiile edilir.

2 .
Au =€ 72°"" ) sin @

a(l-r?)

Av=—-€cre cosd

Aro Z=DE€ g20-" <K
4ay

AS =0
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Burada 7 =— , = \/ (x-x,)*+(y—y,)?, € girdabin siddetini belirtir, a girdabin
v

azalma oranim kontrol eder. r. ise girdabin maksimum giddetinin oldugu kritik
yangaptir. Bu problemde € = 0.3, r,=0.05, 0. =0.204 olarak se¢ilmigtir.
Sinir gart1 olarak bolgenin dért simirinda da periyodiklik siur sart: vardir.
Agimiz 111X100 noktadan olugmaktadir. A§ y ekseninde iiniformdur ancak x
cksenin ok civarinda siklagtirma yapilmugtir,

0.8 -
0.8 _
orF
0.8
osE

03k
0.2

[BE 3]

2.5 1
X

| @

Sekil 3.30 t=0 da problemin baglangig

'F
0sf
0.8 ?
orf
0.6 ;
v osF
0.4 E
0sf

02F

01 E

% 0.8 1 '

Sekil 3.31 0.2 de Basin¢ Dagilimi

1 3 q
[ 2]

[ X33
07F
08 E
Y [ X3 Q ask
0.4
0.3
0.2

0.1

% 0.5 1 g

X

Sekil 3.34 Refl101’daki sonu¢

Sekil 3.33 t=0.35 de Basin¢ Dagilimi
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4. SONUC ve DEGERLENDiRME

Yiiksek dogruluklu ENO ve WENO semalar1 son yillarda sonlu fark ve sonlu
hacim ydntemleri ile kullanilmak {izere gerek yapisal gerekse yapisal olmayan aglarla
kullanim igin geligtirilmislerdir. WENO semalart ENO semalar: iizerine dayanir. Gerek
ENO gerekse WENO semalann gerek akis ¢oziimiliniin stlireksizlikler igermedigi
bélgelerde gerekse akigin siireksizlik igeren béliimlerinde yiiksek dogruluk ile ¢dziim
saglamak lizere yiiksek dereceden polinom olusturulmasina dayanir.

Bu c¢alismada da diinyada olusan bu egilim dogrultusunda ENO ve WENO
semalar1 kullanilarak yiiksek dogruluk ile 1 ve 2 boyutlu siireksizlik igeren taginim
problemleri ele alinmigtir. Gerek skaler Burger denklemini gerekse 1 ve 2 boyutlu Euler
denklemlerini sonlu hacim ve ENO-WENO semalan ile ¢dzmek iizere bilgisayar
programlar: gelistirilmistir.

Oncelikle skaler konveksiyon denklemi Minmod semas: kullanilarak ¢6ziilmiigtiir.
Daha sonra skaler denkleme ENO ve WENO semalar1 uygulanmistir. Aki formiilasyonu
olarak Lax-Friedrich ve Godunov akilar1 denenmis ve sonuglar kargilastirilmigtir. Skaler
denklem igin ENO-WENO semalarinin ayn: sonucu verdigi gézlenmistir. Ikinci olarak
WENO semasi ile Lax-Friedrich aki ayristiricilan kullanarak 1 Boyutlu Euler denklemi
incelenmistir. Sok tiipii problemi (Riemann problemi) 6rnek problem olarak ele alinmis;
bu problemin iki degisik hali (Lax problemi ve Sod problemi) ¢6ziilmiistiir. Hiz, basing
ve yogunluk olarak sonuglar elde edilmistir. Bulunan sonuglarla, problemin (Riemann
problemi) gercek ¢6ziimii ile karsilastirilmis ve gergek ¢bziime ¢ok yakin sonuglarin
bulundugu gériilmiigtiir.

Son olarak yine 5. mertebe WENO ve Lax-Friedrich aki ayristiric1 kullanarak 2
boyutlu Euler denklemi ele alinmigtir. Daha karmagik problemler, “Double Mach
Reflection” ve gok girdap etkilesimi 6rnek problemleri, igin ¢6ziim aranmigtir. Sonuglar
basing ve yogunluk olarak bulunmustur. Elde edilen sonuglarla Ref[10]’da bulunan

sonuglar karsilagtirilmigtir, ayni sonuglarin bulundugu gézlenmistir.
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Bu ¢aligmada ele alinan akis alanlari, kolaylik olmasi igin, kartezyen koordinat
sistemine dayali doértgen bolgelerden segilmistir. Bundan sonraki g¢aligmalar igin
programin egrisel sinirlara sahip yapisal olmayan sayisal aglan da inceleyecek gekilde

gelistirilmesi gerekmektedir.
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