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1. GIRIS

1.1. PROBLEMIN TANIMI

Elastik zemine oturan kiris problemlerine uygulamada sik¢a rastlanir. Temel
kirislerinin yiiksekligi nedeniyle kesme etkisinin 6nemi artmaktadir. Kesme etkisinin
onem kazandig1 Kirislere Timoshenko Kkirisi denmektedir. Bernoulli-Navier
hipotezine gore egilmeden Once diizlem olan kesitler, egilmeden sonra da diizlem
kalmakta ve tarafsiz eksenle dik ag¢1 yapmaktadirlar. Timoshenko kirisinde ise
egilmeden Once diizlem olan kesitler, egilmeden sonra diizlem kalmakta ancak

kayma gerilmelerinden dolay: tarafsiz eksenle belirli bir ag1 yapmaktadirlar.

Bu calismada elastik zemine oturan dogru eksenli Timoshenko kirisi incelenmistir.
Dolayisiyla kiriglerde hesap yaparken kesme ile egilme etkisi birlikte ele alinmistir.
Once zeminle etkilesimde olan kirisin rijitlik matrisi, baslangic degerler metodu
kullanilarak elde edilmistir. Daha sonra yapi ve zemin bir biitiin halinde hesap

edilmistir.

Miihendislige ait cesitli problemlerde, sinir sartlar1 yardimiyla belirtilmesi gereken,
sabitlerin sayis1 ¢ok olursa, hesap yorucu oldugu kadar hata yapma ihtimali de fazla
olmaktadir. Bu yiizden problemlerin kurulusunda sabit miktarin1 miimkiin
olabildigince azaltmanin ¢areleri aranir. Baslangic degerleri metodu adi verilen
metod, bu amaci saglayan bir yontemdir. Tek boyutlu problemlere uygulanan bu
metodda esas fikir, sinir degerleri problemlerinin hepsini baslangic degerleri
problemlerine doniistiirmek, bu suretle de ara sartlardan dolayr girebilecek yeni
sabitlerin Oniine ge¢cmek ve problemlerin denklemlerini hep ayni baslangictaki

sabitlerle ifade etmekten ibarettir.

Yalniz hesaplarda topluluk ve sistematigi saglamak icin, baslangi¢ degerleri metodu,
matris hesab1 esaslarina dayanarak incelenecektir. Teoride, degiskenin cesitli
degerleri arasinda gegisi saglayan bir matris esas rolii oynamaktadir. Bu matrise
Tasima matrisi adi verilir. Bu matrisin 0Ozelliklerinden ve elde edilisinden

bahsedilecektir.



Elastik zemine oturan kirislere ait bir problemin matematiksel bagmntilarla
belirlenmesi, zemin Ozelliklerinin olduk¢a karisik ve belirsiz olmasindan dolay1
zordur. Bu da matematiksel ¢oziimlerin gegerliligini siirlar. Bu yiizden, bu tiir
problemlerde zeminin elastikligini bazi kabullere gore irdelemek gerekmektedir.
Elastik zemine oturan kiriglere ait caligmalarda esas hipotez genellikle zemin
hakkinda yapilan hipotezler olmustur. Bu nedenle problem icin segilecek zemin

modeli 6nemlidir.

Elastik zemine oturan kiris problemi, énce Winkler [1] tarafindan incelenmis ve
teorinin esaslar1 verilmistir. Cesitli yiik etkisi altindaki elastik ve prizmatik bir
kirisin, elastik yatak {izerinde bulundugu ve herhangi bir noktasindaki taban
basincinin ayni noktadaki ¢6kme ile orantili oldugu varsayilmistir. Bu hipotez yatak
ortaminin elastik oldugunu ve yiik belirli bir degeri agsmadik¢a, deformasyonlarin
yiikle dogru orantili oldugunu gosterir. Hipotez kiigiik sekil degistirmeler durumuna
uygulanabilir. Bu ¢aligmada zemin yatak katsayis1 ko ile ifade edilecektir. Bu zemin
modelinde yatak katsayisinin taban basincindan bagimsiz oldugu ve biitiin temel
yiizeyi boyunca sabit kaldig1 varsayilir. Bu hipotez problemin ¢dziimiinii oldukca
kolaylastirir. Bununla birlikte zeminin homojen olmamasi nedeniyle yatak katsayisi
noktadan noktaya degisebilir. Diger bir hususta zemine etkiyen kuvvetlerin yalniz
etkidigi noktada sekil degisimi yapmasidir. Bu durumda zemin birbirinden bagimsiz,
birbirine sonsuz yakin ve sikisarak serbestce hareket edebilen diisey yaylardan
olusan mekanik bir sistem olarak diisiiniilmiistiir. Burada komsu yayin taban basinci
dikkate alinmaz. Bunun sonucu olarak zemin tamamen siireksiz bir ortam olarak goz
oniine alinmis olur. Zemin reaksiyon modiilii k ile ifade edilecektir. Zemin reaksiyon
modillii, zemin yatak katsayisi ile zemine oturan kirigin kesit alan genigliginin

carpimina esittir. Winkler zemin modeli ana hatlariyla Sekil 1.1°de gdsterilmistir.

IR IR % L
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Sekil 1.1 Elastik Zemine Oturan Kirisler i¢in Winkler Zemin Modeli



1.2. KONU ILE ILGILI CALISMALAR

Yatak katsayisinin degeri birgok etkene, 6zellikle zeminin elastik 6zelliklerine ve
yikli alanin boyutlarina baglidir. Winkler tarafindan gelistirilen yatak katsayisi
kavrami, 1942°de Zimmermann [2] tarafindan, biitiin uzunluklari boyunca balast
lizerine oturan demiryolu traverslerinin hesab1 amaciyla kullanilmistir. Bu
aragtirmacilar uygulamada yaygin olarak kullanilan zemin tiirleri i¢in yatak katsayisi

Ko degerlerini elde etmislerdir.

Winkler zemin tipi iizerinde 1946’da Hetenyi [3] calismis ve kesin ¢oziimlerle
ugrasmistir. Kesin ¢ozlimlerde karsilagilan zorluklardan dolay: bir ¢ok arastirmaci

cesitli yaklagik metodlar gelistirerek konuyu ele almiglardir.

1960°da Iyengar ve Anantharamu [4], elastik zemine oturan kirislerin davraniglarini
seriler yardimiyla incelemis ve buna ait egrileri vermislerdir. Ayni yil, bu tiir

kirislerin Malter [5] tarafindan sonlu elemanlar yontemiyle ¢oziimii gelistirilmistir.

Bu ¢aligmada tizerinde durdugumuz dogru eksenli ¢ubuklar ic¢in tasima matrisi
yontemi ile 1964’de Inan [6] tarafindan genel bir ¢6ziim yontemi gelistirilmis ve
buna ait tagima matrisi verilmistir. Fakat bizim ¢alismamizda ele alinan kirislerdeki

kesme etkisi, Inan tarafindan hesaplara dahil edilmemistir.

Yine 1964’de Dodge [7] tarafindan yayinlanmis c¢aligmada elastik zemin iizerine
oturan yart sonsuz ve sonlu uzunluktaki kirislerin davranislart ile ilgili tesir
fonksiyonlar1 ve buna ait egriler verilmistir. Ayn1 konu ile ilgili olarak 1965°te
Donalt ve digerleri [8], bu tiir kiriglerin orta noktasindan tekil yik ve egilme
momenti etkimesi durumunu ele almistir. Bu iki ¢alismada kirislerin davranisi ile

ilgili ¢izelgeler de verilmistir.

1966°da ise Miranda ve Nair [9], sonlu uzunluktaki elastik zemine oturan kirislerin
diferansiyel denkleminin 6zel fonksiyonlarla ¢oziimiinii yapmis ve bununla ilgili

sayisal ornekler vermislerdir.

1969°da Durelli ve digerleri [10] tarafindan,elastik zemine oturan sonlu ve sonsuz
uzunlukta olan kirislerin fotoelastik ¢alismasi yapilmistir. Bu kiriglerin bir ve iki
noktadan daha yiiklenerek davranislari incelenip bulunan sonuglar teorik ¢oziimle
karsilastirilmistir. Bu calismadan sonra 1970°de Munther [11], ayni durumdaki

kirislerin davraniglarini sonlu elemanlar yontemi ile incelemis ve bulunan sonuglari,



fotoelastik calismadan elde edilen sonuglarla birlikte cizilen egriler iizerinde

gostermistir.

Yine 1970’de Weistman [12] sadece basinca ¢alisan Winkler ve Reissner zemin
modellerini kullanarak bir caligma yapmistir.Weistman bu ¢alismasinda, elastik
zemin lizerine oturan ortasindan tekil yiikle yiiklii sonlu bir kirigin, ¢cokme ve kesit

tesirlerine ait grafiklerini vermistir.

1971°de Rao ve digerleri [13] tarafindan yapilan calismada da sadece ortadan tekil
yiikle yiiklii kirigleri ele alarak baslangic degerleri yontemi ile ¢oziime ulasmislardir.

Bu kirislerle ilgili ¢izelge ve egriler de verilmistir.

1982°de Ting [14], Winkler zemini tiizerindeki elastik mesnetli sonlu kirigin
diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii yapmistir. Bu ¢6ziim farkli sinir sartlarina sahip

elastik temeller tizerindeki kirislere benzetilerek kullanilabilir.

1983’te Kobayashi ve Sonoda [15], lineer viskoelastik zemine oturan Timoshenko
kirislerinin kuasi-statik egilme problemi {izerinde g¢aligmiglardir. Bu problemin
¢Oziimiinli seriler yardimiyla yapmislardir. Kesme etkisi géz Oniine alinmis ve

problem Winkler hipotezine uygun bir sekilde ¢oziilmiistiir.

1983’te Ting ve digerleri [16], elastik Winkler zemini iizerine oturan her iki ucundan
basit mesnetle mesnetlenmis yayili yiikle yiiklii sonlu uzunluktaki kirisin ¢okme ve
kesit tesirlerine ait tablolar vermislerdir. Yine ayn1 y1l Ting ve digerleri [17], diizlem
cerceve analizi i¢in tekil yiik, tekil moment ve lineer olarak yayili kuvvetlere bagh
elastik zemin tizerindeki kiris icin yiik eleman vektorleri ve sonlu eleman rijitlik
matrisini gelistirmislerdir. Bu rijitlik matrisinin deplasman metoduna kolaylikla

uygulanabilecegini belirtmislerdir.

1985°de Eisenberg ve Yankelevski [18], elastik zemine oturan kirislerin kesin rijitlik
matrisini formiile etmislerdir. Winkler zemini tlizerindeki bir kirigin siirekli bir
pargasini kesin olarak temsil etmesi i¢in bir eleman gereklidir. Bundan dolay1 tipik

bir problemin ¢6ziimii i¢in birka¢ eleman yeterlidir.

1987°de Lin ve Adams [19] tarafindan ¢ekme gerilmesi almayan Winkler zemini
izerine oturan, kendi agirligima ek olarak iizerinde ayni hizla hareket eden bir ¢ift
yiik etkisi dikkate alinarak elastik kirisin davranisi incelenmistir. Calismalarinda
sonuglar tekil yiiklere, hizlarina ve zeminden ayrilma noktalarina bagh olarak elde

edilmistir.



1988’de Celep ve digerleri [20], yayili yiik, tekil ylik ve moment etkisi altindaki
kirigin, ¢gekme gerilmesi almayan elastik Winkler zemini iizerine oturmasi halinde
statik ve dinamik davranisini incelemislerdir. Calismalarinda statik ve dinamik
eksantrik yiiklemeler altinda kirig deformasyonu ve zeminden ayrilma noktalarina ait

grafikler vermislerdir.

1988’de Elmas [21], elastik zemine oturan sonlu uzunluktaki ahsap ve betonarme
kirislerin davranislarini incelemistir. Bu ¢alismada, kirisin orta noktasindan etkiyen
tekil yiikiin limit degeri arastirilmistir. Ayrica farkli malzeme ve boyutlarin, kirislerin

davraniglarini ve limit yiikii nasil etkiledigi de incelenmistir.

Bu c¢alisgmada tasima matrisinin elde edilmesi i¢in kullanilan idempotent ve nil
potentlere ait 6zellikler 1989°da Cinemre [22] tarafindan anlatilmistir. Bu anlatilanlar

uygulamalar ile pekistirilmistir.

1993’te Dogan [23] tarafindan yapilan calismada, zeminin basing ve ¢ekmede farkl
davranig gosterdigi kabul edilerek elastik zemine oturan agirliksiz kirislerin statik ve

dinamik yiikler altindaki davraniglar1 incelenmistir.

1994°te Kadioglu [24] Winkler zemin modelini ele alarak, elastik zemine oturan
dogru ve daire eksenli kirislerin ¢esitli yiiklemeler altindaki davranislarim

incelemistir.

Yine 1994°te Zubaroglu [25] Winkler zemini {izerine oturan daire eksenli ¢gubuklarin
cesitli yliklemeler altindaki davranislarini incelemistir. Baslangi¢ degerleri metodunu
kullanarak elastik zemine oturan daire eksenli ¢ubuklara ait kapali ¢oziimii elde

etmistir.

1995°te Aydogan [26] elastik zemine oturan kirislerde kesme etkisini incelemistir.
Buna ait rijitlik matrisini diizlem ¢erceveler igin diferansiyel denklem yaklagimi ile
gelistirmistir. Zemin modeli olarak Winkler zemini secilmistir. Elastik zemin {izerine
oturan kiriglerin kesit alan1 ters T bi¢iminde segilmistir. Buna neden olarak, bu kesit
bi¢ciminin ayrik kolon yiiklerine maruz kalmasi ve kesme etkisinin diisliniilmesi i¢in
daha uygun oldugu savunulmustur. Fortran dilinde bir bilgisayar programi

hazirlamistir.

2000’de Yin [27] elastik zemine oturan betonarme Timoshenko kirisleri i¢in kapali
¢ozimi elde etmistir. Coziim yontemi olarak Fourier serilerini kullanmustir.

Probleme ait ¢okme, donme, moment ve kesme kuvveti grafiklerini vermistir.



2002’de Cengel [28] elastik zemine oturan ¢ergeve sistemler {izerinde c¢aligmistir.
Zemin modeli olarak Winkler zemin modelini se¢mistir. Zemine oturan kirisler i¢in
hesap yapilirken, kesme etkisini géz Oniine almamistir. Coziim ydntemi olarak
baslangic degerler metodunu kullanmistir. Problemin statigi yaninda, cergeve
sistemin titresim frekanslarinin, zeminin Gzelliginin degismesine bagli olarak ne

sekilde degisiklik gosterdigini de incelemistir.

2003’de Ergiliven ve Gedikli [29], Winkler zemini iizerine oturan Timoshenko kirisi
icin bir karisik sonlu eleman formiilasyonu elde etmislerdir. Bu ¢6ziime ait
uygulamalarda sonuglar1 Bernoulli-Euler Kiris teorisi, Timoshenko kiris teorisi ve
Reddy tarafindan kirigler igin gelistirilen teoriden elde edilen sonuglarla

kiyaslamiglardir.

Yine 2003’de Antes [30], Timoshenko kirislerine ait temel ¢6ziim ve integral
denklemleri lizerine bir calisma yapmistir. Yaptigr uygulamalarda Timoshenko

teorisi ve Euler teorisinden elde ettigi sonuglar1 grafikler tizerinde anlatmustir.

1.3. CALISMANIN AMACI

Bu calismada elastik zemin {izerine oturan Timoshenko kirigleri ele alinmustir.
Elastik zemin modeli olarak Winkler zemin modeli se¢ilmistir. Bu modelin avantaji

birgok mithendislik probleminde kullanilabilir olmasi ve iyi sonu¢ vermesidir.

Calismadaki asil amag, tasima matrisi yontemi kullanilarak Winkler zemin modeli
izerine oturan Timoshenko kirislerine ait kapali ¢6ziime ulasmak ve kesme etkisini
incelemektir. Bu sekildeki bir c¢alismaya literatiir arastirmasi sonucunda
rastlanmamistir. Kesme etkisinin arastiritlmasi amaciyla yapilan birgok c¢alisma

vardir. Ancak bu ¢aligmalar yaklasik yontemler kullanilarak yapilmistir.

Tasima matrisinin elde edilmesi sirasinda elastik zemine oturan Kirise ait
karakteristik denklemin koklerine bagli olarak idempotent ve nilpotentler
kullanilmistir. Yapilan uygulamalarda sonuglar kesme etkisinin dikkate alinmadigi
kirislerden elde edilen sonuglarla kiyaslanmistir. Cokme, moment ve kesme kuvveti

diyagramlari gosterilmistir.



2. ELASTIK ZEMINE OTURAN TIMOSHENKO KIRiSI

2.1. FORMULASYON

Elastik zemine oturan Timoshenko kirisine ait, secilen eksen takimi ve kesit

karakteristik 6zellikleri Sekil 2.1°de gosterilmistir. [26]
q
o o |
X h
N N
L —— Hih-»{
y

Kesit alan

Sekil 2.1 Elastik Zemine Oturan Timoshenko Kirisi

Bu sekilde EI kirigin e8ilme rijitligini, A kesit alanini, L uzunlugunu, b zemine
oturan yiiziiniin genisligini, h yiiksekligini, k zemin reaksiyon modiiliinii, k, zemin

yatak katsayisini, q ise diizglin olmayan yayil1 yiikii simgelemektedir.

Bu kiristen alinan dz uzunlugundaki diferansiyel parga lizerindeki diisey yiikler ve

moment dengesi Sekil 2.2°de gdsterilmistir.

M q M+dM

O ! )

- -
d

z

Sekil 2.2 Kiris Parcasina Ait Kesit Tesirleri

Buradaki kesit tesirleri i¢in, sag kesitte eksen takimiyla ¢akisan, sol kesitte ise eksen
takimiyla cakismayan kesit tesirleri pozitif kabul edilmistir. Sekil 2.2°de M momenti,
T kesme kuvvetini, v ise birim ¢okmeyi belirtmektedir. Y ekseni yoniindeki ¢okme

degerleri pozitif kabul edilmistir.



Kesme etkisinden dolay1 meydana gelen donme,

ST

ey

(2.1)

seklinde tanimlanmaktadir. Burada T kesme kuvveti, G kayma modiilii, A kesit alan,
s niimerik c¢arpan1 ise kesit {lizerindeki kayma gerilmelerinin iiniform olarak

dagilmadiklarini karakterize etmektedir. Bu niimerik ¢arpan,

s =%Lj(ij dA 2.2)

seklinde ifade edilmektedir. Burada t, ortalama kayma gerilmesidir. [6]

Kesitin donmesi, (2.3) denkleminde € ile gosterilmistir. Doniis yonii olarak, saat

ibresinin doniis yoniiniin tersi pozitif kabul edilmistir.
Q=y-V (2.3)

Elastik zemine oturan Timoshenko kirigleri i¢in uygunluk ve denge denklemleri

sirasiyla;
dv =—Q+ st (2.4)
dz GA
Q_M (2.5)
dz El
M _ (2.6)
dz
d_T =—q+kv (2.7)
dz
Bu dort denkleme ait Diferansiyel Gegis Matrisi asagida tanimlanmaktadir. [6]
0 -1 0 —
GA
D=|{0 O L 0 (2.8)
% El '
0 0 O
'k 0 O |




Durum vektorii $(z) , tiirevleri S ile diferansiyel gecis matrisi arasinda,

S(2)=D5(2) (2.9)

nLn

bagintis1 bulunmaktadir. [6]

2.2.COZUM

Tagima matrisi olarak adlandirilan, F= e’% matris fonksiyonunu idempotent ve

nilpotentler yardimiyla hesap edilmeye ¢alisilacaktir. [25]

Matris fonksiyonunun idempotentler ve nilpotentler cinsinden spektral agilimi,

n

D=>4P+Q 2.10
% ; 1A (8/0 (2.10)

seklinde tanimlanmaktadir. Bu denklemde n farkli kok sayisini, A, elde edilen

karakteristik denklemin farkli koklerini, Igi/ idempotentlerini, Q)
n 0/~

simgelemektedir. Ayni sekilde elde edilmek istenen ®(D) matris fonksiyonunun

ise nilpotentlerini

idempotent, nilpotent ve elde edilen koklerin, ®(X;) seklindeki ifadelerine bagli

genel formu,
n Sk—lq)g(xi)
d(D) = (A, )P, —1 Q¢ 2.11
(%;{(.)%fl a3 (2.11)

ifade edilmektedir. ®° A.’ye gore tiirevi, Q).g nilpotentin kuvvetini, S, ise katli kok
0/~

derecesini gostermektedir. g =S, —1 anlaminda kullanilmaktadur.

Elastik zemine oturan Timoshenko kirisinin karakteristik denklem ifadesi ve bu
denkleme ait kokler asagida verilmistir. [26]
sk 22 k

_Ska kg (2.12)
GA~ El

sk 4G2A?
A= 1;/1—— 2.13
L2 ZGA[ sZkEI] (2.13)

}\14



Karakteristik denklemin kdklerinin elde edildigi (2.13) denkleminde boyutsuz bir

parametre olan,

AG*A?
= 2.14
S’KEI (@14
kabul edilmistir. Boylece (2.13) denklemi,
» sk -
=oen (141 (2.15)

seklini almaktadir. Bu denklem, o’nin 1’den biylik, 1’den kiiclik ve 1’e esit
olmasina bagli olarak farkli koklere sahip olmaktadir. Simdi bu durumlar sirasiyla

inceleyelim.

2.2.1. a > 1 Durumu i¢in Tasima Matrisinin Elde Edilmesi

Miihendislik uygulamalarinda sik¢a karsilagilan duruma ait tasima matrisi, o ’nin
I’den biiyiik oldugu durum igin elde edilmektedir. Diger durumlarin
gergeklesebilmesi igin, yiiksekliginin genisligine oran1 yaklagik olarak 200-250 misli

bir beton kesit diisiinmemiz gerekmektedir.

Bu durum i¢in elde edilen koklere ait bazi parametre kabulleri yapilmistir. Bunlar;

B=+o-1 (2.16)
tan6 = (2.17)
0=2w (2.18)

seklindedir. Bu ifadelerden sonra (2.15) denklemi o’nin 1’den biiyilk olmasi

durumunda,
sk i
A, =] ——1+p* |e™ 2.19
[ZGA\/ Bj (2.19)
seklinde ifade edilir. Bu denklemden dort tane farkli kompleks say1 iceren kok elde

edilir. Dolayisiyla bu durum icin dort adet 4x4 boyutunda idempotent elde
edilmektedir. Tekrarli kok olmadigr i¢in Nilpotenti yoktur.

10



2.2.1.1. o> 1 Durumu icin Elde Edilen idemPotentleri

Idempotentlere ait dzellikler,

1. Farkl indislere sahip idempotentlerinin toplami birim matrise esit olmaktadir.
2. Farkl indislere sahip idempotentlerinin birbirleri ile ¢garpimi sifirdir.

3. Ayn1 indisli idempotentlerinin ¢arpimi, kendilerine esit olmaktadir.

seklinde tanimlanabilmektedir. [22]

Bu duruma ait denklem sistemi (2.20) denklemi ile gosterilmistir.

BBt R=1
2P, + AR, + AP +2,P, =D (2.20)

AZP, +)2P, + AP, + 2P, =D

404 oz

AP AP, +A3P + 0GP, = D

4 O

burada P idempotentleri, | birim matrisi, D diferansiyel gecis matrisi ve
kuvvetlerini, A. ise karakteristik denklemin koklerini ve kuvvetlerini

simgelemektedir. Hesaplarda kullanilan matrislerin tiimii 4x4 boyutundadir.

Idempotentlerin hesab1 sirasinda matris elemanlarinin uzun ve karisik olmamast igin

baz1 parametre kabulleri yapilmistir. Bunlar agagida tanimlanmastir.

= 2.21
4.5in2m ( )
pu=2s(l+v) (2.22)
D' =EA (2.23)
« 1 A

Bu denklemlerde, v boyutsuz poisson oranini, r ise boyutu metre olan atalet

yaricapini simgelemektedir.

Idempotent elemanlar1 yazilirken P, gosterimi kullanilmistir. Bu gosterimde i

matristeki satir numarasini, j siitun sayisini, numarasii simgelemektedir. Ornek

olarak, P, ifadesi ile bahis edilen idempotentine ait matrisin 1 no’lu satir ve 2 no’lu

siitununda bulunan eleman ifade edilmektedir.

11



P, idempotentine ait matrisin elemanlari,

i k
P,=B|e™" - ,/—,, ;
1 ( n DRJ

Jk - e‘”‘”ﬁ)

«\1/4 (R*)3/4

|
z
—_—
-
~— ~

P, =Be?"
P ) ( —2|u) 'D R M\/E)
34 (kD )1/4(R )3/4
; (k3/4)( —2io R M\ﬁ)
41 = 1/4 3/4
(0)(R)
P,=B kIB

12

(2.25)



P,=B|e? —u |
44 { u DRJ

seklinde elde edilmistir.

P, idempotentine ait matrisin elemanlari,

Z2ie ﬂ k
Pll = B(e 2 —-u W]
(“ JR e /—D*R*)

1/4 (R*)SM

I:)12 -

*

kD

B
\IkD

Be " (DR + ik (VDR - k)|

SN—

R

13

(2.25)

(2.26)



kD
P, = B,|—
42 R
«\1/4
io[ KR
P43_ Be [FJ

seklinde elde edilmistir.

I;’? idempotentine ait matrisin elemanlari,

i k
P,=-B|e® - | ==
1 ( 2 DR J

Be™® (u\/E g?io DR)
(kD 1/4(R )3/4

BF

Be"“{DR ik (e R - vk )|

12_

\_/

E >5"‘<kR i

N4
P, = Be 'w[kRj
D

P, =—Be®
BeBim R* 314
B :‘W(F]
R*
P :B —
24 kD
kD"
Py =By

14

(2.26)

(2.27)



D* 3/4
P,, =—Be" (k”“)(?j

P,, =—Be®
Be® (u\jE —eZ“”x/D*R*)
P34 = (kD*)lM (R*)sm

e (k) (k-2 VDR')
( )”4( )

P41 =

-B

R

k

=—Be"

j1/4
PM:‘B(E”“"“ ﬁ]

seklinde elde edilmistir.

E)’} idempotentine ait matrisin elemanlari,

i k
P, =-B|e* - /— -
1 ( 2 DRJ

Be™ (p\/E— g% «/ﬁ)

P —
12 (kD )1/4(R )3/4
Py =B kFE)*

15
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(2.28)



3|o) * 34
23 k1/4 j
B J
B J

D* 3/4
P,, = Be® (kl"‘)(?]

P, =—Be™ (2.28)
. Be'® ( uvk —eZoy D*R*)
34 — (kD*)lM (R*)3/4
Be'® (kSM)(u\/E— o?o [D'R” )

Pp=- (D*)1/4 (R*)S/A

KD
P,=-B F\B

\L/4

P, = Be"”[kg j

seklinde elde edilmistir.

Karakteristik denklemin dort ayr1 koke sahip olmast durumunda idempotentleri
Sylvester Teoremi adi verilen bir yontemle de hesaplanabilmektedir. Boylece
hesaplanan idempotentlerinin dogrulugu kanitlanmaktadir. Sylvester Teoremi, n kok
sayisini ifade etmek iizere (2.29) denkleminde ifade edilmistir. Hesaplanan idem

potentleri ile bu yontemle elde edilen idempotentleri aynen uyusmaktadir.

p_pipi A% (2.29)
% n

ey

J=L#

16



2.2.1.2. o.> 1 Durumu icin Elde Edilen Tasima Matrisi

Cokme, donme, moment ve kesme kuvvetine ait degerler Durum vektorii adi verilen,
boyutu n durum biiytlikliikleri sayis1 olmak {izere nx1 boyutunda olan bir matris
yardimiyla simgelenmektedir. Baslangigtaki (z = 0) durum biiyiikliiklerine giris
biiyiikliikleri, sondakilere (z = L) c¢ikis biiyiikliikleri adi verilmek iizere bunlar

arasindaki iliskiyi kuran matrise Tagima Matrisi ad1 verilmektedir. [6]
S(2)-E(2) 50 @30

seklinde tarif edilmektedir. Bu denklemde §A durum vektOriinii, F ise tasima

matrisini simgelemektedir.

Tasima matrisinin elde edilmesi sirasinda kesit tesirleri icin, sag kesitte eksen
takimiyla c¢akisan, sol kesitte ise eksen takimiyla ¢akigsmayan Kkesit tesirleri pozitif
kabul edilmistir. Durum vektoriine ait ¢dkme, donme, kesme kuvveti ve moment

biiyiikliikleri ile secilen eksen takimi Sekil 2.3’de gdsterilmistir.

z=0 z=L
Qog¢ ¢ﬁQL )
Vo Vi
T X
Mo(¢ ¢§ML y
To

Sekil 2.3 Durum Vektériine Ait Biiyiikliikler I¢in Pozitif Yonler

Bu durum i¢in tagima matrisinin ifadesi (2.31) denkleminde ifade edilmektedir.

— R _ \ z\, 73 Zhy
Iggz)—e/o ep +e”°P, +e°P, +e™ P, (2.31)

Tasima matrisinin elemanlar1 {izerinde boyut analizinin kolay yapilabilmesi,
elemanlarin uzun ve karisik ifadelerle belirtilmemesi i¢in bazi boyutsuz katsayi

kabulleri yapilmistir. Bu katsayilar denklem (2.32)’de gosterilmistir.

kR* 1/4
¢:z( ~ j sino (2.32)

17



kR* 1/4
cp=z( > ] CoS®

1 | 1/4
3]

2a\ L
T, =sin¢.cscw.cosh ¢
T, =—T,-1+2co0s 2w

T, =cos¢.secw.sinh e

T, =T, -1-2cos2m

Bu boyutsuz katsayilarin yer aldig1 tasima matrisinin elemanlari,

sing.sinh @

R, =cos¢.cosh@+(T, —cos2m)— 5
sin2m

F,=LT, (T3 T,+ T .TG)

1 (T,.sing.sinho
FlS == 2 -
E.L sin2m

1
F,=——
Y 2EL

1(T,-T,
F21 =
L{ 4T,

18
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(2.32)

(2.33)



sin ¢.cos 2w.sinh ¢
sin2®

F,, =cos¢.cosh ¢ —

Foa =21 { ~1+2¢0s 20) +C0s ¢.sinh ¢ (secw—4cos )}
1 (T,sin¢.sinhe
Fou = E.L2 sin2m
sing.sinh ¢
T,.5In 20
_ ( J (2.33)
F33 = Fzz
F34 = _FlZ
F,=kF,
F42 = _F31
F43 = _F21
I:44 = I:11

seklinde elde edilmistir. Elde edilen bu tagima matrisi (2.34) denklemindeki,
5= @29
tasima matrisinin z = 0 degeri i¢in birim matrise esit olma 6zelligini saglamaktadir.

2.2.2. 0. < 1 Durumu i¢in Tasima Matrisinin Elde Edilmesi

Miihendislik uygulamalarinda bu durumun sikg¢a karsilasilmayan bir durum oldugu

daha 6nce belirtilmisti. Bu duruma ait dort adet farkli reel kok elde edilmistir.

pk ++/u’k* —4kD'R”

A = J \/ D , Ay ==, (2.35)
uk —\/u?k? —4kD'R’

7‘3 = oD ) 7‘4 = _7‘3

Idempotentlerin elde edilisi sirasinda, o> 1 durumu ile ayn1 yol izlenmistir.

19



2.2.2.1. a < 1 Durumu I¢in Elde Edilen idempotentleri
I(D)} idempotentine ait elemanlar1 kisa ve anlasilir bir sekilde belirtmek i¢in (2.36)

denkleminde yeni bir parametre kabul edilmistir.
m=kp*—4D'R" (2.36)

I(D)} idempotentine ait matrisin elemanlari,

o _ ik +ym
11 4\/5
JukD" +D*km
P,=-
2+/2km
p__ R
v 2:/km

o _ (MM-FkMZ—ZD*R*)
‘o 2\/2km(ukD*+D*M )

o __ RWkD'
" Jom (ke k)
_ vk +m

P = (2.37)
o R (uvk —y/m)

“ 2\/2m(ukD*+D’\/H)
P =

24 ZM

p, Dk

31 = 2%
. (D*)S/Z\/E

T om (ke Vim)
o _ ik +ym

33 4\/5

20



o _ \ukD +D'vkm
* 22km

5 _ \uk’D"+kD"km
“ 22m
Dk
2Jm
R*VkD"
P =—
\/2m(kp+»\/km)

o _ ik +m
o adm

Pp=

seklinde elde edilmistir.

I(:)’? idempotentine ait matrisin elemanlari,

o _ ik +ym
Y adm
o _ \ukD" + D' Vkm
. 2+2km
p__ R
v 2:/km
(u\/ km +kp?® — ZD*R*)
14 =
2\/2km(ukD* +D"Vkm)
R"VKD"
I:)21 ==
\/Zm(kuh/km)
o _—ik+ym
22 4\/5
R (nvk —+/m)
N 2\/2m(ka* + D*»\/km)
P, =
* 2Jkm

21
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(2.38)



_Dk

P =— "
31 2%
P (D*)?:/Z\jE
2=
\/Zm(kpﬂ/km)
o _—ik+ym
33 4\/5
JukD" +D*Jkm
Py =—
2+/2km
o __\uk’D’ kD' vkm
. 2J2m
p __ Dk
42 Zm
R"VkD"
P =
\/Zm(kuﬂ/km)
o _hk+m
“ adm

seklinde elde edilmistir.

I;’;, idempotentine ait matrisin elemanlart,

o _ ik +vm

1 4\/5

o _ yukD’ —D'Jkm
. 2J2km

p - R

B 2Jkm

o _ (quLZD*R*—kHZ)
‘o 2\/2km<ukD* ~D"Vkm)
o __ R*JkD"

S Jom (k- kem)

22
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(2.39)



o _k+m
2 4dm

R
° ZJZm(ka*—D*M)

*

R
2/km

p, Dk
31— Z\H
_ (D*)S/ZW
" om (k- Jkm)
Py = —”f%ﬁ (239)

o __\ukD’—D'vkm
* 22km

o __\ukD’ —kD'vkm
N 242m

Py =—

p Dk
42 Z\E

R"VKD"
P43 =
\/Zm(ku—M)

o _ ik +ym
44 4dm

seklinde elde edilmistir.

I(Z)’} idempotentine ait matrisin elemanlar1 asagida gosterilmektedir.

p_—ik+m 240
4m
JukD" = D*Jkm
P,=-
2+/2km

23



*

R

2/km

(u\/@+ 2D'R" - kuz)

Ps =

Pa=-
2\/2km(ka* ~D"Vkm)

o _ R*VkD"
21 —
\/2m<ku—\/km)
o _k+m
2 adm
; R*(HJE +%)
23~
2\/2m(ukD*—D*»\/km)
P, =— R
2 2Jkm
P _ Dk
31 Z\M
P (D*)S/zﬁ
N \/Zm(kp—«\/km)
o ok +m
33 4\/5
JukD" —D*Vkm
Py =
2+/2km
o _ \uk’D’ kD" km
. 22m
P _ Dk
42 2%
R*VkD"
P =—
\/Zm(kp—«/km)
o _ ik +ym
“ 4m

Bulunan idempotentlerinin dogrulugu Sylvester Teoremi ile kanitlanmistir.

24
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2.2.2.2. 0. < 1 Durumu icin Elde Edilen Tasima Matrisi

Bu duruma ait tagima matrisini elde etmek icin izlenen hesap adimlari, a > 1
durumuna ait tagima matrisini elde etmek i¢in izlenen yol ile aymidir. Tasima
matrisinin karmasik ifadelerle tarif edilmemesi i¢in denklem (2.41)’de gosterilen

bazi boyutsuz katsay1 kabulleri yapilmistir.

2D

Sy

2D
v- B
vy - 1-Vl-o
© atu(l-a)
Yy - *\/1+ 1-a
’ 2a4},t(1—0L)
1 L'
Y“_z 2A(1-a)a’ (2.41)
{2(—1+ 1—a)+a}
Y, =
i 1-1-o
{2(1+«/1—oc)—a}
Y, =

NN

25



Y. - - @@
4Pt (1-a)

Bu durum igin F }Z) tasima matrisinin elemanlari,

—coshd” +cosh o
F, %{cosh ¢*+cosh(p*+( ¢ ® )}

e

R, =LY, (Y,.sinh¢"—Y,.sinh¢)

A [cosh ¢ —cosh¢o J
FlS =7

L.k uvl-a

F,= &(Y&;.sinh ¢ +Y,.sinh (p*)

_Y, [ sinh¢’ . sinho
L i ieima

coshd —cosho
F, =%{cosh ¢ +cosh (p*+( i ® )}

J1-a

Y, e . x
Foa =2 ES (Yg.sinh¢™ = Y,,.sinh ")

A ( coshd —coshe
Fou = _|_

k H«fl—a
—cosh¢” +cosho’
F, =EA
31 W Ao J
F, —ELY,, sinh¢. sinho
VM-V 11—

F =Fy,

Ry =-F,

Fo=kFy,

F42 = _F31

26

(2.41)

(2.42)



F43 = _le (2-42)

seklinde elde edilmistir. Bu tagima matrisi, tasima matrisinin z = 0 degeri i¢in birim

matrise esit olma 6zelligini saglamaktadir.

2.2.3. a = 1 Durumu I¢in Tasima Matrisinin Elde Edilmesi

Miihendislik uygulamalarinda bu durumla sik¢a karsilasilmadigi daha once de

aciklanmisti.

Bu duruma ait ¢oziim yontemi, karakteristik denklemin katli koklere sahip
olmasindan dolay1 daha 6nce bahsedilen iki duruma gore farkliliklar gostermektedir.
Elastik zemine oturan Timoshenko Kirisine ait karakteristik denklemin p, k, D ve

R" parametrelerine bagli ifadesi denklem (2.43)’de ifade edilmektedir.

*

kR

*

x“—“—‘fx%

=0 2.43
5 5 (2.43)

Bu denkleme ait elde edilen kokler (2.44) denkleminde,

N W (2.44)

seklinde tarif edilmistir. Goriildiigii iizere kokler p, Kk, D* parametrelerine bagh

olarak elde edilmistir. R~ parametresini p, k ve D parametrelerine bagl olarak

ifade etmek i¢in 6nce a’nin bu dort parametreye bagli ifadesi denklem (2.45)’de su

sekilde ifade edilmistir.

o 4D2R (2.45)
puk
Bu denklemden yararlanarak o = 1 i¢in R" parametresi,
2
R = kK (2.46)
4D

bi¢iminde ifade edilmistir.
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Cayley-Hamilton Teoremi’ne gore her matris kendi Kkarakteristik denklemini

saglamaktadir. Bulunan R~ parametresini (2.43) denkleminde yerine yazarsak,
21,2

Dt BKpe, WK g

*

% D % 4(D)2%

(2.47)

karakteristik denklem diferansiyel gecis matrisi Dve p, k, D" ifadelerine bagh

olarak elde edilmis olur. Elde edilen bu denklemin A ile gosterilmek istenirse,
D*-20°D* +A*1 =0 (2.48)
[HVA [AVA (W VA

biciminde gosterilmektedir. Bu denklemde her iki tarafi D ile bolersek;

D'=—(22’D-D? 2.49
% X4( % %) (2.49)

diferansiyel ge¢is matrisinin tersi elde edilmis olur.

2.2.3.1. a =1 Durumu i¢in Elde Edilen idempotentleri ve Nilpotentleri

Bu durum i¢in elde edilen 4x4 boyutundaki idempotentleri ve nilpotentlerine ait

ozellikler,

1.9Q =0

2. Q.Q. =0 ( Kath kok derecesi iki oldugu i¢in )

0/~ 0/a

3.Q.P

WA %. oA

4.Q.P =0

04 %h

S. ng\+l(:)’%\—l

6. D AP +Q +2A, /2+Q

7.(D-%))R,=0,
8(%)/nx| P.=0,

seklinde ifade edilmektedir. [22]

Bu duruma ait ifadeler (2.50) denklemi ile tarif edilmektedir.

% -\ I) 5=% (2.50)
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(D+11)P, =Q

Oh  OhOh oF

D=2P,+Q, 1P, +Q, (2.50)
2 2
%0}+27~Q} +1°P, 200,

[ﬂ)/2 denkleminde yer alan Q, ve Q; ifadelerini agik olarak yazarsak,
- 04 (/A
D2 4XD) XZI —ZXD (2.51)

ifadesi elde edilir. Bu denklemden yararlanarak,

1
P=—o\(AD?"+2\I+D 2.52
% 4x( % %0/) (252)

biciminde elde edilmistir. Bu durum i¢in diferansiyel geg¢is matrisi,

0 -1 0 22%/k
4
5|0 0 Atk 0 (253)
% [0 0 O 1

k 0 0 0

halini almaktadir.

Elde edilen Ié’y idempotenti (2.54)’de gosterilmistir.

1/2  -1/4n 0 3n/4k
A4 12 3[4k 0

P, = 2.54
% | 0 k/4® 12 1/ (@34
K/4n 0 A4 1/2
Elde edilen Ii)’} idempotenti (2.55)’de gosterilmistir.
1/2 1/4n 0 -3\ 14k
A4 1/2 -3\% 14k 0
P — , (2.55)
% 0 —k/&® 12  -1l/4:
—k/4n 0 —Al4 1/2

P, +P, =1 ozelligi saglanmaktadir.
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Elde edilen Q/,l nilpotenti (2.56)’da gosterilmistir.
0/

M4 114 A4k AP14K

2 _ a4 3
o - A4 a4 —A*14k A%T4K (2.56)
% |k/4n -k/4nF  -nl4  1/4

k/i4 —k/4n —A*14 Al4

Elde edilen Q; nilpotenti (2.57)’de gosterilmistir.
0/

A4 114 APl4k APl4k

| Atl4 w14 At1Ak A4k
% | -k/4n —k/4n? w4 1/4
ki4  kl4h  -A*14  —Al4

(2.57)

2.2.3.2. .= 1 Durumu icin Elde Edilen Tasima Matrisi

Bu duruma ait d)([o)/) matris fonksiyonu (2.58) denkleminde,

(D) =D(2,)B, + P (2 )P/ZO+CD(X )Q}l+c1>'(x2)?n (2.58)

seklinde tarif edilmistir. Tasima matrisinin acik ifadesi ise (2.59) denkleminde,

Zl —ZA ZA —ZAh
F}z o= P e P}n+ ze (g/l+ze ?A (2.59)

gosterilmektedir. Burada dikkat edilmesi gereken husus; karakteristik denklemin

koklerine gore tiirev alirken, koklerin isaretleri g6z oniine alinmamaktadir. [22]

Tasima matrisinin elemanlar1 (2.60) denkleminde,

F, =cosh zk+%sinh Z\

zA.cosh zA +sinh zA
F,=— 7 (2.60)

3
Fs= —&sinh Z\
2k

Fu= %(z% coshz +3sinhz).)
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F,= %(zk coshz\ —sinhzA)

F,, =coshzi —%sinh Z\

3

F= —%(zkcosh zA—3sinhz).)
2 .

F,, =——sinhz\A

24 2k

R = Esinh Z\
2\

F,= %(—zx coshzi+sinhzA)

F33 =M
Fu =Ry
F.=kF,
F,=-F,
F,=-F,
P =F,

(2.60)

seklinde elde edilmistir. Elde edilen tagima matrisi, tasima matrisinin z = 0 degeri

i¢cin birim matrise esit olma 6zelligini saglamaktadir.

2.2.4. Rijitlik Matrisi fle Tasima Matrisi Arasindaki fliski

Bir elemanin ug¢ kuvvetleri ile u¢ yer degistirmelerini iliskilendiren matrise Eleman

Rijitlik Matrisi ad1 verilmektedir. Eleman ug¢ kuvvetleri ile u¢ yer degistirmelerine ait

pozitif kabul edilen yonler Sekil 2.4’de gosterilmistir.

Pz,Us Ps,Us

P2,U:2 g ﬁ ﬁ ﬁ

- L -

Sekil 2.4 Eleman ug kuvvetleri (p) ile u¢ yer degistirmeleri (u) i¢in pozitif yonler



Eleman ug kuvvetleri ile ug yer degistirmeleri arasindaki baginti denklem (2.61)’de,

(2.61)

.U
E))A A

biciminde ifade edilmektedir. Bu denklemde p 4x1 boyutundaki u¢ kuvvetleri

0/

matrisini, K 4x4 boyutundaki simetrik eleman rijitlik matrisini, u ise 4x1
boyutundaki ug yer degistirmeleri matrisini simgelemektedir. [28]

Elastik zemine oturan Timoshenko kirisi i¢in rijitlik matrisinin elemanlar1 tagima
matrisi yardimiyla elde edilecektir. Ankastrelik taniminda; kesitin donmesi sifir

kabul edilmistir. Pozitif yonler ve bu durumlara karsi gelen matris esitlikleri

asagidaki sekillerde gosterilmistir.

k14

Sekil 2.5 u, =1u, =u,; =u, =0 iken k;, katsayilarinin yonleri ile gosterimi

I:11 I:12 F13 I:14 -1 0

F, B, Ry Fy . 0 _ 0 (2.62)
F31 I:32 F33 I:34 - k12 k14

F41 F42 F43 F44 k11 _k13

(2.62) ifadesinden k,,,k,,,ky,, k,, elde edilir.

k23

Kas

Sekil 2.6 u, =L u, =u, =u, =0 iken K,, katsayilarinin yonleri ile gosterimi
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R, R, Ry Ry 0 0
F, B By Fy . 1 _ 0 (2.63)
F31 l:32 F33 F34 _kzz k24
F41 F42 F43 F44 k21 _kzs
(2.63) ifadesinden k,,,K,,, K, k,, elde edilir.
k33
15 Kas
Sekil 2.7 u, =1 u, =u, =u, =0 iken K, katsayilarinin yonleri ile gosterimi
I:11 I:12 F13 F14 0 -1
Fr F Ry Ry . 0 _ 0 (2.64)
F31 I:32 F33 F34 _k32 k34
F41 F42 F43 I:44 k31 _ksa
(2.64) ifadesinden kj,,, Kk, K3, ks, elde edilir.
k41 k43
Sekil 2.8 u, =L u, =u, =u, =0 iken K, katsayilarinin yonleri ile gosterimi
R, R, Ry Ry 0 0
F, B, By Fy . 0 _ 1 (2.65)
F31 Fsz F33 F34 _k42 k44
F41 F42 I:43 F44 k41 _k43

(2.65) ifadesinden k,;,Kk,,,K,;, k,, elde edilir.
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Denklem (2.62), (2.63), (2.64), (2.65)’in ¢dzlimlerinden elde edilen ve o’nin {i¢ ayr1

durumu i¢in gegerli olan rijitlik matrisi (2.66) denkleminde gosterilmektedir.

F11F23 — F13 le l:11F24 — I:14 l:21 _i _ i
C C C C
F11 F24 — I:14 I:21 F14 Fzz — F12 F24 _ i _ i
K- g o S 5 (2.66)
% _ i _ i F11F23 — F13 F21 F14 le — l:11F24
C C G C
_ i _ i F14 I:21 — F11F24 F14 Fzz — I:12 I:24
i G G G C

Payda da yer alan £ simgesinin agik ifadesi (2.67) denkleminde tanimlanmaktadir.
C=F,Fs—FsF, (2.67)

2.2.4.1. o.> 1 Durumu Icin Elde Edilen Rijitlik Matrisi

Bu durum i¢in (2.33) denkleminde elde edilen tagima matrisi yardimiyla bulunan
rijitlik matrisi (2.66) denkleminde gosterilmektedir. Elde edilen bu rijitlik matrisinde
kosegen tizerindeki ifadeler disindaki ifadelerin simetriyi sagladigr kapali olarak
goriilememistir. Bu nedenle, yapilan sayisal ornekler sonucunda simetrinin
saglandig1 anlagilmistir. ifadelerin uzun olmamasi ve kolay anlasilir olmasi igin

tagima matrisi elemanlar1 simgesel olarak gdsterilmistir.

2.2.4.2. a < 1 Durumu I¢in Elde Edilen Rijitlik Matrisi

Bu duruma ait (2.42) denkleminde elde edilen tasima matrisi yardimiyla bulunan
rijitlik matrisi (2.66) denkleminde gosterilmektedir. Elde edilen bu rijitlik matrisinde
kosegen lzerideki ifadeler disindaki ifadelerin simetriyi sagladigi kapali olarak
gorilememistir. Bu nedenle, yapilan sayisal Ornekler sonucunda simetrinin
saglandig1 anlasilmistir. Ifadelerin uzun olmamasi ve kolay anlasilir olmasi igin

tagima matrisi elemanlar1 simgesel olarak gosterilmistir.

2.2.4.3. a =1 Durumu I¢in Elde Edilen Rijitlik Matrisi

Bu duruma ait (2.60) denkleminde elde edilen tasima matrisi yardimiyla (2.66)

ifadesinde gosterilen rijitlik matrisinin elemanlar1 kisa ve anlasilir olmasi nedeniyle,
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(2.69) denkleminde agik olarak ifade edilmistir. Denklem (2.68)’de boyutsuz bir

parametre olan
n =9+ 2z°)A* —9cosh 2zA (2.68)

seklinde tarif edilmektedir.

Ky =—
n

A

k ((m+4z°)\.?

Kp =75 —9—
A 3n

k(4zk—65inh 2sz

4k ( zhcosh zA —3sinh zA
k13 =T

A n

4kz [ sinh zA
W
n

k21 = k12

k22 =

_2_k 27X\ +3sinh 2z
2° n

Ky =Ky (2.69)

Kk

4k (zx cosh z\. +3sinh ZXJ
24— 3
A n

35



3. UYGULAMALAR

3.1. ELASTIK ZEMINE OTURAN ORTASINDAN YUKLU VE iKi UCU
SERBEST OLAN KIiRiS PROBLEMI

Bu uygulamada kiriste kayma etkisinin géz Oniine alindig1r ve alinmadigi durumlar
icin kiyaslama yapilmistir. Kiyas i¢in Cengel’in [28] yapmis oldugu calismada
kayma etkisini g6z oniline almadan elde ettigi tasima matrisi kullanilmistir. Probleme
ait ¢cokme, moment ve kesme kuvveti grafikleri elde edilmistir. Probleme ait sekil

asagida gosterilmistir.

1000 kN Kesit alan a-a

a
F» 1.20

1.60m
[ea
40
250m -, 250m e
¢ 50m —— SO
150m

Sekil 3.1 Birinci uygulamaya ait yiikleme durumu ve kesit alani

Probleme ait veriler;

E =25 GPa ( Elastisite modiilii )

k =300 MPa ( Zemin reaksiyon modiilii )

L=5m ( Kirisin agikligt )

P =1000 kN ( Tekil Yiik )

s=2 ( Ters T kesit i¢in sekil faktoriidiir. Aydogan [26] )
v=0.2 ( Beton i¢in Poisson orant )

A =156 m? ( Kesit alan1 )

=0.36 m* ( Atalet momenti )

seklinde tanimlanmustir.
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Verilere gore o > 1 durumu igin (2.33) ifadesinde elde edilen tasima matrisi
yardimiyla problem ¢oziilmiistiir. Kirisin ortasindan yiiklii olmasi nedeniyle bir ara
giris s0z konusu olmustur. Bu ara giris siireksizlige sebep olmaktadir. Bu

stireksizligin hesaplara nasil katildig1 (3.1) denklemiyle agiklanmaktadir. [6]

§£2)=az)-%o)HgXZ—i)-*é/n(i) (3.1)

Bu ifade de S 4x1 boyutundaki durum vektdriinii, F 4x4 boyutundaki tagima
matrisini, K ise 4x1 boyutundaki ara giris matrisini simgelemektedir. Kirigin

baslangici (z = 0)’dan itibaren tanimlanan ara giris mesafesi & simgesi ile

gosterilmistir. Po(/(ﬁ) matrisi bu problem i¢in

0
0

5= o (32)
P

seklinde tanimlanmaktadir.

Bu problem icin elde edilen ¢okme grafigi Sekil 3.2’de gosterilmektedir. Yiikleme
tam ortadan ve kirig simetriye sahip oldugu i¢in grafiklerde z = 0’dan z = 2.5 m.’ye

kadar olan degerler gosterilmistir.

COKME
V (mm)

0,8 -

0,7 A —
Kesme etkili

0,6 - - - - Kesme etkisiz

0,5 A

0,4 T T T T T 1 Z (m)

Sekil 3.2 Birinci uygulama i¢in diisey yer degistirmeler
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Moment egrilerinde, kesme etkisinin gdz oniine alindig1 ve alinmadig1 degerler igin
elde edilen egriler yaklasik olarak {ist iiste diismiistiir. Bu nedenle moment grafigi

yalniz kesme etkisinin goz oniine alindig1 degerler i¢in Sekil 3.3’de gosterilmektedir.

MOMENT
M (KNm)
700 +
600 -
500 -
400 - — Kesme etkili
300 +
200 -
100 |

0 \ \ \ \ \ \ Z (m)

Sekil 3.3 Birinci uygulama i¢in moment diyagrami

Kesme kuvveti grafigi icin de elde edilen degerler yaklasik olarak {ist iiste
diismektedir. Bu nedenle yalniz kesme etkisinin g6z oniine alindig1 degerler i¢in elde

edilen grafik Sekil 3.4’ de gosterilmektedir.

KESME KUVVETI

T (KN)
600 -
500 -
400 -
300 -
200 -
100 -
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . Z(m)

‘ — Kesme etkili ‘

Sekil 3.4 Birinci uygulama i¢in kesme kuvveti diyagrami
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3.2. ELASTIK ZEMINE OTURAN iKi UCUNDAN YUKLU VE iKi UCU
SERBEST OLAN KiRiS PROBLEMI

Bu uygulamada elastik zemine oturan kiris i¢in kiris yliksekligi h ve zemin reaksiyon

modiilii k’ya bagli olmak iizere ii¢ degisik durum s6z konusu olmaktadir.

Probleme ait ortak veriler asagida belirtilmistir.

E =25 GPa

s=2

v=0.2

Degiskenler;

1.durum:  h=1.2m, k=300 MPaicin A=1.24m? |1=0.154m*
2.durum:  h=1.6m, k=300MPaicin A=1.56m? | =0.360 m*
3.durum:  h=1.6m, k=600 MPa icin A = 1.56 m? | = 0.360 m*

seklinde tanimlanmaktadir. Probleme ait sekil asagida gosterilmektedir.

Kesit alan a-a

1000 kN 1000 kN

80
(L20) | 1.20m

d
T’ (160)
40
- s
35 80 .35
-~ 50m -~

150m

Sekil 3.5 Ikinci uygulamaya ait sistem ve yiikleme durumu

Verilere gore o > 1 durumu igin (2.33) ifadesinde elde edilen tasima matrisi yardimi
ile problem ¢o6ziilmiistiir. Kesme etkisinin goz oOniline alimmadigi durum igin
Cengel’in [28] elde etmis oldugu tasima matrisi kullanilmistir. Ayni problem
Aydogan [26] tarafindan sonlu eleman yontemiyle ele alinmis, ¢cokme ve moment
grafikleri elde edilmistir. Bu ¢alismada ise ¢6kme, moment ve kesme kuvvetine ait
kapali fonksiyonlar tasima matrisi yontemiyle elde edilmistir. Cokme ve moment

degerlerinin Aydogan’in [26] sonuclarina yaklasik olarak esit oldugu goriilmiistiir.

Cizilen egrilerde; diiz ¢izgi kesme etkisinin géz Oniine alindigi, kesikli ¢izgi ise

kesme etkisinin goz oniine alinmadig1 durumu ifade etmektedir.
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Cokme grafiginde kirisin yiiksekligi h ve zemin reaksiyon modiilii k degiskenlerine
bagl olarak ii¢ degisik durum icin kesme etkisinin goz oniine alindig1 ve alinmadigi
egriler Sekil 3.6’da gosterilmektedir. Art1 y ekseni yoniindeki ¢cokme degerleri pozitif
kabul edilmistir.

COKME
V (mm)

—— h=1.2 m, k=300 MPa
2 - —— h=1.6 m, k=300 MPa
— h=1.6 m, k=600 MPa

0,4 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ Z(m)
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Sekil 3.6 ikinci uygulama igin k ve h degiskenlerine bagli ¢dkme egrileri

Bu uygulamaya ait egrilerden ¢ikarilabilecek sonuglar asagida siralanmastir.

1. Tekil ytiklerin etkidigi noktalarda; kesme etkisinin goz oniine alindig1 durum igin
elde edilen ¢okme degerleri, kesme etkisinin goz Oniine alinmadigr duruma kiyasla

daha biiyiik olmaktadir.

2. Tekil yiiklerin etkidigi noktalarda; kirisin yiiksekligi arttikca ¢okme degerleri

azalmaktadir.

3. Tekil yiiklerin etkidigi noktalarda; zemin reaksiyon modiilii arttikca ¢okme

degerleri azalmaktadir.

4. Cokme degerlerinin azalmasinda; zemin reaksiyon modiiliiniin artis1 kirig

yiiksekliginin artisina oranla daha fazla etkili olmaktadir.

Moment grafigi i¢in problemin taniminda bahsedilen durumlardan 1. durum ve 3.

durum i¢in elde edilen degerler yaklasik olarak esit oldugundan grafik iizerinde st
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iiste dliigmektedir. Bu nedenle kesme etkisinin gbz Oniine alindigi 1. durum ve 2.

durum i¢in elde edilen grafik Sekil 3.7’de gosterilmistir.

MOMENT

0 Z (m)
-200 -
-400 ~
-600 ~
-800 +

-1000 -
-1200 -

-1400 - —— h=1.2 m, k=300 MPa

M (KNm) — h=1.6 m, k=300 MPa

Sekil 3.7 ikinci uygulama igin k ve h degiskenlerine bagli moment egrileri
Ayni nedenle, kesme kuvveti i¢in elde edilen grafik Sekil 3.8°de gosterilmistir.

KESME KUVVETI
T (kN)

1000 -
750 -
500 -
250 -

— h=1.2 m, k=300 MPa
——h=1.6 m, k=300 MPa

Sekil 3.8 ikinci uygulama igin k ve h degiskenlerine bagli kesme kuvveti grafigi
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3.3. ELASTIK ZEMINE OTURAN iKi ACIKLIKLI VE iKi KATLI
CERCEVE SISTEMIN STATIiK COZUMU

400 kN 750 kN 500 kN
30kN/m 30kN/m
A A A A -
9 10 1
an
40kN/m 40kN/m
| P A A A 1
6 7 6] 8
9] 4m
11112 3 44]5

im 5m om im

ELEMAN KESITLER
0.40
2. KAT KOL. 0.25 ”
0.50
1. KAT KOL. %
025 /|
=10 =
0.12 ?
KAT KIRISLERI T 0.60
% 1
0.20
0.75
]
TEMEL KIRISLERI L i
0.40 l
| Y —

Sekil 3.9 Sistem, ideallestirme, yiikleme durumu ve kesitler

Kesitler i¢in dl¢ii birimi metre olarak verilmistir.
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Iki aciklikli ve iki katl gergeve sistem Sekil 3.9°da goriildiigii gibi zemine oturan
stirekli bir kirig ile mesnetlenmistir. Cerceve sisteme ait yiikkleme durumu ve kesit
ozellikleri yine Sekil 3.9°da gosterilmistir. Cergeve sistem icin dikdortgen icerisinde
belirtilmis olan sayilar eleman numaralarini, diger sayilar ise diiglim noktasi

numaralarini ifade etmektedir.

Probleme ait veriler asagida belirtilmistir.

E =25 GPa
k =450 MPa
s=2
v=0.2

Bu uygulamada elastik zemine oturan siirekli kirig i¢cin kesme etkisinin géz Oniine
alindig1 ve alinmadigi durumlara ait tasima matrisleri kullanilarak ¢okme, moment ve
kesme kuvveti diyagramlart elde edilmistir. Verilere gore a > 1 durumu igin (2.33)
ifadesinde elde edilen tasima matrisi yardimi ile problem ¢oziilmiistiir. Kesme
etkisinin géz oniline alinmadig1 durum i¢in Cengel’in [28] elde etmis oldugu tagima
matrisi kullanilmistir. Uygulama yapilirken yapi ile zemin bir biitiin olarak ele

alinmustir.

Elde edilen diisey yer degistirmeler Sekil 3.10°da gosterilmistir. Art1 y ekseni

yoniindeki ¢cokmeler pozitif kabul edilmistir.

COKME
V (mm)

0,55
0,50 - — Kesme etkili

— Kesme etkisiz

0,45 -
0,40 -
0,35 -
0,30 -
0,25 -
0,20 -

0,15 T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14

Z (m)

Sekil 3.10 Ugiincii uygulama i¢in ¢okme grafigi
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Moment diyagrami i¢in kesme etkisinin géz oniine alindigi duruma ait elde edilen
degerler ile kesme etkisinin goz Oniine alinmadigr duruma ait elde edilen degerler
grafik lizerinde yaklasik olarak st iiste diismektedir. Bu nedenle yalniz kesme
etkisinin goz oniine alindig1 degerler icin elde edilen moment grafigi Sekil 3.11°de

gosterilmistir.

MOMENT
M (kNm)

500 ~
400 -
300 -
200 -
100 -

0 \ \ \ \ \ A 7 (m)
-100 0 \/ 6 8 10 12 14
-200 -

-300 -
-400 - ‘ — Kesme etkili

Sekil 3.11 Ugiincii uygulama i¢in moment grafigi

Ayni nedenle, kesme kuvveti i¢in elde edilen grafik Sekil 3.12°de gosterilmistir.

KESME KUVVETI
T (KN)
500 -
400 -
300 -
200 -
100 -
0 ‘ ! !  Z(m)
-100 0 4 6 8 10 1/ 14
-200 -
-300 -

-400 -
-500 - — Kesme etkili

Sekil 3.12 Ugiincii uygulama i¢in kesme kuvveti grafigi
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4. SONUCLAR VE YORUMLAR

1. Bu c¢alismada kesme etkisinin Kkirisler iizerindeki etkisi incelenmistir. Elastik
zemine oturan Timoshenko kirisi i¢in o parametresinin ii¢ degisik haline ait Tagima
matrisleri elde edilmistir.

2. Tagima matrisleri kullanilarak dogru eksenli ¢ubuklara ait rijitlik matrisleri elde
edilmistir.

3. Temel kirislerinde yiikseklik arttikca kesme etkisi 6nemli hale gelmektedir.

4. Yapilan uygulamalarda, elastik zemine oturan kirigler i¢in kesme etkisinin goz
ontine alindig1 ve alinmadig1 durumlar i¢in elde edilen sonuglar kiyaslanmistir. Kiyas
icin Cengel’in [28] calismasinda kesme etkisini goz Oniine almadan elde etmis
oldugu tasima matrisi kullanilmistir.

5. Yapilan kiyaslamaya gore; iki ayri durum i¢in elde edilen kesme kuvveti ve
moment degerlerinin birbirine ¢cok yakin oldugu goriilmiistiir. Dolayisiyla, kirislerde
kesme etkisinin moment ve kesme kuvveti degerleri tizerinde dnemli bir degisiklige
yol agmadig1 sonucuna ulagilmistir.

6. Diisey yer degistirmelerin ise kesme etkisinden Oonemli derecede etkilendigi
gorilmiistiir.

7. Ogzellikle zemin reaksiyon modiiliiniin degisimi, kesme etkisinin diisey yer
degistirmeler tizerindeki etkisini 6nemli dl¢lide artirmaktadir.

8. Yapilan ikinci uygulamada elde edilen ¢cokme ve moment degerleri, Aydogan’in
[26] sonlu eleman metodu ile yapmis oldugu calismadaki sonuclarla kiyaslandiginda
yaklasik olarak ayni degerlerin elde edildigi goriilmiistiir. Ayrica, bu calismada
kesme kuvveti i¢in elde edilen degerler grafik {izerinde gdsterilmistir.

9. Yapilan ii¢lincii uygulamada elde edilen ¢okme ve maksimum moment degerleri,
Aydogan’in [26] sonlu eleman metodu ile yapmis oldugu calismadaki sonuclarla
kiyaslandiginda, yaklasik olarak ylizde otuz mertebesinde daha kiiclik degerler elde

edilmistir.
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