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HARMONIK ZORLAMA ETKIiSINDEKI BOSLUKLU
YARIM UZAYIN TIiTRESIMLERI

OZET

Bosluk veya farkli tipten bir malzeme igeren elastik bir ortamin dinamik etkiler
altindaki davranis1 ge¢miste pek ¢ok arastirmanin konusu olmustur. Tiineller, isale
hatlar1, yeralt1 santralleri, su alt1 boru hatlar1 bu tip arastirmalarin temel problemleri
olmustur. Bu tiir problemler akustik ve optikte de genis bir uygulama alam
bulmustur.

Literatiirde, bosluk iceren sonsuz ortamlarin dinamik etkiler altindaki davranisi,
matematik modellemesinin kolay olmasi dolayisiyla genis olarak incelenmistir.
Halbuki yar1 sonsuz ortam modeli sonsuz ortam modeline gbre uygulamaya daha
elverigli olmasma karsin smir kosullarinin saglatilmasinda bazi giicliikler ortaya
cikmaktadir. Giiniimiiz bilgisayar teknolojisinin gelismesine paralel olarak
gelistirilen yazilimlarla karmagik matematik problemleri ¢oziilebilir hale gelmis bu
da ilginin yar1 sonsuz ortam modeli iizerinde artmasini saglamistir.

Bu ¢alismada, harmonik kismi i¢ basingla zorlanan ve bu yiiklemenin limit hali olan
harmonik tekil kuvvet zorlamasi i¢in homogen, izotrop ve lineer elastik, silindirik
bosluklu yarim uzayin davranisi incelendi.

Birinci boliimde, problem tanitilarak literatiirde bulunan bu konuyla ilgili 6nceki
calismalardan ve bu ¢alismada kullanilan yontemden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, ¢dziim icin kullanilan temel denklemlerin cikarilis1 gosterilmistir.
Newton’un ikinci yasasindan faydalanarak hareket denklemleri yazilmig, homogen,
izotrop ve lineer elastik ortamlar i¢in gegerli biinye bagintilar1 kullanilarak Navier
denklemleri elde edilmistir.

Uciincii béliimde, ¢dziim yontemi anlatilmistir. Kuple hareket denklem takimu,
Helmholtz yerdegistirme potansiyelleri kullanilarak kutupsal koordinatlarda iki adet
dalga denklemine indirgenmistir. Indirgenmis dalga denklemleri Bessel —
trigonometrik fonksiyon serileri yardimiyla analitik olarak c¢oziilmiistiir. Coziim
sonunda ortaya ¢ikan bilinmeyen sabitler delik yiizeyi ve serbest ylizey iizerinde
yazilan sinir kosullar1 yardimiyla hesaplanmistir. Oyuk ylizeyinde sinir kosullarinin
tam olarak saglatilmasiyla bilinmeyen sabitlerin yaris1 diger yarisi cinsinden elde
edilmistir. Serbest yiizey iizerinde gerilme bilesenleri her noktada sifir olmalidir.
Ancak serbest ylizeyde sonsuz sayida nokta olmasi, ¢oziim serilerinin sonlu bir
sayida kesilmesi nedeniyle birden fazla ¢6ziim elde edilecektir. Birgok ¢oziim yerine
“En Kiigiik Kareler Yontemi” kullanilarak ve serbest yiizey tizerinde oldukc¢a fazla
nokta g6z Oniine alinarak, yiizey boyunca gerilme bilesenleriyle ilgili kosullar
yaklasik olarak saglatilmigtir.

vii



Dordiincii  boliimde, Mathematica 4.0 paket programi kullanilarak sayisal
hesaplamalar yapilmis, oyuk yiizeyindeki ve serbest yiizey boyunca yerdegistirme ve
gerilme  bilesenlerinin  ¢esitli  parametrelere  gore  grafiksel —degisimleri
degerlendirilmistir.

Besinci boliimde, ¢oziim tekniginin ve sonuglarin kisa bir yorumu yapilmastir.

viii



VIBRATIONS OF A HALF - SPACE WHICH INCLUDE CAVITY
SUBJECTED TO A HARMONIC FORCING

SUMMARY

Behavior of an elastic medium, which consists of a cavity or a material, under the
dynamic effects has been subject of recent studies. Investigations dealing with
tunneling, underground pipelining, underwater pipelining and constructing
underground power plants are namely the basics of this topic. Also, there are many
applications of these problems in acoustics and optics.

In the literature, the response of an infinite medium under the dynamic effects is easy
for researchers because mathematical modeling is easy and therefore one may find
widely. On the other hand mathematical modeling of semi-infinite medium is not that
easy even it is more applicable in practice. Satisfying the boundary conditions is
complex in semi-infinite medium and that makes the subject more complicated.
Recent improvements in processors technology and which in parallel in software
makes it easy to solve the complex mathematical problems and that makes the semi-
infinite medium modeling is more interesting for the researchers.

In this study, response of a homogeneous, isotropic and linear elastic semi-infinite
medium, which includes a cylindrical cavity, is investigated when subjected to
harmonic partial inner pressure and to the harmonic point load, which is simply the
limit of the same inner pressure.

In the first part of the study, problem is presented simply and investigations on the
same topic found in literature including the methods used before is given.

In the second part, derivation of basic equations is given. Equations of motion that is
written based on Newton’s second law and then Navier’s equations are derived using
constitutive equations for homogeneous, isotropic and linear elastic medium.

In the third part, method for solving the equation is explained. Coupled equation of
motions is reduced into two wave equations by use of Helmholtz potentials in polar
coordinates. These reduced wave equations are solved by using the multiplication
series of the Bessel and the trigonometric functions. Unknown coefficients are
calculated by applying boundary conditions on the cavity and free surface conditions.
Boundary conditions on the cavity surface are satisfied exactly. Using these
conditions, half of the unknown coefficients are calculated in terms of the others. On
each point of the free surface, components of stresses must be equal to zero. There is
infinite number of conditions on free surface. We have to cut these series in a finite
number. In this case there are obviously many solutions. Instead of having many
solutions, the Least Square Technique is used. Conditions related with the
components of stresses through the boundaries of free surface is satisfied
approximately by taking the chance of existence of many points on free surface.



In the fourth part, “Mathematica (ver 4.0)” is used to reach the numerical solutions.

Graphical variation of displacement and stress components on cavity and free surface
are evaluated with respect to various parameters.

In the fifth part, the technique of solution and results are discussed briefly.



1. GIRIS

Bosluk veya farkli tipten bir malzeme iceren elastik bir ortamin dinamik etkiler
altindaki davranis1 gegmiste pek ¢ok arastirmanin konusu olmustur. Tiineller, isale
hatlari, yeralt1 santralleri, su alt1 boru hatlar1 bu tip arastirmalarin temel problemleri
olmustur. Bu tiir problemler akustik ve optikte de genis bir uygulama alan

bulmustur.

Literatiirde, bosluk iceren sonsuz ortamlarin dinamik etkiler altindaki davranisi,
matematik modellemesinin kolay olmasi nedeniyle genis olarak incelenmistir
(Eringen ve Suhubi [9], Graff [10]). Sonsuz ortamla ilgili ¢alisma ¢okluguna karsilik
yart sonsuz ortamdaki yapilarin dinamik etkiler altindaki davranisiyla ilgili
calismalar yakin zamana dayanmaktadir. Halbuki yar1 sonsuz ortam modeli sonsuz
ortam modeline gore uygulamaya daha elverisli olmasina karsin sinir kosullarinin
saglatilmasinda ortaya c¢ikan gilicliik nedeniyle gecmiste daha az ele alinmistir.
Gilinlimiiz bilgisayar teknolojisinin gelismesine paralel olarak gelistirilen yazilimlarla
karmagik matematik problemleri ¢oziilebilir hale gelmis bu da ilginin yar1 sonsuz

ortam modeli iizerinde artmasini saglamistir.

Elastik yarim uzayda bulunan silindirik kabuk gibi yapilarin diizlem veya Rayleigh
dalgalan altindaki davranisi Datta [7] ve arkadaslarinin pek ¢ok calismasina konu
olmustur. Bu caligmalarda yarim uzayda bulunan silindirik kabugun harmonik dalga
altindaki davranisi, asimptotik acilimlarin birbiri ile uyusturulmasi ve ardigik

yansimalar yontemleri kullanilarak incelenmistir.

Datta, Shah ve Wong [5] yar1 sonsuz elastik bir ortamdaki gomiilii borularin dinamik
davranigini incelemislerdir. Bu ¢alismada homogen bir zemine gdémiilii boru hattinin
etrafinin farkli bir malzemeyle doldurulmasi hali g6z oniine alinarak gercek durum
modellenmeye calisilmistir. Modelin davranisi Bessel fonksiyonlart yardimiyla
temsil edilmis, serbest yiizey ve dolgu bolgesi yilizeyinden dalgalarin ardisik

yansimalar1 géz oniine alinmistir. Bir baska calismada ise Wong, Shah ve Datta [20]



geometrisinin dairesel kabuktan farkli olmasi halini gz Oniine almislardir.
Calismada i¢ bolgede sonlu eleman modellemesi yapilmis, dis bolgedeyse analitik

¢Oziim teknikleri kullanilmistir.

Yeralt1 tiinellerindeki kararli titresimlerin, tiinel-zemin-yap1 etkilesim sistemleri
tizerindeki etkilerini Balendra [2,3] ve arkadaslari incelemislerdir. Ortam zeminini
viskoelastik, tiinel ve yeriistii yapisinin temelini rijit cisim olarak kabul etmislerdir.
Serbest yiizey lizerinde sonlu sayida sinir kosulu alinmis ve smir kosullari sayisi
bilinmeyen sayisindan fazla oldugu i¢in Trefftz yontemi uygulanmistir. Calismada

¢ozlim fonksiyonlar1 olarak Henkel — trigonometrik fonksiyon serileri kullanilmistir.

Thiruvenkatachar ve Viswanathan [18] zamana bagl ylizey kuvvetleri etkisindeki
sonsuz uzunluktaki silindirik boslugun bulundugu homogen, izotrop ve elastik yarim
uzay ortaminin davranisini incelemislerdir. Coziimde ardisik yaklagimlar yontemi
kullanilmig olup ¢oziim fonksiyonlar1 olarak alman Henkel — trigonometrik
fonksiyon serileri simetrik ve asimetrik kisimlara ayrilarak sinir kosullar1 bosluk ve

serbest ylizey iizerinde saglatilip hata azaltilmaya ¢alisilmistir.

Luco ve Barros [14,15] kabuk eksenine egik aciyla gelen diizlem dalgalar etkisinde,
yatay katmanl viskoelastik yarim uzayda gomiilii sonsuz uzun silindirik kabugun {i¢
eksenli davranigini incelemislerdir. Bu ¢alismada, boru hattin1 veya tiineli igeren ig
bolgede basitlestirilmis Donell kabuk teorisi, dis bolgedeyse viskoelastik yarim uzay
icin dolayl bir integral ifadesinin birlesmesinden elde edilen ¢éziim fonksiyonlar

kullanilmistir. Dolayli integral hareketli Green fonksiyonlariyla ifade edilmistir.

Tasit veya sismik ylikler altinda viskoelastik ortamda gomiilii ¢oklu silindirik
bosluklu sistemlerin ii¢ eksenli davranisi Guan ve Moore [11] tarafindan
incelenmistir. Calismada, ana tlinel sabit hizli hareketli ara¢ yiikiine ve radyal
basinca maruzken ana tiinel ve servis tilineli arasindaki zemin etkilesimi
aragtirtlmistir. Coziim fonksiyonlar1 olarak Bessel — Fourier fonksiyon serileri

kullanilmistir.

Lineer elastik ve homogen, izotrop bir yarim uzayda gomiilii farkli tip malzemeden
yapilmig, harmonik i¢ zorlama etkisindeki silindirik kabugun ve yarim uzaym
davranig1 Bayiroglu [4] tarafindan incelenmistir. Caligmada ortamin davranisi

Bessel — trigonometrik fonksiyon serileri yardimiyla ifade edilmistir. Serbest



yiizeydeki sinir kosullar1 yaklasik olarak saglatilmig, analitik yoldan elde edilen

sonuglar sonlu elamanlar yontemiyle kontrol edilmistir.

Yeraltindaki silindirik bosluklarin SV kayma dalgalarina bagl enine davranisi Davis,
Lee ve Bardet [6] tarafindan arastirilmistir. Elastik yarim uzayda gomiili bosluklarin,
Fourier — Bessel serileri ve yarim uzayin serbest yilizeyinde convex yaklasimlar
kullanilarak analitik ¢6ziimii yapilmistir. Analitik ¢oziimler, bosluk ¢apindan daha
bliyiik dalga boyuna sahip diisiik frekansli dalgalarin bosluk yiizeyine ¢arpmasiyla
olusan, radyala dik dogrultudaki gerilmelerin hesaplanmasi icin yaklasik ¢&ziim
formiillerine genisletilmig, varolan nlimerik ¢oziimler yaklasik ¢Oziimle
karsilastirilarak 1994 Northridge depreminde sarsilan biikiilebilir gomiilii borularin

dinamik davranisiin tahmin edilmesinde kullanilmistir.

Engin ve Cogskun [8] dairesel silindirik bir bosluk igeren bir elastik yarim uzayda
harmonik titresimleri incelemislerdir. Kutupsal koordinatlarda yazilan hareket
denklemleri, Helmholtz potansiyellerinin kullanilmasiyla iki adet ayrik dalga
denklemine indirgenmistir. Indirgenmis dalga denklemleri Bessel fonksiyonlari ve

trigonometrik fonksiyonlar ¢carpim serileri yardimiyla analitik olarak ¢oziilmiistiir.

Elastisite teorisinde karsilasilan ¢esitli sinir deger problemlerinin ¢dziimiinde
kullanilan belli basl alt1 yontem vardir. Bunlar;

e Ters Yontem : Diferansiyel denklem takimi ¢oziilerek probleme cevap
bulunacak yerde, ters olarak, denklem takimim1 saglayan bir takim
fonksiyonlar i¢inden sinir kosullarini saglayan ¢oziim olarak segilir.

e Yart Ters YoOntem: Bilinmeyenlerin tiimii yerine bir kismina uygun
fonksiyonlar secilir ve diger kismimin ise bazi diferansiyel denklemleri ve
sinir kosullarini saglayacak sekilde belirlenmesine calisilir.

e Direkt Yontem: Belirli sinir deger problemini olusturan ilgili diferansiyel
denklem takiminin tiimii, dogrudan dogruya integre edilerek ¢oziimler
bulunduktan sonra sinir kosullarinin saglatilmasina ¢aligilir.

e Enerji Yontemi: Fiziksel anlami enerji olan belirli bir integralin ekstrem
yapilmasina c¢alisilmaktadir.

e Sayisal Yontemler: incelenen cisim sonlu bir takim parcalara ayrilarak belirli

noktalarda yaklasik ¢6ziim elde edilmesine c¢aligilir.



e Deneysel Yontemler: Gerek form gerekse sinir kosullart bakimindan karisik

problemlerde bagvurulan bir yontemdir.

Bu calismada ele alinan problemin geometrisine uygunlugu nedeniyle Direkt yontem
kullanilmistir. Bir elastisite probleminin direkt yontemle incelenmesi, problemin
diferansiyel denklem takiminin belirli sinir kosullari altinda dogrudan dogruya
¢Ozililmesini amagclar. Bu agidan problem, ya alti gerilme bilesenini esas alan
Beltrami — Michell uygunluk denklemlerinin denge denklemleri ile birlikte belirli
siir kosullart altindaki ¢ézlimiine veya yerdegistirme bilesenlerini esas alan Navier
denklemlerinin yine belirli sinir kosullarini gergekleyen ¢dzlimiiniin bulunmasina
getirilebilmektedir. Belirli sinir kosullar1 altinda birden fazla kismi diferansiyel
denklemin simiiltane olarak ¢oziimiinde ortaya ¢ikan giicliik nedeniyle ¢Oziimii
gerceklestirebilmek i¢cin  bir takim yardimer  fonksiyonlarin  kullanilmasi
diisiiniilmistiir. Elastiste teorisinde gerilme ve yerdegistirme bilesenleri, kullanilan
yardimc1  fonksiyonlarin  ¢esitli mertebelerden kismi tiirevleri yardimiyla
tanimlanmaktadir. Coziilmesi istenen takim Beltrami denklemleriyse tanimlanan
fonksiyonlar gerilme fonksiyonlart adini alir. Buna karsilik Navier denklemleri
¢oziilmek istenirse kullanilan fonksiyonlara yerdegistirme fonksiyonlar: denir. Bu
tiir yardime1 fonksiyonlar potansiyel fonksiyonlar olarak adlandirilip, denge halinde
bulunan gerilme sistemlerini doguran potansiyeller ve yerdegistirmeleri iireten

potansiyeller olmak tizere iki tip potansiyel tanimlanmaktadir.

Calismada, harmonik kismi i¢ basingla zorlanan ve bu yiiklemenin limit hali olan
harmonik tekil kuvvet zorlamasi i¢in homogen, izotrop ve lineer elastik, silindirik
bosluklu yarim uzayin davranisi incelendi. Silindirik boslugun ekseni boyunca
geometri, malzeme ozellikleri ve zorlamanin degismemesi nedeniyle diizlem sekil

degistirme hali g6z oniine alindi.

Coziimde, kuple hareket denklem takimi, Helmholtz yerdegistirme potansiyelleri
kullanilarak kutupsal koordinatlarda iki adet dalga denklemine indirgenmistir.
Indirgenmis dalga denklemleri Bessel — trigonometrik fonksiyon serileri yardimiyla
analitik olarak ¢oziilmiistiir. Ikinci nevi Bessel fonksiyonlarmin 6zellikle biiyiik
mertebelerinde kiigiik argiiman halinde ekstrem degerler almas1 dolayisyla seri sonlu

sayida terim alarak kesilmistir.



Analitik ¢6ziim sonunda ortaya ¢ikan bilinmeyenler oyuk yiizeyi ve serbest yiizey
tizerinde yazilan sinir kosullar1 yardimiyla hesaplanmistir. Oyuk ylizeyinde sinir
kosullarinin tam olarak saglatilmasiyla bilinmeyen katsayilarin yaris1 diger yarisi
cinsinden elde edilmistir. Serbest yiizey tlizerinde gerilme bilesenleri her noktada sifir
olmalidir. Ancak serbest yiizeyde sonsuz sayida nokta olmasi, ¢oziim serilerinin
sonlu bir sayida kesilmesi nedeniyle birden fazla ¢oziim elde edilecektir. Birgok
¢Oziim yerine “En Kiiciik Kareler Yontemi” kullanilarak ve serbest yiizey iizerinde
oldukca fazla nokta gbz oniine alinarak yiizey boyunca gerilme bilesenleri ile ilgili

kosullar yaklasik olarak saglatilmistir.

Sayisal islemlerde Mathematica 4.0 paket programi kullanilarak oyuk yiizeyindeki ve
serbest ylizey sinir1 boyunca yerdegistirme ve gerilme bilesenlerinin  ¢esitli

parametrelere gore degisimleri grafiklerle gosterilmistir.



2. DUZLEM ELASTISITEDE TEMEL DENKLEMLER

Bu béliimde iki boyutlu lineer elastik ve homogen, izotrop bir ortamdan alinan bir
ylizey elemanina etki eden kuvvet sistemine Newton’ un ikinci hareket kanunu
uygulanarak diizlem elastisitenin temel denklemleri elde edildi. Homogen , izotrop
ve lineer elastik ortamlar i¢in gecerli olan biinye bagintilari, elde edilen bu
denklemlerde kullanilarak yerdegistirmeler cinsinden alan denklemleri olan Navier

denklemleri elde edildi.

Sekil 2.1 de goriildiigi gibi iki boyutlu lineer elastik ve homogen, izotrop bir
ortamdan alinan diferansiyel bir alan elemaninda kiitle kuvvetlerini ihmal ederek

Newton’ un ikinci hareket kanunu uygulayalim.

A

y
oo
vy oo oo
Oyt 2 dy oyt 2 dx + Y dy
y X oy
oo oo oo
ot o, +—2dx+ —dy

oy

v

Sekil 2.1 Diferansiyel alan elemanindaki gerilmeler



Bahis konusu olan elamanin kenarlarina etkiyen kuvvetleri ve ivme bilesenlerini géz
Ontline alalim. Levha kalinligin1 birim olarak alip X ekseni dogrultusundaki hareket

denklemini yazacak olursak;

1l 0o, - 3 o ] 1l oo, 3
=|| O + dx + dy |+ | o, + dx [|dy = —|| oy + dy |+ o, |dy
ZLL OoX oy J OX ] 2|_L oy J
1|—( or, or, 3\ or, \—| 1|—( or, 3\
+=|| 7, + ——dx ~dy |+ | 7, + —dy ||dx - =|| 7,, + —=dX [+ 7, |dX
2| (™ T Ty T
2
=p ~ dxdy

ifadesi elde edilir. Hareket denklemini bir kez de y ekseni dogrultusunda yazip
gerekli kisaltmalar ve diizenlemelerden yapildiktan sonra asagidaki hareket

denklemleri elde edilir.

oo, Ot o°U

o (2.1.4)
or oo o°U

Xy yy y

P (2.1.b)

Burada oy , oy , 5y gerilme tansoriiniin, Uy ve Uy yerdegistirmenin kartezyen

koordinatlardaki bilesenleridir. p kiitle yogunlugunu, t ise zaman1 gostermektedir.

Gerilmeler cinsinden sinir kosullari:

O Ny + 7N, :fx (2.2.8)

r.n +o.n =t (2.2.b)

Xy 'X ywoy y

Burada ny ve ny smir egrisinin dig normal birim vektdriiniin bilesenleri f, vef, ise

sinirda etki eden dis gerilmenin bilesenleridir.

Yerdegistirmeler cinsinden sinir kosullari:



u,=u (2.3.9)

u =4 (2.3.0)

Burada U, veUAy smirdaki yerdegistirmenin belirli olan bilesenleridir. Lineer elastik

ve homogen, izotrop ortamlardaki biinye bagintis1 indis gosterimiyle asagidaki gibi

yazilabilir.
Ty = 640y + 2ug; (2.4)

A ve u Lamé degismezleri olup, bu degismezler E Elastisite modiilii ve v Poisson

orani cinsinden asagidaki gibi yazilabilir.

Ev

Ae—V (2.5.9)
L+v)Q-2v)
E
= 25.b
# 2(1+v) ( )

Hacim degistirme orani olan ¢, ise diizlem sekildegistirme hali i¢in asagidaki

gibidir.

=&y =&, + 8, (2.6)

Kartezyen koordinatlardaki sekildegistirme — yerdegistirme bagintilari:

ou
= 2.7.a
o (27:)
ou
o= (2.7.b)



(2.7.c)

(2.7) bagintilar1 (2.4) biinye bagintis1 ile birlikte (2.1) hareket denklemlerinde yerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa kartezyen koordinatlarda yerdegistirmeler

cinsinden Navier denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.

oe , U,
(A+u)—+uV'U, =p—
OX ot
e o°U
(At u)—=+ VU, = p—3

(2.8.a)

(2.8.0)

(2.8) Navier denklemlerindeki, v? kartezyen koordinatlarda Laplasyen olup ifadesi

asagidaki gibidir.

82

82
—+
ox® oy’

v =



3. ANALITIK COZUM

3.1 FORMULASYON ve COZUM

Yar1 sonsuz ortamda serbest yiizeyden H kadar derinlikte, a yarigapli, Sekil 3.1° de
goriildiigh gibi silindirik bir oyuk goz Oniine alalim. z, oyuk ekseni boyunca ortamin
geometrisi, malzeme Ozellikleri ve zorlamanin degismedigi kabul edilirse problem
diizlem sekildegistirme hali olarak gboz Oniine alinabilir. Problemin geometrisi

nedeniyle kutupsal koordinatlarin kullanilmas1 uygundur.

Sekil 3.1 Problemin geometrisi

10



Yonetici denklemimiz olan Navier denklemi asagidaki gibi vektorel formda

yazilabilir.

o°U
ot?

(/1+y)VV.J+yVZJ=p (3.1)
I . .
Burada U (r,0,t) yerdegistirme vektoriinii, o kiitle yogunlugunu, 4 ve x4 Lamé

degismezlerini, V Nabla operatoriinii, ¢’ de zamani gostermektedir. r ve & kutupsal

koordinatlardir.

Yar1 sonsuz ortamda bulunan silindirik kabugu i¢ yilizeyinde p, genlik, @ agisal

frekans, ¢’ de zaman olmak tlizere
pi _ poe—ia)t (3.2)

seklinde degisen, bir kismi alana etkiyen i¢c basincin etkidigi diisiiniiliirse,
yerdegistirme ve gerilme fonksiyonlar1 da 1. mertebe teorisinin kullanilmasi sonucu

ayni sekilde harmonik fonksiyonlarla ifade edilebilir.

U (r,0,t)=u_(r,0)e " (3.3.3)
U,(r,0,t)=u,(r,0)e " (3.3.b)
o, (r.o,t)y=c,(r,0)e"" (3.4.9)
O ,,(r,0,t) =0, (r,0)e " (3.4.b)
T,(r.0,t)=1,(r,0)e™ (3.4.c)

Burada u, ve u,yerdegistirme vektoriinin, o, o

v Oop gerilme tansoriiniin

ve 7,

kutupsal koordinatlardaki bilesenleridir.
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Yerdegistirmelere ait (3.3) ifadeleri, (3.1) Navier denkleminde yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa, Navier denklemleri asagidaki gibi vektorel formda

yazilabilir.

(A + ,u)VV.lE + ,qutE + pa)zlﬂ =0 (3.5)
Burada

U= ur(rer + ugég (3.6)

seklinde kutupsal koordinatlarda ifade edilebilir.

Helmholtz  ayirma  teoremi  kullanilarak u yerdegistirme  vektori

go(r,é?)skalervez/'/(r,él)=y/(r,9)t'aZ vektorel potansiyel fonksiyonlar1 cinsinden

asagidaki yapida yazilabilir.
ro! ! r
Uu=Vep+Vx(ye,) (3.7)

Burada, tek ¢oziim elde edilebilmesi y vektdrel potansiyelinin diverjansi sifir

olmalidir, yani:

V.(ye,)=0

Potansiyel fonksiyonlarla yazilan yerdegistirme vektoriine ait (3.7) ifadesi (3.5)
Navier denkleminde yerine yazilirsa bu ayirma isleminin sonunda indirgenmis dalga

denklemi olarak

Vip+ kf(p =0 (3.8.a)
Vi +kjy =0 (3.8.b)

denklemleri elde edilmektedir. v? kutupsal koordinatlarda Laplasyen olup

ile ifade edilmektedir. indirgenmis dalga denklemindeki

12



k,=wlc, Boyuna dalga sayisi,

k,=wlc, Enine dalga sayisi,

¢, =J(A+2u)lp Boyuna dalga hizi,

C,=~ulp Enine dalga hizi,

olarak tanimlanmaktadir.

Yerdegistirme  vektoriiniin -~ kutupsal koordinatlardaki  bilesenleri potansiyel

fonksiyonlar cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

0 10
u, _ Y (3.9.a)
or r o060
1o0p Oy
u, = ——-— — 3.9.a
° roe or (39.)

Gerilme — yerdegistirme bagintilarinin kutupsal koordinatlardaki ifadesi asagidaki
gibidir.

o, :(/l+2y)aur +£{ur+au”] (3.10.8)
or r 00
ou 1 ou
=1—L+=(1+2 u +—=2 3.10.b
O o 5I’+r( + #)[r+80j ( )
u( ou, ou,
=—r -u 3.10.c
Fro r ( or o7 06 J ( )

Carpanlara ayirma yonteminin kullanilmasiyla (3.8) dalga denklemlerinin ¢6ziimii

Bessel — trigonometrik fonksiyonlar serisi olarak asagidaki gibi elde edilmektedir.
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p(r,0) = i [(A,J,(kr)+B,Y, (kr))cosnd +(CJ, (kr)+ DY, (kr)sinng] (3.11.8)

=—0

w(r,0)= i [(E,J,(k,r)+F,Y,(k,r))cosng +(GJ, (k,r)+H,Y, (k,r))sinng] (3.11.b)

Bessel fonksiyonlarmin indislerinin tam say1 olmasi1 nedeniyle bu sonsuz serileri -0

yerine sifirdan baslatmak kabildir. Boylece ¢(r,8) ve yA(r,6) fonksiyon serileri,

p(r,0) = i [(A,J,(kr)+B.Y, (kr))cosnd +(C,J, (kr)+D.Y,(kr))sinng] (3.12.a)

n=0

w(r,0)= i [(E,J,(k,r)+ FY, (k,r))cosnd +(G,J,(k,r)+H_ Y, (k,r))sinng] (3.12.b)

n=0

seklini alir. Burada A ,B,,C,,D,,E,,F,, G, H, bilinmeyen degismezler olup, sinir
kosullarinin saglatilmasiyla elde edilecektir. J,(x)veY, (x) birinci ve ikinci nevi

Bessel fonksiyonlaridir. Bu, (3.12) ¢o6ziim fonksiyonlarinin (3.9) yerdegistirme

ifadelerinde yerine yazilmasiyla yerdegistirme bilesenleri asagidaki gibi elde edilir.

u, :i {An [?Jn(klr) _ kl.]ml(klr)J +B (%Y (k,r) - leM(klr))

n n 1
+G,—J, (k,r)+H_ —Yn(kzr)Jcos no
r r

N [cn (EJn(klr) - liM(klr)j iD (EYn(klr) - leM(klr)j
r r

n n 1.
-E, —J, (k,r)-F, —Yn(kzr)Jsm ng
r r

(3.13.9)
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T

> n n n
u, = z 4 L_An FJn(klr)— B, ?Yn(klr)—Gn (?Jn(kzr) - szM(kzr)J

n=0

n
-H, [—Yn(kzr) - szM(er)Hsin no
r
[ n n n
+ {Cn ?Jn(klr) +D, ?Yn(klr)— E, ?Jn(kzr)— k,J, .. (k,r)

[“ JW )
_Fn _Yn(kzr)_sz,Hl(kzr) cosnd }
r J J

(3.13.b)

Yerdegistirmelere ait (3.13) bagintilarini, kutupsal koordinatlardaki (3.10) gerilme —
yerdegistirme bagintilarinda yerine yazarsak, gerilme bilesenlerinin Bessel —

trigonometrik fonksiyon serileri cinsinden ifadeleri asagidaki gibi olur:

n®—n-0.5k,’r*) 3, (kr)+ klraml(klr)J

[

+B [(nz—n—osk r )Yn(klr)+k1rYn+l(klr)}

[(nz—n)Jn(kzr)—nkerM(kzr)J
(nz—n)Yn(er)—nkerM(kzr)J}cosne

[ (n*=n-0.5K,°r )Jn(klr)+k1rJn+l(k1r)J

| (n*=n -0k, )Yn(klr)+k1rYn+1(klr)}
(—nz+n)Jn(kzr)+nk2rJn+1(k2r)]

R [(-07 )Y, (kr) + kY, (n) [l sin ne}

(3.14.3)
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-n? a0+ kIr? - 0.5k,°r )3, (k,r) - klrJM(klr)}

[
+B [(—n2 +n kT’ - 05K, 7)Y, (k,r) - kerM(klr)}
[(—nZ +n)J, (k1) + nkerM(kzr)J

[

—n?+n)Y, (k,r)+ nkerM(kzr)]} cosné

[(—n2 #n ki - 0.5k,r%) 3, (kr) - klrJM(klr)}
+D [(—n2 #n k7T’ - 0.5k, r7)Y, (k,r) - kerM(klr)}
(n*-n)3,(k,r)- nkerM(kzr)J

[
+F[(n*=n)Y, (kyr) = nk,rY, (ko) | sin ne}

(3.14.b)
7, = z—fi[{A [(=n*+1n) 3,060 + nk,rd, (k) |
) N Bn[(_nz £0)Y, (k) + nkerM(klr)]
" Gn[(—nz +n+0.5k,°r*) 3, (k1) - kerM(kzr)J
+H, [(—n2 #0405k, 17 )Y, (k,r) - kzrvm(kzr)J}sin no
+{C,[(n*=n) 3, (k) = nkyrd (k) |
+D,[ ("= n)Y, (1) = nkyrY,, (k,r) |
+ En[(—n2 #n+0.5k,°r7) 3, (k,r) - erJM(kzr)J
+F, [(—n2 +n+ 0.5k22r2)Yn(k2r) - kerM(kzr)}} cos HG}
(3.14.c)

Kutupsal koordinatlarda hesaplamis oldugumuz yerdegistirme ve gerilme
bilesenlerini, kartezyen koordinatlardaki bilesenleri cinsinden hesaplayabilmek igin
asagidaki doniisiim formiilleri kullanilmaktadir.

u,=u,cosd—u,sing (3.15.a)

U, =u,sin@+u,cosd (3.15.b)
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o, +0 o.—-0
o, =—"—%+ 1 —%c0s20 +1,,sin 20 (3.16.a)
2 2
+ p—
o, = T 2 %0 T =00 o526 - z,,Sin 20 (3.16.b)
2 2
o._—-0
Ty = rrT"gsin 20 —7,,c0520 (3.16.c)

Kutupsal koordinatlarda elde etmis oldugumuz (3.14) gerilme bagintilarim
yukaridaki (3.16) dontisiim formiillerinde vazedip gerekli diizenlemeler yapilirsa

serbest yiizeydeki o, .o, ver,, gerilme bilesenleri Bessel — trigonometrik

fonksiyonlar cinsinden asagidaki sekliyle ifade edilmis olur.

5, = i—f%[An ([(0:5K7r* ~0.5k2r" )3, (kyr) + [ (07 = n = 0.5K,r) 3, (kyr)
+k,rd, (k,r)]cos 20 Jcosng + [(—n2 +n)d, (k) + nklrJM(klr)]sin 20 sin ne}
+ 8, {[(0:5Kk/r" 0.5k 17)Y, (kyr) + [(n2 ~n-0.5kr*)Y, (k1)
+k,rY, , (k,r)]cos 20 Jcosné + [(—n2 +n)Y, (k) + nkerM(klr)]sin 26 sin nH}
+ Gn{[(nz -n)J, (k,r) - nkerM(kzr)Jcos 26 cosné
+[(—n2 +n+0.5K,r7) 3, (k,r) - kerM(kzr)}sin 20sin nH}
+ Hn{[(n2 —n)Y, (k,r)- nerYM(kzr)Jcos 26 cosné
+ [(—n2 +n+0.5k,"r7)Y, (k,r) - kzrvm(kzr)]sin 20sin ne}
+C, {[(0.5Kk/r* ~0.5k7r?) 3, (kyr) + [(n2 ~n-0.5kr*) 3, (k1)

)
+k,rd,,, (k,r)]cos 20 Jsin ng + [(n2 —n) 3, (k1) - nklrJM(klr)]sin 26 cos ne}
+D, {[(0-5kff2 —0.5k,T%)Y, (k1) + [(n2 ~n-0.5k,r*)Y, (k1)
)

+k,rY, ., (k;r)]cos 26 |sin ng + [(n2 -n)Y, (kr)- nkerM(klr)Jsin 26 cos ne}
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+ En{[(—n2 +1) 3, (k,r) + nkerM(kzr)]coszasin né
J{(_n2 +n+ 0.5k22r2)Jn(k2r) - kerm(kzr)}sin 20 cos nH}
* Fn{[(_”z + )Y, (k,r) + nkerM(kzr)Jcos 20sin n@

+[(—n2 +1+0.5k,°r* )Y, (K,r) - kerM(kzr)Jsin 20 cos nH}

(3.17.a)
:r_“z‘a[ AL(05K/ T 0.5k r" )3, (k) = [ (n* = n - 0.5K,"r7) 3, (k1)
+k,rd . (k,r)]cos 26 Jcos ne—[(—nz+n)Jn(klr)+nklrJM(klr)}sin 26 sin ne}
+ Bn{[(o.skfrz—o.5kjr2)Yn(klr)—[(nz—n—o.5kfr2)Yn(k1r)
+k,rY,., (k,;r)]cos 260 Jcos n&—[(—nz +n)Yn(klr)+nkerM(klr)}sin 20 sin ne}
+Gn{—[(nz—n)Jn(kzr)—nkerM(kzr)JcosZH cosno
—[(—nz+n+O.SkZZrZ)Jn(kzr)—kerM(kzr)Jsin 20sin n9}
+ Hn{—[(nz—n)Yn(kzr)—nkzrvm(kzr)Jcoszacosna
—[(—n2 +n+O.SkZZrZ)Yn(kzr)—kerM(kzr)Jsin 20sin ne}
iC, {[(o 5k7r? —0.5kr*) 3, (k,r) - [(n2 ~n-0.5kr*) 3, (k1)
+k,r3,,, (k,r)]cos 26 Jsin ne—[( —n)J, (k1) - nklrJM(klr)Jsin 2.9cosn.9}
+D, {[(0.5Kr* - 0.5Kk;1%)Y, (k) - [(n2 ~n-0.5kr*)Y, (k1)
+k,rY, ,, (k,r)]cos 20 Jsin no —[( —n)Y, (kr) = nkyrY, ., (k, r)}sm 26 cos nH}
+ En{—[(—n2+n)Jn(kzr)+nkerM(kzr)]coszesin no
—[(—nz+n+0.5k22r2)Jn(k2r)—kerM(kzr)Jsin 29cosn9}
+ Fn{—[(—nz +n)Y, (k,r)+ nkerM(kzr)Jcos 26'sin ng
—[(—n2 +n+0.5k22r2)Yn(k2r)—erYM(kzr)Jsin 20 cos n@}
(3.17.b)
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Ty = i_élg{A" {[(n2 -n —0.5k12r2)Jn(k1r)+ klrJM(klr)Jsin 20 cosnd
—[(—nz+n)Jn(k1r)+nklrJM(klr)JcosZ@sin ne}

+B, {[(n2 -n —0.5k12r2)Yn(k1r)+ kerM(klr)}sin 26 cosné
—[(—n2 +n)Yn(klr)+nkerM(klr)Jcos 20 sin n@}

+Gn{[(n2—n)Jn(kzr)—nkerM(kzr)Jsin 26 cosné
—[(—nz+n+o.5k22r2)Jn(k2r)—kerM(kzr)Jcoszasin nH}

+ Hn{[(nz—n)Yn(kzr)—nkerM(kzr)Jsin 26 cosné
—{(—n2 +n+0.5k22r2)Yn(k2r)—erYM(kzr)}cos 26 sin ne}

+Cn{[(n2—n—0.5k12r2)Jn(klr)+klrJM(klr)Jsin 20 sin ng
—[(n2 —n)Jn(klr)—nklerl(klr)]cosw cos nH}

+D, {[(n2 -n- 0.5k12r2)Yn(klr) + kerml(klr)Jsin 20sin ng
—[(n2 -n)Y, (kr)- nkerM(klr)]cos 26 cos ne}

+ En{[(—n2 +n) 3, (k,r)+ nkerM(kzr)Jsin 20 sin ng
—[(—nz+n+0.5k22r2)Jn(k2r)—kerM(kzr)}cosZHcoan}

+ Fn{[(—nz+n)Yn(kzr)+nkerM(kzr)Jsin 20 sinng
—[(—n2 +n+0.5k22r2)Yn(k2r)—erYM(kzr)}cos 26 cos nH}

(3.17.c)

3.2 SINIR KOSULLARININ SAGLATILMASI

3.2.1 KISMi YAYILI YUK HALI

Sekil 3.1 de goriildigii gibi, oyuk ylizeyi iizerinde («, — «,) merkez acili bir sektore
p, genlikli bir i¢ basincin yiiklendigini g6z oniine alalim. Bu yiikleme durumu i¢in

sinir kosullarinin saglatilmas1 amaciyla yiikleme siirekli bir fonksiyonla temsil
edilmis ve yiik terimi Fourier serisine agilmigtir. Genel halde, 2L peryodlu bir f(x)

fonksiyonunun (L, L) araliginda tanimli Fourier serisi agagidaki gibi yazilabilir;
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f(x):az—o+2(an cos?+ bnsin?j (3.18)

n=1

Yukaridaki (3.18) Fourier serisindeki a, sabitinive a , b, bilinmeyen degismezlerini
belirleyebilmek igin asagidaki adimlar izlenmistir. Ilk olarak a,’ 1 hesaplamak iizere

(3.18) ifadesinin her iki tarafin1 —L’ den L’ ye kadar terim terim integre edelim.

L L L L
a = ( Nz X nrx
[ foadx= [ THdx+ 3| anJ'cosde+bn_[sinde |
L 2 nzlk —L L -L L )

-L
Bu takdirde, kosiniislii ve siniislii biitiin integraller sifir oldugundan

L

B L1 xdx (3.19)
2 2L

olarak elde edilir. a veb, katsayilarini hesaplayabilmek igin ortagonal

fonksiyonlarin 6zelliklerinden faydalanilir. Bu amagla (3.18) esitliginin her iki

miz X

tarafini terim terim cos ile carpip —L’ den L’ ye kadar integre edersek;

L

mz X a, mzxx
j f (x)cos dx = J'—cos dx
4 L Y2 L
* p nz X mz X p nz X mzx )
+>| a, [ cos——cos dx +b, [ sin——cos dx |
n=1 —L L -L L )

ifadesini elde etmis oluruz. Ikinci taraftaki terimlerden a_ katsayili olani harig

digerleri sifir olur. Bu durumda

L
a, = i.[ f (x)cos M7X 4 m=12,3.. (3.20)
L L
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olarak belirlenmis olur. Ayni sekilde (3.18) esitliginin her iki tarafini terim terim

mrx . .
sin —— ile carpip —L’ den L’ ye kadar integre edersek;
p mz X ‘a mz X
j f (x)sin dx = _[—Osin dx
,L *L 2 L
> ( p nzx . mrxX . o nzXx . mxX \
+>. | a, [ cos—sin dx +b, [ sin——sin dx |
P L L “L L L )

ifadesini elde etmis oluruz. Bu takdirde de ikinci taraftaki terimlerden b katsayili

olan1 harig digerleri sifir olur. Boylece

M7X 4 m=123.. (3.21)

L

1 _

b, = —j f (x)sin
L—L

olarak belirlenmis olur. Sonucta (3.19), (3.20), (3.21) formiilleri ile taniml
katsayilardan olusturulmus Fourier serisini elde etmis olduk. Bu fonksiyon
belirledigimiz aralikta tanimli ve yakinsak olabilmesi i¢in Dirichlet kosullarini

saglamalidir.

Bizim ele aldigimiz probleme doénecek olursak, «, -, merkez agili bir sektor

tzerinde yayillan p, siddetindeki kismi yayili yiikiin Fourier serisi yukaridaki

tanimlardan
Po Pow |1, :
p(@) = —(a,-a)+—> {—(sinna, —sinna,)cosnd
2 T o ln
Po— |1 :
——» 1—(cosna, —cosna,)sinnd 0<0<2rx
5N

(3.22)

olarak elde edilecektir.
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3.2.1.1 OYUK iC YUZEYINDEKI SINIR KOSULLARININ SAGLATILMASI
Oyuk i¢ yiizeyinde o, radyal gerilmesi yiik fonksiyonuna, r , kayma gerilmesi de 6’

nin her degeri icin sifira esit olmalidir.

o, | =-p(8) T, | =0 (3.23)

r=a r=a

Buna gore (3.14.a) denkleminden

n’-n-0.5k,"a%)J, (k) + klaJM(kla)]

[
+B [(n2 ~n-05k, a’)Y, (ka)+ klaYM(kla)J
[(n2 -n)J, (k,a)- nkzaJM(kza)J
(n®=n)Y,(k,a)- nkzaYM(kza)J} cosné
(n*-n-05k,"a%)3, (ka)+ klaJM(kla)}
(n* - n-0.5k,"a%)Y, (ka)+ klaYM(kla)}
(

-n”+n)3, (k,a) + nk,ad,  (k,a) |

|
+F [(_n2 ¥ n)Yn(kza) + nkzaYM(kza)}}sin ne}

p Po o [1
= _i(a2 -a,)- _OZ {—(sin na, —sinna, )cos ne}

T hoLn

1
+ &Z {—(cos Na, — cosna, )sin ne}
n

T n=1
(3.24)
elde edilir. Bu denklemden n = 0 i¢in;
{Ao [(—O.Skzzaz)Jo(kla) + klaJl(kla)]
2
+B, [(—O.Skzzaz )Y, (k,a) + klavl(kla)]} - - ;—02—(0:2 -~ a,)
T 2u
(3.25)
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bir adet bagmti elde edilir. n’ nin sifirdan farkli her degeri icin radyal gerilme
ifadesindeki trigonometrik terimlerin katsayilariyla yiik ifadesindeki katsayilar ayri
ayr1 eslestirilmelidir. Buradan da;

n > 0 i¢in;

{An [(n2 -n-0.5k,"a%)J, (ka)+ klaJM(kla)}

+B [ (n*-n-0.5k, a )Yn(kla)+k1aYn+1(k1a)J
+G [ )3, (k,a) -~ nk,ad (K, a)]
[ )Y, (k,a) - nk, ale(kza)}}
=—&2——(sm na, —sinna, ), n=12,..,N
7 2un
(3.26)
{Cn[(nz—n—o 5k,’a )Jn(kla)+kla3n+l(kla)J
+D [ (n*-n-0.5k, a )Yn(kla)+klaYn+l(kla)]
+E [ )3, (k@) +nk,ad, , (k, a)}
+F [ )Y, (k,a) + nk,aY, . (k, a)}}
= &2——(cos na, - cosne, ), n=12,...,N
T 2un
(3.27)

2xN adet bagint1 elde edilir. Boylece radyal gerilmeye ait sinir kosulundan toplam

2xN+1 adet bagint1 elde edilmis olur.

Ayni sekilde kayma gerilmesine ait (3.14.c) ifadesinden
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=a—'uZN:[{An[< n’ +n J, (k) +nk,ad ,(k a)}

n=0

+ Bn[ -n’+n)Y (kla)+nklaYn+1(kla)J
T Gn[ -n’+n+0.5k, %) 3, (k,) - kzaJM(kza)}
+H [( n®+n+ 0.5k, ‘a )Yn(kza) - kZaYM(kza)J}sin ng
+ {cn [(n2 )3, (k) - nklaJM(kla)J
+ Dn[(nz )Y, (k,a) - nklaYM(kla)J
+ E[( n’+n+0.5k,°a’ )3, (k,a) - kzaJm(kza)J
+F, [( n’+n+0.5k,"a BIACHE kzaYM(kza)}} cos ne} =0
(3.28)
elde edilir. Bu ifadeden n = 0 i¢gin;
{EO[(O.BkZZaZ)JO(kZa)— kZaJl(kza)]
F, [(0.5k22a2 )Y, (k,2) - kzaYl(kza)J} -
(3.29)

bir adet bagint1 elde edilir. n’ nin sifirdan farkli her degeri igin kayma gerilmesi

ifadesindeki trigonometrik terimlerin katsayilar1 ay1 ayr1 sifira esitlenmelidir.

Buradan da;

n > 0 i¢in;

{ n[ n +n)Jn(kla)+nklaJn+l(kla)J

[ n +n)Yn(k1a)+nklaYM(kla)J

(-

(-

n[( n’+n+0.5k,’a )‘]n(kza)_kza‘]n+1(kza):|
+H [

—n?+n+0.5k, a )Yn(kza)—kzaYM(kza)}}=0, n=12,.,N

(3.30)
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cn[(n2 )3, (ka) - nklaJM(kla)J

—_——

+D n -n Y .(ka) - nklaYM(kla)J

+

(07
E[ —n%+n+0.5k,’a )Jn(kza)—kzaJM(kza)}
+F[

—n?+n+0.5k, a )Yn(kza)—kzaYM(kza)}}=0, n=12,.,N

(3.31)

2xN adet bagint1 elde edilir. Boylece kayma gerilmesine ait sinir kosulundan toplam

2xN+1 adet bagint1 elde edilmis olur.

Baz1 bilinmeyenlerin 6zdes olarak sifir olmasiyla ¢oziim fonksiyonlarina ait
ifadelerdeki toplam bilinmeyen sayis1 8xN+4 olmaktadir. Oyuk yiizeyindeki sinir
kosullarinin saglatilmasiyla radyal gerilmeye ait (3.24) ifadesinden 2xN+1 ve kayma
gerilmesine ait (3.28) ifadesinde de 2xN+1 tane bagint1 yazilmaktadir. Boylece oyuk
izerinde yazilan sinir kosullarindan 4xN+2 bilinmeyen geri kalan 4xN+2 adet

serbest bilinmeyen cinsinden elde edilmis olur.

32.1.2 SERBEST YUZEY UZERINDEKI SINIR KOSULLARININ
SAGLATILMASI

Silindirik oyugun i¢ yiizeyindeki sinir kosullarindan toplam 4xN+2 adet bagint1 elde
edilmigstir. Geri kalan 4xN+2 adet baginti serbest yiizey iizerinde yazilan sinir

kosularindan elde edilecektir. Serbest yiizey iizerinde de o, normal gerilmesi ve 7,

kayma gerilmesi sifir olmalidir.

o | =0 Ty | =0 (3.32)
x=H x=H
. H ..
Yani r = icin
cosé
O =0 Ty =0
H H

Sinir kosullarinin uygulanmastyla
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2

-l [ 2
o, ZZAL{OSkf[ H j—OSk( A j\Jn(kl H J
L coséd cosé J coséd

[cos@} 7
lf(

, NI H H H 1
+|| n®* = n-0.5k, J.| Kk, +k, Il Kk |cos 26 [cosng
L cosd cosd cosé cosé J J

[, H H H Y. ]
+(=n*+n)3, K +nk, Joal Kk sin2@sinng |
L coséd cosd cosé J J

2 2

I H H H
+B,{]| 0.5k’ - 0.5k} Y, | k
u cosd coséd cosd
[ H O H H H Ol 1
+[n®=n-0.5k’° Y, |k, +k, ‘R |cos 26 |cosne
L cosé cosd cosé cosd J J

[, H H H ] ]
+L(—n +n)Y, |k + nk, Y .|k, Jsm 20sinng |
coso cosd cosé J

r , H H H )
+G,{[(n*=n)J3, |k, - nk, Jou c0s 26 cosnd
LL cosé cosd * cos6 J

)

', ,( H H H Hyl
+|[-n® +n+0.5k, J. |k, -k, Joal ks |sin 26 sin no
L cosé cosé cosé cosé J J

) H H H I
(n°-n)Y, |k, - nk, Y. .|k c0s26 cosnd
coséd cosé cosd J
o .( H ) H H H L _
+||-n® +n+0.5k, Y, |k, -k, Yool k, |sin 26 sin no
L cosd cosé cosd cosd J J
[ ,( H o H ) H
0.5k, - 0.5k, J. |k
coséd cosd cosé

M, ,( H Y H H H Ol 1
+|| n®* —=n-0.5k, J.| Kk +k, Joal Kk |cos 26 |sinne
L cosé cosd cosé cosé J J

H H )] . )
j—nk1 ‘]n+l(kl ] sin 20 cosnd }
cosd J J

|’ 2 2
+Dn!|(0.5kf( H j—o.skj[ H ]\Yn[kl H j
[LL cosé coséd J cosd

' o H YY) H H HoYl Iy
+|[ n®=n-0.5k Y, |k + K, Y.l k |cos 26 |sinng
L cosé cosd cosé cosd J J

[ H H H . |
+(n*=n)Y, | Kk, - nk, Y|k sin26 cosnd |
L cosé cosd coséd J J
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r. ., H H H )l :
+E ] (-n" +n) 3, K + nk, I | K, cos 260 sin né
d cosd cos @ cos @ J

o (HY) H H H
+]| =n® +n + 0.5k, J. |k, -k, Joa |k, |sin 26 cos n@
cosd cosé cosé cosé J J

]

r, H H H I .
+F 4 (—n + n)Yn k, +nk, Y.l k, c0s 26 sin nd
d cosd cosd cosé@ J

o, o H ) H H HoYl |
+]] =n? + n+ 0.5k, ( ] Yn[kz )—kz Ym(kz—Jlsinzecosna )
cos o cos @ cosé cos 8 J JJ

(3.33)

r
I )
H n:OL
coséd
k H J k
+ —_——
"coso "\ tcoso
H
_|—(—n2+n)\]n[k1
L cos®

|
:
anl{nz—n 0.5k, (cos@] Y[

H H
+k, Yool K sin 26 cosn@
cosd cosd J
[, H H H ] ]
=1 (=n"+n)Y, | K +nk, Y.k cos20sinng |
L cos® cosd coso J J
r H H _H
+G, 4 (n*-n)3, |k, - nk, ——1J, sin 20 cosn@
L cosd cosé cosH J
[ ) 0 H YY) H H 1
=] =n®+n+0.5k I,k -k Joal K |cos 20sinng
2 n 2 2 n+1 2
L cosd cosé J J
H H H
+ HnJ(nz—n)Yn k, - nk, Y., k,—— —|sin 20 cosnd
L cosé cosd cosd J

I, o H ) H H
~||-n® +n+0.5k, j Y, |k, -k, Y.l k,
L cosd cosd

1
]Jsin 20 cosnd

H H
j+ nk, M(k } cos 2@ sin né)}

cosd cosd

k

1

cosé’)

cosd

cosd cosd
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( 2

[ HOY) H
njLn - n-0.5k, [ j Jn(kl j
L cosé J cosé
+k, [ H JstHsmné)
cos& coséd
—r(nz—n ( H )
L cosé
+Dnj
|

( H JT |
- nk cos 26 cosnd }
cosd J

2

( 2 H H
n° —n-0.5k, Yol kg
L [cos@] J [ cosej
1
J

sin 26 sin n@

[ H H H |
-1 (n*=n)Y, | Kk, —nk,——Y, | k,—— [|cos28 cosnd !
L cosé coséd cosé J J
r ., H H H 1. .
(-n*+n)3, |k, +nk, Joalk, sin20sinng
L cos@ cos® cosé J
) o H ) H H HoYl
~|| =n® + n+ 0.5k, J. |k, -k, Il Kk, |cos 26 cosné
L cosd cosd cosd cosd J J
r ., H H H 1. .
+F 4 (=n"+n)Y, | K, +nk, Yl k, sin 20 sinng
LL coso cosd coso J

) o H ) H H H Y |
~[| =n?*+n+ 0.5k, Y |k, —k, Yol k, lcos20cosno | =0
L cosd coséd cosd cosd J ”

(3.34)

denklemleri elde edilir.

Bu ifadeler (3.33, 3.34) serbest yiizey sinir1 boyunca her noktada saglatilmalidir.
Oyuk iizerindeki sinir kosullarin saglatilmasi sonucu geriye kalan 4xN+2 adet
bilinmeyen serbest yiizey lizerindeki (3.32) kosullarindan saglatilarak bulunacaktir
ancak ¢Oziim serileri belli bir N sayisinda kesildigi i¢in sonlu sayida kosula
thtiyacimiz vardir. Halbuki serbest ylizey iizerinde sonsuz sayida nokta olmasi ve
¢Ozlim serilerinin sonlu bir sayida kesilmesi nedeniyle birden fazla ¢oziim elde
edilecektir. Bircok ¢oziim yerine “En Kiiciik Kareler Yontemi” kullanilarak ve
oldukca fazla nokta g6z oniine alinarak yarim uzayin serbest yiizeyi boyunca gerilme
bilesenleriyle ilgili kosullar yaklasik olarak saglatilmistir. En kii¢iik kareler
yontemine gore, serbest ylizey iizerinde gerilmelerin farkinin karelerinin toplaminin

minimum olmasi1 gerekmektedir.
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Yani;
} (3.35)

ifadesi minimum olmalidir. Burada M serbest yiizey iizerinde alinan nokta sayisini,

oit)ve Til;) serbest yiizeyde  herhangi bir k noktasinda hesaplanan gerilme

~ (k) (%)

bilesenlerini, &, ves,' ise serbest yiizeye herhangi bir k noktasinda disardan

etkiyen gerilme bilesenlerini gostermektedir. Serbest ylizeyde gerilme etkimedigi

icin ¢ ve fiiy() her ikisi de sifirdir. Serbest ylizey ilizerindeki bu toplami minimize

etmek icin geri kalan serbest bilinmeyenlere gore tiirev alirsak (3.35) kosulundan

asagidaki bagintilar1 yazmak kabildir.

()
(009 00, 97 1

o, | W ——|=0,n=012,.,N 3.36.a
A, kZlL ’ oA, | ( )
od M acl o]

oy oW e MY |0, n=1,2,.,N (3.36.h)
B, = " o8, 2B,

od M ool oz

oy e e I g n=0,1,2,.,N (3.36.¢)

or,
—=o, —*+7,/——1=0,n=12,..,N (3.36.d)

Yukaridaki (3.36) bagintilarindan 4xN+2 adet kosul elde edilir. Bu lineer denklem

takiminin ¢ozlimiiyle biitiin integral degismezleri hesaplanmis olur.
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3.2.2 TEKIL YUK HALI

Bu ylikleme durumunu temsil edebilmek i¢in yiik terimi Dirac delta fonksiyonuyla
tariflenerek Fourier serisine agilmis olup, ¢oziim fonksiyonlarindaki trigonometrik
terimlerin katsayilariyla Fourier katsayilari eslestirilmistir. Problemin geometrisi

Sekil 3.2” de gosterilmistir.

p@) =PR6(0 —a) (3.37)

Burada s Dirac delta fonksiyonu olup tanimi asagidaki gibidir.

00, a=40
o0 —a)=
0, a+0
P, Py & Py & . .
p(g):—+—Z{cosnacosn0}+—Z{smnasmn9}, 0<0<2x (3.38)
2r 7w T n-1

Sekil 3.2 Problemin geometrisi
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3.2.2.1 OYUK iC YUZEYINDEKI SINIR KOSULLARININ SAGLATILMASI
Kismi yayili yiik zorlamasinda oldugu gibi oyuk i¢ yiizeyinde o, radyal gerilmesi

(3.37) yiik fonksiyonuna, r,,kayma gerilmesi de &’ nin her degeri i¢in sifira esit

olmalidir.

o, | =-p@  7,| =0 (3.39)

r=a r=a

Buna gore (3.14.a) denkleminden

n’-n-0.5k,"a’)J, (ka) + klaJn+1(kla)]

n’-n-0.5k,"a’ )Y, (ka) + klaYM(kla)}

(
(
+G,[(n*=n)J, (k,a)- nkzaJml(kza)J
+H n[(n2 -n)Y, (k,a) - nkzaYM(kza)J} cosné
+ {cn [(n2 ~n-0.5k,"a’)J, (ka)+ klaJml(kla)]
+D, [(n2 ~n-0.5k,"a’ )Y, (ka) + klaYM(kla)}

+ En[(—n2 +n)J, (k,a)+ nkZaJM(kza)]
[

(-n*+n)Y,(k,a)+ nkzaYn+1(k2a)]} sin ne}

P, P, P, O
= -—=——>" {cosnacosnd} - —3 {sinnasinng}
27 T G4 T a1
(3.40)
elde edilir. Bu denklemden n = 0 igin;
{A0 [(—O.Skzzaz)Jo(kla) + klaJl(kla)]
2 2 PO az
+B, [(—o.Sk2 2’ )Y, (k) + klaYl(kla)}} o
(3.41)
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bir adet bagmti elde edilir. n’ nin sifirdan farkli her degeri icin radyal gerilme
ifadesindeki trigonometrik terimlerin katsayilariyla yiik ifadesindeki katsayilar ayri
ayr1 eslestirilmelidir. Buradan da;

n > 0 i¢in;

{An [(n2 -n-0.5k,"a’)J, (ka)+ klaJM(kla)}

+B [ (n*-n-0.5k, a )Yn(kla)+klaYn+l(k1a)J
+G [ )3, (k,a) - nk,al, , (k, a)}
+H [ )Y, (k,a) - nk, aYM(kza)]}
0 a
=-—L2—_cosna, n=12,.,N
T 2u
(3.42)
{c [ n?-n-0.5k,’a )Jn(kla)+klaJn+l(kla)}
+D [ (n*-n-05k, a )Yn(kla)+k1aYn+1(kla)}
+E [ )3, (k,a) +nk,ad, (K, a)}
+F [ )Y, (k,a) + nk,ay, , (k, a)}}
0 a
= -2 —sinna, n=12,..,N
T 2u
(3.43)

2xN adet bagint1 elde edilir. Boylece radyal gerilmeye ait sinir kosulundan toplam

2xN+1 adet bagint1 elde edilmis olur.

Ayni sekilde kayma gerilmesine ait (3.14.c) ifadesinden
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U N
=a—2[{An[< n’ +n J, (k) +nk,ad ,(k a)}

n=0

+Bn[ -n’+n)Y (kla)+nklaYn+1(kla)J
+Gn[ —n?+n+0.5k, a )Jn(kza)—kzaJM(kza)}
+H [( n®+n+ 0.5k, ‘a )Yn(kza)—kZaYM(kza)J}sin ng
+{Cn[(n2 )3, (k) - nklaJM(kla)J
+ Dn[(nz )Y, (k,a) - nklaYM(kla)J
+En[( n?+n+0.5k, a )Jn(kza)—kzaJm(kza)}
+Fn[( n’+n+0.5k,"a )Yn(kza)—kzaYM(kza)}}cosnG}=0
(3.44)
elde edilir. Bu ifadeden n = 0 i¢in;
{EO[(O.SkZZaZ)JO(kZa)—kZaJl(kza)]
F, [(0.5k22a2 )Y, (k,2) - kzaYl(kza)J} -
(3.45)

bir adet bagint1 elde edilir. n’ nin sifirdan farkli her degeri i¢in kayma gerilmesi

ifadesindeki trigonometrik terimlerin katsayilar1 ay1 ayr1 sifira esitlenmelidir.

Buradan da;

n > 0 i¢in;

{ n[ n +n)Jn(kla)+nklaJn+l(kla)J

[ n +n)Yn(k1a)+nklaYM(kla)J

(-

(-

n[( n’+n+0.5k,’a )‘]n(kza)_kza‘]n+1(kza):|
+H [

—n?+n+0.5k, a )Yn(kza)—kzaYM(kza)}}=0, n=12,.,N

(3.46)
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cn[(n2 )3, (ka) - nklaJM(kla)J

—_——

+D n -n Y .(ka) - nklaYM(kla)J

+

(07
E[ —n%+n+0.5k,’a )Jn(kza)—kzaJM(kza)}
+F[

—n?+n+0.5k, a )Yn(kza)—kzaYM(kza)}}=0, n=12,.,N

(3.47)

2xN adet bagint1 elde edilir. Boylece kayma gerilmesine ait sinir kosulundan toplam

2xN+1 adet bagint1 elde edilmis olur.

Baz1 bilinmeyenlerin 6zdes olarak sifir olmasiyla ¢oziim fonksiyonlarina ait
ifadelerdeki toplam bilinmeyen sayisi 8xN-+4 olmaktadir. Oyuk ylizeyindeki sinir
kosullarinin saglatilmasiyla radyal gerilmeye ait (3.40) ifadesinden 2xN+1 ve kayma
gerilmesine ait (3.44) ifadesinde de 2xN+1 tane bagint1 yazilmaktadir. Boylece oyuk
izerinde yazilan sinir kosullarindan 4xN+2 bilinmeyen geri kalan 4xN+2 adet

serbest bilinmeyen cinsinden elde edilmis olur.

3.2.2.2 SERBEST YUZEY UZERINDEKi SINIR KOSULLARININ
SAGLATILMASI

Silindirik oyugun i¢ ylizeyindeki sinir kosullarindan toplam 4xN+2 adet bagint1 elde
edilmigstir. Geri kalan 4xN+2 adet baginti serbest yiizey iizerinde yazilan sinir

kosularindan elde edilecektir. Serbest yiizey iizerinde de o, normal gerilmesi ve 7,

kayma gerilmesi sifir olmalidir.

-0 (3.48)

Bundan sonraki hesap asamalari ele aldigimiz kismi yayili yiik zorlamasinda oldugu

gibidir.
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4. SAYISAL UYGULAMALAR

4.1 SAYISAL VERILER

Secilen p, i¢ basing genligi, @ zorlama frekansi, a oyuk yarigapi, H oyuk merkezinin

serbest ylizeye olan derinligi, malzeme sabitleri ve N sayis1 i¢in istenilen herhangi bir
noktada yerdegistirme ve gerilme bilesenleri hesaplanabilir. Sayisal uygulama igin
kiitle yogunlugu p = 2665 kg/m3, Elastisite modiilii E = 7.567*10° Pa, Poisson orani
v= 0.25, i¢ basin¢ genligi p,= 100000 Pa alinmis, dairesel silindirik oyugun
yarigapt @ = 5 m, oyuk merkezinin serbest yiizeye olan derinligi H = 10 — 15 m
secilmis ve sayisal hesaplamalarda N sayisinin 6 alinmasinin yeterli yaklasiklig
sagladig goriilmiistiir. Coziim serileri n = 0 dan baslatildig: i¢cin bulunmas1 gereken

toplam 8xN+8 = 56 adet bilinmeyen katsay1r oldu. C,,D,,G,,H, bilinmeyen

katsayilar1 6zdes olarak sifir oldugundan toplam bilinmeyen sayist 8xN+4 = 52 adete
indi. Oyuk yiizeyindeki sinir kosularindan 4xN+2=26 adet bagint1 elde edildi. Oyuk
yiizeyinde yazilan bu bagntilardan bilinmeyen sabitlerin yaris1 diger yarisi cinsinden
elde edildi. “ En Kiigiik Kareler Yontemi” nin kullanilmasi sonucu serbest yiizey
tizerinde yazilan 4xN+2=26 adet bagintidan geri kalan serbest bilinmeyenler

¢oOziildii.

4.2 SONUCLAR

Mathematica 4.0 paket programi yardimi ile yukaridaki veriler kullanilarak
bilinmeyen sabitler, » zorlama frekans1 ve H derinliginin degisimine bagl olarak
hesaplanmistir. Hesap sonunda, serbest yiizey iizerinde ve oyuk yiizeyi boyunca
yerdegistirme ve gerilme bilesenlerinin zorlama frekanst ve derinlige gore

degisimleri incelenmistir.
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4.2.1 KISMi YAYILI YUK HALI
Sayisal uygulama i¢in, p, kismi yayili yiikiiniin oyugun ikinci bdlgesine

a, =12, a, = merkez agil1 bir sektor lizerine yliklenmesi géz oniine alinarak, bu

bolgedeki yiikleme durumundaki sonuglar elde edilmistir.

Sekil A.1 — A.4 te zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m degerleri
igin serbest yiizeydeki u,,u, yerdegistirmeleri ile o, r, gerilmelerinin ylizey
boyunca degisimi verilmistir. Yerdegistirmelerin beklendigi gibi uzaklikla hizli bir

sekilde azaldigi goriilmiistiir. Serbest yiizey lizerinde o, r, gerilmelerinin sifir

Xy
olmas1 gerekmektedir. Ancak yapilan yaklagik ¢6ziim nedeniyle bu yiizeyde
gerilmeler sifir olmay1p yiiklemeye gore oldukca diisiiktiir. Hata %35 mertebesindedir.

Sekil A.5 ve A.6 da zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, a =5 m ve H =10 m degerleri

icin oyuk ylizeyindeki u_, u

., u, yerdegistirmelerinin c¢evre lzerindeki degisimi

verilmigtir.

Sekil A.7 ve A.8 de zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m degerleri

icin oyuk yiizeyi lizerinde hesaplanan o, r,, gerilme bilesenlerinin degisimi

verilmistir. Bu yiizeyde kayma gerilmesi sifir olup (Sekil A.8) 10~° hata ile sonug
uygundur. Radyal gerilme (Sekil A.7) ise #/2<6 <z arasinda —p,(-100000 Pa)
olmas1 gerekirken yapilan yaklasik hesapla bu degere oldukca yakin sonug elde
edilmistir.

Sekil A.9 da zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m degerleri igin

oyuk yiizeyi tizerinde hesaplanan o,, gerilmesinin degisimi verilmektedir. o, nin

en biiyilik degerleri yiikleme bolgesinin disinda elde edilmistir.

Sekil A.10 — A.23 te zorlama frekansimin @ = 100 rad/s ile @ =140 rad/sve a=5m

ve H = 10 m degerleri i¢in u,, u, yerdegistirmeleri ve o, z,, gerilmelerinin serbest

ylizey boyunca degisimi ile u_, u, yerdegistirmelerinin ve o,, gerilmesinin oyuk

cevresi boyunca degisimi verilmistir. Zorlama frekansi biiyiidiik¢e o,, gerilmesinin

arttig1 gérilmiistiir.

Sekil A.24 — A.30 da zorlama frekansinin @ = 100 rad/s, a =5 m ve H =15 m

degerleri i¢in u , u, yerdegistirmeleri ve o, r,, gerilmelerinin serbest ylizey

y Xy
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boyunca degisimi ile u,,u, yerdegistirmelerinin ve o, gerilmesinin oyuk gevresi
boyunca degisimi verilmistir. Derinlik artik¢a, yerdegistirmelerin ve gerilmelerin
beklendigi gibi azaldig1 gorilmiistiir.

Sekil A31 - A34tea=5m, H=10mve € = 0 igin, serbest yiizeydeki u,, u,
yerdegistirmelerinin ve oyuk ylizeyindeki u, , u, yerdegistirmelerinin zorlama

frekansina gore degisimleri verilmistir.

422TEKIL YUK HALI

Sayisal uygulama i¢in, P, tekil yiik zorlamasimin oyugun ikinci bolgesine o =3z /4

merkez agil1 bir nokta {lizerine yiiklenmesi goz oniine alinarak, bu bolgedeki yiikleme

durumundaki sonuglar elde edilmistir.

Sekil B.1 — B.4 te zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m degerleri

icin serbest ylizeydeki u,,u, yerdegistirmeleri ile o, r,, gerilmelerinin ylizey

Xy

boyunca degisimi verilmistir. Serbest yiizey lizerinde sifir olmas1 gereken o, 7,

gerilmelerinin ¢ozlimiin yaklagiklig1 nedeniyle sifir olmayip yiiklemeye goére oldukca

diisiik oldugu goriilmiistiir. Hata %5 mertebesindedir.

Sekil B.5 ve B.6 da zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, a =5 m ve H =10 m degerleri
icin oyuk yilizeyindeki u_, u, yerdegistirmelerinin ¢evre iizerindeki degisimi

r

verilmistir. u,, u, yerdegistirmelerinin beklendigi gibi yiiklemenin oldugu noktada

ani olarak artt1g1 goriilmiistiir.

Sekil B.7 ve B.8 de zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m degerleri

icin oyuk yiizeyi iizerinde hesaplanan o, r,, gerilme bilesenlerinin degisimi

re
verilmistir. Bu yiizeyde kayma gerilmesi sifir olup (Sekil 4.41) 10°° hata ile sonug
uygundur. Radyal gerilme (Sekil 4.40) ise « =0 =3z /4 noktasinda sonsuz olmasi
gerekirken zorlama genliginin iki kati biiytikliikte —200000 Pa bir deger elde
edilmistir.

Sekil B.9 da zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m degerleri igin

oyuk yiizeyi lizerinde hesaplanan o,, gerilmesinin degisimi verilmistir.
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5. TARTISMA

Bu calismada serbest yiizeyden H kadar derinlikte, a yarigapli bir dairesel oyuk
iceren yarim diizlemin, oyuk yilizeyinden harmonik zorlamasi altindaki davranisi
incelenmistir. Zorlama olarak oyugun kismi bir parcasina yayili i¢ basing ile oyugun

belli bir noktasina etkiyen tekil yiik durumu goz 6niine alinmuistir.

Elde edilen kuple denklem takimi, Helmholtz yerdegistirme potansiyellerinin
kullanilmasi ile ayriklastirlmis ve Bessel — trigonometrik fonksiyon serileri ile kapali

¢cozimil yapilmistir.

Denklemlerin kapali olarak ¢6ziilmesine karsilik sinir kosullarinin saglatilmasinda
giicliik ortaya ¢ikmistir. Kutupsal koordinatlarin kullanilmasi ile oyuk yiizeyindeki
sinir kosullart tam olarak saglatilmis, ancak serbest yiizey lizerindeki sinir kosullari

yaklasik olarak saglatilabilmistir.

o zorlama frekanst ve H derinliginin cesitli degerlerine gore yerdegistirme ve

gerilme bilesenlerinin degisimleri grafikler yardimi ile verilmistir.

Serbest yiizey iizerinde, her iki tarafta derinligin ortalama olarak 5 kati gibi bir
bolgede oyuktan gelen dinamik etkilerin 6nemli oldugu, bu bdlgenin disinda etkilerin
azaldig1 gozlenmistir. Yaklasik ¢6ziim nedeniyle en biiyilik hata %5 mertebesindedir.
Coziim serisindeki terim sayisinin arttirilmast ile bu hatanin azalacagi tahmin
edilmektedir. Ancak bilgisayar hesap zamaninin ¢ok uzun olmasi nedeniyle simdilik
6 terim almabilmistir. Yerdegistirmelerin ve gerilmelerin, derinlik ve zorlama

frekansinin biiyiimesi ile azaldig1 goriilmistir.

Bu problemin devami olabilecek caligmalar;
1. Zorlamanin ¢evre ve zaman iizerinde rastgele olmasi,
. Zorlamanin oyuk ekseni boyunca degisken olmasi,

Ortamin homogen olmamasi,

2

3

4. Ortamin viskoelastik olmasi

5. Serbest yiizeyin herhangi bir sekilde olmasi,
6

oyuk cevresinin daireden farkli olmasi, olarak 6zetlenebilir.
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Sekil A.1 «=60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m igin, serbest yilizey lizerindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.3 @=60 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m igin, serbest yiizey lizerindeki o,,
normal gerilmesinin degisimi
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Sekil A.4 »=60 rad/s, a =5 m ve H =10 m i¢in, serbest yiizey lizerindeki 7,, kayma

gerilmesinin degisimi
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Sekil A.5 ®=60 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.6 »=60 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,

yerdegistirmesinin degisimi

S H

N\ /\ . : /\ AN e A DeIikYﬁzeyiH
: 1 2 3 SN N

- 20000 |

- 40000 |

- 60000 |

- 80000 |

- 100000 [ NS

Sekil A.7 »=60 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki o, radyal
gerilmesinin degisimi
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Sekil A.8 »=60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki z,, kayma
gerilmesinin degisimi
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Sekil A.9 «=60 rad/s, a =5 m ve H =10 m igin, oyuk yiizeyindeki o, gerilmesinin
degisimi
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Sekil A.10 #=100 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, serbest yiizey iizerindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.11 @=100 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m igin, serbest yiizey iizerindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.12 »=100 rad/s, a =5 m ve H = 10 m igin, serbest ylizey iizerindeki o,,
normal gerilmesinin degisimi
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Sekil A.13 @=100 rad/s, a =5 m ve H = 10 m igin, serbest yiizey tizerindeki z,,

kayma gerilmesinin degisimi
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Sekil A.14 ®=100 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.15 »=100 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.16 «=100 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m igin, oyuk yiizeyindeki o,

gerilmesinin degisimi
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Sekil A.17 =140 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, serbest ylizey iizerindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.19 «=140 rad/s, a =5 m ve H = 10 m igin, serbest yilizey iizerindeki o,,
normal gerilmesinin degisimi
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Sekil A.20 »=140 rad/s, a =5 m ve H = 10 m igin, serbest yiizey lizerindeki z,,

kayma gerilmesinin degisimi
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Sekil A.21 ®=140 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.22 »=140 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,

yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.23 «=140 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m igin, oyuk yiizeyindeki o,
gerilmesinin degisimi
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Sekil A.24 =100 rad/s, a = 5 m ve H = 15 m i¢in, serbest yiizey iizerindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.25 »=100 rad/s, a = 5 m ve H = 15 m igin, serbest yiizey iizerindeki u,

yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.26 »=100 rad/s, a =5 m ve H = 15 m igin, serbest ylizey iizerindeki o,,
normal gerilmesinin degisimi
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Sekil A.27 »=100 rad/s, a =5 m ve H = 15 m igin, serbest yiizey tizerindeki z,,

kayma gerilmesinin degisimi
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Sekil A.28 »=100 rad/s, a = 5 m ve H = 15 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.29 »=100 rad/s, a = 5 m ve H = 15 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil A.30 «=100 rad/s, a = 5 m ve H = 15 m igin, oyuk yiizeyindeki o,

gerilmesinin degisimi
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Sekil A31 =0, a=5m ve H = 10 m igin, serbest yiizey lizerindeki u,
yerdegistirmesinin frekansla degisimi
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Sekil A32 6 =0, a =5 m ve H =10 m icgin, serbest ylizey tizerindeki U,

yerdegistirmesinin frekansla degisimi
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Sekil A.33 8 =0, a=5mve H=10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki U, yerdegistirmesinin
frekansla degisimi
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Sekil A.34 & =0,a=5mve H=10 m i¢in, oyuk yilizeyindeki u, yerdegistirmesinin
frekansla degisimi
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TEKIiL YUK HALINE AIT GRAFIiKLER

d
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Sekil B.1 «=60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m igin, serbest yiizey lizerindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil B.2 »=60 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m igin, serbest yiizey lizerindeki u,
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3000

yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil B.3 =60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m igin, serbest yiizey iizerindeki o,, normal
gerilmesinin degisimi
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Sekil B.4 «=60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m igin, serbest yiizey lizerindeki 7,, kayma

gerilmesinin degisimi
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Sekil B.5 @=60 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m igin, oyuk yiizeyindeki u
yerdegistirmesinin degisimi

r
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Sekil B.6 «=60 rad/s, a = 5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki u,
yerdegistirmesinin degisimi
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Sekil B.7 =60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki o, radyal
gerilmesinin degisimi
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Sekil B.8 «=60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki z,, kayma
gerilmesinin degisimi
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Sekil B.9 =60 rad/s, a =5 m ve H = 10 m i¢in, oyuk yiizeyindeki o, gerilmesinin
degisimi
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EKC

INDIRGENMIiS DALGA DENKLEMININ COZUMU

Carpanlara ayirma yontemini kullanarak asagidaki dalga denkleminin ¢oziimi
yapalim.

V2§D+k12§020 (Cl)

Yukaridaki denklemde ¢ fonksiyonunu

9=R(r).0(9) (C.2)

seklinde carpanlarmma ayiralim. Bu (C.2) ifadesini kutupsal koordinatlardaki
Laplasyen ifadesi ile birlikte, (C.1) dalga denkleminde yerine yazarsak ve gerekli
diizenlemeleri yaparsak asagidaki sekilde degiskenlerine ayrilmis olur.

2 2
i{rzd R d—R}(klr)z— 14O (C3)

2 T T A An2
Rl dr dr © do

Yukaridaki (C.3) esitliginin sag tarafinin sadece 6’ ya bagl sol tarafinin ise sadece
r’ ye bagh oldugu goriiliir. r ve @ bagimsiz degiskenler oldugundan, bunlar

birbirlerine bagl degildirler ve (C.3) esitligi ancak her iki taraf da ayn1 degismeze
esit oldugunda gegerli olabilir. Bu degismezi y° olarak segelim, boylece (C.3)
ifadesinden

R

+r

1| ,d’R dR
r‘ R
dr?  dr

}(klr)zz—éd—:y (C.4)

yazilabilir. Sag taraftaki denklemde gerekli diizenleme yapilirsa

d?e
do?
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homogen, sabit katsayili, adi tlirevli lineer diferansiyel denklemi elde edilmis olup,
bu denkleminin ¢6ziimii

O=Ae"” +Be ™" (C.6)
seklindedir. r =r; gibi bir sabit deger i¢in ¢ fonksiyonu
9 =R(1,)0(0) (C7)

olur. r,” i sabit tutarak € acisin1 27 kadar arttirirsak ayni nokta i¢in ayn1 ¢ degerini
bulmamiz gerekir, yani

R(5).©(6)=R(r,)0(6+27) (C.9)
olmalidir ve buradan

0(0)=0(0+27)=0(0+2nr), n = tamsay1 (C.9)
oldugu goriilir. ® fonksiyonu 2z peryodlu bir fonksiyon olduguna gore

©=Ae" +Be " = A" L Be ) (C.10)
esitligini yazabiliriz. Buradan da

e =1

olmasi gerektigi goriiliir. Bu ifadenin gerceklenebilmesi i¢in

y =N =tamsayi

olmalidir.

(C.4) ifadesindeki, sol taraftaki denklemde gerekli diizenleme yapilirsa
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d’R 1dR n’
1 L 11
R er{l rzj 0 (C.11)

olarak n. mertebeden Bessel diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin de
¢Ozlimii (n tam say1 olduguna gore)

R=C,J, (kr)+DY, (kr) (C.12)

olur. Her n sayisi i¢in bu ¢6ziim gegerli oldugundan (C.1) dalga denkleminin genel
¢0zumu

o= R,(r)O,(0) (C.13)
olarak elde edilir. Bilinenleri yerine yazarsak

o(r,0)= i [AJ, (kr)+BY, (kr)]e™ +[C,J, (kr)+ DY, (kr)]e™ (C.14)

N=—o0

sonucu elde edilir.
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