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SEMBOL LISTESI

5E o N N

=g

:Maddesel noktanin gekil degistirmeden onceki eksenel koordinati
:Maddesel noktanin statik gekil degistirmeden sonraki eksenel koordinati
‘Tiip yaricapindaki degigimi temsil eden fonksiyon

:Statik sekil degistirmeden onceki tiip kalinlig:

:Statik sekil degistirmeden sonraki tiip kalinlig

‘Tiipilin nihai kalinlig

:Eksenel yondeki germe

:Hidrostatik basing

:Elastik cismin kiigiik gekil degigtirme halindeki kayma modiili
:Finger deformasyon tansori

:Akigskanin hidrostatik basimnci

:Akigkanin kiitle yogunlugu

:Akigkanin radyal dogrultudaki hiz bilegeni

:Akigkanin eksenel dogrultudaki hiz bilegeni

:Akigkanin ortalama anlamda eksenel dogrultudaki hiz bilegeni
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ICERISINDE AKISKAN BULUNAN DEGISKEN YARICAPLI
ELASTIK TUPLERDE NONLINEER DALGA YAYILIMI

OZET

Bu calismada i¢i akigkanla dolu, on gerilmeli yaricapt degisken, ince elastik
tiiplerde nonlineer dalga yayilimi incelenmigtir. Bolim 1’de konunun tarihsel
gelisimi ve bu konudaki mevcut caligmalar sunulmustur. Boliim 2’de i¢i sikismaz
viskoz olmayan akigkanla dolu, on gerilmeli, yaricap1 degisken ince elastik tiipe ait
alan denklemleri tiiretilmigtir. Boliim 3’te kullanilacak pertiirbasyon yontemleri
hakkinda kisa bir ozet verilmistir. Boliim 4’te indirgeyici pertiirbasyon yontemi
kullanmilarak, ici sikigmaz bir akigkanla dolu yaricapr degisken elastik bir tiipte
zayif nonlineer dalgalarin yayilimi problemi ilk olarak genel halde ve daha sonra
baglangi¢ deformasyonunun belirli bir degeri icin pq katsayisinmin sifir olmasi
halinde incelenmistir. Ik durumda evoliisyon denklemi olarak degisken katsayil
Korteweg-de Vries denklemi elde edilmigtir. gy = 0 durumunda ise evoliisyon
denklemi olarak degigken katsayili modifiye Korteweg-de Vries denklemi elde
edilmigtir. ~ Bu boliimiin sonunda, evoliisyon denklemlerine ilerleyen dalga
¢oziimleri sunulmug ve dalga hizlarinin, daralan tiipler i¢in sabit yaricaph tiipe
gore artmakta oldugu ve genigleyen tiiplerde ise azalmakta oldugu gosterilmigtir.
Boliim 5’de ise igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan yaricap: degisken ince
elastik tiipte nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonu incelenmistir. Indirgeyici
pertiirbasyon yontemi kullanilarak evoliisyon denklemi olarak degisken katsayili
nonlineer Schrodinger denklemi elde edilmistir. Bu evoliisyon denkleminin yalniz
dalga tipi bir ¢oziimi kabul ettigi gosterilmis ve dalga hizi elde edilmistir.

Temel Denklemler

Biiyik damarlar, degisken yaricapli, ince, on gerilmeli elastik tiip yapisinda
ve kan da sikismaz bir akigkan olarak kabul edilecek olursa, nonlineer hareket
denklemleri agagidaki gibi verilir.

Yaricapr degisken elastik tipin hareket denklemleri :

m o*u n 1 o0
AN+ f+u) otz AN+ f+u) 0

B 1 0 (f+2% 0% 0
()\9+f+U)aZ [1+(f’+%)2}1/28A1 ’

Burada )\, statik sekil degistirmeden sonraki eksenel germeyi, f yaricap degigimini
belirleyen fonksiyonu, p: tiip malzemesinin sekil degstirme enerjisi yogunlugu
fonksiyonunu, p akigskan basincini, Ay ve A9 asal germeleri gostermektedir.

p:




Akiskan Denklemleri :

Viskoz olmayan akigkana iligkin yaklagik akigkan denklemleri asagidaki gibi

verilir
ou 8_w ou

2§+(A9+f+u)82+2(f +$)w:o, (2)
ow ow Op
E%—w@%—&—o. (3)

Burada, w hizin ortalama anlamda eksenel yondeki bilesenini gostermektedir.

Zayif Nonlineer Dalgalar

Bu boliimde, akigkanla dolu yaricagi degisken elastik tiiplerde zayif nonlineer
dalga yayilimi iki farkli durum igin incelenmistir. Bu tiir problemlerde, agagida
verilen tipte bir koordinat doniigimii tanimlamak uygundur

E=el(z—gt), =62 (4)

Burada ¢, nonlineeritenin ve dispersiyonun kiic¢iikliigiinii karakterize eden bir
parametre, g ise bir olgek parametresi olup ¢oziimiin bir parcasi olarak elde
edilecektir. (4) denkleminden z ¢oziilerek f(z) de yerine konursa

f(z) = h(e, ) (5)

seklini alir. Ayrica h(e, 7) fonksiyonunun ve u, w, p alan biiytikliiklerinin agagidaki
sekilde bir asimptotik seriye acilacagi kabul edilecektir

h = ehy(T) + €hy(T) + ..., u=eu + ug + ...,

w=ew; + wy + ..., p=po+ep + P+ ... (6)

(4) ve (6) iligkileri (1)-(3) alan denklemlerinde kullanilmigtir. €un benzer
kuvvetlerinin katsayilarinin sifira esgitlenmesi ile bir diferansiyel denklemler seti
elde edilmigtir. Bu denklemler ardigik olarak c¢ozilirse agsagidaki degisken
katsayili Korteweg-de Vries denklemi elde edilir

ou ou U oUu
- tmU—z +pomg — M3h1(7'>a_£ =

or oc " oe . ")

Bu boliimde ikinci olarak, baslangic deformasyonunun belirli bir degeri icin
i1 katsayisinin sifir olmasi durumu incelenmigtir. Bu durumda nonlineer
evoliisyon denklemi dejenere olur ve lineer denkleme dontisiir, zayif nonlineerite ile
dispersiyon dengelenemez. Bu durumda oOl¢ek parametresini degistirmek gerekir
ve agagidaki koordinat doniigiimiinii kullanmak uygun olur

E=e(z—gt), T=¢62 (8)

Buna gore (6) ve (8) iligkileri (1)-(3) alan denklemlerinde kullamilarak sonug
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olarak asagidaki degsken katsayili modifiye KAV denklemi elde edilir

oU oUu 4 ou U
— + MU+ —ho(T)— +

Béliim 4’iin sonunda (7) ve (9) ile verilen evoliisyon denklemlerine ilerleyen dalga
¢oziimleri sunulmug ve dalga yayilim hizlar1 da verilmistir.

Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bolim 5’te igi viskoz olmayan akigkan ile dolu degisken yaricaplh elastik tiiplerde
nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonu incelenmistir. Dispersiyon bagintisinin
incelenmesi ve problemin bir sinir deger problemi olarak kabul edilmesinin bir
sonucu olarak asagidaki bicimde bir koordinat doniigtimii tanimlanmigtir

E=elz— M), T=¢"% (10)

Burada e nonlineeritenin zayifligin1 karakterize eden kii¢iik bir parametre, \ ise
¢oziimden belirlenecek olan bir sabittir. z ’yi 7 cinsinden ¢oziip f(z) fonkiyonun
ifadesinde yazarsak

f(z) = h(e;T) (11)

elde ederiz. h(e, 7) fonksiyonunun ve alan degigkenleri olan u, w ve p'nin agagidaki
formda asimptotik seriye acgilabilecegini varsayacagiz

h(e,7) = ehy(T) + €hy(T) + ...,

U = €uy + 62u2 + 63’LL3 + ...,
W = €wq + 62w2 + 63w3 + ...,
p:p0+€]91+62p2+63p3+.... (12)

Burada wq,...,ps (z,t) hizh degigkenleri ve (§,7) yavas degiskenlerinin
birer fonksiyonudurlar.  (10) ve (12) iligkileri (1) - (3) ile verilmis olan
alan denklemlerinde kullanilir ve elde edilen denklem sistemi enun cesitli
mertebelerinden kuvvetlerini icerecek bicimde diizenlenirse bir diferansiyel
denklem takimi elde edilir. Bu denklemler ardigik olarak ¢oziildiigiinde asagidaki
degisken katsayili nonlineer Schrédinger denklemi elde edilir

oU o*U . oUu
Ui M pez + 12|UPU + w:ahl(T)a—f + [pah3(7) + psha(7)
dh
o C}(”sw:o. (13)
T

Bu boliimiin sonunda (13) ile verilen evoliisyon denklemine ilerleyen dalga tipi
¢oziim sunulmus ve ilerleyen dalga ve zarf dalgalarinin hiz ifadeleri verilmistir.
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NONLINEAR WAVE PROPAGATION IN FLUID FILLED
TAPERED ELASTIC TUBES

SUMMARY

In this work, nonlinear wave propagation in a prestressed tapered thin elastic tube
filled with an incompressible inviscid fluid is studied. In Chapter 1, the historical
evolution of the subject and some works on this area are presented. In Chapter
2, the basic equations governing the motion of a prestressed tapered thin elastic
tube filled with an incompressible inviscid fluid are derived. In Chapter 3, a brief
summary of the perturbation methods that we shall utilize in this work is given.
In Chapter 4, by employing the reductive perturbation method, the propagation
of weakly nonlinear waves in a tapered elastic tube filled with an incompressible
inviscid fluid is studied for the general case and then for the case in which the
coefficient yu; is zero for a particular value of the initial deformation. For the first
case, variable coefficient Korteweg-de Vries equation is obtained as the evolution
equation. For the second case, variable coefficient modified Korteweg-de Vries
equation is obtained as the evolution equation. At the end of this chapter, the
progressive wave solutions to these equations are given and it is shown that the
wave speeds increase with distance for narrowing tubes while they decrease for
expanding tubes. In Chapter 5, amplitude modulation of nonlinear waves in
fluid filled tapered thin elastic tubes is investigated. By employing the reductive
perturbation method, the evolution equation is obtained as nonlinear Schrédinger
equation with variable coefficient. It is shown that this evolution equation admits
a solitary wave type of solution with variable wave speed.

Basic Equations

Treating the arterial tree as a tapered, thin walled, prestressed elastic tube and
blood as an incompressible fluid, the nonlinear equations of motion are given as
follows.

Nonlinear equations of a tapered elastic tube :

m 0%u n 1 150>
(Ao + f4u)ot2  N(Ng+ f+u)dds

p:

1 o { (f + 94 ox. } (1)

B o, , wro11/2 )
where ), is the stretch ratio in the axial direction after the static deformation, f is
the function which defines the tapering, p3: is the strain energy density function

of the tube material, p is the fluid pressure and A\; and A\, are the stretch ratios
in the final configuration.
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Equations of fluid :

The approximate equations of an inviscid fluid may be given as follows

(9 6@0 ’ 3u

2E+(>‘9+f+u)5+2(f +$)w:0, (2)
ow ow Op
E‘F §+§—07 (3)

where w is the averaged axial fluid velocity.

Weakly Nonlinear Waves

In this part, the propagation of weakly nonlinear waves in a fluid filled tapered
elastic tube is investigated in two cases. For this type of problems, it is convenient
to introduce the following type of stretched coordinates

E=el(z—gt), T=¢" (4)

where ¢ is a small parameter measuring the weakness on nonlinearity and
dispersion, g is a scale parameter to be determined from the solution. By using
(4), z is obtained in terms of € and 7. Introducing z into f(z), we obtain

f(z) = h(e, 7). (5)

We further assume that h(e, 7) and the field quantities can be expressed as some
asymptotic series of the form

h = ehy(T) + E€ho(T) + ..., u= euy + ug + ...,

W= ewy + Wy + ..., p=po+epr+ Eps+ ..., (6)

where uq, ..., py are some unknown functions of the stretched coordinates (&, 7).
The expansions (4) and (6) are introduced into field equations (1)-(3). By setting
the coefficients of like powers of € to zero, we obtain a set of differential equations.
If these equations are solved simultaneously, we obtain the following variable
coefficient Korteweg-de Vries equation

ou ou PU ou
o +mU—- 0¢ + He g €8 — pzha (7 >8§ 0. (7)

In the second part of this chapter, the case in which the coeffcient uy is zero
for a particular value of the initial deformation is investigated. In this case,
nonlinear evolution equation degenerates and transforms into the linear equation;
weak nonlinearity and dispersion can not be balanced. We should change
the scale parameter and it is convenient to introduce the following coordinate
transformation

E=e(z—gt), T=¢62 (8)

The expansions (6) and (8) are introduced into the field equations (1)-(3) and as
a result the following variable coeffcient modified Korteweg-de Vries equaiton is

X



obtained ou 8U 4 ou .
+ MUP—

ar gg t 3o e
At the end of Chapter 4, the progressive wave solution to the evolution equations
(7) and (9) are presented. Also the propagation speeds are given.

—0. 9)

Nonlinear Wave Modulation

In Chapter 5, the problem of the amplitude modulation of nonlinear waves in
fluid filled tapered elastic tubes is investigated. Analyzing the dispersion relation
and considering that the problem of concern is the boundary value problem, the
following stretched coordinates may be introduced

E=elz— M), T=¢2z, (10)

where € is a small parameter measuring the weakness of nonlinearity and X is a
scale parameter to be determined from the solution. By using (4), z is obtained
in terms of € and 7. Introducing z into f(z), we obtain

f(z) = h(e, ). (11)

We further assume that h(e,7) and the field variables can be expanded into an
asymptotic series of € as follows

h(e,7) = ehy(T) + ho(T) + ...,

U = €Uy + 62u2 —+ 63u3 + ..,
w = ewy + 62w2 + 63w3 + ..,
p=po+epi+€Eps+eps+ .., (12)

where uy, ..., ps are functions of the fast variables (z,t) and the slow variables
(&, 7). Introducing (10) and (15) into the field equations (1)-(3) and setting
the coefficients of the like powers of € to zero, we obtain a set of differential
equations. By solving these equaitons simultaneously, we obtain the following
variable coefficient nonlinear Schrodinger equation

ou 0*U ou
Za— + M o2 + pa|UPU + dpgha (7 )85 + [1ahi(7) + psha(7)
dhl(T) .
e (13)

At the end of this chapter, a progressive wave type of solution is presented to
equation (13) and the speeds of the progressive wave and the envoloping wave
are given.



1. GIRIS VE KISA TARIHSEL GELISIM

Icerisinde akigkan bulunan éngerilmeli veya éngerilmesiz, elastik veya viskoelastik
tip icinde lineer veya mnonlineer dalga yayilimi problemi, iizerinde uzun
zamandan beri caligmalar yapilan bir konudur. Bu nedenle konunun tarihsel
gelisimi hakkinda 6zet bilgi sunmakta fayda olabilir.  Biiyik damarlarda
dalga yayilimi problemi iizerindeki c¢aligmalar uzun zamandan beri devam
etmektedir. Bu problemin onemi kisaca goyle ozetlenebilir: Biiylik damarlarda
dalga yayilimi problemi incelendiginde, dalga hizinin ve aktarma katsayisinin
gesitli parametrelere gore degisimini matematiksel olarak izlemek miimkiin hale
gelecek, bu degerlerde zamanla goriilen degigimler yorumlanarak kan veya damar
malzemesinin yapisindaki degisimler gozlenebilecektir. Bu sebeple, kan ve damar
ikilisinin matematik modeli olugturulurken, hem tiip malzemesinin hem de kanin

mekanik ozellikleri dikkate alinmalidar.

Silindirik tiipler igerisinde dalga yayilimi problemi ilk olarak Thomas Young
(1773-1829) [1] tarafindan ortaya konup incelenmigtir. Thomas Young 1808’de
insan atardamarlarinda yayilan pals dalgalarinin hizin1 hesaplamigtir ve bu
dalga Young modu olarak bilinmektedir. Bu caligmadan sonra 19. yiizyil
boyunca bir¢ok arastirmaci tiip igerisinde dalga yayilimi problemini incelemis
ve bunlardan bir kism1 Young tarafindan bulunan pals dalgalrinin hizini tekrar

yorumlayip formiile etmislerdir.

Fizik¢i olan Wilhelm Eduard Weber (1804-1896) ve anatomist olan Ernest
Heinrick Weber (1795-1878) kardegler Young’dan hemen sonra bu konular
iizerinde birlikte caligarak dalgalarin atardamarlardaki dallanma noktalarindaki
yansima ve dalganin aktarilmasi1 konular1 tizerindeki bulgular1 ile biyofizigin
ilk uygulamalarin1 vermislerdir. Weber kardesglerin caligmalarini, Korteweg’in
teorik ve Moens’in deneysel caligmalar1 takip etmistir. Moens ve Korteweg,
ici viskoz olamayan akigkanla dolu ince elastik tiiplerde dalga yayilimi
problemini incelemiglerdir. Uzun dalga boyuna karsi gelen faz hizi literatiirde
Moens-Korteweg hizi, ilgili dalga da Moens-Korteweg modu olarak anilir.
Viskozitenin dalga hizina olan etkisini ilk olarak inceleyen bilim adami Witzig
[2] dir. Tiplerde dalga yayilmasi ile ilgili diger katkilar Morgan ve Kiely [3]
ve Womersley [4] tarafindan yapilmigtir. 1950 yilina kadar bu konuda yapilan

galigmalarin bir dokiimii Lambossy [5]’de bulunabilir.
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Simdiye kadar bahsedilen c¢aligmalarda atardamarlarin maruz kaldigi o6n
gerilme pek dikkate alinmamigtir. Atabek ve Lew [6] 1966 yilinda eksenel ve
radyal dogrultuda bir ongermeye maruz ince elastik tiip halinde, statik on
gerilme fizerine kiigiilk dinamik yerdegistirmeler stiperpoze ederek tiiptin ve
viskoz akigkanin hareket denklemlerini elde etmisler ve bu denklemlere harmonik
dalga tipi ¢oziimler arayarak dispersiyon bagmtisii elde etmislerdir. Ongerilme
haricinde bu model, Womersley modelinin aynisidir. Daha sonra Atabek [7],
ayni yaklagimi kullanarak ortotropik ve viskoelastik bir tiip igerisinde hareket
eden viskoz akigkanin i¢indeki harmonik dalga hareketini ve on gerilmenin dalga
karakteristiklerine olan etkilerini incelemigtir. Bu ¢aligmalarda malzemenin genel
biinye bagintisi bilinmediginden Atabek ve Lew[6] ve Atabek [7]'in galigmalarinda
artimsal gerilmede elastik katsayilar sabit olarak alinmigtir. Aslinda bu katsayilar
tegetsel malzeme sabitlerine karsi geldiginden bunlar sabit olmayip on gekil
degistirmeye bagh birtakim katsayilardir, dolayisiyla sekil degigtirme ile birlikte
degisirler. Mirsky [8], biiyiik 6n sekil degistimenin dalga hizina etkisini benzer
bir ¢aligmada sayisal olarak incelemistir. Biitiin bu caligmalarda tiipiin ince

oldugu kabul edilmis ve ilgili mambran denklemleri kullanilmigtir.

Cox[9,10], tiip malzemesi icin sikigmaz viskoelastik kati, akigkan igin de
lineerlestirilmig Navier- Stokes denklemlerini kullanip kalin tip halinde
harmonik dalga yayilimi problemini incelemis ve dispersiyon bagintisini elde
etmistir. Rubinov ve Keller[11], igerisinde sikigan Newton akigkan1 bulunan ve
disg yiizeyinden eksenel dogrultuda harekete engel olunmus bir viskoelastik kalin
tiip igerisindeki eksenel simetrik dalga hareketini incelemigler ve disperisyon
bagintisini elde etmislerdir. Bu durumda, genellikle dispersiyon bagintisinin
incelenmesi oldukca karmagik oldugundan viskoz etkilerin ihmal edildigi durum
incelenmis ve sonsuz sayida dalga modu elde etmiglerdir. Ayni bilim adamlar:
daha sonraki bir ¢aligmalarinda viskozitenin etkisini de dikkate almiglar ve dalga

saywsinin frekans cinsinden asimptotik degerini elde etmiglerdir[12].

Atabek ve Lew[6]'in ¢aligmasi diginda atardamarlardaki on gerilme pek
dikkate alinmamigtir. Rachev[13] i¢inde sikigmaz ve viskoz akigkan bulunan én
gerilmeli ince tiip icerisinde eksenel simetrik dalga yayilmasi problemini incelemis
ve dispersiyon bagintisini elde etmigtir. Damar1 saran kas aktivitesinin dalga
hareketine olan etkisini uygun bir sekilde hesaba katmig ve dalga faz hizinin ve
aktarma katsayisinin i¢ basing, eksenel germe ve yaglilik ile degisimi verilmistir.
Bu konularda daha fazla bilgi Rudinger [14], Skalak [15], Attinger[16] ve Cox
[10] tarafindan yazilmig derleme makalelerden ve McDonald[17] ve Fung[18§]

tarafindan hazirlanmig kitaplardan temin edilebilir.
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Bahsedilen bu c¢aligmalarin biiytik bir kisminda atardamarlarin on sekil
degistirmesi pek dikkate alinmamig, On gerilmeyi dikkate alan birkag
caligmada da malzemenin nonlineer biinye denklemi bilinmediginden artimsal
elastik katsayilarin on sekil degistirmeyle olan iligkisi saglikli bir bigimde
incelenememistir.  Ornegin, 6n sekil degistirmenin 6zelligine bakilmaksizin
artimsal gerilmeler icin Hooke yasasi kabul edilmis ve elastik katsayilar
sabit olarak diiginiilmiigtiir fakat bu katsayilar sabit olmayip on sekil
degistirmeye baghdir. Bu konu ilk defa etrafli olarak Demiray[19] ve arkadaslar
tarafindan, ”Biiyiik statik on deformasyon iizerine kiiciik yer degistirmelerin
siiperpozisyonu teorisi” kullanilarak incelenmisg ve literatiirdeki mevcut caligmalar

ile kargilagtirilmigtar.

Simdiye kadar sozii edilen caligmalarin hepsinde modellenmek istenen dalga
hareketinin genligi kiiciik kabul edilmig ve hareketi yoneten kismi tiirevli
diferansiyel denklemler bazi varsayimlar altinda lineerlestirilmistir.  Fakat
dalganin genligi biiytlik ise dalga hareketini yoneten kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri lineerlestirmek miimkiin degildir ve dalga hareketi nonlineer kismi
tiirevli diferansiyel denklemler ile verilir. Ayrica deneysel caligmalar da nonlineer
terimlerin ihmal edilmesinin damarlarda pulsatif hareketi tanimlamada onemli
bir hataya yol acacagim gostermistir. Cok farklh fiziksel durumlarda ortaya ¢ikan
nonlineerlik uzun zamandan beri arastirmacilarin ilgisini ¢ekmis ve bu konuda

yogun calismalar yapilmigtir.

Atardamarlardaki pals dalgalarinin nonlineer analizi ilk defa 1972 yilinda
Ling ve Atabek [20] tarafindan verilmigtir. Kani sikigmaz ve Newtonyen tipte
bir akigkan olarak kabul ederek, kan igin iki boyutlu Navier-Stokes denklemlerini
ve siireklilik denklemini almiglar, elde ettikleri sonu¢ denklemleri sonlu farklar
yontemini kullanarak ¢ézmiiglerdir. Daha sonra 1980 yilinda Lamb [21] damar:
elastik halkalarin birlesiminden olugan bir tiip olarak kabul ederek yonetici
denklem olarak Korteweg-de Vries denklemini elde etmistir. Engelbrecht [22] bir
boyutlu ve iki boyutlu durumlar icin benzer hareket denklemleri kullanarak ici
akigkan ile dolu elastik tiiplerde kiigiik genlikli basing dalgalarinin KdV denklemi
ile yonetildigini gostermistir. Engelbrecht [23)'in yaptigi deneylerde damarlarda
basing dalgalarinin ontiniin diklestigini ve damar kesit alani ve basing cinsinden
ifade edilen dalga hizinin nonlineer oldugunu goézlemlemistir. Ayrica McDonald
[17] biyik damarlarda pals dalgalarmin yayilirken genisgliginin azaldigimi ve
maksimum genliginin arttigini gostermistir.  Bu olay dalga problemlerinde

diklesme(steeping) ve sivrilesme(peaking) olarak bilinir. Damarlarda dalga



ontiniin diklegsmesine nonlineerite neden olur ve bu diklesme aortta ve biiyiik
damarlarda sik¢a gozlenir. Normal kogullarda bu diklesme ortaya ¢ikmaz [24].
Ancak damarlar1 anormal genigleyen veya pals genliklerinin biiyiikk oldugu

hastalarda bu diklesme olduk¢a 6nem kazanir.

Icerisinde akigkan bulunan elastik veya viskoelastik tiiplerde sonlu genlikli
dalgalarin yayilimi karakteristikler yontemi kullanilarak bircok aragtirmaci
tarafindan incelenmistir. 1958 yilinda Lambert [25] ilk defa nonlineer
kan akiminin hesaplanmasi i¢in karakteristikler metodunun kullanilmasini
onermistir. Fakat Lambert’in sectigi sayisal parametrelerle yapilan caligmalar
gergege uygun sonuglar vermemigtir. Bununla ilgili sonuglar Skalak [15]'mn
makalesinde bulunabilir. Rudinger [14], Anliker [26,27] ve diger arastirmacilarin
geligtirdigi bir boyutlu nonlineer yaklagimda temel denklemler akigskanin hareket
denklemi, siireklilik denklemi ve damar duvarimin davranmigimni tanimlayan
denklemlerdir.  Damar duvarinin davramgini belirleyen denklemlerde kesit
alaninin tlip boyunca uzaklhigin ve basincin bilinen bir fonkisyonu oldugu
kabul edilmistir. Gelistirdikleri teorilerde, viskozitenin etkisini sinirdaki kayma
gerilmesini hareket denklemlerine katarak, dallanma noktalarindaki diga akimi
ise stireklilik denklemine bir ak: terimi ekleyerek ¢ozmiiglerdir. Rudinger [14]’in
tek boyutlu yaklagimi icinde inceledigi denklemler stireklilik ve momentum
denklemleridir. Rudinger [28], i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu yar1 sonsuz
diizglin genigleyen tiiplerde sonlu genlikli dalgalarin yayilimini incelemis ve
karakterisitkler yontemini kullanarak sok formu i¢in bir ifade elde etmistir. Daha
sonra Hoogstraten ve Smith [29] diizgiin olmayan tiiplerde siirtiinme terimini de
ekleyerek Rudinger’in galigmasimi genellegtirmiglerdir. Tait ve Moodie [30] ise
icinde viskoz olmayan akigkan bulunan ince elastik (viskoelastik) tiiplerde dalga
yayilimini karakterisitkler yontemi kullanarak incelemisler ve Mooney-Rivlin
malzemesi i¢in seklini degistirmeden yayilan dalgalar biciminde basit fakat kesin

coziimler elde etmiglerdir.

Zayif nonlineer dalgalarin dissipatif ve dispersif ortamlarda uzak alan
davranigi bazi bilinen nonlineer evoliisyon denklemleri ile tanimlanabilir.
Ornegin, dissipatif ortamlarda Burgers denklemi, dispersif ortamlarda ise
Korteweg-de Vries(KdV) denklemi bilinen en basit evoliisyon denklemleridir.
Dissipasyon, dispersiyon ve nonlineerite arasinda bir denge varsa KdV ve Burgers
denklemlerinin birlegimi olarak gosterilen Korteweg-de Vries Burgers(KdVB)

denklemi elde edilir.



Hashizume [31] ve Yomosa [32] igerisinde viskoz olmayan akigskan bulunan
ince nonlineer elastik bir tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayillmasini KdV
denklemi ile yonetildigini gostermisler ve biiyiik damarlarda gozlenen diklesme

ve sivrilegsme olayi ile yalniz dalga arasindaki iligkiyi tartigmiglardir.

Viskoelastik tiiplerde zayif nonlineer dalga yayilimi ile ilgili 6nemli incelemeler
arasinda Ravindran ve Prasad [33], Swaters ve Sawatzky [34] ve Erbay [35]
ve arkadaglarimin yaptiklarn galigmalar sayilabilir. Ravindran ve Prasad[33]
yaptiklar1 caligmada viskoelastik tiipii lineer Maxwell-Voigt modeli olarak
almiglar ve kii¢iik genlikli basing dalgalarinin  yayilmasimin dissipasyon
dispersiyon ve nonlineerite arasindaki dengeye bagli olarak Burgers, KdV ve
KdVB denklemleri olarak elde etmiglerdir. Swaters ve Swatzky [34] ise tiip
malzemesini lineer Kelvin-Voigt modeli alarak basing ifadesine Ravindran ve
Prasad [33]'mn aldiklar1 modelde olmayan donme ataletini, egilme rijitligini
ve cevresel germenin etkilerini de eklemiglerdir. Eklenen bu terimler yiiksek
mertebeden zaman ve uzaysal tiirevleri igerdiginden kullanilan asimptotik
acithminin bir sonucu olarak bu terimler KdVB denklemini veren analizlerin
mertebesinde 6nemli bir rol oynamamistir. Aymi bilim adamlar1 viskoelastik
etkinin yalniz dalgalarin genligini diigiirdiigiinii géstermiglerdir. Erbay [35] ve
arkadaglariin yaptiklar: galigmada Tait ve Moodie [30]'nin ¢aligmasimi temel
alarak nonlineer viskoelastik bir tiip igin verilen tiniform i¢basing-tiip kesit
alani ilgkisine tiipiin atalet teriminide eklemiglerdir. Viskoz olmayan akigkanla
dolu nonlineer elastik bir tiipte basing dalgalarimin yayilimimi dissipasyon,
dispersiyon ve nonlineeritenin mertebelerinin secimine bagli olarak cesitli
evoliisyon denklemleri ile karakterize edilebilecegini gostermiglerdir. Burada
soylenmesi gereken énemli nokta, Tait ve Moodie [30]'nin temel denklemlerindeki
ichasing-tiip kesit alan ilgkisi tiniform bir i¢ basing elde edilmis, ancak temel
denklemlerde yerine konurken eksenel koordinata bagliligi suni olarak kabul

edilmistir.

Zayif nonlineer dalgalarin yayilimiyla ilgili yapilan caligmalarda akigkanin
viskozitesi ve tiipiin eksenel yondeki hareketi ihmal edilmistir. Ancak Johnson
[36] i¢i viskoz akigkanla dolu elastik bir tiipte laminar elastik sigramayi
inceleyerek bu sigramalarin KdVB denklemi ile yonetildigini gostermistir.
Cowley [37] ise i¢i viskoz akigkanla dolu elastik bir tiipte laminar elastik
sicramalarin sinir tabakasi yaklagimi kullanarak viskoz-KdV ile yonetildigini
gostermistir. Mainardi ve Buggish [38] ise i¢i akigkanla dolu ince ve elastik tiipte
nonlineer dalgalarin yayilimi iizerine viskozitenin etkilerini gosterebilmek i¢in bir

analiz gelistirerek sinir tabakasi yaklagimi altinda bir boyutlu teorinin denklem



sistemlerini viskoziteden dolay1 Laplace konvoliisyon integralini iceren tek bir
nonlineer dalga denkelemine esdeger oldugunu gostermislerdir. Bu denklem
Keller [39])'in buldugu smir tabakasi yaklagiminda viskoz etkileri de alarak igi
gazla dolu rigid tiiplerde basit nonlineer dalgalar1 yoneten denklem ile aynidir.
Hashizume [40]’de igerisinde viskoz akigkan bulunan ve yarigap: eksenel koordinat
ile degigen elastik tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayilmasimin pertiirbe-KdV
denklemi ile yonetildigini gostermistir. Ici akigkanla dolu genisleyen tiiplerde
kiigiik fakat sonlu genlikli dalgalarin yayilimi daha bir¢ok arastirmaci tarafindan
gesitli asimptotik yontemler kullanilarak incelenmis ve KdV, Burgers ve KdVB

evoliisyon denklemleri elde edilmigtir.

Simdiye kadar sz edilen caligmalarda atardamarlarin maruz kaldigi 6n
gerilmeler dikkate alinmamigtir. Oysa yapilan deneysel caligmalar damarlarin
on i¢ basinca ek olarak eksenel yonde 1.5-1.7 mertebesinde bir eksenel germeye
maruz kaldigimi gostermektedir. Bu nedenle tiiptin sekil degistirme analizinde
on sekil degistirmelerin de isin igine katilmasi gerekir. Demiray [41], biitiin
bu etkileri hesaba katarak icinde viskoz olmayan akigkan bulunan ince elastik
tiiplerde zayif nonlineer dalgalarin yayilimi problemini incelemis ve evoliisyon
denklemi olarak KdV denklemini elde etmistir. Demiray ve Antar [42]’da
ongerilmeli nonlineer ince viskoelastik tiipte nonlineer dalga yayilimi incelenmis
ve mnonlineerite, dissipasyon ve dispersiyon arasindaki dengeye bagli olarak
Burgers, KdV ve KdVB denklemleri elde edilmistir. Bu caligmada viskoelastik
tiip malzemesi olarak yumusak dokular i¢in Demiray[43] tarafindan onerilen
model kullanilmigtir. Akgiin ve Demiray [44] ise i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu
nonlineer viskoelastik tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayiliminin Burgers, KdV
ve KdVB denklemleri ile verilebilecegini gostermislerdir. Diger bir caligmada
Demiray [45] akigkanin eksenel hizinin radyal hizdan daha biiylik oldugu
yaklagimini (hidrolik yaklagim) kabul etmig ve Navier-Stokes denklemlerine kesit
alanina gore ortalama iglemi uygulayarak akigskanin yaklasik denklemlerini elde
etmigtir. Bu yaklagik akigkan denklemlerini kullanarak iginde viskoz akigkan
bulunan 6n gerilmeli ince elastik tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayilmasini
incelemis ve viskozitenin mertebesine bagli olarak pertirbe-KdV ve KdV

denklemlerini elde etmigtir.

Icinde akiskan bulunan elastik veya viskoelastik tiiplerde basing dalgalarmin
genlik modiilasyonu bircok aragtirmaci tarafindan incelenmistir. Eger dalganin
genligi yeterince kiigiik ise bircok nonlineer sistem nonlineer terimlerin ihmal
edildigi harmonik dalga ¢oziimii igerir ve genlik de zaman iginde sabit kalir.

Eger dalganin genligi kiigiik fakat sonlu ise nonlineer terimler ihmal edilemez



ve genlik, uzay ve zaman parametrelerine bagl olarak degigken kalir. Eger
genlik salimim periyodu boyunca yavag degisiyorsa, koordinat dontigimleri
vasitasiyla sistemi salinimi hizli degigsen ve genligi de yavas degisen olmak {izere
iki kisima ayirabiliriz. O zaman ¢oziim asimptotik agilim bi¢iminde verilebilir ve
dalganin genlik modiilasyonunu tanimlayan bir denklem tiiretilebilir. Nonlineer
Schrodinger (NLS) denklemi dispersif ortamlarda bir boyutlu monokromatik
diizlem dalgalarin self modiilasyonunu tanimlayan en basit yonetici denklemdir.
NLS denklemi, nonlineerite ve dispersiyon arasinda bir denge sergiler. Uygun
kosullar altinda boyle bir denge durumu, modiile olmus dalgalarin genlikleri i¢in

zarf yalniz dalgalar1 gibi kararli bir yapiin olugsmasini saglar.

Icerisi akigkanla dolu tiiplerde kiiciik fakat sonlu genlikli dalgalarin nonlineer
self modiilasyon problemi Ravindran ve Prasad [46] tarafindan incelenmistir.
Bu aragtirmacilar lineer elastik tiip modelini alarak basing dalgalarimin self
modiilasyonunun Nonlineer Schrédinger (NLS) denklemi ile yonetildigini
gostermiglerdir.  Erbay ve Erbay [35] ise nonlineer viskoelastik tiip alarak
ve akigkanin yaklagik denklemlerini kullanarak basing dalgalarinin nonlineer
modiilasyonunun dissipatif Nonlineer Schrédinger denklemi ile yonetildigini
gostermiglerdir. Demiray [47] igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan ince
elastik tiiplerde nonlineer dalga modiilasyonu problemini incelemis ve akiskanin
yaklagik denklemlerini kullanarak yonetici denklem olarak NLS denklemini elde
etmistir. Antar ve Demiray [48] ise igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan
ince nonlineer elastik tiiplerde zayif nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonunun
NLS denklemi ile yonetildigini gostermiglerdir. Akgiin ve Demiray [49] i¢i viskoz
olmayan akigkanla dolu, nonlineer viskoelastik tiiplerde zayif nonlineer, dissipatif
fakat kuvvetli dispersif ortamlarda dalgalarin genlik modiilasyonunu incelemisler

ve yonetici denklem olarak dissipatif NLS denklemini elde etmislerdir.



2. TEMEL DENKLEMLER

2.1 Girig

Bu boliimde i¢i sikistirilamayan viskoz olmayan bir akigskanla dolu 6n gerilmeli
ince elastik tiipte dalga yayilimi probleminde kullanilacak olan alan denklemleri
elde edilecektir.

2.2 Degisken Yaricapl Ince Elastik Tupun Hareket Denklemleri

Bu kisimda igi sikigtirilamayan viskoz olmayan akigkanla dolu elastik tiipiin
hareketini yoneten diferansiyel denklemler tiiretilecektir. FEle aldigimiz tiipiin
ince, uzunlugunun sonsuz ve yaricapinin degisken oldugu varsayilacaktir. Bu
amacla koordinat merkezindeki yaricap1 Ry olan dairesel silindirik elastik tiip goz
oniine alalim. Bu durumda e,, ey ve e, silindirik kutupsal koordinatlardaki birim
baz vektorleri, Z* ise gekil degistirmeden onceki eksenel koordinat olmak iizere,
tiip iizerinde incelenmekte olan bir noktanin konum vektorii agagidaki bigimde
ifade edilebilir

R = Rye, + Z7e,. (2.1)

Sekil degistirmeden onceki meridyenel ve yanal dogrultulardaki yay uzunluklar:

ise agsagidaki gibi verilebilir.
dS; =dZ*, dSe = Ry dO. (2.2)

Elastik tiipiin bir A, eksenel germesine ve bir Py(Z) statik basmcima maruz
kaldigin1 kabul edecegiz. Sekil degistirmeden sonra koordinat merkezindeki
yaricap 7o ile gosterilirse tiip tizerindeki bir noktanin konum vektorii agagidaki

bi¢imde verilebilir
ro = [ro+ [*(2")]er + 2"e,, 2" = A2 (2.3)

Burada z* statik sekil degistirmeden sonraki eksenel koordinati, f*(z*) ise
yaricap degigsimini gosteren ve daha sonra belirlenecek olan bir fonksiyondur.
Bu statik sekil degistirme iizerine u*(z*,¢*) dinamik radyal yerdegistirmesinin
siiperpoze edildigini varsayalim. Burada t* zaman parametresidir. Eksenel

yondeki yataklama kuvvetlerini goz oniinde bulundurarak, eksenel yondeki yer



degistirme ihmal edilebilir. Bu durumda tiip tizerindeki bir noktanin konum

vektori agagidaki sekilde ifade edilebilir
r=[ro+ fM(z") +u" (2", t")]er + z"e,. (2.4)

Sekil degistirmeden sonraki meridyenel ve yanal dogrultulardaki yay uzunluklar:

agagidaki bicimde verilebilir

ou*
0z*

1/2
ds, = [1 +(f + )2] dz*, dsg = (1o + f* +u*)db. (2.5)
Burada f* ile f’in 2* ’a gore tiirevi gosterilmistir. O halde meridyenel ve yanal

dogrultulardaki germe oranlari, sirasiyla, agsagidaki bigcimde tanimlanabilir

s,

A =
L7 as,

. 1172
Ou >2] Da=B0 L ). (26)

— 1+ _ o L
z{ﬂf T o S _ R

Nihai gekil degistirmeye ugramig meridyene teget birim t vektorii ve nihai sekil
degistirmeye ugramis tiipiin birim dig normali n asagidaki gibi verilir
(f + 9% )er + e, er — ([ + 5% )e,

t = = , n= . (2.7)
[1 + (f*l + gg: )2} 1/2 [1 N (f*l n %)2} 1/2

Ty ve T, , sirasiyla, meridyen ve yanal dogrultulardaki mambran kuvvetlerini
gostersin. O zaman z* = sabit, z* + dz* = sabit, 0 = sabit ve 0 + df =
sabit diizlemleri arasinda kalan kiiciik bir tiip elemanina etkiyen kuvvet vektori

agagidaki gibi verilebilir

F = —T1d89

z* +T1d39

wotde —T2ds, |o +Tads, |oran

+[(P; —T)e, + Pe.]dsgds,. (2.8)

Burada 7' eksenel dogrultudaki yataklama kuvveti, P ve P, ise sekil
degistirmis mambranin birim alanina e, ve e, dogrultularinda etkiyen akigkan
tepki kuvvetleridir. T; ve Ty mambran kuvvet vektorleri agagidaki bigimde
tanimlanmigtir

T1 = Tlt, Tz = Tgeg. (29)

Eksenel yondeki yer degistirme ihmal edildiginden eksenel yondeki ivme sifir
olmahdir. Dolayisiyla (2.8) de verilen kuvvet vektoriiniin eksenel yondeki bilegeni
(F), sifir alinmalidir. O halde, (2.9)’dan agagidaki ifade elde edilir

0, Ti(ro+ fr+ur)
(F)z_ 82*{[14‘(][*/"‘%)2]1/2

}



P -1+ (f +%)Q]1/2(ro+f*+u*) =0 (2.10)

Bu denklem 7' kuvvetini belirlememizi saglar. (2.8)’de verilen F' kuvvetinin

radyal yondeki bilegeni asagidaki bicimde verilebilir

B o out 1/2
()= (-1 1 (7 + 5]
9
0z*

[+ (/7 + BE PP

U“+gbﬁmhﬁ+uﬂﬂ]

*

0z*

H sekil degistirmeden onceki tiip kalinligi ve py mambranin kiitle yogunlugu

. our L)
+P(ro+ f*+u") [1 +(f" + )2] }dz*db (2.11)

olmak ftizere, radyal dogrultudaki hareket denklemi asagidaki sekilde elde edilir

Tl]

Gu*)Q} V2 (0 (g 4 )

~Ty |1+ (f
2 |: + (f + Oz* 82*[ [1 + (f*’ + %)2]1/2

* 1/2 2, %

+PT(T’0—|—f +U)|:1+(f +8z* :pOA—ZW

2.3 Biinye Denklemleri

(2.12) ile verilen hareket denkleminde 7; ve T, mambran kuvvetlerinin yer
degistirmelere olan fonksiyonel bagintisi, yani biinye denklemleri belirlenirse
denklem tamamlanir. Tip malzemesinin sikigmaz, elastik ve izotrop oldugunu
kabul edecegiz. Boyle bir malzemeye ait biinye bagintisi asagidaki bigimde
yazilabilir

tw = o + p(®c;' + ¥By). (2.13)

Burada II hidrostatik basing, p elastik cismin kiiciik sekil degistirme halindeki

kayma modiilii, c,;ll ise Finger deformasyon tansoriinii gostermekte olup

ox
-1 k
= [k F Fx = 2.14
Crl kK LK, RE =5 Xr ( )
seklinde tammlanmigtir. Burada xp = z,(Xk,t) cismin hareketini temsil
etmektedir. (2.13) ifadesinde yer alan diger biiyiikliikler ise
_ 1 o %)Y
B = Licy' = GonCruty @ = 28_11’ U= 28_12 (2.15)
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seklinde tanimlanmigtir. Burada Iy, > ve I3 = 1, c,;ll’in temel invaryantlarini,
ud = pX(Iq, I5) ise incelenen elastik cisme ait sekil degigtirme enerjisi yogunlugu
fonksiyonunu gostermektedir. O halde asal eksenlere gore ifade edilmis c,;ll ve

By, tansorii bilegenleri agagidaki bigimde verilebilir

1
01_11 = /\%7 02_21 = A%, 0531 = )\g, = )2’ (2~16)
12
B—1+A2AZB—1+A2A2B—1+1 (2.17)
11 — )\% 172 22 — )\% 17'2» 33 — )\% )\% .

Burada A, Ay mambran teget diizlemi icerisindeki asal germeleri gostermekte
olup sikigmazlik kosulu A\; A2 A3 = 1 seklinde ifade edilebilir. Keza c,;ll tansoriiniin

temel invaryantlar1 da

1 1 1
e I, = SV MNAZ (2.18)
172 1 2

seklinde ifade edilebilir. Buna gore asal gerilme bilegenleri

ti = I+ p[@AT + T(ATAS + 1/A3)],

tor = I+ p[®AZ + W(AIA + 1/A7)],
tsy = 1T+ p[@/(ATA) + P (1/AT + 1/A3)], (2.19)

seklinde ifade edilebilir. Mambranin ¢ok ince kabul edilmesi nedeniyle kalinlhig:

dogrultusundaki gerilme bilegeni, yaklagik olarak sifir kabul edilebilir. Buna gore
tas = I+ p[®/(NIN) + W(1/A] +1/73)] 20, (2.20)

olur ve buradan II hidrostatik basinci
I = —[®/(X3) + U(1/X + 1/33)] (2.21)

seklinde elde edilir. O halde (2.20) ifadesi (2.19)" da yerine konursa ty,to2 asal

gerilme ifadeleri
ti = p[®(AT — 1/ATA3) + T(AIN, — 1/A)],

tos = p[®(A3 — 1/ATA3) + W (ATAS — 1/A3)], (2.22)
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olarak bulunur. [, 5 temel invaryantlarinin asal germeler cinsinden ifadeleri

hatirlanacak olursa asagidaki iligkiler yazilabilir

0¥ 0¥ oL, 0¥ 0, 0¥ 0¥ 9oL, 0% 0l

— =t ———, — = ——— 4+ ——. 2.23
ON 0L oA | 0LON 0N 0L oA, | 0L x (2:23)
® ve U’ nin tamimlar1 dikkate alinir ve gerekli tiiretmeler yapilirsa
0% 1 1 0% 1 1
—— = PN\ — ) I (NN — —— = PN )T (NN ——) (2.24
8)\1 ( 1 )\i’,)\%)+ ( 112 )\i,)’ 8A2 ( 2 )\%)\%)+ ( 1/\2 )\%) ( )
iligkileri, (2.21),(2.22)-(2.24) denklemlerinin kargilagtirilmasindan ise
o ox.
ti1 = pAi=——, tog = pAo—— 2.25
1 =M 18/\17 22 = [ 23)\2 ( )

biinye bagintilar1 elde edilir. Bilindigi gibi meridiyen ve gevresel egri boyunca

birim uzunluga etkiyen mambran kuvvetleri
T1 = h,tll, T2 = h/tgg (226)

seklinde tamimlanmustir. Burada A’ sekil degistirmis kalinhik olup sikismazlhik

kosulu nedeniyle , sekil degistirmeden 6nceki H mambran kalinligina
WXido =H (2.27)

seklinde baghdir. Buna gore 77, T, mambran kuvvetleri 3 sekil degistirme enerjisi

cinsinden
_ pH 0% _ pH 0¥

=R o= o, A

! /\2 8/\17 2 )\1 a/\Q

seklinde ifade edilebilir. (2.28) ifadesini, (2.12) ile verilen hareket denkleminde
kullanirsak, radyal dogrultudaki hareket denklemi agagidaki hali alir

(2.28)

IR G R
X 0% M0 \ T (7 g5 O

*

+%(r0 + ) {1 + (7 +

ou* )2] 1/2 Ry 0%*u*

2.4 Akigskanin Hareket Denklemleri

Genelde kan sikistirilamayan Newtonyen olmayan akigkan olarak bilinir. Kanin

Newtonyen olmayan akigkan gibi davranmasinin ana nedeni hiicre yogunluk
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diizeyi (hematokrit orani) ve alyuvarlarin gekil degistirebilmesidir. Kan akim
sirasinda, alyuvarlar damarin merkezine kacar. Boylece, Poiseuille akimindan da
bilindigi gibi, gekil degigtirme hizinin ytiksek oldugu damar ¢eperlerinin yakininda
hematokrit orani diiger. Deneysel caligmalar, hematokrit oraninin diigiik oldugu
ve gekil degigtirme hizinin yiiksek oldugu durumlarda, kanin bir Newtonyen
akigkan gibi davrandigim gostermektedir [18]. Rudinger[28]’de isaret edildigi
iizere, biiyiilk kan damarlarindaki akim igin, kanin viskozitesi birince mertebe
yaklagimlar icin ihmal edilebilir. O halde, sikigtirilamayan viskoz olmayan bir

akigkanin eksenel simetrik hareket denklemleri silindirik kutupsal koordinatlarda

=0 2.30
or * r + 0z* ’ (2.30)
ov* ov* ov: 10P
T * T * T . — 2. 1
ot* +V or +V 0z* +pa or 0, (2.31)
oV ov* ov: 1 0P
z * z * z . — 2. 2
ot* v or Ve 0z + Pa 0z 0 (2:32)

seklinde yazilabilir. Burada V7, V) akiskanin radyal ve eksenel yondeki hiz
bilegenlerini, P akiskan basing fonksiyonunu ve p, akiskanin kiitle yogunlugunu
gostermektedir.

Akigkanin bu kesin denklemleriyle ugrasmanin zorluklarii diigiinerek, ”hidrolik
yaklagim” diye adlandirilan bazi basitlestirici varsayimlarda bulunacagiz. Bu
yaklagimda, eksenel yondeki hizin radyal yondeki hizdan ¢ok daha biiyiik
oldugunu ve kesit alani tizerinde bir ortalama igleminin yapilabildigini
varsayacaglz. Bir g fonksiyonunun kesit alanmi tizerindeki ortalama degeri

asagidaki sekilde verilebilir

_27T

ro+f*+u*
(9) / g rdr. (2.33)
A Jo

Burada A kesit alam1 A = m(rg + f* + u*)? olarak tammlanmgtir. Ortalama

islemini (2.30)-(2.32) denklemlerine uyguladigimizda

*

o Y o o 0
ifadelerini elde ederiz. Bu ifadelerdeki biiyiiklikler ise asagidaki gibi

0A* 9
o s (Aw) =0, (2.34)
ow* 0w 10P

=0, (2.35)

tanimlanmigtir

ro+f*+u* ro+f*+u*
Aw* = 27T/ rVidr, AP*= 27r/ rPdr. (2.36)
0 0

13



Burada w* eksenel dogrultuda ortalama akigkan hizi, P* ise ortalama akigkan
basincidir.  (2.34)-(2.35) denklemleri elde edilirken agagida verilen varsayim
kullanilmigtir([50])

ro+f*+u* )
A(w*)? =27 /0 rVdr. (2.37)

Kesit alani ile sekil degistirmeden sonraki yaricap arasindaki iliski goz oniinde

bulundurulursa, (2.34) denklemi agagidaki hali alir

ou*
ot*

ou*

2w* *
2w (f +8z*

ot £+ )2 ) =0. (2.38)

2
0z*

Incelemekte oldugumuz problem icin akigkan tepki kuvveti P asagidaki bigimi

alir P
P = . (2.39)

r [1 N (f*/ . )2] 1/2

Bu asamada asagidaki boyutsuz biiyiikliikleri tanimlamak uygun olacaktir

ou*
oz*

pot

R
= (_0> t, 2" = Roz, u = Rou, m = 222w = cqu,
Co paRO
* * H
f*=Rof, ro = Ro)g, P* = pafcgp, cg = pluR ) (2.40)
a4 l0

Bu biiyiikliikleri (2.29), (2.35) ve (2.38) denklemlerinde kullanirsak, asagidaki

boyutsuz denklemler elde edilir

o

ou ow
2E+()\9+f+U)$+2(f + aZ)wfo, (2.41)
ow ow Op
m 0*u 1 ox

O WO VR S i TR W § W I 1

L 9 (f+5) o

Bu denklemler, alan biiyiikliikleri u,w ve p’yi belirlememiz igin gerekli iligkileri

saglarlar.
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3. PERTURBASYON YONTEMLERI

3.1 Giris

Nonlineer dalga yayilimi ile iligkili fiziksel sistemlerin yonetici denklemleri
genellikle korunum kanunlar1 kullanilarak elde edilir. Basit hallerde bu yonetici
denklemler integre edilebildigi halde ortamin fiziksel ozelliklerinin probleme
etkileri nedeniyle elde edilen yonetici denklemler bilinen analitik yontemlerle
¢oziillemeyecek kadar karmasik yapida olabilirler. Bu nedenle sistemin fiziksel
ozelliklerini yitirmesine neden olmadan problemi basitlegitirecek bir yontemin
gerekli oldugu goriillmektedir. Bu amacla problemin yonetici denkleminin
tiretilmesi icin gesitli asimptotik yontemler geligtirilmigtir. Bunlardan biri de
pertiirbasyon yontemidir. Bu yontem su dalgalarindan plazmaya, nonlineer
optikten degisik siirekli ortam modelleri gibi bircok alanda kullanilmig ve
sistemin dispersif ve dissipatif olmasina bagl olarak uzun dalga yaklagimi igin
Korteweg-de Vries, Burgers denklemi veya onlarin genellegtirilmis bigimleri,
kuvvetli dispersif hallerde ise nonlineer Schrodinger denklemi evoliisyon denklemi
olarak elde edilmistir.  Bu calismada i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu
tiiplerde nonlineer dalga yayilimi probleminin asimptotik olarak incelenmesi igin
indirgeyici pertiirbasyon yontemi secilmistir. Bu amacla genel sistemler igin

indirgeyici pertiirbasyon yontemi aciklanacaktir.

3.2 Tiirev Acilim Yontemi

Bircok fiziksel problemde cesitli mertebelerde olceklendirme gereksinimi dogar
¢linkii gesitli fiziksel etkiler farkli yer degistirme ve zaman 6lgeklerinde kendilerini
gosterirler.  Dolayisiyla, ¢ok oOlcekli agilim veya tiirev acilim yontemi olarak
adlandirilan pertiirbasyon yonteminin oldukca genis bir yelpazede kullanimi s6z

konusudur.

Yontemin kullanimina iligkin tarihge incelenecek olursa, tiirev acilim yontemi ilk
kez Sturrock [51] tarafindan 1957 yilinda elektron plazmada nonlineer etkilerin
aragtirilmasina iligkin bir galigma ile ortaya konmustur. Daha sonra, Sandri [52],
1963-1967 yillarinda istatistik mekanik alaninda yaptigi caligmalarda bu yontemi
kullanmigtir.  Akigkanlar mekanigi ve plazma fiziginde yapilan uygulamalar
arasinda ise Stuart [53], Watson [54], Hasimoto ve Ono [55], Frieman [56],
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Nayfeh [57], ve Kawahara [58)min ¢aligmalar1 sayilabilir. Bu aragtirmacilar
tirev acilim yonteminin sistematik olarak uygulanmas ile kuvasi-monokromatik
dalgalarin genlik modiilsayonunda yonetici denklem olarak NLS denklemini,

uzun dalga yaklagiminda ise KdV denklemini elde etmislerdir.

Tiirev acihm yontemini agiklamak igin, lineer L ve nonlineer N olmak itizere iki

operator tanimlayalim

(L DY uwry =N (22 p), (3.1)
(ax 875) (ax ot

Burada F', w’ya ve tiirevlerine bagli bir fonksiyondur. =« ve t bagimsiz
degiskenlerinin agagidaki bigimde daha genig bir yapida oOl¢eklendirildigini
varsayalim

Lo, L1,L2y...., Lpy VE to,tl,tg,...,tM (32)

Burada z, = €'z ve t, = €'t (n =0,1,2,...,M) bigiminde tammlanmig olup,
e kiigiik bir parametredir. Dolayisiyla u(x,t) bagh degiskeni de genisletilmis

bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu olacaktir

U(ﬂl‘o,xl,ﬂﬁg,...,.Z'M;to,tl,tg,...,tM). (33)

Bu durumda x ve t degiskenlerine gore tiirev bagintilar1 agagidaki gibi verilebilir
>
— oxm

Bu bagmtilar L , N operatorlerinde yerine konursa asagidaki yapilar elde edilir

o 0 M B o 0 B
(= 2\ =N"¢pr, (=~ . 2 2 2 M+1
((‘h’(‘?t) nZ:OE Ln <8I07 ’6$M78t0’ ’(‘%M) +O(€ )7
9 0 M ) o 0 B
N(Z 2= A L M+1y. .
(ax’at> nz;e " (axo’ * D Oty ’atM) O (39)

Benzer bicimde bagimh degisken u da asagidaki asimptotik agilim ile karakterize
edilebilir

Il
|
Il

9
ox

S

X0

M
W(Zoy ooy Tag, Loy ooy tags €) = Z €™ Uy (T ey Tagy toy ooy Tag)- (3.6)
m=1

(3.5) ve (3.6) iligkileri (3.1) diferansiyel denkleminde yerine konur ve €'un gesitli

mertebeden kuvvetlerinin katsayilar: sifira esitlenecek olursa bagiml degiskenleri
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yoneten bir diferansiyel denklem seti elde edilir. Bu denklemlerin ardigik olarak
¢oziilmesiyle kuvvetli dispersiyon igeren halde NLS, uzun dalga yaklagiminda
ise KdV tipinde denklemler elde edilir. Burada onemli bir nokta, ortamda
dissipasyon varsa elde edilecek olan denklemin dispersif NLS olacagidir ki bu
da pertiirbasyon yonteminin dissipatif sistemlere uygulanacak bigimde modifiye
edilmesi geregini ortaya koyar. Buna iligkin bir aragtirma Asano [59] tarafindan,
zaylf nonlineer sistemler igin, 1sitilan bir sinir tabakasinda konvektif dalganin
modiilasyonu probleminde ele alinmig ve yonetici denklem olarak dissipatif NLS

denklemi elde edilmigtir.

3.3 indirgeyici Pertirbasyon Yontemi

Indirgeyici pertiirbasyon yontemi ilk defa kuvasi-monokromatik dalgalarm yavas
modiilasyonunun yayilimi i¢gin Taniuti ve Washimi [60] ve uzun dalga yaklagim
icin Tanuiti ve Wei [61] tarafindan verilmigtir. ~ Bu yontem daha sonra
Tanuiti ve Yajima [62] ve Assano ve Tanuiti [63] tarafindan bir¢ok nonlineer
dalga sistemlerine genellegtirilmigtir. Ayrica dispersif sistemlerin uzak alan
davramglarina iligkin daha genig bir aragtirma Jeffrey ve Kakutani [64]'de
bulunabilir.  Nonlineer dispersif dalgalarin asimptotik davranigini incelemek
icin Gardner ve Morikawa [65] asagidaki bigimde bir koordinat doniigiimii

tanimlamiglardir

E=¢€'(v—At), T= €'t (3.7)

Burada A,v ve p birer pozitif sabittir. Lineerlestirilmis alan denklemelerinin
uzun dalga yaklagiminin asimptotik davranigini tanimlayabilmek i¢in tanimlanan
bu dontigiim ile bagh degiskenlerin € cinsinden kuvvet serisine acilimini
birlestirip buna indirgeyici pertiirbasyon yontemi adimi vermislerdir. Indirgeyici
pertiirbasyon yontemi genel olarak nonlineer sistemi sistemin uzak alan
davranigim1 karakterize eden bir veya birka¢ nonlineer denkleme indirgemek igin
sistematik bir yol 6nerir. Tanuiti [66] agagida verilen denklemler simfi i¢in uzun

dalga yaklagimi altinda asimptotik bir yontem gelistirmisgtir

ou ou )
— 4+ A(U)=— +b(U K’ —\U = 0. .
-+ (U) —+ +;CH1 “at+ oo YU =0 (3.8)

Burada U(u',u? u?,...,u") n bilesenli kolon vektorii, A, H? ve K’ n x n’lik

matrisler, b ise n bilegenli kolon vektoriini gostermektedir. Yontemi acgiklamada

basitlik saglamasi amaciyla , (3.8) denkleminin son teriminin sifirlanmasi ile
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olusan asagidaki sistem goz oniine alinacaktir

ou ou

— +A(U)— +b(U) =0. 3.9
=+ A(U)S +b(U) (39)
(3.9) denkleminin U = Uj sabit ¢éziimiiniin b(Uy) = 0 uygunluk kogulunu
saglamasi gerekir. Kuvasi-monokromatik dalgalarin yayilimi ile ilgilendigimiz

icin (3.3) denklemine agagidaki bigimde ¢6ziim arayalim
U = U, +0UcF=0 1 Le. (3.10)

Burada w acisal frekansi, k& dalga sayisini, k.e. ise iistel ifadenin kompleks
eslenigini gostermektedir. Ayrica U artimsal biiytikligiiniin bagindaki § |,
bu parametrenin kiigiikliigiinii vurgulamak i¢in eklenmistir. Bu ¢oziim oOnerisi
(3.9) denkleinde kullanilir ve gerekli lineerlegtirme yapilirsa agagidaki dispersiyon
bagintisi elde edilir

liwl —ikAg + Vuybg| = 0. (3.11)

Burada I birim matrisi, Vy U’ya gore gradyan operatoriinii gostermektedir. Ay
ve by ise

AO - A‘U:an bo - b‘U:Uo (312)

seklinde tamimlanmistir. (3.11) denklemi w ile k arasinda w = w(k) bi¢iminde bir

bagint1 verir. Asagidaki bigimde bir W, matrisi tanimlayalim
VV[ = zl(u)I - ]fA()) + vUbo (313)

Burada [ bir tamsayidir. Lineer diizlem dalgalarin modiilasyonunu inceleyebilmek
i¢in (3.7) dontigiimiinde v = 1 ve u = 2 olarak alimacaktir. Bu durumda (3.7)

dontisimi agagidaki sekli alir
E=¢(x —M\t), T =€t (3.14)

Burada \ = ‘g—‘; olup v, grup hiz1 olarak tanimlanmistir. U vektoriintin U = U,

civarinda

U=Uy+)» €U, (3.15)
n=1

seklinde seriye agilabildigini varsayalim.  (3.15) aghmi A(U) ve b(U)

biiytikliiklerinin acik ifadelerinde yerine konursa asagidaki ifadeler elde edilir

1
A= Ao + EUl.VUAo + 62 (UQ.VUAO + §VUVUA0 . U1U1> + ...
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b = ¢U;.Vybg + € (U2 Vubo + VUVUbO U,U )

1
+€3(U3.VUb0 + VUvUbO . UlUQ —+ EVUVUVU : U1U1U1). (316)

Burada asagidaki notasyonlar kullanilmigtir

Ul.VUAO Z Ul <auz) s
U=Uy

N A
U,U; : VVyAg = Zugu{ (—> . (3.17)
U=Uu

(3.14) dontigiimii kullamlarak gerekli tiirev operatorleri ise

0 0 0 8 0 0 0

— — = — — A=+ 2—. 3.18

or oz 9¢ ot ot “ae (3.18)
seklinde elde edilir. (3.18) ile verilen tiirev agilimlar1 ve (3.16) seri agilhimlar
(3.9) diferansiyel denklem sisteminde yazilirsa e’un gesitli mertebeden kuvveterini

iceren bir denklem seti elde edilir. Bunlar sirasiyla agagidaki sekilde verilmistir
O(e) mertebe denklemler:

oU; oU;
+ AL £ UL Vb = 0. (3.19)
ot ox
O(€?) mertebe denklemler:
0U, oU; 0U, oU; oU;
- A A U,.VyA A
ot M oe Ty TURVuAeGE T AT,
1
+U2.VUb0 + §VUVUb0 . U1U1 =0. (320)

O(€*) mertebe denklemler:

oU; )\aUg n U, LA, <8Iig . 0U2> UL VuA, (6[;2 n 8U1)

ot oc ' or ¢ ¢
oU,
U, .VuAg + VUVUAO U, U, o + U3.Vyby
1
+VUVUb0 : U1U2 -+ EVUVUVU . U1U1U1 =0. (321)
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O(€),0(€*) ve O(e®) mertebe denklemler ardigik olarak g¢oziilmeye baglanirsa,

O(€) mertebeden denklemlerin yapisinin incelenmesinden
U, = UMl 4 ) e (3.22)

bigiminde bir ¢oziimiin uygun olacagi goriilebilir. Burada Ugl)(f ,7) bilinmeyen
bir fonksiyon olup yonetici denklemi daha sonra elde edilecektir.  (3.22)
¢Oziimii (3.19)’de yerine kondugunda, sifirdan farkh Ugl) icin (3.11) dispersiyon
bagintisinin saglanmasi gerekir. Wy matrisinin sag ozvektorii R ile gosterilirse
Ugl) ¢ozumiu

Ul = 2,(¢,7)R (3.23)

seklinde ifade edilebilir. Burada ®;(&, 7) bilinmeyen bir fonksiyon, R. ise
W, R=0 (3.24)

denklemini saglayan ve A 6zdegerine kargi gelen sag dzvektordiir. (3.24) ¢oziimii

(3.22)’de yerine yerlestirilirse agagidaki denklem elde edilir

ou
ot

ou
ox

0P .
2 +U,.Vyby + (Ag — )\I)a_glRez(wt—k:z)

2+A0

1
+]®, *[ikVuAp : (RR* — R*R) + 5VUVUIOO . (RR*+ R'R)]

1 .
+®?[—ikVyAp : RR + 5 VuVubo : RRJe¥ %) | e (3.25)
Bu denklem incelenecek olursa U, icin agagidaki bicimde bir ¢6ziim 6nermenin
uygun olaccagi goriilecektir

U, = Ugo) + Ugl)ei(m_kz) + Uég)e%(m_kz) + k.e.. (3.26)

Bu ifade (3.25)’de yerine konursa Ugl)’i yoneten diferansiyel denklem

od
W, UV + (A — )\I)Ra—g =0 (3.27)
seklinde bulunur. Buradan detW; = 0 olmasi nedeniyle (3.27) denkleminin Ugl)’e
gore ¢oziilebilmesi icin
L(Ao — A\I)R = 0 (3.28)

uygunluk kogulunun saglanmasi gerekir. burada L, R’ye kars1 gelen sol 6zvektor
olup
LW, =0 (3.29)
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denklemini saglar. (3.24)’in k’ya gore tiirevi alinirsa

JOR
bulunur. Bu iligki (3.27)’de kullanilirsa
0P, OR
W, (UL it —2) = 31

elde edilir. Bu denklemin ¢oziimi asagidaki sekilde verilir

0®, OR
1) o 1
Ui’ = o,R T (3.32)

Burada ®5(&, 7) bilinmeyen diger bir fonksiyon olup yiiksek mertebe ac¢ilimlardan

elde edilmelidir. (3.25)’den Ugo) ve Ug) ¢oziimleri agagidaki gibi verilir
Ul = |, PRY”, UP = o?R. (3.33)

Burada @} , ®;’in karmagik eslenigi olmak iizere |®;|> = &P} seklindedir ve R;O)

ve Rgz) vektorleri de agagidaki bicimde tanimlanmigtir

1
R, = ~W;[ikVuAy : (RR" ~ R'R) + 5 VuVuby : (RR* +R'R)],

1
R = ~W,'[ikVyAoRR + 5 VuVuby : RR]. (3.34)
(3.22) ve (3.26) ¢oztim Onerileri (3.21)’de yerine konacak olursa Us i¢in agagidaki
sekilde bir ¢oztimiin uygun oldugu goriilebilir

U; = Uéo) + Ugl)ei(wt—kz) + UéQ)e%(wt—kz)

+UP k) | e (3.35)

Burada Uéa) (o = 0,1,2,3) yavag degigkenlerin fonksiyonlaridir. Burada
®,’i yoneten diferansiyel denklemi elde etmeye calistigimizdan Ugl)’i yoneten
diferansiyel denklemi yazmak yeterli olacaktir

0P, 0%®, OR

oD
W1U§1)+8—71R+(A0—)\I)( %R e o

)

+[—2ikR*. VyARY — ikR”.VuA R + ikR{Y . Vy A R*

&
—ikVyVuAo : RR'R + %VUVUAO . RRR* + VyVub, : RRY
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+VuyVuybyg : R*R + = VUVUVUbo RRR*”(I) ‘ o, =0. (336)

Bu ifade soldan L ile garpilir ve (3.30) uygunluk kosulu kullanihirsa asagidaki
Nonlineer Schrodinger denklemi elde edilir
0Dy 0?P,

ar TP o

+ q|®1[*®; = 0. (3.37)

Burada p ve ¢ katsayilar1 agagidaki bicimde tanimlanmigtir

— iL.(AI — Ay). 2—2{ (LR),

¢ = iL.[—2ikR* VyAoRY — ikR,3(0).VyAoR + ikRY . VyA R*

ik
—ikVuVuAy: RR'R + VUVUAO RRR"* + VyVuyby : RR

+VyVube : R'RY + 5vUvUvUbO : RRR*]/(LR). (3.38)

Simdi p katsayisina degisik bir ifade bulmaya caligalim. Bunun i¢in (3.30)
denklemi k’ya gore bir defa tiiretilirse agagidaki ifade elde edilir
oR R

O\

Bu ifade soldan L ile ¢arpilir ve (3.29) kullanilirsa

18)\_ 10%w

P= 5ok " 2o (3.40)

bulunur. Bu tip denklemlerin genig bir incelemesi Teymur ve Suhubi [68]'de

bulunabilir.

3.4 Denklem Sistemlerinin Uzun Dalga Yaklagimi Altinda Incelenmesi

Bu yontem hem dispersif hem de dissipatif sistemleri karakterize edebilen

agagidaki denklem sistemleri i¢in uygulanabilir

S

oU 0 0
i 3 3 _
- +A(U E || (H? t+K —)U =0. (3.41)

/=1 a=1

Gardner-Morikawa doniigimi agagidaki yapida tanimlansin

1
E=e(z— M), 7=, a= PRt (3.42)
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Burada € kiiciik bir parametre olup lineer denklemlerin uzun dalga yaklagiminda
asimptotik analizinden elde edilir. A ise U = Uy i¢in A(Ug) = Ao matrisinin
ozdegeridir. U, A, H? K? ifadelerinin U = Uj sabit ¢oziimii civarinda agagidaki

sekilde seriye acildigi varsayilmigtir

U=> dU;, A=> dA; HI=> ¢H), Ki=> K. (3.43)
j=1 j=0 j=0 j=0

Bu agilmlar ve (3.42) doniigiimii (3.41)’de yerine yazilir ve €'un kuvvetlerine gére

diizenlenirse asagidaki denklem takimi elde edilir

O(e*™!) mertebe denklemler :

oU,
Ag—AN)— = 44
O(e**?) mertebe denklemler :
oUs  0U ou
(Ao — M)a—; + —1 + U1.(VuAo) ag
o 5 U,
+;}_[1 —AHY, + KD 5er = (3.45)

Ay 'm X\ Ozdegerine karsi gelen Ozvektor R ile gosterilirse agagidaki baginti

yazilabilir
(Ag — AR = 0. (3.46)

O halde (3.44) denkleminin ¢6ztimii
=®,(§, )R+ V(1) (3.47)

seklinde verilebilir. Burada ®;(&,7), U;’in R boyunca olan bileseni olup, diger
bileseni Vi(7), baslangig kosullarindan belirlenecek olan bir fonksiyondur. A,
Ag'm bir 6zdegeri oldugundan (3.45)'in 9Us/0¢ cinsinden ¢oziilebilmesi igin

asagidaki uygunluk kosulunun saglanmasi gerekir

ouU ou
L.—— +L. (Uy. VUAO—1 + L. +ZH (—AHZ, + K2y)

or B=1 a=1

Uy
oer

0. (3.48)

¢ — oo icin U — Uj oldugundan £ — oo i¢in U; — 0 gecerlidir. Bu durumda

Vi(7) = 0 almabilir ve Uy ¢oéziimii U; = (£, 7)R sekline doniigiir. Buna gore
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®,’i yoneten evoliisyon denklemi

8@1 aq)l apq)l o
F C1 18_£ + 628—517 =0. (349)

haline gelir. Burada c¢;, ¢y sabitleri

CcC1 = L(RVUA()R)/(LR),

¢, = L. Z ﬁ(-AHﬁO +K’)R/(LR). (3.50)

B=1a=1
seklinde tammmlanmigtir. (3.49) denklemi p = 2 i¢in Burgers ve p = 3 igin de
Korteweg-de Vries denklemi olarak bilinir. Verilen bir nonlineer diferansiyel
denklem sistemine uygun Gardner-Morikawa dontigiimii bulunmadigi hallerde
denklem sisteminin lineerlegtirilmig haline ait dispersiyon bagimitisina bakilir. «

ve v reel sabitler olmak tizere dispersiyon bagintisini k'nin kii¢iik degerleri i¢in
w = ak + bk* + O(k*)

w = ak + bk* + O(k*) (3.51)

seklinde seriye acilabiliyorsa, sonlu genlikli dalga yayilmasi incelenmesi
durumunda nonlineer diferansiyel denklem sisteminin asimptotik olarak
Burgers denklemine, KdV veya onun genellestirilmis formalarina indirgenecegi
soylenebilir. Burada ozet olarak sunulmaya caligilan yontemlerde indirgeyici
pertiirbasyon yontemi, bundan sonraki boliimlerde incelenecek problemde

kullanilacak ve ilgili evoliisyon denklemi elde edilecektir.
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4. ZAYIF NONLINEER DALGALAR

4.1 Giris

Bu boliimde boyutsuz yonetici denklemleri (2.41)-(2.43) ile verilen i¢i akigkanla
dolu degisken yaricapl ince elastik tiipte kiiciik fakat sonlu genlikli dalgalarin
yayihimi incelenecektir. Bu amacla uzun dalga yaklagimi altinda indirgeyici
pertiirbasyon metodu kullamlacaktir.  Incelenen problemin dogasi geregi,
problemi bir sinir deger problemi olarak ele almak uygun olacaktir. Bu tir
problemlerde frekans belirlenir ve dalga sayisi dispersiyon bagintisindan elde

edilir.

4.2 Viskoz Olmayan Akigkan ile Dolu Tiiplerde Nonlineer Dalga
Yayilim

Bu kisimda i¢i viskoz olmayan akigkan ile dolu ince tiiplerde uzun dalga boyu
yaklagimi halinde nonlineer dalgalarin yayilimi problemi incelenecektir. Bu

amaca yonelik olarak agagidaki koordinat dontigiimi kullanilacaktir
E=€(z—gt), T=é" (4.1)

Burada €, nonlineeritenin ve dispersiyonun kiiciikliigiinii karakterize eden bir
parametre, g ise bir olcek parametresi olup ¢oziimiin bir parcasi olarak elde

edilecektir. (4.1) denkleminden z ¢oziilecek olursa
z =3 (4.2)
bulunur. Bu ifade f(z) de yerine konursa
f(2) = h(e 1) (4.3)

seklini alir. Bu yazilim seklinin yapilabilmesi igin f(z) fonksiyonunun 0(63/ %)
mertebesinde olmasi gerekir. Bu galigmada h(e, 7) fonksiyonunun ve u, w, p alan

biiytikliiklerinin asagidaki gekilde bir asimptotik seriye acilacagi kabul edilecektir

h = €h1<7') + €2h2(7') + ...
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U = €Uy + 62u2 + ...
w = ewq + €2w2 + ...
p=po+ep+ €yt ... (4.4)
Ayrica, agsagidaki diferansiyel bagintilar gézoniinde bulundurularak

0

O angd O and ol (4.5)

202

o¢ 0z 0¢ or
(4.4) ve (4.5) agilimlar (2.41)-(2.43) alan denklemlerinde yerine konur ve e'nun
gesitli mertebeden katsayilar1 sifira egitlenirse asagidaki diferansiyel denklem
takimlar: elde edilir

O(e) mertebesinden denklemler

8u1 8w1

_298_€+>\66_€:0
0 0
—gaﬂél‘f‘%_ov p1=Bi(w + h) (4.6)
O (€*) mertebesinden denklemler
8U2 8’[1)2 8w1 8u1 8w1 8w1
—29—+ Xo—— + No—— + 2w — — + (7)==
98§+00§+987'+w18§+u18§+1(7)86 0,
Owys Opy  Ops owy
gaf+3f+aT+W1a§ =0,
—(m—f—a)%—i—ﬁ(u + hy) + Ba(ur + hp)? (4.7)
P2 = Mo 0 9e? 1{U2 2 2\ U1 1) .

Bu denklemler elde edilirken (2.43) denkleminin argiimanlar cinsinden asagidaki

sekilde seriye agilabilecegi kabul edilmigtir
p=po+ Li(u) + Lo(u) + La(u) + ... . (4.8)

Burada py statik 6n basinci gostermekte olup Lq(u), Lo(u) ve Ls(u) fonksiyonlar:

da agagidaki bicimde tanimlanmigtir

m 0%u 0

Li(u) = N, 02 453 + f1u,  po = So,

m _0*u U, o, 0%

_ e bl VA _ O\ —2
L2(U’) - )\g)\zu o2 al(az) (20[1 )\0 )uaZQ + ﬁQU )
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m _28222 oy, 0u

_ i _ oAN=rT2 =3
L3(U) - AgAzu o2 (042 )\0 )u(az) _'_ﬂ u
20[1 (o7)) 8222 (&7)) ou 28271
— (g — v + /\2)u 92~ 3(m — 7)(&) 9.2 (4.9)

Yukaridaki ifadede © = f 4+ u olup ay, ..,y1 katsayilar

1 0% 1 0% 1 &%
==, Q1 =——F—"F——, Q=5
CTNONT TN T 200NN T 20 OAZON.

1 0% 1 0% 5 1 % B
Bo = v = oo v P=
Ao, ONg XA 0N, N 20\, 8)\ YR
1 'Y A, 0*%
_ ox b _ A 02 410
GV W3V R VL SV e (4.10)
seklinde tanimlanmigtir.
Alan Denklemlerinin Coziimii
O(e) mertebesindeki (4.6) denklemlerinin integrasyonundan
29 .
=U(§7),ur = A_Q[U+w1<7)]
e
pL = [U + hq(7)] (4.11)

Ao
bulunur. Burada U(&, 7) bilinmeyen bir fonksiyon olup yonetici denklemi daha
sonra elde edilecektir. (4.11) denklemindeki w;(7) fonksiyonu degisken yaricap
nedeniyle baglangictaki daimi akimi karakterize etmektedir ve ¢oziimii daha sonra
elde edilecektir. (4.11) ¢dziimiiniin gegerli olabilmesi i¢in g 6lgek parametresinin

asagidaki sekilde verilmesi gerekir

s Aol

9 == (4.12)

Burada g'nin, uzun dalga yaklagimi halinde faz hizini gosterdigini belirtmek

gerekir.

(4.11) ile verilen ¢oziim (4.7) denklemlerinde yerine konacak olursa agagidaki

denklem takimi elde edilir

Ous Owo oUu dwy oU
—2g a§_+>\ea§ +2 ( dr ) o (U wl) o€
oUu  2g oUu
+ Ua_f hl( )— o€ =0
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Owy  Opy 2¢° OU  dhy 4q? oU
ga£+a§+ (@T+ —) + /\2(U+w1))8§ 0,

2 82U
P2 = (5o~ 00) g + U+ )+ Bilus + ). (4.13)

(4.13) denklemleri arasinda wy degiskeni elimine edilecek olursa asagidaki
denklem elde edilir

2g% Ouy  Opy  4g*0U 10g ou 29 ou
_2g Uz OP2 | 297 Ay + b
N 06 T8 T or T gg "oy et
2¢% d
+)\—05(w1 + hl) 0 (414)

(4.13) denklemindeki p ifadesi (4.14)’de yerine konursa

492 ou 10¢2 oU  oU 8g¢* _ 29
oY, 9Y 59 9
oor T e PRI G+ e Gt g i+ 200
+(mg2 - )83U+29 d( ) =0 (4.15)
., Vaes T, T '

butlunur. (4.15) denklemi dinamik yer degistirmeninin sifir olmasi (U=0) halinde
de gegerli olmalidir. Dolayisiyla, (4.15) de U=0 yazilirsa, agagidaki denklem elde
edilir J

Z[0(7) + (7)) = 0. (4.16)
) = —hy(7) seklinde alinabilir. O halde (4.15)

denkleminde goriinen w;(7) yerine —h;(7) yazilirsa agagidaki degisken katsayil

KdV denklemi elde edilir

Bu denklemin ¢6ziimii w, (7

ou ou 83U 8U

Buradaki pq, po, ve pg katsayilar: agagidaki bigimde tanimlanmigtir

5 (B m Qj 3 Ba
m=oy, tar =g Tag) BTy, T (4.18)

Bilindigi gibi = g, uo, pu3  katsayilari  baglangic  deformasyonunun  birer
fonksiyonudur. Baslangic deformasyonuna bagh olarak bu katsayilarin degisimi
onem kazanabilir. Ozellikle baslangic deformasyonunun belirli bir degeri i¢in 5
katsayisinin sifir olmasi biiyiik 6neme sahiptir. Bu durumda nonlineer evoliisyon
denklemi dejenere olur ve lineer denkleme dontisiir; dolayisiyla zayif nonlineerite
ile dispersiyon dengelenemez. Bunun sonucu olarak da pertiirbasyon semasindaki

€ 0lgek parametresi'nin degistirilmesi gerekir.
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(4.17) de goriilen pp katsayismin sifir olup olmayacagini anlamak igi tiip
malzemesi Ozelliginin bilinmesi gerekir. Bu calismada damar malzemeleri igin
Demiray [69] tarafindan onerilen model kullanilacaktir. Bu modele gore gekil

degistirme enerjisi fonksiyonu asagidaki bicimde verilebilir

1
Y= %{exp[a()\z + A2+ — 3] —1}. (4.19)

1
AN

Burada « bir malzeme sabiti olup deneysel olarak tayin edilmesi gerekir. (4.19)
ifadesi (4.10) denkleminde yerine konacak olursa ay, .....03 katsayilarn asagidaki

sekli alirlar

1 1 4 o 1

— (M ——)F B = 2 N — —— )] F,
10 a 1 11 o? 1
s 1 2-Y N — — ) F
fo=lsma P o W e ) P2 W - g1
20 36 20 7 1
— o 9 2 v )\ R Y
& [A§>\§ +O‘(A3Ag A2A§)+ @ (A(,)\Z +)\2A§)( 0 A§A§>
4 o3 1
- Ay — 19F. 4.20

Burada F fonksiyonu agagidaki bigimde tanimlanmigtir

F = expla(\3 + N2 +

— 3. 4.21

(4.20) denklemiyle verilen 3, (3, ifadeleri, (4.18)’deki iy ifadesinde yerine konacak

olursa agagidaki denklem elde edilir

1 3 1
M — —— )3+ —— Ao — ———)] =0. 4.22

a > 0 oldugundan (4.22) denkleminde koseli parantez icerisindeki ifade pozitiftir
ve sifir olamaz. O halde birinci faktor sifir olmahdir. Buna gore asagidaki iligki
elde edilir

Ao = \V2 (4.23)

Simdi bu hale ait pertiirbasyon semasi tekrar incelenecektir.

4.2.1 py’in Sifir Olmas: Hali (G2 = —;Tgﬂl)

p1’in sifir olmasi halinde nonlineerite ¢ok kiiciik oldugu igin dispersiyonu

dengelemeyecektir. Bu durumda olgek parametresini degistirmek gerekecektir
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ve asagidaki koordinat doniisimii kullanilacaktir

E=e(z—gt), T=¢62

Bu halde asagidaki diferansiyel ifadeler gecerli olacaktir

o_ .9 9 _ 9 50
o~ Yae oz ‘o o

(4.24)

(4.25)

Buna gore (4.4) acihmu ve (4.25) ifadesi (2.41)-(2-43) alan denklemlerinde yerine

konursa agagidaki denklem takimlar: elde edilir.

O(e) mertebesinden denklemler :

YL WAL R S LR )

o " og =0 TTag Toe T

O(€*) mertebesinden denklemler :

8u2 8w2 8u1
_298_5 + )\98_5’ + 21018—5 + (u1 + h1)
8w2 8p2 8w1

—g o +

g D¢ D¢ w1a—§=0,

P2 = ﬂl(UQ + hg) — iﬁl(ul + h1)2.

2N

O(e®) mertebesinden denklemler :

8’&3 8w3 ouq Ous

—2g— + )\9— + 2—wy + 2—=wy

¢ o " “oe o€

8w1 8w2
E + (Ul + hl)a—é_

8w3 8p3 8p1 0

+Xo

+ ==+ 5 + o (ww,y) =0,

"o Tae T ar o
mgQ_ )82141
Moh, 0 e

p3 = (

30

awl

3

+ (ug + he)——

=0, p1=/0G(w+h).

=0,

(4.26)

(4.27)

+ Br(ug+ hs) + 202 (ur + by ) (ug + ho) + B3 (uy + by )®. (4.28)



Alan Denklemlerinin Coziimii

Oncelikle (4.26) denklem takiminn ¢oziimiinden

=U(, 1), w = )\—z[U + w1 (7)]
p1=GU +h(r)], L= 29—;0 (4.29)

elde edilir. Burada U (&, 7) bilinmeyen bir fonksiyon olup yonetici denklemi daha
sonra elde edilecektir. w;(7) fonksiyonu ise baglangigtaki daimi akim karakterize

etmekte olup ¢ozlimiin bir parcasi olarak elde edilecektir.

(4.29) ¢Oztimii (4.27) denkleminde yerine konacak olursa asagidaki denklemler
elde edilir

(9u2 8w2 2 oUu
-2 + No—— 3U + 2w, + h =0
977 BTz 0 ¢ + ( + 2wy + hy) - ¢ ;
8w2 GUQ 25 oU
—g— — U ——06i(U+h = 0. 4.30
g9 9¢ + b1 o€ +[ ( + w,) 51( + )] o€ (4.30)
Bu denklemler arasinda ws elimine edilirse ve gy = 0 oldugu gozoniinde

bulundurulursa asagidaki denklem elde eldilir

(@1 hl)%g 0. (4.31)

U’nun sifirdan farkl bir ¢oziime sahip olabilmesi igin
w1 (7) = hy(T) (4.32)

olmalidir. Buna goére (4.30) denkleminin ¢Oziimiinden w, asagidaki sekilde
verilebilir 5 6 5
g g 2 b (r) g

Wy = )\—9UQ )\2 U — FUZ -+ 11_}2(7'). (433)

Burada wy(7) fonksiyonu daimi akimi karakterize etmektedir.

(4.29) ve (4.33) ¢oziimleri (4.28) denkleminde yerine konacak olursa asagidaki

denklemler bulunur

8%3 ow oUu 4 ou (%) oU dwl
—2g—a§+/\9 o 4+ ow 2—a§+ (U+ )_a§+2( T+—dT)
ows  2g oUu
(U+h1)8—5 + = (UQ+h2) € =0,
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Ows mg? U ous 5 ouU
_ga_g + <W + B — ~Bilug + he) == o€

_Oé()) 853 é. )\0
2
__51(U + hl)%—? + 385(U + hy)? 88_2] + Qi(aa_if n dhl)

2¢ Owy 29 8U
+)\0(U+ )(95 ¥

(4.34) denklemleri arasinda ws elimine edilirse agagidaki ifade elde edilir

= 0. (4.34)

1 1
OU dh 3 15,00 36 150U

o Tar g Ve T e
3&3 9 2 2 Wo oU m (7)) 63U
BEST A U Wi s Wi R

Bu denklem U = 0 hali i¢in de gecerli olmahdir. Buradan h; =sabit bulunur.

= 0. (4.35)

Problemin genelligini bozmaksizin h; sabiti sifir alinabilir. Goriiliiyorki A(e, 7)

acilim €? ile baglamaktadir. Bu durumda (4.35) denklemi agagidaki sekli alir

353 15 23U+ 2h2 Wo oUu m (7)) 83U

o s e T T e T T ap e T 49

Bu ise degigken katsayili modifiye KdV denklemidir. Ancak, problemin tam
olarak ¢oziilebilmesi i¢in wq(7) fonksiyonunun bilinmesi gerekir. Bunun i¢in
daha yiiksek mertebeden pertiirbasyon agilimina gitmek gerekir. (2.41)-(2.43)

denkleminde u=0 yazilir ve O(e*) mertebesindeki denklemler ¢oziilecek olursa
U_)Q<T) = ——hQ(T) (437)

seklinde bulunur. Buna gore (4.36) ile verilen degisken katsayili modifiye KdV

denklemi asagidaki sekli alir

ou 8U 4 ou PU
+ MU — = 0. 4.38
ar TNV ge TR e T (4.38)
Burada A, katsayisi agagidaki bicimde tanimlanmigtir
30 15
AM=— — —. 4.
LT25, 2a2 (4.39)

4.3 Ilerleyen Dalga Coziimleri

Bu kisimda (4.17)’de verilen degisken katsayili KdV ve (4.38)’de verilen degisken

katsayili modifiye KdV denklemleri icin ilerleyen dalga c¢oziimleri aranacaktir.
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Bunu yapabilmek icin, agagidaki koordinat dontigiimiinii yapmak uygun olacaktir
=7 &=¢+ o(T). (4.40)

Burada ¢(7) bilinmeyen bir fonksiyon olup degisken katsayili KdV denklemlerini
sabit katsayili KdV denklemlerine doniigtiirecek sekilde belirlenecektir. (4.40)
doniigiimii (4.17) ve (4.38) denklemlerinde kullanilacak olursa agagidaki evoliisyon

denklemleri elde edilir

ou ou BU / ou

97 + MU@_S/ + M2@ + o (1) = M3h1(7)]8—5/ =0, (4.41)
ou LU U, 4 U

Yukaridaki denklemlerin sabit katsayili KdV denklemlerine dontigebilmesi igin

©(1) fonksiyonunun agagidaki sekilde belirlenmesi gerekir. KdV denklemi igin

T

(1) = ps / hi(s)ds (4.43)

0

olarak verilir. Modifiye KdV denklemi i¢in ise bu fonksiyon

o(1) = —— [ ha(s)ds (4.44)

seklinde verilebilir. Sabit katsayili KdV denkleminin lokalize ¢oziimii (&, 7)
degiskenleri cinsinden agagidaki gibi verilebilir([78])

U = a sech’(, ¢ = (%)I/Q(g’ - %T’). (4.45)

Bu ¢6ztim (&, 7) degigkenleri cinsinden yazilirsa

T

U = a sech®(, ¢ = (1/;—152)1/2(5 + ,ugo/hl(s)ds - MT). (4.46)

degisken katsayili KAV denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimiini verir.

Sabit katsayih modifiye KAV denkleminin lokalize ¢oziimii (¢',7') degiskenleri
cinsinden agagidaki gibi verilebilir
A1

U = asech(, ¢ = (6—m>1/2a<f

/ )\ 2 !
- 16a 7). (4.47)
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Burada a dalga genligini karakterize etmektedir. Bu ¢oziim (£, 7) degigkenleri

i¢in yazilacak olursa

U = asech(, ( = (6)\—/;)1/261(6 - %/hg(s)ds -
0

)\1&2

7) (4.48)

degisken katsayili modifiye KAV denkleminin ilerleyen lokalize ¢oziimii elde edilir.

Bu c¢aligmada kullanilan koordinat dontigimi dikkate alimirsa dalga hizi Z—g

seklinde ifade edilebilir. Buna gore (4.46) ve (4.48)’de verilen dalgalarin hizlar

sirasiyla
1
) (419
3
1
vy = (4.50)

’\17“2 + )\%hg(T)
seklinde verilebilir. Sayisal incelemeler p3 katsayisinin daima negatif oldugunu
gostermektedir. Bunun bir sonucu olarak hy(7) > 0 ve ho(7) > 0 halleri igin v,
dalga hizlar1 azalmaktadir. Yani genisleyen tiip halinde, sabit yaricapl tiipe gore
dalga hiz1 azalmakta, daralan tiip igin ise hizlar artmaktadir. Fiziksel gozlemlere

gore bu sonug beklenen bir sonuctur.
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5. NONLINEER DALGA MODULASYONU

5.1 Giris

Bu boliimde i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu degisken yaricaph ince elastik
tiiplerde zayif nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonu problemi ele alinacaktir.
Elastik tiip ve akigkan denklemleri kullanilarak yonetici denklem olarak degisken
katsayili nonlineer Schrodinger denklemi elde edilecektir. Bunun sonunda 6nce
standart NLS denklemine, daha sonra da degisken katsayili NLS denklemine
ilerleyen dalga c¢Oztimleri sunulacaktir. Son olarak, degisken katsayili NLS
denkleminin ¢oztimleri kullanilarak, dalga hizinin tiip yaricapinin artmasi veya

azalmasi ile degisimine yorum getirilmeye ¢algilacaktir.

5.2 igerisinde Viskoz Olmayan Akiskan Bulunan Yaricapi Degisken Ince
Elastik Tiiplerde Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bu bélimde boyutsuz yonetici denklemleri (2.41)-(2.43) ile verilen igi
akigkanla dolu degisken yaricaplh elastik tiipte zayif nonlineer dalgalarin genlik
modiilasyonu incelenecektir. ~ Bu amacla indirgeyici pertiirbasyon yontemi
kullanilacaktir. Incelenen problemin dogas1 geregi, problemi bir siir deger
problemi olarak ele almak uygun olacaktir. Bu tiir problemlerde, frekans
belirlenir ve dalga sayis1 dispersiyon bagintisindan elde edilr. Bu amacla agagida

verilen yapida bir koordinat doniigiimiinii kullanmak uygun olacaktir
E=ez—At), T=¢2 (5.1)

Burada e nonlineeritenin ve dispersiyonun mertebesini gosteren kiiciik bir
parametre, A ise ¢oziimden belirlenecek bir sabittir. (5.1) ile verilen koordinat

dontisiimi kullanilarak asagidaki diferansiyel iligkiler elde edilir

0 0 0 5 0 0 0 0
%Hg—i-ea—&%—e%, aﬁa_ﬁ)\a_é- (5'2)

z 'yi 7 cinsinden ¢ozlip f(z) fonkiyonun ifadesinde yazarsak

f(z) = h(e, 1) (5.3)
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elde ederiz. h(e, 7) fonksiyonunun ve alan degigkenleri olan u, w ve p'nin asagidaki

formda asimptotik seriye acgilabilecegi varsayilacaktir
h(e,7) = ehy(T) + €ho(T) + ...,

U = €Uy + equ + e3u3 + ...,
w = ewy + 62w2 + 63w3 + ...,
pP=po+ep+Ep+eEps+ ... (5.4)

Burada wq,...,p3 (z,t) hizh degigskenleri ve (§,7) yavag degiskenlerinin birer
fonksiyonudurlar. (5.2) ve (5.4) iligkileri (2.42)-(2.43) ile verilmig olan akigkana
ait alan denklemlerinde kullanilir ve elde edilen denklem sistemi enun cesitli
mertebelerinden kuvvetlerini igerecek bigimde diizenlenirse agagidaki diferansiyel

denklem takimlari elde edilir.

O(e) mertebesinden denklemler :

8u1 )\9 81[)1 . 8w1 3171 .
S t29, =% 5 ta =0 (5:5)

O(€*) mertebesinden denklemler :

Ouy g Owy )\aul N g Ow; N (uy + hy) Owy b O(uy + hy) o,

ot "2 0. "o "2 oe 2 0: 0z

8w2 8p2 A\ 8w1 8p1 8w1

or To: Yo Tae TWae

O(e®) mertebesinden denklemler :

= 0. (5.6)

6U3 )\0 (911)3 )\aUQ )\9 @wg (Ul + h1> a”LUQ @uz

ot T2 "o T2 o 2 0. s
)\9 8w1 8u1 8U1 (U1 + hl) 8w1 (UQ + hg) 8w1 .
I T C e T S T: > oz O
Oows  Ops3 Owy  Opo Oowy  Opy ow, ow,
e <R W o it o . .
or T or Nae Tae T Ty Ty, e =00 G0

Bu denklemlerdeki p;, ps ve ps fonksiyonlar: radyal yerdegistirme denklemi olan
(2.43) ’den elde edilecektir. (5.1) doéniigiimii ve (5.4) agilimi (2.43) denkleminde

yerine konulursa, basi¢ terimleri agagidaki sekilde elde edilir

m 0%uy e 0%uy
g 02 70 927

po = Bo, p1=LFi(ur + hy) +
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B ) m  0%us B 0%uy 1 ouy 5
pQ_ﬁZ(ul—i_h'l) +/61(u2+h2>+ AGAz< atQ ataé-) 2>\ <8Z>
m 0%uy 0%us 0%y Qp 0%y
WY s+ ) g = Aoy +25750) = Adlan = (w4 n) 5o

p3 = Bs(ur + h1)® 4+ 262(us + hy)(ug + he) + Bi(uz + h3)

8 ) - e 22
25 = 315 |t ) - (L S
Ao — i‘—j)( + @)% ~ Ao — ‘;‘1 i‘g)(ul +hy)? %2:;
el = )+ )G~ Bl — )G T~ he T
R L

Bu iligkiler elde edilirken agagidaki agilimlar kullanilmigtir

1 3u1 38“1 au2 aul
= 1
A=A L (G + (GG + 58| +

Ao =X+ e(uy + hy) + € (up + ha) + € (us + h3) +
1 (Ul + ]’Ll) 2 (u1 + h1)2 (Ug + hg)

A o -
A T A ¥ v

+h)? 2 +h
+63[—M + 5 (ur 4+ hy)(ug + ho) — M] + s
>‘0 )‘9 )‘9

)3

ouy
a)\l )\9)\ {Oéo -+ 6061(161 + hl) +€ [062( 92 ) + 041(u2 + hg)

0 0 0
+a3(u1 + h1)2] + 63[2(1/2( auzl )( au; + augl

0
+041(U3 + h3) + CY4(’LL1 + hl)( 8uzl) + a5(u1 + hl)g]} —+ ey

) + 203(ur + hy)(ug + ho)

()Y

a)\Z )\9)\ {ﬁo + eﬁl(ul + hl) + € [ﬁg(ul + h1) + B1(U2 + hg)

+>; 041(0;;) ]+ 53[53(“1 + h1)3 + 25_2(161 + hy)(ug + he) + Bl(u?) + hs)

Fas(un + hl)(aaé )2+ Azal(%?)(a(;; + 35?)]} b (5.9)
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Burada

o S p

3 3 3 2
=3 -2 = By — 2, = (33 — ==, 5.10
h=Bi-5 B=Boi =B (5.10)
olarak tammlanmistir. o, a1, s, a3, o, a5, Bo, F1, B2 ve [ katsayilarn ise
agagidaki bi¢imde tanimlanmigtir
1 0% 1 0% 1 0°%

TN oA T T N a0, T T oy e
0 M@A'“O’ ! AA8A8A|“O’2 A@AE'“O’

1 8% | 1 8% |
a3 = T & u=0; = u=th
5T A, 0NN T 9N 0azan
1 9% o, 1 az‘ 3 1 a2z|
Oé:——u:7 — T 1 Ay |u=0, = 3 1 a9 lu=0,
VSNV Y D VO W Vi D VW WP PR

_ 1 9% _10'%
Po = ma—/\gh:m By = 68_/\‘;‘“:0‘ (5.11)

Alan Denklemlerinin Coziimleri

Bu boliimde (5.5)-(5.7) ve (5.8) ile verilen alan denklemlerine ¢6ztim aranacaktr.
O(e) mertebesinden denklemlerin ¢ézimi :

(5.5) ve (5.8); denklemlerinin formu incelenecek olursa, bu denklemlere

agagidaki bigimde bir ¢oziim onermenin uygun olacagi gorulir
Uy = U0<€7 T) + {U(Sa T>ei(wtik2) + k'e'}>

wy = Wo(&,7) + (W (€, 1)@ ke,
p1 = Po(&,7) + {PV(€, 7)) 1 e}, (5.12)

Burada k dalga sayisini, w acisal frekansi, U, ..., Pl(l) denklemlerin
¢oziimii sonucunda elde edilecek olan bilinmeyen fonksiyonlar1 gostermektedir.
Yukaridaki oneride yer alan k.e. kisaltmasi ile ilgili ifadenin karmasik eslenigi
gosterilmigtir.  (5.12) ¢Oziim Onerisi, (5.8); basing denkleminde kullanilirsa

agagidaki ifadeler elde edilir

Py = B1(Uy + ),

2

+ aph:k* + B1)U. (5.13)

P(l) _(_ mw
1 ( )\9}\

38



(5.12) ¢oziim Onerisi (5.5) denkleminde yerine konursa asagidaki ifadelere ulagilir

w2 p 2 (5.14)
L Nk b k2 '
Bu ifadeler 12
W22+ "; ) — aph Aokt — Bidgk? = 0 (5.15)

dispersiyon bagintisi saglanmak koguluyla gecerlidir.
O(€®) mertebesinden denklemlerin ¢ézimaii :

Bu mertebeden denklemlerin yapisi incelenecek olursa, asagidaki bigimde

bir ¢oziim 6nermenin uygun oldugu goriilecektir

2
Up = UQ(O) + {Z Uz(l)eil(”tsz) + k.e.},
I=1

2
—_ WQ(O) + {Z WQ(l)eil(wt—kz) + k.e.},

=1

2
pe =P+ {3 Pel k) 4 ke ) (5.16)
1=1
Burada UQ(O) s PQ(Z) , (&,7) yavag degigkenlerine bagh bilinmeyen
fonksiyonlardir. (5.16) ¢6ziim onerisini (5.8)s denkleminde kullanilir ve (5.15) ile
verilen dispersiyon bagintisi goz oniinde bulundurulursa asagidaki ifadeler elde

edilir

0) _ Bo(Up + hy)* + ﬁl( 04 ho) + [2(52 + f;) AQkQ + o KU (5.17)
2w mw\ oU
p _ (1) | 9 ou
! AMU + (oA k — AMZ)%
B
+[26 + — " AQkQ + ar\:k*|(Up + ha)U (5.18)
8w ﬁl 3@1)\ k2 2w2
PP =[5 - 2 L 2, 1
2 [>\9k’2 351] + (B2 + N + 5 )\ng]U (5.19)

(5.12) ve (5.16) ¢oziim Onerileri (5.6) denklemlerinde yerine yazilirsa agagidaki

denklemlere ulagilir

)\% Ag IWo 0, >\8WO 0F,

% T3 o 5% "o =" (5.20)
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WU : W i\ — E)a_g - [)\ (Up + hy) + EWL]U =0
M _pp) 20w U 2w 21
wWy ) Z)\gk’(k? )85 y WoU =0 (5.21)
3
20U — kWP — X2 =
Ao
2 2
WP — kPP~ 2 =0, (5.22)
A2k
(5.20) denklemlerinin (5.13); ile beraber ¢oziimiinden agagidaki esitlikler elde
edilir o) ou
Wo = U + C(r °=o. 5.23
o= 2urew), [o-5| R (5.29

Burada C(7), 7 degiskeninin bir fonksiyonudur.Ilk olarak 0Uy/9¢ biiyiikliigiiniin
sifirdan farkli oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda A? — (X\31/2) = 0 ve

U = 0 olmalidir. Bunun sonucu olarak asagidaki ifadelere ulagilir

2 2

3 P2 2

W(l) _
2 Nk 2

=u, v =w? =P =o. (5.24)

O(€®) denklemler ise asagidaki sekilde verilir

U N OWSY Uy | NdC(r) | 30Uy

e T e or T2 ar T "o
A oUy
(/\9 1(m)+C(7 ))ag =0
P owl” . 00 Us U, ( )
¢ - o€ + 5 )\2 o€ ﬁl A@ (7 )ag ﬁl . (5.25)
P biiyiikliigii ise
P = (U + ha) + Bo(Us + ha)? (5.26)

olarak verilir. Bu ifade kullamilir ve (5.25) denklemlerinden Wz(l) yok edilirse

asagidaki evoliisyon denklemi elde edilir

B |
B

an Ba 3 ol

D g g 5 e

+ (2 = 0. (5.27)

5

Burada evoliisyon denklemindeki sabit terimi yok edebilmek i¢in C'(7) fonksiyonu
C(r) = —(B1/N)hi(7) olarak segilmigtir. Elde edilen bu denklem degisken

katsayili KdV denkleminin dejenere bir formu olarak degerlendirilebilir.
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Diger durum da, 5 — 2A\%?/)\g # 0 olmasidir. Bu durumda, Uy, 7'nun
keyfi bir fonksiyonu olur ve C'(7) keyfi fonksiyonu sifir alinabilir. Boylece ¢oziim

agsagidaki sekilde elde edilir

2
WO = )\—BU()(T), P[) = ﬁl(Uo(T) + h1<7')) (528)
(5.18) denklemi ile verilen Pg(l) ifadesi (5.21) denklemlerinde yerine konur ve bu

denklemler arasimndan WQ(H yok edilirse

mw)\)]ﬁ_U n {[4k>\w
Ao, T O Ao

i[Qw(% —\) + Ak (aphk —

a1 oAk a1 gk
2 2
denklemi elde edilir. Bu denklemde 0U/0¢ nin katsayist imajiner, U’nun katsayisi

+(NoBa+ B1/2)k* + 100+ [(NofB2+ B1/2)k* + Jh}U =0 (5.29)

ise reeldir. Bu durumda, sifirdan farkli ¢oziimiin varolabilmesi i¢in bu katsayilarin

sifira esit olmasi gerekir. O zaman agagidaki denklemler elde edilir

w o 9 mAw,
2w(k A) + Aok (o k )\9)\2) =0,
AD\wk ag Mg\ k2
[A— + (N2 + B1/2)k* + %]Uo
9
Ao\ k2
+H(ofa + /20K + Sy =0, (5.30)

2
(5.30); denkleminin ¢oziimiinden A parametresi grup hizina esit ve agagidaki

bi¢imde elde edilir
B 20?2 4+ apdg N k*

A= .
wk(2+mk2/)\,)

(5.31)

(5.30)2 denkleminin ¢oziimiinden ise

)\ + 2 k2 + 011)\9)\2]64
Up=Ohi(r), ©=-— WEj bt 51/2) — l - (5.32)
[552% + (Ao + B /2)k? + 245

bulunur. Bu halde (5.21) denklemlerinin ¢oziimiinden ise agagidaki esitliklere

ulagilir
w2 2w \OU 2w o Wy
2w? diw w oU 2w . w w
pL _ 1 W B Yo W |
2 = e A(,kz(k )ag' —Agk[(,{ +40)0 + U (5.33)
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(5.19) ve (5.22) denklemlerinin ¢6ziimiinden

B2/ N+ Qoo + BOR? + 202 )y 2w

U(2) _
2 3Nk — 2w2] P T Nk

(2)
—U, _WUQ (5.34)

elde edilir.
O(e®) mertebesinden denklemlerin ¢ézimii :

Bu mertebeden denklemlerin ¢oziimii i¢in asagidaki bigimde ¢oziim 6nermek
uygun olacaktir

3
uz = U + {Z UPewt=k) 4 e},

=1

3
=W+ D Wk 4 ke },
=1

3
ps =P +{> P 4 kel (5.35)

=1
Burada Ug(o) y e ngl) , (& 1) yavas degiskenlerine bagh bilinmeyen
fonksiyonlardir. Bilinmeyen fonksiyonlari belirleyebilmek icin, sifirinci ve birinci
moddan denklemler yeterli olacaktir. (5.35) ¢Oztim onerisi (5.8)3 denkleminde

kullanilarak P{" biiyiikliigii asagidaki bicimde elde edilir

2 (1)
(1) _ 2w o ou mw QU
P = Ui+ 2iaodkog + 2i(aokk — SEE) =
mA? U 10w? .
+(A9Az — g, )8152 282 + 561/ Mo + 3 A\ k? — A2k2]U2(2)U
2 A Mk — 2200 4oy
+[208y + 1/ X0 + a1, )\zkg]( o+ ha)
Sa o
+[3(Bs — B1/A5) + A:k? (203 — Te) + 3\ kY (oo — 20) )\3k2]|U| U
+[285 + B1/ N 4+ ar A k2 — A2kQ](@+ 1)h USY
mAw p oU
21| —— - — hy —
+ Z[)\g)\z +)\zk(a1 )\9)](@4— )hl 85
a 2uw?
+[385 — Bi/Ap + Ak (0 — A;) + W](Q +1)%h2U. (5.36)
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(5.35) ¢oziim Onerisi (5.7) denklemlerinde kullanilir ve elde edilen diger esitliklerde

yerine konursa agagidaki denklem takimina ulasilir

Ul X oWl 1 4w £|Ul2+>\@%

e T2 e T Vae o7

N
Aé [(w + 20K)© + w]|UA(h} — hy) = 0,

oP” oWl 4w? 9 o ohy
_ =2 —
e Mae TomeaUl O )aT "

= Ba(0 4+ 1’17 + By(US” + ha) + [2(6 + +a1A KU (5.37)

A_g) )\2k2

(1) - 2
LY. g@U w oU, T w o°U
iwUs —W3 k 5 + (k

ou

: 1
P u@pr —aewOU — U9 £ ) U — (2 M) (O + 1) 2 5

)\0 )\9 )\9 k

20k 1, w  2M\k
_Z[(_ )(—) + )\e]hlUQ AQ [()\9 )\9 >\6

Ao Ao

2w (u_J )\)GUZ(I) n 2w? ou
>\0k5 k 85 )\9]{2 or
2i 2w w U 2w () 44w?

__(__)\)(__)\)6_52_)\_9‘%( U— o

e+ 2y + 1)U =0,

iwWH — ik P 4+

UPur +

2 aU
U — —(% - )\)[(k 1400 + ]hl 5

A
“lenu = (5.38)

4N w  2)\k

PV AR

Ao

Eger hy(7) fonksiyonunu reel fonksiyon olarak alirsak (5.37) denklem takiminin

¢oziimiinden agagidaki esitlikleri elde ederiz

U — 3TN FAAE N (B2 + B/ Ao) + w] VP + (B1Aa/2)ha
(A2 — Ng31/2] A2 — B1hae/2]
[B2Ne/2] [222(© + 1) + A\20] Hhy

(©+1)%h7 + £,

Ao — B1Mg/2] [A2 — B1Ae/2] or
2\ 2 4 2\ Oh
Wi = 2010 - S - e - el (539
0

(5.38) ile verilen denklemler arasindan U. él) , Wé ve P buyukluklerl yok edilirse
ve (5.39) denklemiyle verilen UZ(O) ve WQ(O) biiyiiklitkleri kullanilirsa U’yu yoneten

denklem olarak asagidaki degisken katsayili nonlineer Schrédinger denklemi elde

43



edilir
oU 9*U

. . ou
v S + ua|UPPU + w:shl(T)a—f + [pah (1) + psha(T)

dhl(T)
dr

Burada gy, ... ,ue katsayilarr agagidaki gibi tanimlanmigtir

U = 0. (5.40)

He

w w mA2k2 oAz Agk?
(B2 = MN)(g = ) + gt — sl

[ao Ao k2 + 2w? /K ’

M1 =

—16w?® 4 wk  3k?

fi2 = [ XAk + 2w /K] v T e T 7()\953 — B/ o)
0 0
5 ROV 5
PN (g — o2y 1 22000 () g /2) + [Badek? + 2 Bik?
1 2 2
JERRg B2 (Mo + ) k2 4 Burdgdek
g 1Ao7 3[hofBik2 — 207

+[—)\2 +4AXE + N5 (B2 + B/ M) + w]
Ag[AZ — Ng31/2]
at gk Awk
_.I_

x[Bo Aok + Bk /2 + I},
2 o
3 2 -1 g MAWK? 3
ps = [apAg A k> + 2w k] H{] o + Ak (ar — ap/Ng)](© + 1)
w 2w 4Nk 2w

—( - A)[(A_e + )\—0)9 + )\—9]}7

at gkt A wk
+ ]
2 by

Mg = [@0)\9)\21{53 + 2w2/k]_1{[ﬂ2)\9k2 + ﬁlk‘/Q +

[Ba)o/2] R 1679 97 R 619 D VP W
22— Gia 2] O+ 1)"+] 5 g + 5 (a3 — a1/ Ng)
w? 2wk 20k w 2M\k w
N et 1) — 2202 4+ 22092 4

AR N
2 D2 /2]

115 = [ooAe Ak + 207 /K] [Bodok® + Bik/2 +

22wk By

NS

at gkt A wk
_|_

M6 = [Oéo)\g)\zk3 -+ 2&)2/%]71{[/62)\9]{2 —+ /Blk/Q -+ 9 b\ ]
0

A2+ (Nf1/2)(0+1)]  4dwk

D2 — My /2) N b (5.41)
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(5.40) denkleminde yarigap degisimini gosteren hy(7) ve hq(7) fonksiyonlar:

sifirlanacak olursa, evoliilsyon denklemi standart NLS denklemine indirgenir

i— + i —— + po|U[PU = 0. (5.42)

5.3 Evoliisyon Denklemlerinin ilerleyen Dalga Coziimleri

Bu alt boliimde, 6nce standart NLS denkleminin daha sonra ise degisken katsayil

NLS denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimleri verilecektir
NLS Denkleminin Ilerleyen Dalga Céziimleri :

NLS denklemi dispersif ortamlarda bir boyutlu monokromatik diizlem dalgalarin
self modiilasyonunu karakterize eden bir denklemdir. NLS denkleminin kararl
¢oziimleri genellikle Jakobiyen eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade edilir ve farkh
haller icin karanlik ve parlak zarf solitonlari, faz sicramasi ve sabit genlikli
diizlem dalga ¢oziimlerini igerir. pypo > 0 veya pips < 0 olmasi, verilmisg bir
baglangic datasinin NLS denklemi tarafindan yonetilen asimptotik alanda uzun
bir zaman sonunda nasil yol alacaginin belirlenmesi agisindan énemlidir. (5.42)

ile verilen NLS denklemine agagidaki bigimde ilerleyen dalga ¢oziimleri onerelim
U(¢, 1) =V(n)e 9 p=¢—cr, c=sabit. (5.43)

Burada V() reel bir fonksiyon, K ve ) sabit sayilardir. (5.43) ¢oziim Onerisi

NLS denkleminde yerine yazilirsa

% av
,uld—nQ + (Q — M1K2)V + ,u2V3 + i(?ulK - C)d_n =0 (544)

adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin reel ve imajiner
kisimlarinin ayri ayr sifira esit olmasi igin ¢ = 2, K ve

d*V 9 3
'uld_T]z + (2= KV + V> =0 (5.45)

olmalidir. Bu diferansiyel denklem % ile garpilip 1 degiskenine gore integre

edilerse agagidaki denkleme ulagilir

av\® Q L1
— ) +(—-—K)HV?+ 2yt = (. 5.46
(dn) (/u ) 211 (5.46)
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Burada C' integrasyondan gelen sabit olup V' fonksiyonunun sonsuzdaki degeri

ile ilgilidir. Burada iki ayr1 durum incelenecektir

(i) Incelenen dalganwn lokalize olmasi hali : Bu durumda |n| — oo olurken V ve

Cfi—‘; — 00 oldugundan C' sabiti sifir olur. O zaman (85) denklemi agagidaki hali
alir )
dVv Q 2
— | +(— KV +—V'=0. 5.47
< dn ) (Ml ) 241 ( )

Bu denkleme V' = A sech(3n seklinde bir ¢oziim arayalim. Bu ifadenin kendisi ve

n’ya gore tiirevleri (5.47) denkleminde kullanilirsa agagidaki ifadeler elde edilir

A2
ﬁZ(QL;)l/ZA, szKQ—“QQ . (5.48)
Bu ¢oziim piq o > 0 durumunda gecerlidir.
(ii) Eger |n| — oo olurken |[V| — V5 ve % — 0 ise, bu durumda

dn
C =/ — KHVZ + (pa/2u1) Vg olur. O zaman (5.46) denklemi

d_V 2 E— 2 —V? H2 N2 2y
<dn> FOE KV =V 4 () V) =0 (549)

bulunur. Bu denkleme V = Atanh On seklinde bir ¢oziim arayalim. Gerekli

ttiretmeler yapilip (5.49) denkleminde kullanilirsa

A=Vo Q=mK’>— V2, b= (%‘f)l/?vo (5.50)

bulunur. Bu ¢oziimiin gegerli olabilmesi i¢in p;ps < 0 saglanmahdir. Yukarida

sunulan ¢oziimler, sirasiyla, zarf yalniz dalga ve faz sicramasina karsi gelir.

(iii) Eger |U| sonsuzda Uy sabitine yaklagirsa Nonlineer Schrodinger denkleminin

¢ozumiu asagidaki sekilde verilir

U(€,7) = UpelEE—9], (5.51)

NLS Denkleminin Dizlem Dalga Cézimlerinin Kararlilig

Bu boliimde nonlineer Schrodinger denkleminin diizlem dalga c¢oziimiiniin

kiiciik pertiirbasyonlar altinda kararlihigi incelenecektir. NLS denkleminin
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¢oziimu agagidaki formda verilebilir

U(fa ) - p(fa ) [ZOET (552)

Bu ifadede p(§,7) genligi ve 6(&,7) faz agisimi gostermektedir. Bu ¢oztim NLS

denkleminde yerine yazilirsa agagidaki diferansiyel denklemler elde edilir

ap 000000
00 Pp 00| p2 o5
Por M [% - pa_g] YA (5:54)

p ve 0 fonksiyonlar1 p = py ve 8 = 6y denge konumu civarinda asagidaki sekilde
seriye agcilabilir

p=potep+ep+ ..
0= 90 + 661 -+ 6282 + ... (555)

(5.55) agihmlart (5.53) ve (5.54) denklemlerinde yerine konur ve gerekli
lineerlestirme yapilirsa p; ve 6; i¢in asagidaki denklemlere ulasgilir

8,01 8291
a— + Uipo—== 852 = O, (556)

06, 32,01 2 o o
PG T Hige T Ty PP 0. (5.57)

(5.56) ve (5.57) denklem sistemi i¢in agsagidaki sekilde diizlem dalga ¢oziimleri

aranacaktir

(p1,601) = (A, B)elfe=a7, (5.58)

Bu ¢oztimler (5.56) ve (5.57) denklemlerinde yerine konur ve sifirdan farkl olma

kosulu kullanilirsa agagidaki dispersiyon bagintisi elde edilir

3
O = i K = Jppap” K (5.59)

Bu ifade yeniden diizenlenecek olursa

1/2 o 1/2
4K
Q = (—papa) ' (%) K (1 - SR ) (5.60)

21205

bulunur. (5.60) dispersiyon bagntisindan goriildiigii tizere verilen bir K igin
eger iy < 0 ise Q reel olacak ve p; ve 6y sinirh kalacaklardir. pipe > 0 ise
K < (3uy/p2)"?py/2 esitsizligini saglayan degerleri icin € kompleks olacak

ve dolayisi ile p; ve 6 simirsiz olarak biiytiyecektir. Bu nedenle pypy < 0
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ise Nonlineer Schrodinger denkleminin dalga coziimleri kii¢lik pertiirbasyonlar
altinda kararli oldugu, ;0 > 0 ise kararli olmadigi sdylenebilir. pq s ¢carpiminin
sifir oldugu hale ise marjinal hal adi verilir. Bu durumda NLS denklemi lineer

hale dejenere olur.
Degisen Katsayle NLS denklemine Ilerleyen Dalga Coziimleri:

Bu boliimde (5.40) ile verilen degisken katsayili NLS denklemine ilerleyen
dalga ¢oztimleri sunulacaktir. Bunun i¢in (5.40) denklemine asagidaki bi¢imde

bir ¢oziim onerelim
U(g, ) = V(¢)e0MHREEmIan ¢ = ¢ — ¢(r) (5.61)

Burada K ve (2 ¢oztimden belirlenecek olan sabitler, v(7), ¢(7) ve ¢(7) ¢éztimden
belirlenecek olan fonksiyonlar, V'({) ise reel bir fonksiyondur. (5.60) ile verilen

¢Oztim Onerisi (5.40) denkleminde kullanilirsa

" dhl d’y . dgb ’ 3
hathd Sl 9 K _ ¥
Vo (o —— = )&V 2y + K) + pyhy = )V + paV
d
Hpahi + psha — pa(y + K)o — pny® = 2y K — i K2+ Q + d—f]V =0 (5.62)

Bu denklemi standart NLS denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimiine formel olarak

indirgeyebilmek icin, katsayilarin asagidaki iligkileri saglamasi gerekir
A7) = pohu(r), 6(r) = 2K+ [ G + )l ()ds,
o) = [ 1=tushals) + s = o+ s i)
+(2M1M6 + Mg)Khl(S)]dS (563)

Bu iligkiler saglandiginda (5.62) denklemi asagidaki diferansiyel denkleme
indirgenir

V' 4+ (Q = i KAV 4+ 1,V =0 (5.64)
Standart NLS denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimiinden yararlamirsak (5.64)

denkleminin ¢oztimleri agagidaki bicimde verilir

(1) 1o > 0 ise

V() = Csech[(;—:l)l/zCC] (5.65)
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olur. Burada standart NLS denklemi ¢oziimiinde belirtildigi gibi
Q= K? — pC? /2 olarak verilir.

(11) e < 0 ise

V() = Ctanh[(—;—:l)l/zCC] (5.66)

olur. Burada Q = p K% — poC? olarak verilmistir. Her iki halde de C yalniz

dalganin genligini ifade etmektedir.

49



6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada, ici sikigmaz viskoz olmayan bir akigkanla dolu degisken yaricapli,

ince elastik tiiplerde nonlineer dalga yayilimi problemi incelenmistir.

Ik olarak konu ile ilgili ge¢miste yapilan calismalardan kisaca bahsedilmis
ve bu caligmalarda tiip yaricapinin degismez kabul edildigi, yarigapin degistigi
caligmalarda ise bu geniglemenin dogrusal olarak kabul edildigi ortaya konmustur.
Oysa bu ¢aligmada yarigap degisimi bir fonksiyonla temsil edilerek, diger yapilan
caligmalara nispeten fiziksel kogullara daha uygun bir model kullanilmigtir.
Problemin incelenmesinde kullanilacak olan pertiirbasyon yontemlerinin kisaca
ozetlenmesinden sonra, igerisinde sikismaz viskoz olmayan bir akigkan bulunan
yaricapt degisken ince elastik tiipte nonlineer dalga yayilimi probleminde
kullanilacak olan alan denlemleri elde edilmistir. 1ndirgeyici pertiirbasyon
yontemi kullanilarak problem, uzun dalga yaklagimi altinda genel halde ve
baglangi¢ deformasyonun belirli bir degeri i¢in ; katsayisinin sifir olmasi halinde
incelenmis ve yonetici denklem olarak degisken katsayili Korteweg-de Vries ve
degisken katsayili modifiye Korteweg-de Vries denklemleri elde edilmistir. Bu
yonetici denklemlere ilerleyen dalga ¢oziimleri sunulmus ve dalga hizlarinin
ifadeleri elde edilmistir. Bu hiz ifadelerinin incelenmesinden, yaricapi genisleyen
tiplerde sabit yaricaplh tiiplere gore dalga hizinin azaldigi goriilmiig ve yarigapi
daralan tiiplerde sabit yaricaplh tiipe gore dalga hizinin arttigr gériilmiistiir.

Caligmanin son bolimiinde, i¢i sikismaz viskoz olmayan akigkanla dolu,
yaricapl degisken ince elastik tiiplerde nonlineer dalga modiilasyonu problemi
incelenmigtir. Bu amacla indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilarak yonetici
denklem olarak degisken katsayili nonlineer Schrodinger denklemi elde edilmistir.

Daha sonra da bu yonetici denkleme ilerleyen dalga ¢oztimleri sunulmugtur.

Bu ¢aligmada incelenen problemlerde damar bir mambran gibi igleme sokulmusgtur
ancak mambran denklemleri kalinhigin ortalama yarigapa orammnim 1/20’den
daha kii¢iik oldugu durumlarda gegerlidir. Biyolojik uygulamalar goz oniine
alindiginda, bu oranin 1/6 ve 1/4 arasinda oldugu gercgegi, incelenen problemde
mambran denklemlerinin gegerli olmadigini ortaya koyar. Gergekci bir yaklagim

damarin kalin tiip olarak kabul edilmesini ve iglemlerin buna gore diizenlenmesini
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gerektirir.  Ayrica deneysel caligmalar, damarlarin viskoelastik ve anizotrop
yapida oldugunu gostermektedir. Daha gercek¢i bir modelleme igin, bu verilerin
de goz oniinde bulundurulmas: gerekir. Iste bu problemler gelecekte tizerinde

calisilmas: gereken 6nemli konulardir.
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