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ONSOZ

Yer ¢ekimi kuvveti herzaman ilgi ¢ekicidir.  Tarih boyunca
insanlarn konuya yaklasimi mistik veya bazi kisilerin goriiglerini kabul
seklinde belirmektedir. Uzun yillar boyu Aristo’nun diigiinceleri egemen
olmus, konu ile ilgili modern anlayig son tgyiz yida sekillenmigtir.
‘Literatiir aragtrmalarn swasinda, kiitle ¢ekimi hesaplarinda, analitik
yontem kullamldigr g6riilmis olup sonlu elemanlar yonteminin kullantiidig1
hakkinda bir kayda rastlanmamistir. Bu agidan Kkiitle ¢ekiminin
hesaplanmas: digtinilmiistir.

Master tezimi hazirlamamda bana yardmmim esirgemiyen degerli
hocam Dog. Dr. Arif N. GULLUOGLU’na ve saym Prof. Dr. Zekai
SEN’e tesekkiiri bir borg bilirim.
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Ugak Miihendisi

it



ICINDEKILER

ONSOZ ..o ii
ICINDEKILER .. ..ot iii
OZET . o \
SUMMARY . ... i vl
BOLUM 1

EVRENSEL KUTLE CEKIM KANUNU

0 € ¢ 2 P 1
11 Newton OnCesi ... .......oooiiiioi i 2
1.1.2 Newton ve SONrast gravitaSyorl ... ... ............oo tuenr vnonnn.. 4
1.2 Kiiresel simetrik bir kiitlenin kiitle gekim etkisi ... .................... 6
BOLUM 2

KUBIK BIR CISMIN CIVARINDAKI BIR m KUTLESI UZERINE UYGULADIGI
KUVVETIN BIR DOGRULTU BOYUNCA DEGISIMININ SONLU
ELEMANLAR KULLANILARAK HESAPLANMASI

2.1.1 kiitle gekim kuvvetinin hesaplanmasinda kullanilan yontemler ... ... 13
2.1 Kiitle gekim kuvvetinin hesaplanmasinda kullanilan yéntemler . . . .. ... 14

2.2 Kiibik bir cismin civarindaki bir m kiitlesi lizerine uyguladigi kuvvetin bir

dogrultu boyunca degisiminin sonlu elemanlar kullanilarak hesaplanmas . . . . . 15
2.3 Kiip eleman i¢in sonuglarmbulunmast . . . .. ............. .. .... 16

it



BOLUM 3.

VEKTORLER VE SONLU ELEMANLAR KULLANARAK KUP CIVARINDAKI
KUTLE CEKIM KUVVETININ HESABI

3.1 Vektorlerin Skaler Carpimi . . . . ... .ottt it e e 19
3.2 Vektorler Ve Sonlu Elemanlar Kllanarak Kiip Civarindaki Kiitle Cekim

Kuvvetinin Hesab1 . . . . . . . 0 i i i i et e e e e e et e e e e et 20
BOLUM 4
SONUCLAR VEYORUMLAR . ... ...ttt ittt 24

EK 1 PASKAL PROGRAMLARI
EK 1.1 PASKAL PROGRAMINDA KULLANILAN NOTASYON . . ... ... 25



TABLO LISTESI

Tablo 2.1 Bir birim boyutlu alt kiiplerin kiitle merkezlerinin koordinatlar1. . . . ... 14
Tablo 2.2 Alt kiip elmanlarin boyutunu iki birim aldiktan sonra elemanlarin kiitle

merkezlerinin koordinatlarmuin son durumu . ....... .. ... .. . L., 15
Tablo 2.3 27 kiip elemamn kiitle merkezlerinin koordinatlarn ............. .. 18

Tablo 2.4 Kiibiin kenar uzunluguna bagh olarak kiip elman sayisin degigimi . . . 18



SEKIL LISTESI

SEKIL 1.1 Ay ve elmarun yerin merkezine dogru ivmelenmesi. . . ... ........ 5

SEKIL 1.2 Bir kiiresel kabugun ds pargasimin, kiitlesi m olan bir pargacik iizerinde

kiitle gekim etkisi. . .. .. ..o e e 7
SEKIL 2.1 8 Kiip elemanm bir kiibiin igine yerlegtiriligi . ..... ............. 14
SEKIL 2.2 Kiip elmanlarin ve m kiitlesininyerleri ........ .............. 16
SEKIL 3.1 Iki vektérarasmdakiagt .............. ........... ....... 19

SEKIL 3.2 Bir kiibiin digindaki bir nokta ile kiip igindeki rasgele bir eleman
arasindaki vektorin durumu . . ... .. L 21

i



OZET

Biitiin 6mriimiz boyunca hep ayaklanimiz {izerinde durmaga caliginiz. Birgey
bizi hep yerde tutmaktadir. Caglar boyunca insanlar bu konuyu merak etmis olmalilar
ki, bu konuya pek ¢ok aciklama getirmislerdir. Bu agiklamalari: (1) Newton 6ncesi,
(2) Newton sonrast, diye guruplandirabiliriz.

Newton Oncesine gore: Kainattaki herseyin ait olduklan bir ilk yer, orijin,
vardir, Cisimler bu ilk olustuklan yere dénmek istemektedirler. Suyun akigi, havaya
atilan tagin yere diismesi, bu maddelerin kainatin merkezine gitme egilimlerinden
dolayidir. Kainatin merkezi ile diinyanin merkezi ¢akigmaktadir.

Newton ile birlikte gravitasyon kavramu degismis, ‘‘Biitiin maddeler biri
birlerini, kiitleleri ile dogru ve aralanndaki uzakligin karesi ile ters orantii olarak
gekerler ° gekline gelmigtir.

Maddelerin aralanndaki uzaklik kavram ile, kiitle merkezleri arasindaki
uzaklik alinmasi, yalmzca noktasal yiikler ve kiiresel simetrik cisimler igin gegerlidir.
Gok cisimlerini, noktasal bir kiitle gibi kabul adabiliriz. Bunun isbati verilmigtir.
Kiibik bir cismi noktasal bir kiitle gibi diigiinemeyiz.

Bu calisma ile kiibik bir cisim, alt kiip elemanlara béliinmiis, civanindaki bir
noktasal m kiitlesine, bir dogrultu boyunca uyguladigi kuvvet bulunarak, kiibiin
kitlesine esdeger kiiresel bir kiitle igin bulunan sonuca oranlanmustir. Bilahare
vektorler yardimu ile hesaplama yapilmug, istenen herhangi bir dogrultu igin benzer
hesaplarin yapilabilecegi bulunmustur.
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SUMMARY

DEVELOPMENT OF GRAVITATIONAL THEORY

Until Newton's findings, around 1665 it was not realised that both the movement
of celestial bodies and the free fall of objects on Earth are determined by the same force.
The classical Greek philosophers for example, did not consider the celestial bodies to be
affected by gravity because the bodies were observed to follow perpetually repeating, non-
descending trajectories in the sky. Thus, Aristotle considered that each heavenly body
followed a particular "natural" motion, unaffected by external causes or agents. Aristotle
also believed that massive earthly objects possess a natural tendency to move toward the
Earth's centre. These ideas have prevailed for centuries that a body moving at constant
speed requires a continuous force acting on it and that force must be applied by contact
rather than interaction at a distance. These views impeded the understanding of the
principles of motion and precluded the development of ideas about universal gravitation.

The 17th-century German astronomer Johannes Kepler accepted the Copernican
perspective in which the planets’ orbit the Sun rather than the Danish astronomer Tycho.
Kepler described the planetary orbits with simple geometric and arithmetic relations.
Kepler's three quantitative laws of well known planetary motion are: (1) the planets
describe elliptic orbits with the Sun.at one focus (one of two points inside an ellipse: rays
coming from one of the points bounce off any side): (2) the line joining a planet to the Sun
sweeps equal areas in equal times; and (3) the square of the period of revolution of a
planet is proportional to the cube of its average distance from the Sun. During these same
period the Italian astronomer and physicist Galileo made progress in understanding
"natural’ motion for earthly objects. He realised that bodies that are uninfluenced by
forces continue indefinitely to move and that force is necessary to change motion. In
studying how objects fall toward the Earth, Galileo discovered that the motion is one of
constant acceleration. He was able to show that the distance a falling body travels from rest
in this way varies as the square of the time.

Newton discovered the relationship between the motion of the Moon and the
motion of any falling body on Earth. His gravitational theory explained Kepler's laws and
established the modern quantitative science of gravitation. Newton assumed the presence
of an attractive force between all massive bodies, one which does not require bodily
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contact and acts at a distance. By invoking his law of Newton observed that a force
exerted by the Earth on the Moon is needed to keep it in a circular motion rather than
moving in a straight line. He realised that this force could be at long range, the same as the
force with which the Earth pulls objects on its surface downward. When Newton
discovered that the acceleration of the Moon is 1/3.600 smaller than the acceleration at the
surface of the Earth he related the number 3.600 to the radius of the Earth squared. He
calculated that the circular orbital motion of radius R and period T requires a constant
inward acceleration A equal to the product of 4.%” and the ratio of the radius to the
square of the time:

4AT*R

A= =
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Newton applied his result to the Moon's orbit, which has a period of 27.3 days
and a radius of about 384.000 kilometres (approximately 60 Earth radii). He found the
Moon's inward acceleration in its orbit to be 0.0027 metre per square second, the same as
(1/60)* of the acceleration of a falling object at the surface of the Earth. Because Newton
could relate the two accelerations to a common interaction. He deduced that the
gravitational force between bodies diminishes as the inverse square of the distance between
the bodies. A further result, that the mass of the Earth acts gravitationally on the outside
world as if the mass were concentrated at the planet's centre. Newton proved it to be true
for all spherically symmetric bodies.

Newton saw that the gravitational force between bodies must depend on the
masses of the bodies. Since a body of mass M experiencing a force F accelerates at a rate
F/M, a force of gravity proportional to M would be consistent with Galileo's observation
that all bodies accelerate under gravity toward the Earth at the same rate. In Newton's
equation. Fy, is the magnitude of the gravitational force acting between masses M; and M,
separated by distance ri.

GM, M.
F,= "‘—12—2_ @)
N

The constant G is a quantity with the physical dimensions (length)/(mass)(time)? its
numerical value depends on the physical units of length mass and time used. The attractive
force of a number of bodies of masses M; on a body of mass M is

Fe GMZ‘;I My,

n

®)

Where ¥; means that the vector forces due to all the attracting bodies must be added
together. This is Newton's gravitational law essentially in its original form.
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Equations (1) and (2) above con be used to derive Kepler's third law for the case
of circular planetary orbits. By using the expression for the acceleration A in equation (1)
for he force of gravity for the planet G.M,. M, / R? divided by the planet's mass M the
following equation, in which Ms is the mass of the Sun. is obtained:

)

2
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Newton was able to show that all three of Kepler's observationally derived laws
follow mathematically from the assumption of his own laws of motion and gravity. In all
observations of the motion of a celestial body, only the product of G and the mass can be
found. Newton first estimated the magnitude of G by assuming the Earth's average mass
density to be about 5.5 times that of water (somewhat greater than the Earth's surface rock
density) and by calculating the Earth's mass from this. Then. taking Mg and rz as the
Earth's mass and radius. respectively, the value of G was that numerically comes close to
the accepted value of 6.6726x10- ms™/kg

8z
G==>= 5

Comparing g = GM, above for the Earth's surface acceleration g with the R*/T?

2
Tg
ratio for the planets. a formula for the ratio of the Sun's mass. Ms to Earth's mass. Mg, was
obtained in terms of known quantities. Rg being the radius of the Earth's orbit:

2 2
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It was already known in Newton's day that the Moon does not move in a simple
Keplerian orbit. Later, more accurate observations of the planets also showed
discrepancies from Kepler's laws. The motion of the Moon is particularly complex:
however, apart from a long-term acceleration due to tides on the Earth, it can be
accounted for by the gravitational attraction of the Sun, the Earth, and the other planets. In
addition, the gravitational attraction of the planets for each other explains almost all the
features of their motions. The exceptions are nonetheless important. Uranus the seventh
planet from the Sun, was observed to undergo variations in its motion that could not be
explained by perturbations from Saturn, Jupiter, and the other planets. Measurements of
the motion of the innermost planet, Mercury,, over an extended period led astronomers to
conclude that the major axis of this planet's elliptical orbit processes in space at a rate 43
are seconds per century faster than could be accounted for from perturbations of the other
planets. In this case, however, no other bodies could be found that could produce this



discrepancy, and very slight modification of Newton's law of gravitation seemed to be
needed. Einstein's theory of relativity precisely predicts this observed behaviour of
Mercury's orbit.

In the last three hundred years long, the development of gravitation understanding
became a section of the classical mechanics. When somebody would like to find out how
a body produces gravitational force onto another one three things must be in
consideration; First, the shape of the body. Second, the element shape that it is easy to
locate the centre of gravity of the element. And third, the coordinate system that would be
helpful demonstrating the calculations. As long as I see when I was studying on the
subject I found out that the traditional mass element is very small (differential) elements.
The selection of the elements will determine whether the resulting integral be a single, a
double, or a triple. If we would like to have an exact solution, for any body that doesn’t
have symmetrical planes then we need to know the orientation of the gravitational force
on an element.

In my study I tried to find out a cube’s gravitational attraction on a very small body
that can be accepted as a point mass, by dividing the cube into different number of finite
cube elements. The least of the element number may be one. By trying to calculate it we
will find out it is like a point mass. After this attempt we can conclude that the least
number is eight and if we continue using integers, next possible element number is twenty-
seven and it goes on the cube of four, five etc. I went on trying the higher number of
cube elements as much as one million. I found out that it has no difference by using two-
thousand or one million.

Another view is to make the results compare with a point mass that as if it was
located on the cube’s centre of gravity. I divided the resultant force by the point mass’
gravitational force that had already been mentioned above.

At the beginning of my study I accepted the cube dimension 1, but I saw that the
higher the number of elements the smaller the cube elements dimensions. All the time I
had to use ratios. I decided to use the cube elements dimensions one each time that I took
more elements. The dimensions of the cube become larger and larger. The location of the
mass m was bigger each time. I divided the distances by the radius of the sphere that it’s
mass is equal to the mass of the cube. So my results weren’t affected by the dimensions of
the cubes.

It is easy to use the cube element dimensions as 1 but I fount out it would be easy
if I accept the dimensions 2 because of the location of the element’s centre of gravity
would be integer.

X1



1 also decided to calculate the desired results for any directions instead of just for x
directions. So I applied vectors on finding the element’s centre of gravity.

In summary we can accept a cube as a point mass if some approximations can be
convenient. As an example, if one percent approximation is acceptable, than we can
accept the cube as a point mass after two and half times of equal sphere radius.



BOLUM 1

EVRENSEL KUTLE GEKIM KANUNU

1.1 Giris

Insanlar daima cevrelerinde olup biteni anlamaga c¢aligmuglardir. Bilinmiyen
konular daima korku uyandirmis ve insanlan gareler diisinmege zorlamistu. Bazilan
bir koruyucu ararken bazilar1 da bilinmeyeni agikhifa kavusturma gabasina girmigtir.
Gravitasyon veya kiitle gekimi de bizi en ¢ok ilgilendiren konulann baginda gelir.

Bu g¢ahgmamda 6nce konu ile ilgili antik ¢agdaki agiklamalan ve bugiinkii
kavramin ortaya cikanligi, sonra kiiresel simetrik bir kiitle i¢in kiitle ¢ekim kuvveti
anlatlmugtir. Ikinci bélimde sonlu elemanlar kullanilarak, kiibik bir cismin civarindaki
bir m kiitlesine uyguladig: kiitle gekim kuvvetinin bir dogrultu boyunca degigimi
incelenmigtir. Ayni cismin vektorler yardim ile, sonlu elemanlara ayrilmis hali igin de
¢oziimiin nasil bulunacag: eklenmisti. Bu durumda, istenen herhangi bir dogrultu
igin kiibik cismin civarindaki bir m kiitlesine uyguladign kiitle ¢ekim kuvvet
bulunabilmektedir. Turbo Paskal dili ile yazilmig program ¢iktist datalar ve grafikler
ise Ek.1 ile verilmigtir.



1.1.1 Newton Oncesi

Gravitasyon kavramu ile ilgili antik ¢aglarin ve modern zamanlarin anlayiglan
arasinda gok belirgin farklar olacag agikardir. Onyedinci yiizyildan itibaren bilim
adamlan, gravitasyonu maddenin temel ozelliklerinden biri olarak kabul
edebileceklerini diisiindiiler. Bir kiitle dierini ihtiva ettifi madde miktan ile ve
aralanindaki uzakligin karesine ters olarak bagli bir kuvvetle geker. Antik ve orta
caglarda ise gravitasyonu maddenin kendisine bagh olarak degil, bulundugu pozisyona
bagh kabul ettiler. Aristonun zamamnda, her maddenin &nceden belirli bir yeri vardi
ki herhangi bir gekilde oradan ayrldiginda oraya geri ddnme egilimi oldugu kabul
edilmisti. Taglar yere dogru diiserlerdi giinki onlarin asilyeri olan kainatin orijinine
ulagmak istiyorlardi. Bu orijinle de yerin orijini ¢akigtk veya aralarinda gok az mesafe
vardl. Fakat ¢amurlu ve sulu seyler, diinya kainatin merkezinde olmasa da onlar
kainatin merkezine dogru gidiyorlardi. Tipki hava ve alev gibi seylerin aym
yoriingesinin altinda onlart gokytiziine dogru gekecek orijinleri diginda higbirseyin
olmamasina ragmen yukariya dogru hareket etmeleri gibi...

Gravitasyonla ilgili bu anlayiy, Kopernik’in teorisinde problemler ¢ikarmaga
basladi. Taglar agik¢a yere dogru diiserler, fakat eger diinya bir yilda giines etrafinda
bir tur attyorsa evrenin merkezinde olamazdi. Bu yuzden Kopernik, Giines, Dinya,
Ay ve gezegenler gibi kiitlelerin herbirinin kendi gravitasyon sistemi oldugunu,
boylece uzayda bir tagin en yakin gok cismine dogru digecefini ortaya atti.
Kopernik’in diigiincesine gore gravitasyon, maddelerin evrenin merkezine dogru
gitmek istekleri yerine, konulduklart herhangi bir yerde kiiresel bir sekil icinde
toplanma egilimiydi. Fakat hala O, geometrik olarak, kiirenin merkez noktasin
gravitasyonun odak noktasi olarak disiiniiyordu. Kopernik soyle yaziyordu:
“Diinyanin elementi en afirdir ve bitiin agir seyler ona dogru gekilirler, en orta

noktaya varmak isterler.”’

Kopernik, giines sisteminin kitlelerinin birbirlerini, kendi gravitasyon
sistemleri 6lgiinde etkilediklerini diigtinmedi. Gok cisimlerinin diziligleri ve onlarin
hareketleri, herhangi bir mekanik kabul veya gravitasyonla belirlenmedi. Gok



cisimlerinin hareketleri tamamen dogaldi ve bunun yaminda gezegenlerin hizlan ve
yoriingelerine bagh olarak matematik dizilerle belirlenmigti. Kopernik, gezegenler
aras1 uzayin yapisiu ne sekilde oldugunu belirtmedi, fakat ondan sonra, Keppler,
Kopernik’in, biribirlerinin igine yerlermis donen, ayni merkezli kat: kristal prizmalarin

yiizeylerinde gomiilii olarak gezegenleri tagidigina inandifmi sdylemistir.

Tyco Brache ve digerleri tarafindan 1577 yihinda bir kuyruklu yidizin, giines
sistemi iginde, aristo uzay tarafindan belirlenen prizmatik kabuklarin hepsini kesip

gegmesi ile, boyle bir kabul dislanmug oldu.

Tyco Brache §dyle yazryordu: ‘Simdi bana gore agikgasi gokyliziinde hig kati
kiire yok ve otoriteler gokytiziindeki cisimlerin hareketlerini agiklayabilmek amaciyle
kendi hayal giiglerinin miisade ettigi 6lgiide bir kiiresel cisimden bahsettiler.’

Fakat eger kristal kiireler yoksa, gokcisimlerini neyin hareket ettirdigi ve
onlarin diizenliliginin nasil saglandifi sorusu ortaya ¢ikti. Gok cisimlerinin  biri
birlerinden bagimsiz olarak kendi akortlarina gore hareket ettiklerini aralarinda bir
diizen olmadigim sdylemek mumkindti. Francis Bacon soyle yaziyordu: ‘Gok
cisimleri ile ilgili itk soru, Diinya ve Gok cisimlerini igine alan tek merkezli bir global
sistem var mi, yoksa Diinya ve yidizlarn biribirlerinden bagimsiz olarak, uzayda

rasgele dagilmus, diger sistemleri ilgilendirmeyen kendi global sistemleri mi var?’

Bununla beraber, modern bilimin 6nciileri, g6k cisimlerinin diizenli
hareketlerine bakarak, belirli bir prensibe dayanan, Diinya, Ay, Giines ve gezegenlerin
icinde bulundugu bir global sistemin oldugu yolunda izlenimlerini belirttiler.
Collchester’li  William Gilbert, 1600 wilinda giines sistemini bir arada tutan
‘principle’in magnetizma oldugunu soyledi. Gilbert manyetit tagi ile pek ¢ok
denemeler yapiyordu. Bakti ki tas ne kadar biylikse demiri o kadar fazla gekiyor.
Denemelerinden birinde manyetitin demiri ¢ekmesinin tersinir oldugunu gordii.
Demir de manyetitin kendisini g¢ekti§i kuvvetin aymstyle onu ¢ekiyordu. Bu
denemeler sonunda gravitasyonun odak noktasi ile degil madde miktan ile ilgisi
oldugunu digtindt. Gilbert’in bu aragtumalan bugilinki gravitasyon anlayigiu



baslatmaktadir. Bunlardan kiiresel olanlarla Yer arasinda bir benzerlik kurdu ve yerin
{izeri kayalar ve toprakla ortiilii dev bir kiiresel miknatis oldugunu sdyledi.

Gilbertin fikirleni zamaninda ¢ok etkileyici idi ve Keppler tarafindan dikkate
alindi. Keppler zamaninda, eylemsizlik kavramum bilinmedigi i¢in, aymn diinyaya
diigecegini hesapladi. Bu durumda Ginesin manyetik etkisi gezegenleri bir arada
tutabilmek igin, tipki yumurta ¢irpan kasik gibt déndariici olmaliydi. Keplere gore
gezegenlerin yoriingesi eliptik, Galileo’ye gore daireseldi. Ondan sonraki yillarda
Descartes de O’nu desteklemis, Keppler’in ¢aligmalarina kayitsiz kalmuglardir.

Descartes’in fikirleri Christian Huygens tarafindan denemelerle isbatlanmaga
¢abisimig, sonuglar O’nu desteklemese de ilk defa merkezkag kuvveti ile ilgili ilk
izlenimleri ortaya koydu. Italyan fizik¢i Alfred Borelli, Gezegenleri karsilikli biri birine
ceken bir kuvvetten dolay: yoriingelerinin eliptik oldugunu séyledi.

Ingilterede’deki Stuart bilim akademisinde bir gurup bilim adammmn galigmalan
ile kiitle gekiminde modern anlayiy gelismistir. Bunlar: Edmund Halley, Isaac
Newton, Robert Hook ve Christopher Wren baghcalandir. Asagida Newton ve

sonrasi gravitasyon kavaramimn geligimi anlatilmaktadir.

1.1.2 Newton ve Sonrasi Gravitasyon.

Eski caglardan beri insanoglu iki 6nemli gézlemin nedenini arastirmugtir.
Bunlar : (1) Serbest birakilan cisimlerin yere diigmesi (6rnegin bir tag). (2)
Gezegenlerin  hareketleridir. Bu c¢aglarda giines ve ay gezegen sinifindan
sayithirlardi. Ik zamanlar bu iki problem biribirinden bagmsiz olarak
diigiiniilmugtiir. Isa-ac Newton, kendinden once yapilan caliymalart da dikkate
alarak, tim problemlerin tek bir kanunla g¢ozilebilecegini gostermigtir. 1665
yiinda 23 yasinda olan Newton, veba salgim yiiziinden, yiiksek tahsilini
sirdirmekte oldugu Cambridge sehrinden aynlarak, Linolnshire’e goé¢ etmek
zorunda kalmigtir. Yaklagik elli yil sonra, Newton soyle yaziyordu. “ O willarda



kiitle g¢ekiminin etkisini, aymn yoringesine kadar genigletmeyi disindiim. Ayt

yoringesinde tutan kuvveti, yerylizeyindeki kiitle g¢ekimi kuvveti
kargilagtirdigimda , biribirine olduk¢a yakin oldugunu goérdiim.”

Earth

Sekil 1.1 Ay ve elmanin yerin merkezine dogru ivmelenmesi

Ay dolamim periyodu ve yoriinge yangapi bilindiginde yere yonelmis
ivmesi, 0,0027 m/ s’ olarak hesaplanir. Bu deger kitle ¢ekim ivmesi g den
3600 defa daha kigiiktir. Newton, Kepler'in dgiinci kanununu géz Oniine
alarak, bu farki, “Serbest digen bir pargacigin ivmesi, pargacigin yerden

uzakliginin karesiyle ters orantiidir.” varsayimu ile agiklamustir.

ile

Hemen akla gelenbilen soru “yerden uzaklk” ile ne demek

istenildifidir. Newton, yerylizeyindeki her bir pargacigin diger parcaciklarla kiitle
gekimi ile bagh oldufunu goéz oniine almuigtir. Boylece Newton, yerin kiitlesini

merkezinde toplanmis gibi kabul etmigtir.



Ornegin diinyayi, giinese goére bir pargactk gibi kabul edebiliriz.
Bu ¢ok agik olmamakla birlikte, elmayr diinyaya gore bir pargacik gibi

diiginmemize benzer.

Newton’un evrensel kiitle ¢ekim kanununun ifadesi asagidaki
gibidir:

Kitleleri m, ve m,, aralarmdaki uzaklik v olan iki par¢acigm

birbirini ¢ekme kuvveti, bu pargaciklar: birlegtiren dogru boyunca etkir ve
biyiikliigi:

F =gl (1.1)

ifadesi ile verilmigtir.

1.2 KURESEL SIMETRIK BIR KUTLENIN KUTLE CEKIM
ETKISI

Daha once de belirttigimiz gibi, bir kire, diginda bulunan pargaciklar,
tiim kiitlesi merkezinde toplanmig gibi ¢eker. $imdi bunun isbati yapilacaktir.

Sekil 1.2’de gosterildigi gibi kalinlig1 t olan bir kiiresel kabuk diisiinelim.
Bu kalinhik kiirenin yangapmna (r) oranla ¢ok kiigiiktiir. P noktasindaki kiitlesi
m olan parcacifa kabugun uyguladigs kutle-gekim kuvvetini gézéniine alalim.
Kabugu olugturan herbir pargactk P noktasina bir kuvvet etki ettirir. Bu kuvvet
denklem (1)’ kabuk tzerindeki kigiik parganin kiitlesi ile dogru orantih fakat
bu parga ile P noktasi arasindaki uzakhifin karesi ile ters orantiidir. P
noktasina
etkiven  bileske kuvvet, kiresel kabuklarin teker teker P noktasinda
olusturduklan kuvvetlerin toplamimna esittir.



Kiiresel kabuk iizerinde ve ¢apm iki ucunda m Kkiitlesinden esit uzaklhkta
bulunan A ve B noktalarmi diigiinelim. Bu noktalarda esit kiitleli kiiresel kabuk
pargalarmi g6zoniine alahm. A noktasmdaki kiigiik kiiresel kabuk m kiitlesini F,
kuvveti ile, aym sekilde B noktasmdaki kabuk m kiitlesini F#, kuvveti ile
¢eker. Bu iki kuvvetin m iizerindeki bileskesi 7, + F, dir. Ancak bu kuvvetlerin

Sekil 1.2 Bir kiiresl kabugun ds pargasmm, kiitlesi m olan bir pargacik
tizerinde kiitle ¢ekim etkisi

diisey bilesenleri  biribirlerini  yokederler. Yatay bilesenleriF,.Cos (a) ve
F,.Cos (a) ise biribirlerine esittir. Kiiresel kabugun yukandaki gibi kiigiik
pargaciklara béliinmesi halinde tiim diisey bilegsenler biribirlerini yokederler. Ust
yan kiiredeki kiigiik bir kiitle eleman, m tizerine dogru bileseni olan bir etki
dogurur.Ust yarikiireye gére simetrik olan kabugun alt yarikiiresi, kiigik kiitle
elemanm1 m {izerine agagiya dogru yonelmis bir kuvvet etki ettirir. P de etkin
olan asagy ve yukan dogru olan kuvvetler biribirlerini yok ederler. Béylece m
tizerindeki bilegke kuvvet, bu kuvvetlerin yatay bilesenleri goz oniine almarak
hesap edilir.



Sekilde oldugu gibi kabuk iizerinde halka geklinde bir ds elemam
alabm. Halkanin cevresi 2 n (#Sin0), gengligi » d 6 ve kalmhg ¢ dir
Hacmi,

dV=2nr*tSin0d8 (1.2)

dir. Yogunlugu p ise halkanm kiitlesi,

dM = pdV=2ntpr’Sinfdf (1.3)

ile ifade edilir. J M kitlesinin P noktasmdki m kiitlesine yatay bir kuvvet etki
ettirir. Bu kuvvetin degeri,

mdM

x2

dF =G Cos a

) (L.4)
Sin 6 dB
Cos o

=2n G tpmr

olarak elde edilir. Burada x,a ve O biribirlerine baghdir. Sekilden,

Cos a=w (L.5)
2R

oldugu kolayca goriiliir. Kosmiils teoremine gore;

x*=R*+r*-2RrCos® (1.6)
yazilabilir. Buradan:
2,2 _ .2
rCos 0 = Rotr —x (1.7)

2R
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elde edilir. Denklem ( 6)’daki ifadenin toplam diferansiyeli alindiginda

2 x dc=2 RrSind dd (1.8)
veya
. x
Sin® db = — dx (1.9)
Rr

bulunur. Once deklem (1.5) ve (1.9)’un denklem (1.7)’de yerine konmasi ve sonra

gerekli cebir hesaplamalarindan sonra,

2_ 2
=1'cthmr (R 2r +1)ds (1.10)

dF >
R b

bulunur. Bu, ds halkas: tarafindan m kitleli pargaciga etkiyen kuvvetttir.

Simdi kabugu olugturan tiim halkalar diigiinebiliriz. Bu durum kabuk
{izerinden x degiskenine gore alinan bir integrasyon islemidir. x degiskeni, R-r

minimum degeri ile R+r maksimum degeri arasindadir.

Bu degerler arasinda

IR+: (R2 —p?

R-r xz

+1)dkc = 4r (1.11)

ise bilegke kuvvet,

F=[ dF=G =G (1.12)

olarak elde edilir. Burada kabugun toplam kitlesi
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M = (4rnr’tp)

dir. Bu sonug¢ aralarmda R uzakhigi olan M ve m Kkiitleleri arasmda olugan
kuvvet ile aymdir. Boylece diizgiin bir kiiresel kabuk, digmdaki bir nokta
kiitleyi, sanki tiim kiiresel kabugun kiitlesi kiitle merkezinde toplanmis bagka bir
noktasal kiitle gibi geker.

Bir dolu (kat1) kiire, aym: merkezli kabuklardan olugmus diigiiniilebilir.
Farkhi kabuklar farkhih yogunluga sahip olsalar dahi, her bir kiiresel kabuk
diizgiin bir yogunluga sahiptir. Bu 6zellik dolu kiireler i¢in de gegerlidir. Yeri,
ayl1 ve giinesi dolu kiireler olarak diiginebiliriz. Bu tir kiirelere, digindaki
cisimlere gore noktasal kiitle ¢ekimli pargaciklar olarak bakabiliriz. Dikkat
edilmesi gerekir ki, bu durum, yalmz yogunlugu sabit olan veya yogunlugu
yangapm bir fonksiyonu olan kiireler igin gegerlidir.

Bu problemin onemli sonuglarmdan biri de, kiiresel kabuk i¢inde bulunan
kiitlesel bir parcaciga etkiyen kuvvetin olmamasidr. Bu durumda R, r’den
kiigiiktiir. Integrasyonumuzun limitleri »—R demn r+R ye kadar olmasma

ragmen:
R4r 2 2
R*+r1
F(B o
R-r

dir. Bu sonu¢ kuvvetin sifir oldugunu gésterir. Yani F =0 dir.

Bu sonug aym zamanda ters-kare kuvvet kanununun 6zel bir

niteligidir.

Simdi yerin yogunlugunun diizgiin oldugunu varsayalim. Bu durumda
yerin, bir parcacik iizerindeki kiitle ¢ekim kuvveti yiizeyinde maksimum olur.
Bildigimiz gibi kiitle ¢ekim kuvveti yeryiizeyinden uzaklagtikga azalr. Bu
kuvvet yerin i¢ine dogru ise; iki farkh etkisi vardir: (1) Yerin merkezine dogru
yaklagtitkga kuvvetin siddeti artar. (2) Yer yiizeyinin dis kabuklar, pargaciklar
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izerme herhangi bir kuvvet etki ettirmez. Bu yiizden kiitle ¢ekim kuvveti
azahr. Eger yerin yogunlugu sabit olsaydi, (2)’nmci durum gegerli olurdu. Yerin
i¢inde bulunuyormusuz gibi kiitle ¢ekim kuvveti azalird1

Gergekte yerin  yogunlugu heryerde sabit degildir. Dis kabuk
(p=3gr/cm®), i¢ kabuktan (p=13gr/cm’) daha az bir yogunluga sahiptir. Bu
yiizden de (2)’nci durum fazla gegerli degildir.



BOLUM 2

2.1 KUBIK BiR CiSMIN CIiVARINDAKI BiR m KUTLESI UZERINE
UYGULADICI KUVVETIN BiR DOGRULTU BOYUNCA DEGIiSIMININ
SONLU ELEMANLAR KULLANILARAK HESAPLANMASI

2.1.1 Kiitle ¢ekim kuvvetinin hesaplanmasinda kullanilan yontemler

Kitle gekim kuvvetinin hesaplanmasi gerektiginde, en ¢ok kullanilan metot,
cok kiigiik diferansiyel bir eleman alarak, ige baglamaktir. Bunun i¢in dnce diferansiyel
elementin seklinin, hesap yapilmak istenen kiitlenin geometrisine gore segilmesi igleri
kolaylagtirir.  Ciinki herseyden 6nce segilen diferansiyel elmentin kiitle merkezinin
tammlanmas: gerekmektedir.  Kullanilacak eksen takimnin da hesap kolaylig
saglamada rolii vardir. Cismin sekline gore, kartezyen, silindirik veya kiresel
koordinat sistemleri kullanilabilmektedir. Cismin simetri diizlemleri olmasi kitle
merkezinin bulunmasinda onemlidir. Kiitle merkezi simetri eksenlerinin kesistigi
yerdedir.

Kiitle gekim kuvvetinin hesaplanmasinda vektorler de kullamlmaktadir, fakat
sonlu elemanlar yénteminin kullamldigy konusunda higbir kaynakta yer verilmemistir.

Bu galismamizda sonlu elemanlar yontemi kullanilacaktir.

2.1.2 Kiibik bir cismin civarmndaki bir m Kkiitlesi iizerine uyguladig
kuvvetin bir dogrultu boyunca degisiminin sonlu elemanlar kullanilarak

hesaplanmasi

Bir kibtin kiitle merkezini koordinat merkezi koordinat merkezi olarak
alalim. Yapilacak islerden ilk akla geleni, kitbmizii en az sayida kiip elemana
bolmektir. Agikga gorilecegi gibi, bu say1r bir olabilir. Bu durumda yapilan
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hesaplarda elde edilen sonugla, aym buyikliikteki noktasal kutle i¢in bulunanlar
arasinda bir fark olmiyacaktir. Bu durumda kiibiimiziin bir kenarina bir yerine

iki kiip elman koyarsak, butlin kibiin igine sekiz kip eleman yerlegecegini

gorebiliriz (bak: Sekil 2.1).
\L
£ )\ \]\
o \/
i \/ \/

Sekil 2.1 8 Kiip elemanin bir kiibiin igine yerlestirilisi

Kip  elemanlanmizin  kiitle = merkezlerini harflerle  igaretliyerek

koordinatlarini yazalim:

A(1/2,1/2,1/2) B(1/2,1/2,-1/2) C(1/2,-1/2,1/2) D(1/2,-1/2,-1/2)
E(-1/2,1/2,1/2) F(-1/2,1/2,-1/2) G(~1/2,-1/2,1/2) H(-1/2,-1/2,-1/2)

Bu koordinatlar bir tablo halinde gosterelim:

Kiip Eleman | Koordinatlar (i,j,k)
1 (1/2,1/2,1/2)
(1/2,1/2,-1/2)
(1/2,-1/2,1/2)
(1/2,-1/2,-1/2)
(-1/2,1/2,1/2)
(-1/2,1/2,-1/2)
(-1/2,-1/2,1/2)
(-172,-1/2,-1/2)

00 =1 N L B W

Tablo 2.1 Bir birim boyutlu alt kiiplerin kiitle merkezlerinin koordinatlari.
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Tablo (2.1) de gorildugi gibi: Kiip elemanlarnmizin kutle merkezlerinin
koordinatlarinin her elemaninda 1/2 garpami vardir. Eger alt kiip elemanlarin
boyutunu 2 olarak alirsak; biyik kibiimiiziin boyutu 4 olmakta fakat bizi bu
koordinatlar1 kullamirken her defasinda 2 ile ¢arpma zahmetinden kurtarmaktadir.
Béylece hesaplamalarda zamandan kazanmus oluruzz. Tablo (2.2) ile bu yeni durumu

gorebiliriz.

Kiip Eleman No |Koordinatlar (i,j,k)
1,1,1)
(1.1,-1)
“,-1,1)

(1 :'1 r-1)

('1 !1 11)

('1 11 r'1)
-1.-1,1)

{-1,-1,-1)

OO A WN =

Tablo 2.2 Alt kiip elgmanlarm boyutunu iki birim aldiktan sonra, elemanlarin

kiitle merkezlerinin koordinatlarinin son durumu.

Kiip elemanlarin kiitlesini m ve x ekseni t(izerindeki herhangi bir
noktasal kiitlenin kiitlesii de m ile gosterirsek Sekil 2.2’den anlagilacag: tizere 1
nolu elemana etki eden kitle g¢ekim kuvvetinin x ekseni dogrultusundaki
bileseni, fp, su sekilde hesaplanacaktir:

= Gr—n;n—.Cos 6 2.1
e

olarak yazlabilecektir. Burada r = \/ - +@-jY+(@z-k)* ve Cos 6 da
Cos 8=2 olarak bulunabilecegi i¢in her eleman igin kuvvet ifadeleri

7
yazilabilir. Birinci elman igin:

mm.(x—1)

(o= 1)+ (-1 + (1)

f=G 2.2)

Ikinci eleman igin:
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G/ C

AV Y Avav e

f.=G

Uglincii eleman igin:

f3=G

Dordiincii eleman igin,

Si=GC

Besinci eleman igin:

=G

Altinct eleman igin:

*\\__V*\
AR
Vo \ \VARY \/
\/ VALV
Sekil 2.2 Kiip elemanlarin ve m kiitlesinin yerleri
m.m.(x— 1) - (23)
(Ce=D* +(-D* +(D*)”
m.m.(x—1) - (2.4)
-1+ +(=D*)"
m.m. (JC:— D y 2.5
(-1 +(D7 +(D)*)"
mm.(x+1) : 2.6)
(G +D? + D+ (1)
mm.(x+1) @7

fszG 3
1) + (1) + (1))

Yedinci elman igin:
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mm.(x+1)

f’l = G 3 (28)
@+ 1)+ ) + (1))
Sekizinci elman igin:
£=G mm.(x +1) 2.9)

(G +D + @) + (1))

Biitiin elemanlar i¢in kuvvet ifadesi yazildigmma gére toplam kuvveti

bunlarin toplami olarak yazabiliriz:
8
F,=>.1 (2.10)
s=1

seklinde gosterilebilinecektir. Bu toplamu basit paskal programi yazarak
bilgisayaria bulabiliriz. X’in gesitli degerleri i¢in yazilan programlar ve elde
edilen datalardan birer 6rnek verilmigtir.

Yukanida gonilen R degenn kiibiin boyutlarindan bagimsiz degerlendirme
yapabilmek amciyle, kiibiin hacmine esdeger kiire yarnigapi cinsindendir. R’nin
yaklagik 2.5 civaninda bir deger i¢in kibtimuzizii % 99’luk bir yaklagimla kiire
veya noktasal kiitle kabul edebilecegiz.

Basit bir akil yiritme ile buyik kiiblimiiziin bir kenarmi: A, kiip
elemammizin bir kenarini: 2 a ile ifade edersek, herhangi bir kiip igine

yerlesecek kiip eleman sayisim su sekilde bulabiliriz:
A 3
s(Eleman) = (——) (2.11)
2a

olacagi kolayca bulunabilir. Bir adim daha atip A= 6 alaim: Bu durumda
denklem (13) kullanilarak: s(Eleman)= 27 bulunur. Buldugumuz kiip elemaniarin
koordinatlar1 Tablo (3) ile verilmigti. Bu durumda da her kiip eleman tek tek
dikkate alimip m  kiitlesi ile aralanindaki kiitle g¢ekim kuvvetinin, x ekseni
dogrultusundaki bileseni bulunmalidir.  Buldugumuz tiim sonuglar (st iste
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toplandiginda bizim kibiimiizle m kiitlesi arasindaki kitle gekim kuvvetini bulmus

olacagiz.

Eleman No: | Koord. (i,j.k) | Eleman No: | Koord. (i,j,k) | Eleman No:| Koord.
1 2,2,2 10 0,2,2 19 2,2,2
2 2,2,0 11 0,2,0 20 2,2,0
3 2,2,-2 12 0,2,-2 21 2,2,-2
4 2,0,2 13 ,0,2 22 2,0,2
5 2,0,0 14 0,0,0 23 2,0,0
6 2,0,-2 15 0,0,-2 24 2,0,-2
7 2,-2,2 16 0,-2,2 25 2,-2,2
8 2,2,0 17 0,-2,0 26 | 220
9 2,-2,-2 18 0,-2,-2 27 2,-2,-2

Tablo 2.3 27 Kiip elemanin kiitle merkezlerinin koordinatlari |

Eger kubumizin boyutunu A =8 alirsak s(EL)= 64 bulunur. Devamla
A=10 ahndiginda s(El)= 125 olacaktir. Asagidaki Tablo (4) ile A=20’ye kadar
olan kiipler i¢in eleman sayist verilmigtir.

Kiibiin Kenan=A |Kiip Elmn. Sayisi =s
6 216
7 343
8 512
9 729
10 1.000

Tablo 2.4 Kiibiin kenaruzunluguna bagh olarak , Kiip eleman sayisinimun degigimi.

Yapilan hesaplamalar sonucu elde edilen datalar ve gizilen grafikler EK I de

verilmigtir.



BOLUM 3

VEKTORLER VE SONLU ELEMANLAR KULLANARAK
KUP CIVARINDAKI KUTLE CEKIM KUVVETININ
HESABI

3.1 VEKTORLERIN SKALER CARPIMI

B

&
0 >A

Sekil. 3.1 iki vektor ve aralarmdaki ag1

Sekil 3.1’de gorillen vektorleri yazalm: Burada noktalarm ti¢ boyuthu
uzaydaki koordinatlan (x,y,z) seklindedir. AO arasmdaki vektor soyle yazlabilir.

A=(4-0) +(4,-0,)i +(4. - 0.)k (3.1)
ve benzer sekilde,
B=(8,-0) +(B,-0,)j+(B.-O)k (3.2)

Vektorlerini yazabiliriz. Kaynaklara bakarak boyle iki vektoriin skaler ¢arpimmin da
su sekilde oldugunu buluruz.
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4.B=|4|B|Cos 0 (3.3)

seklindedir. Denklem (3.3)’den Cos @ ¢ekilirse:

;M
o

Cos 6 = (3.4)

i

.

Lo

oldugu  kolayca goriilebilir. Burada  vektorlerin mutlak degerlerinin nasil
bulundugunu hatirltyahm:

4= J(4 -0 +(4,-0,) +(4 -0,y (3.5)

ve benzer sekilde:

|B]= (B, 0. +(B,- 0,7 +(B.- 0. (3.6)

Denklem (3.1), (3.2) ile Denklem (3.5),(3.6) bulunarak Denklem (3.4)’de
yerine konursa Cosé kolayca hesabedilebilir. Bundan sonra yapilacak i, modelimizi
vektorler kullanarak kurabilmek olacaktir.

3.2 VEKTORLER VE SONLU ELEMANLAR KULLANARAK KUP
CIVARINDAKI KUTLE CEKIM KUVVETININ HESABI

Sekil (3.2)’de gorildiigii gibi biiytik kiibiin kiitle merkezinin koordinatlarmi
M( ef,g Jile ve yme kiibiin herhangibir noktasmdaki kiip elemanm kiitle
merkezinin koordinatlarmi da E(4, j, k) ile gosterelim. Kiibiimiiziin kiitle
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Sekil 3.2 Bir kiibiin digmdaki bir nokta ile kiip i¢indeki rasgele bir eleman
arasmdaki vektorlerin durumu

merkezinden gegen rasgele bir dogrultudaki dogru tzerinde de rasgele secilen
bir noktammn koordinatlan da P( x,y,z ) olsun. Bundan sonra yapilacak is:
M(e,f,g) noktas: ile P(x,y,z) noktasi arasmda bir 7 vektori ile E(ijk) noktast

fle P(x,y,z) noktast arasmda bir d vektori alahm. Simdi bu iki vekeori
belirleyelim: Burada énce d vektdriini yazalm,

d=x-ii+(y-j)]+(z~-kk (3.7)
olacaktir. Simdi de 7 vektdrinii belirleyelim,

Fe(x-ef +(y=/)j+(z-gk (3.8)
oldugu kolayca goriilecektir.

Bundan sonra yapilacak iglem ise her m elemem igin kuvvet ifadesini
yazarak toplamak olacaktir.

ki kiitle arasidaki ¢ekim kuvvetinin:
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F= G%}:—IZ—COSG (3.9)

oldugu hatirlatilarak buradaki & agismi hesaplayalim:

Vektorlerle 1ilgili iglemleri kisaca hatwlarsak, iki vektoriin  skaler
carpmmm, bu iki vektdrin mutlak degerlerinin ¢arpmnmm bir de aralarmdaki
agmm kosiniisi ile carpilarak elde edildigini hatirlayabiliriz. Soylediklerimizin

formiille ifadesini yazmahm;
7*d =|F|*|d|*Cose (3.10)

Yukanda vektorlerimizi tarif etmigtik. Simdi vektérlerin mutlak degerlerini
yazalim:

d=|d|=(x=1) +(y= ) +(z— kY’ (.11)

Aym sekilde 7 vektori icinde mutlak deger ifadesini yazalm.

r=lF|=y(x-ef +(y- /) +(z-g) (3.12)

oldugu kolayca gorilecektir.

Iki vektoriin skaler ¢arpmmu ise:
Frd=(x—i)x—e)+(y~ ) y— f)+(z—k)z—g) (3.13)

Buraya kadar yazdigmmiz bilinenlerle Cosf bilinmeyenini g¢ekebiliriz ve

neticede:
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8y
%
QUi

Cosf =

(3.14)

)
Qg

Simdi denklem (3.9)’da; denklem (11),denklem (12), denklem (13) ve
denklem (14), yerine konularak n’inci elemana etki eden F, bulunabilir.

P oo, (x—i)x—-e)+(y - )y—f)+(z-k)z-g)
Y@ - (- ) (g =)+ (- ) (k)

Bir tek elman igin yukandaki ifade elde edilmigtir. Biitiin elemanlar i¢in s6yle
olacaktir.

F, (3.15)

Yukandaki denklem (3.15)’1 ¢6zmek i¢in bir paskal program: yazilmis ve Ek 1
ile verilmigtir.



BOLUM 4

SONUCLAR VE YORUMLAR

Bu galigmada bir kiibli en az sekiz alt elemana bolerek bagladim ve alt eleman
saywsiu 1.000.000°a kadar yiikselttim. Sonuglar ek 1 ile verilmigtir. Ek 1 deki veriler
mcelendiginde gorilmektedir ki, kiibiimiizi 1.000 alt elemana bolmekle 1.000.000 alt
elemana bolmek arasmdaki hata onbinde birbuguk civarmdadir. Yine Ek 1’den
gorilecegi gibi kiibiimiizii yaklagik 2.000 alt elemana bélmek ile 1.000.000 alt elmana
bolmek arasmda bir fark gozikmemektedir.

Esdeger kiire yarigapmm bir oldugu noktada kiibiimiiziin ayn: kiitleli noktasal
bir kiitlenin uyguladig kiitle gekim kuvvetinin % 77.35°I kadar bir kuvvet uygularken,
yaklagik ikibuguk esdeger yaricap uzakliklar civarinda bu oran % 99 ¢ikmaktadir.
Esdeger yarigapm bes katlar civarinda da binde bir yaklagiklikla kiibiimiizii noktasal
bir kiitle gibi diginebilecegimiz gorilmektedir.  Esdeger yancapm sekiz kat
gecildiginde hata paymiz onbinde birlere gelecegi goriillmektedir.

Vektorleri kullanmakla, istenen herhangi bir dogrultuda kiibiin uyguladig kiitle
¢ekim kuvvetinin bulunabilecegi iiglincii bolimde gorilmiistiir. Bu konuda yapilan
birkag hesap sonucu elde edilen datalar ve gizilen grafikler de Ek 2°de verilmigtir.



Ek1

Ek 1.1 Paskal Programinda Kullanilan Notasyon

L),k = Kiip elemanlarm kiitle merkezlermin koordinatlar

d = m kiitlesi ile herhangi bir eleman arasmdaki uzakligi gosteren (d)
vektoriiniin mutlak degeri

r = (r) m kiitlesi ile kiibiin kiitle merkezi arasmdaki uzaklifi gosteren (r)
vektériniin mutlak degeri.

dr = (d) ve (r) vektorlerinin skaler garpimu.

::317}.
P V 3

is = Herhangi bir elemanm m kiitlesi tizerine uyguladigy kuvvetin, m=1, eleman

kiitlesi =1 ve G evrensel ¢ekim sabiti ile bokiinmiis hali.

top = Elemanlam m kiitlesi iizerine uyguladig kuvvetin, m ve eleman kiitlesi =

1 ve G evrensel gekim sabiti ile békinmiis hallerinin toplani.

cek = Kiibiin kiitlesine denk noktasal yiike etkiyen kuvvetin G evrensel gekim
sabiti ile boliinmiig hali.

ds = Kiibiin hacmine denk hacimdeki egdeger kiirenin yancapt

cekl = Elemanlarm m kiitlesi iizerine uyguladiklan kiitle gekim kuvvetinin x
dogrultusundaki degerinin, ayni elemanlarm kiitlesine denk noktasal kiitlenin m
kiitlesine uyguladig: kiitle gekim kuvvetine orani.
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Ek1

Ek 1.2 Vektor Hesaplar1 i¢in Paskal Programinda

Kullamilan Notasyon

1),k = Kiip elemanlarm kiitle merkezlerinin koordinatlari

e,f,g = Kiibiin kiitle merkezinin koordinatlan

d = m kitlesi ile herhangi bir eleman arasmdaki uzaklify gosteren (d)
vektoriiniin mutlak deger

r = (r) m kitlesi ile kiibiin kiitle merkezi arasmdaki uzakligi gésteren (r)
vektoriniin mutlak degeri.

dr = (d) ve (r) vektorlermin skaler carpimi.

p.:}.___

3

is = Herhangi bir elemamn m kitlesi iizerine uyguladigh kuvvetin, m=1, eleman
kiitlesi =1 ve G evrensel gekim sabiti ile boliinmiis hali.

top = Elemanlam m kiitlesi tizerine uyguladigs kuvvetin, m ve eleman kiitlesi =
1 ve G evrensel gekim sabiti ile béliinmiig hallerinin toplani.

cek = Kiibiin kiitlesine denk noktasal yiike etkiyen kuvvetin G evrensel gekim
sabiti ile bohinmiis hali.

ds = Kiibiin hacmine denk hacimdeki esdeger kiirenin yarigap1.

cekl = Elemanlarm m kiitlesi {izerine uyguladiklan kiitle gekim kuvvetinin x

dogrultusundaki degerinn, ayni elemanlarn kiitlesine denk noktasal kiitlenin m
kiitlesine uyguladig: kiitle gekim kuvvetine oran.
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Ek 1.3 8 Eleman icin Paskal Program

program bir;
uses crt;
var
Lj,k  mteger;
a,p,cekl,cek,top,is,kok,ds,r,x,u : double;
dosya : text;
begin
assign(dosya, 'sonuc2.dat’); rewrite(dosya);
clrscr;
x :=2.48140196;
repeat {x dongusu}
p:=1.611991954;
top:=0;
1=-1;
repeat
j=1;
repeat
k:=-1;
repeat
kok:=sqrt((x-1)*(x-1)+3*+k*k);
is:=(x-1)/(kok*kok*kok);
top:=top-is;
k:=k+2;
until (k>1);
S
until (5>1);
L=1t2;
until (>1);
cek:=8/(x*x);
ds:=4/p;
r:=x/ds;
cek1:=top/cek;
writeln('gkup="top:10:5);
writeln('gkure=",cek:10:5);
writeln('gkup/gkure=",cek 1:10:5);
writeln('u=",1:10:5);
writeln(dosya, r:2:5, ' ', cekl:2:5);
x =x +0.1*x;
until x > 35;
readln;readin;
close(dosya);
end.
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Ek 1.4 125 Eleman I¢in Paskal Programu

program bir;
uses crt;
var
Lj,k  :nteger;
a,p,cek1,cek,top,is,kok,ds,r,x,u : double;
dosya : text;
begin
assign(dosya, 'sonuc5.dat"); rewrite(dosya);
clrscr;
X = 6.203504909;
repeat {x dongusu}
p:=1.611991954;
top:=0;
1:=-4;
repeat
=4
repeat
k:=-4;
repeat
kok:=sqrt((x-1)*(x-1)+j*j+k*k);
1s:=(x-1)/(kok*kok*kok);
top:=top+is;
k:=k+2;
until (k>4);
3=+2
until (7>4);
=112,
until (i>4);
cek:=125/(x*x);
ds:=10/p;
r:=x/ds;
cek1:=top/cek;
writeln('gkup=',top:10:5);
writeln('gkure='",cek:10:5);
writeln('gkup/gkure=',cek 1:10:5);
writeln('u=",1:10:5);
writeln(dosya, r:2:5, ' ', cek1:2:5);
x :=x+ 0.1*x;
until x > 82;
readin;readln;
close(dosya);
end.
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Ek 1.5 1.000 Eleman icin Paskal program

program bir;

uses crt;

var
Lj,k  integer;
a,p,cekl,cek,top,is,kok,ds,r,x,u : double;
dosya : text;

begin

assign(dosya, 'son10.dat'); rewrite(dosya);

clrscr;

x = 12.40700982;

repeat {x dongusu}

p:=1.611991954;

top:=0;

1=-9;

repeat
k:=-9;
repeat
kok:=sqrt((x-1)*(x-1)+j*+k*k);
1s:=(x-1)/(kok*kok*kok);
top:=top-+is;
k:=k+2;
until (k>9);
=2
until (5>9);
=it+2;
until (i>9);
cek:=1000/(x*x);
ds:=20/p;
r:=x/ds;
cek1l:=top/cek;
writeln('gkup=',top:10:5);
writeln('gkure=',cek: 10:5);
writeln('gkup/gkure=',cek1:10:5);
writeln(‘'u=",1:10:5);
writeln(dosya, r:2:5, ' ", cek1:2:5);
X =x+0.1%x;
until x > 102;
readln;readln;
close(dosya);
end.
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Ek 1.6 1.000.000 Eleman Icin Paskal Programi

program bir;
uses crt;
var
Lj,k,u,w,v,mn integer;
a,p,cek1,cek,top,is,kok,ds,r,x,y,z : double;
dosya : text;
begin
assign(dosya, 'vek11.dat"); rewrite(dosya);
clrscr;
x :=124.;
repeat {x dongusu}
p:=1.611991954;
top:=0;
1:=-99;
repeat
1:=-99;

repeat
kok:=sqrt((x-1)*(x-1)4*+k*k);
1s:=(x-1)/(kok*kok*kok);
top:=top-+is;
k:=k+2;
until (k>99);
3=+2
until (7>99);
=112,
until (1>99);
cek:=1000000/(x*x);
ds:=200/p;
r:=x/ds;
cek1:=top/cek;
writeln('gkup=',top:10:5);
writeln('gkure=',cek: 10:5);
writeln('gkup/gkure=',cek 1:10:5):
writeln('u=",r:10:5);
writeln(dosya, 1:2:5, ' ', cek1:2:5);
x =x+0.1*%x;
until x > 1100;
readln;readln;
close(dosya);
end.
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Ek 1.7 64 Elemani Vektorlerle Belli Sonlu
Eleman Coziimii

program bir;
uses crt;

var
ijk.efg integer;

a,p,cekl, cek,dr,d,top,v,is,kok,ds,r,x,y,zu : double;
dosya : text;

begm

assign(dosya, 's4.dat"); rewrite(dosya);

clrser;

8;
8:
8

k4

-

4
4;
4,

~

I

.

g h o N < K

repeat {x dongusu}

p:=1.611991954;
top:=0;
1=1;

d:=sqre((x-1)*(x-DHy=)*(y9)Hz-k)*(z-k));
ri=sqrt((x-e)*(x-e)Hy-0*(y-Hrt(z-g)*(z-g));
dr:=(x-i)*(x-e)+(y4)*(y-DH+(z-k)*(z-g);
is:=dr/(r*r*r*d);

top:=top-+is;

k:=k+2;
until (k>8);
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=2

until (j>8);

1=1+2;
until (i>8);
cek:=64/(r*r),
ds:=8/p;
v:=r/ds;
cekl:=top/cek;
writeln('gkup=",top: 10:5);
writeln('gkure=',cek:10:5);
writeln('gkup/gkure=',cek1:10:5);
writeln(‘'u=",v:10:5);
writeln(dosya, v:2:5, ' ', cek1:2:5),

x = x +0.1*x;

y =y $0.1%;
z .=z +0.1%z;

until x > 80;

y :=80;

z :=80;
readln;readln;
close(dosya);

end.



FES FES 27 FES 64 FES 125

1.00000 0.73290 1.00000 0.78926 1.00000 0.76871 1.00000 0.77548
1.10000 0.79671 1.10000 0.82603 1.10000 0.81916 1.10000 0.82078
1.21000 0.84848 1.21000 0.86276 1.21000 0.86068 1.21000 0.86102
1.33100 0.88901 1.33100 0.89524 1.33100 0.89463 1.33100 0.89468
1.46410 0.91984 1.46410 0.92201 1.46410 0.92177 1.46410 0.92176
1.61051 0.94277 1.61051 0.94304 1.61051 0.94288 1.61051 0.94285
1.77156 0.956950 1.77156 0.95903 1.77156 0.95888 1.77156 0.95884
1.94872 0.97155 1.94872 0.97087 1.94872 0.97073 1.94872 0.97069
2.14359 0.98013 2.14359 0.97947 2.14359 0.97936 2.14359 0.97932
2.35795 0.98618 2.35795 0.98564 2.35795 0.98554 2.35795 0.98552
2.59374 0.99042 2.59374 0.99000 2.59374 0.98993 2.59374 0.98991
2.85312 0.99338 2.85312 0.99307 2.85312 0.99302 2.85312 0.99300
3.13843 0.99544 3.13843 0.99521 3.13843 0.99518 3.13843 0.99516
3.45227 0.99686 3.45227 0.99670 3.45227 0.99667 3.45227 0.99667
3.79750 0.99784 3.79750 0.99773 3.79750 0.99771 3.79750 0.99771
4.17725 0.99852 417725 0.99844 447725 0.99843 417725 0.99842
4.59497 0.99898 4.59497 0.99893 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892
5.05447 0.99930 5.05447 0.99927 5.05447 0.99926 5.05447 0.99926
5.65992 0.999562 5.565992 0.99950 5.565992 0.99949 5.565992 0.99949
6.11591 0.99967 6.11591 0.99966 6.11591 0.99965 6.11591 0.99965
6.72750 0.99978 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976
7.40025 0.99985 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984
8.14027 0.99990 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989

|[FES =SONLU ELEMAN SAYIS!




FES 216 FES 343 FES 512 FES 729

1.00000 0.77276 1.00000 0.77380 1.00000 0.77337 1.00000 0.77355
1.10000 0.82037 1.10000 0.82049 1.10000 0.82046 1.10000 0.82047
1.21000 0.86097 1.21000 0.86099 1.21000 0.86099 1.21000 0.86099
1.33100 0.89468 1.33100 0.89468 1.33100 0.89468 1.33100 0.89468
1.46410 0.92175 1.46410 0.92174 1.46410 0.92174 1.46410 0.92174
1.61051 0.94283 1.61051 0.94283 1.61051 0.94282 1.61051 0.94282
1.77156 0.95882 1.77156 0.95882 1.77156 0.95881 1.77156 0.95881
1.94872 0.97068 1.94872 0.97067 1.94872 0.97067 1.94872 0.97067
2.14359 0.97931 2.14359 0.97931 2.14359 0.97930 2.14359 0.97930
2.35785 0.98551 2.35795 0.98550 2.35795 0.98550 2.35795 0.98550
2.59374 0.98991 2.59374 0.98990 2.659374 0.98990 2.59374 0.98990
2.85312 0.99300 2.85312 0.99300 2.85312 0.99300 2.85312 0.99300
3.13843 0.99516 3.13843 0.99516 3.13843 0.99516 3.13843 0.99516
3.45227 0.99666 3.45227 0.99666 3.45227 0.99666 3.45227 0.99666
3.79750 0.99770 3.79750 0.99770 3.79750 0.99770 3.79750 0.99770
417725 0.99842 447725 0.99842 4.17725 0.99842 4.17725 0.99842
4.59497 0.99892 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892
5.05447 0.99926 5.05447 0.99926 5.05447 0.99926 5.05447 0.99926
5.556992 0.99949 5.565992 0.99949 5.65992 0.99949 5.565992 0.99949
6.11591 0.99965 6.11591 0.99965 6.11591 0.99965 6.11591 0.99965
6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976
7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984
8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989

I[FES = SONLU ELEMAN SAYISI (ALT KUP ELEMANLARIN SAYISI)




FES 1.000 FES 2.197 FES 4.096 FES 8.000
1.00000 0.77347 1.00000 0.77350 1.00000 0.77350 1.00000 0.77350
1.10000 0.82047 1.10000 0.82047 1.10000 0.82047 1.10000 0.82047
1.21000 0.86099 1.21000 0.86099 1.21000 0.86099 1.21000 0.86099
1.33100 0.89468 1.33100 0.89468 1.33100 0.89468 1.33100 0.89468
1.46410 0.92174 1.46410 0.92174 1.46410 0.92174 1.46410 0.92174
1.61051 0.94282 1.61051 0.94282 1.61051 0.94282 1.61051 0.94282
1.77156 0.95881 1.77156 0.95881 1.77156 0.95881 1.77156 0.95881
1.94872 0.97067 1.94872 0.97067 1.94872 0.97067 1.94872 0.97067
2.14359 0.97930 2.14359 0.97930 2.14359 0.97930 2.14359 0.97930
2.35795 0.98550 2.35795 0.98550 2.35785 0.98550 2.35795 0.98550
2.59374 0.98990 2.59374 0.98990 2.59374 0.98990 2.59374 0.98990
2.85312 0.99300 2.85312 0.99299 2.85312 0.99299 2.85312 0.99299
3.13843 0.99516 3.13843 0.99516 3.13843 0.99516 3.13843 0.99516
3.45227 0.99666 3.45227 0.99666 3.45227 0.99666 3.45227 0.99666
3.79750 0.99770 3.79750 0.99770 3.79750 0.99770 3.79750 0.99770
4.17725 0.99842 4.17725 0.99842 417725 0.99842 417725 0.99842
4.59497 0.99892 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892
5.05447 0.99926 5.06447 0.99926 5.05447 0.99926 5.05447 0.99926
5.65892 0.99949 5.55992 0.99949 5.656992 0.99949 5.65992 0.99949
6.11591 0.99965 6.11591 0.99965 6.11591 0.99965 6.11691 0.99965
6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976
7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984
8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989

|[FES = SONLU ELEMAN SAYISI
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FES 15.625 FES 42.875 FES 64.000 FES 91.125
1.00000 0.77350 1.00000 0.77350 1.00000 0.77350 1.00000 0.77350
1.10000 0.82047 1.10000 0.82047 1.10000 0.82047 1.10000 0.82047
1.21000 0.86099 1.21000 0.86099 1.21000 0.86099 1.21000 0.86099
1.33100 0.89468 1.33100 0.89468 1.33100 0.89468 1.33100 0.89468
1.46410 0.92174 1.46410 0.92174 1.46410 0.92174 1.46410 0.92174
1.61051 0.94282 1.61051 0.94282 1.61051 0.94282 1.61051 0.94282
1.77156 0.95881 1.77166 0.95881 1.77156 0.95881 1.77156 0.95881
1.94872 0.97067 1.94872 0.97067 1.94872 0.97067 1.94872 0.97067
2.14359 0.97930 2.14359 0.97930 2.14359 0.97930 2.14359 0.97930
2.35795 0.98550 2.35795 0.98550 2.35795 0.98550 2.35795 0.98550
2.59374 0.98990 2.59374 0.98990 2.59374 0.98990 2.59374 0.98990
2.85312 0.99299 2.85312 0.99299 2.85312 0.99299 2.85312 0.99299
3.13843 0.99516 3.13843 0.99516 3.13843 0.99516 3.13843 0.99516
3.45227 0.99666 3.45227 0.99666 3.45227 0.99666 3.45227 0.99666
3.79750 0.99770 3.79750 0.99770 3.79750 0.99770 3.79750 0.99770
417725 0.99842 417725 0.99842 417725 0.99842 417725 0.99842
4.59497 0.99892 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892
5.05447 0.99926 5.05447 0.99926 5.05447 0.99926 5.05447 0.99926
5.65992 0.99949 5.55992 0.99949 5.565992 0.99949 5.565992 0.99949
6.11591 0.99965 6.11591 0.99965 6.11591 0.99965 6.11591 0.99965
6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976
7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984
8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989

IFES = SONLU ELEMAN SAYISI; ILGILI GRAFIKLER ICIN DATALAR




37

FES 125.000 FES 216.000 FES 512.000 FES 1.000.000
1.00000 0.77350 1.00000 0.77350 1.00000 0.77350 1.00000 0.77350
1.10000 0.82047 1.10000 0.82047 1.10000 0.82047 1.10000 0.82047
1.21000 0.86099 1.21000 0.86099 1.21000 0.86099 1.21000 0.86099
1.33100 0.89468 1.33100 0.89468 1.33100 0.89468 1.33100 0.89468
1.46410 0.92174 1.46410 0.92174 1.46410 0.92174 1.46410 0.92174
1.61051 0.94282 1.61051 0.94282 1.61051 0.94282 1.61051 0.94282
1.77156 0.95881 1.77156 0.95881 1.77156 0.95881 1.77156 0.95881
1.94872 0.97067 1.94872 0.97067 1.94872 0.97067 1.94872 0.97067
2.14359 0.97930 2.14359 0.97930 2.14359 0.97930 2.14359 0.97930
2.35795 0.98550 2.35795 0.98550 2.35795 0.98550 2.35795 0.98550
2.59374 0.98990 2.59374 0.98990 2.59374 0.98990 2.59374 0.98990
2.85312 0.99299 2.856312 0.99299 2.85312 0.99299 2.85312 0.99299
3.13843 0.99516 3.13843 0.99516 3.13843 0.99516 3.13843 0.99516
3.45227 0.99666 3.45227 0.99666 3.45227 0.99666 3.45227 0.99666
3.79750 0.99770 3.79750 0.99770 3.79750 0.99770 3.79750 0.99770
4.17725 0.99842 4.17725 0.99842 417725 0.99842 417725 0.99842
4.59497 0.99892 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892 4.59497 0.99892
5.05447 0.99926 5.05447 0.99926 5.05447 0.99926 5.05447 0.99926
5.66992 0.99949 5.65992 0.99949 5.556992 0.99949 5.65992 0.99949
6.11591 0.99965 6.11591 0.99965 6.11591 0.99965 6.11591 0.99965
6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976 6.72750 0.99976
7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984 7.40025 0.99984
8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989 8.14027 0.99989

|[FES = SONLU ELEMAN SAYISI ; ILGILI GRAFIKLER IGIN DATALAR
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