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ÖNS ÖZ 

 

Mühendisli k uygul a mal arında hasar  t espiti  çok öne mli  bir  yere sahi ptir.  Bi r  yapı da 

meydana gel en hasarı n det aylı  i ncel enmesi  “ Hasar  t espiti” ol arak t anı ml anır,  ancak 

hasar  ol madan önce hasara neden ol an çatlak ve benzeri  hat aları n t espiti de  hasar 

analizi  ol arak bili nmektedir.  Bu kapsa mda mühendisli k yapıları ndaki çatlağı n 

varlı ğı,  yeri  ve boyutları belirlenmekt edir.  Bu konu üzeri nde 1970’li  yıllardan beri 

çok yoğun çalış mal ar yapıl makt adır.  

 

Bi r  maki ne parçası ndaki  çatlak t espiti,  gerekli  önl e ml eri n alı nması açı sı ndan 

ol dukça öne m t aşı makt adır.  Eğer  yapılardaki  çatlak uzun süre t espit  edilemezse, 

meydana gel ecek hasar büyük zararlara sebep ol abilir.  Bu çalış ma kapsa mı nda 

güncel  hayatta rastlanabilecek siste ml er  basit  bir  şekil de çatlaklı  ol arak modellenmi ş 

ve sonl u ele manl ar met oduyl a çeşitli sı nır koşullarında analizi yapıl mı ştır. 

 

Öğr eni m hayatı m süresi nce bana maddi  ve manevi  dest ekl eri ni  esirge meyen ail e me, 

tez çalış ma m sırası nda değerli  görüşl eri yl e bana yol  göst eren danış man hoca m Pr of. 

Dr. Vedat Karadağ’a teşekkürleri mi bir borç bilirim.  
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“L” ŞEKİ LLİ ÇEŞİ TLİ ÇATLAKLI VE YAY EKLİ Kİ Rİ ŞLERDE 

Tİ TREŞİ MLERİ N ANALİ Zİ 

 

 

ÖZET 

 

 

Ma ki na mühendisli ği ni n en öne mli  konul arı ndan birisi  mekani k titreşi ml erdir. 

Ma ki na parçal arı nı n tasarı mı nda,  titreşi m et kileri  t eknol oji k il erle mel er 

gerçekl eştikçe daha öne m kazanmakt adır.  Titreşi m et kileri  t asarı mda ve  hasar 

analizi nde ol dukça öneml i  bir  yere sahi ptir.  Bazı  dur uml arda titreşim,  t asarı mı 

et kileyen di ğer  fakt örlerden daha fazl a öne m t aşı makt adır.  Bu nedenl e günü müzde 

maki na parçal arı nı n titreşi m kontrol ü yapıl madan tasarı mı mü mkün ol ma makt adır. 

 

Uçak kanatları,  t ürbi n kanatları  gi bi  uygul a ma ol arak çok sı k kullanılan bir  çok 

el e manda gerek üreti m sırası nda,  gerek i se i şlet me koşulları  sebebi yl e yor ul ma 

ol ayı ndan dol ayı  hasar  meydana gel ebilir.  Ör neği n,  uçak mot orları nda bul unan 

eksenel  ko mpresörleri n kanatları nda kazayl a meydana gel en mekanik hasardan 

dol ayı  çatlakl ar  ol uşur. Bunun sebebi,  hava akışı  sırası nda havayl a beraber 

ko mpresör  kanatları na i nce ku m ve t aş  parçacı kl arını n çarpması dır.  Bu şekilde hasar  

gör müş  bu parçal arı n t itreşi m analizleri  yapılarak hasarı n yeri  ve büyükl üğü 

hakkı nda bil gi edi nilebilir. 

 

Parça üzeri ndeki  çatlak, çatlak deri nli ği ni n bir f onksi yonu ol an yerel esnekli ğe 

sebep ol abilir.  Bu esneklik yapı nı n di na mi k davranışı nı  değiştirir  ve bu davranış 

farklılığı ndan dol ayı  çatlağı n yeri  ve büyükl üğü t espit  edilebilir.  Yapı da bul unan 

çatlak,  titreşi m genli ği ne ve titreşi m yönüne bağlı  ol arak za manl a açı l makt a ve 

kapan makt adır. 

 

Çatlakl ar  çeşitli  şekillerde modellenmekt edir.  Bunl ardan il ki,  daha çok r ot orl ar 

üzeri nde uygul anan mal ze me para metreleri ni  azalt ma met odudur.  Di ğer  bi r  yönt e m 

çatlağı n bul unduğu konu mda böl gesel  esnekli k matrisi  ile modell e mektir.  Bu 

mat risi n el e manl arı  li neer  kırıl ma mekani ği  prensi pl eri  kullanılarak hesapl anır  ve 

mat ris boyutları,  i ncel enen hareketi n serbestli k derecesi ne göre değişir. Bi r  di ğer 

modelle me  i se,  literat ürde li neer  yay modeli  olarak geçen ve çatlak olan böl gede 

yapı nı n kesiti ni  azaltılması  prensi bi ne dayanan modelle medir.  Bu modell e mede 

kullanılan model  i se kütlesiz bur ul ma yayı dır.  Yapı nı n eğil me titreşi ml eri  yap ması 

sırası nda her  i ki  yöndeki  hareketi nde de yay katsayısı  sabit  kal dı ğı  i çi n lineer  yay 

modeli  ol arak adl andırılır.  Her  i ki  yöndeki  harekette çatlak açılmakt a ve 

kapan makt adır.  Bu dur umda  yay katsayısı nı n açıl ma ve kapan ma  dur umunda farklı 

ol ması bekl enir. 

 



 xi  

Lit erat ürde çatlakl arla ilgili  ol arak bir  çok analitik,  nü meri k ve deneysel  çalış mal ar 

mevcutt ur.  Bu kadar  çok üzeri nde dur ul ması na rağmen,  hal a cevapl anama mı ş  bir 

çok pr obl e m mevcutt ur  ve bu pr obl e ml ere çözüm bul abil mek i çi n çalışmal ar  hal a 

deva m et mekt edir.  Cevapl ana mayan bazı  pr obl eml er  ;  kapalı  çatlakl ar  üzeri nde daha 

fazla çalış ma,  titreşi mli  çatlak yapılarda t er mal  et kini n i ncel enmesi,  çatlak t espiti nde 

sönü mdeki değişi ml eri n analiti k for mül asyonunu kullanma ol arak sıralanabilir. 

 

Bu çalış ma kapsa mı nda,  “L” şekilli  çeşitli  çatlaklı  ve yay ekli  kirişlerdeki 

titreşi ml eri n analizi  Sonl u El e manl ar  Met oduyla i ncel enmi ştir.  Kullanılan i nce 

çubuk sonl u el e manl arında eğil me,  kesit  dön me ve boyuna uza ma  serbestli kleri 

seçil di.  Ankastre-serbest,  serbest-serbest  mesnetli,  t ek t araflı  çeşitli  derinli kt eki 

çatlak et kileri  çatlak modelle me  ve çok sayıdaki  çatlak et kileri  geni ş  ol arak 

incel endi.  El de edilen sayısal  değerler,  literat ürden el de edilen değerler,  çeşitli 

deney sonuçl arı  ve analiti k sonuçl ar  il e karşılaştırılarak yönt e mi n geçerlili ği 

göst eril di.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 xii 

 

 
 

VI BRATI ON ANALYSIS OF GENERALY CRACKED AND SPRI NG 

ADDED “L” SHAPED BEAMS  

 

 

SUMMARY 

 

Mechani cal  vi brati on i s one of  t he most  i mportant  cat egories  of  mechani cal 

engi neeri ng.  The effect  of  t he vi brati on i s  while t he t echnol ogy i s  i mpr ovi ng,  getti ng 

hi gher  and hi gher  i mportance f or  t he desi gn of  t he machi ne parts.  The effects  of  t he 

vi brati on have very bi g import ance f or  t he desi gn and t he da mage anal ysis.   I n so me 

cases,  t he vi bration i s  getti ng hi gher  i mport ance t hen t he ot her  fact ors  t hat  are 

i mportant  for  desi gn.  Therefore,  wit hout  vi brati on anal ysis it  i s  not  possi ble t o make 

a reliabl e desi gn t oday.  

 

The crack,  most  generally presents  on t he j et  t urbi ne engi nes  and t urbi ne bl ades. 

Because of  t he fati gue on t his  part,  t he crack may occur  on mat erial  manufact uri ng 

stage or  duri ng t he fabrication.  Cracks  can appear  as  a  result  of  t he acci dent al 

mechani cal  da mage,  which oft en occurs  i n t he bl ades  of  axi al  compressors  of 

aircraft  engi nes.  In t his  case,  da mage arises  as  a r esult  of  air  sucti on when t he air 

cont ai ns  fi ne st ones  and sand.  To make a  vi brati on anal ysis  it  i s  possi bl e to have an 

idea about t he shape and di mensi on of t he crack.  

 

The existence of  a  crack may occur  a l ocal  flexibilit y,  whi ch i s  t he f unction of  t he 

deepness  of  t he crack.  This  flexi bility may affect t he dyna mi c behavi or  of  t he part 

and because of  t his  changi ng it  i s  possi bl e t o i dentify t he crack wit h its  di mensi on. 

In case of  t he breat hi ng crack,  t he crack opens  and cl oses  duri ng t he vi brati on 

accordi ng t o vi brati on directi on and a mplitude.  

 

The cracks  will  be model ing i n different  t ypes.  The first  one t hat  i s  generally appli ed 

on r ot ors  i s  reduci ng t he secti on modul us  of  t he bea m.  The ot her  t ype of  modeli ng i s 

to model  t he crack by a l ocal  flexi bility matrix.  The di mensi ons  of  thi s  matri x 

depend upon t he degrees of  freedo m bei ng considered.  The el e ments  of  thi s  matri x 

are cal culated usi ng fracture mechani cs  pri nci pl es.   The ot her  model  t hat  na med i n 

literat ure li near  spri ng model  i s  t o reduce t he t hi ckness  of  t he bea m on cracked area. 

The model  t hat  used i n this t ype of  modeli ng i s mass  l ess  r ot ati onal  spring.  For  a 

gi ven crack dept h,  t he equi val ent  spri ng constant  re mai ns  t he sa me f or  bot h 

directi on of  l oadi ng pl ane t hat’s  why it  i s  na med mass  l ess  r ot ational  spring model. 

In t he case of  breat hi ng crack,  t he crack t hat  opens  and cl oses  duri ng vi brati on,  t he 

spri ng const ant appears to be different for open and cl osed cracks.  
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There are vari ous  anal ytical,  nu meri cal  and experi ment al  i nvesti gati ons  about  t he 

cracks  i n t he literat ure.  Al t hough t here are l ots  of  i nvesti gati ons  i n t his  area,  t here 

are still  many unans wered questi ons.  The f oll owi ng t opi cs  are about  t he unans wered 

questi ons;  furt her  wor k on t he effect  of  t he cl osing cracks,  t her mal  effect s  due t o 

cracks  i n vi brati ng structures,  anal ytical  for mul ation of  t he da mpi ng change due t o 

the crack, as an alternati ve means of crack i dentificati on.  

 

In t he present  anal ysis;  vibrati on charact eristic of  “L” shaped bea ms  wit h cracks  and 

spri ngs  attachments  have been anal yzed by fi nite el e ment  met hod.  Cl a mped-  free 

and free-free support ed bea ms  t hat  have several  types  of  cracks  and crack model s 

were used i n anal ysis.  The anal ytical  and experiment al  results were co mpared wit h 

each ot her and wit h the results availabl e i n t he literat ure satisfact oril y.  
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1. GĠ RĠ ġ 

 

 

1. 1 .  Gi riĢ ve ÇalıĢ manı n Amacı  

 

Yapıl ardaki  çatlağı n varlığı  yerel  bir  esnekli ğe sebep ol makt a ve dol ayısı yla sist e mi n 

titreşi m cevabı nı  et kile mekt edir.  Yerel  esnekli k yapı nı n di na mi k davranışı nı 

değiştir mekt edir.  Bu değişi mden faydal anarak çatlağı n varlı ğı,  yeri  ve büyükl üğü 

belirlenebil mekt edir. 

 

Çatlak,  yapı nı n t a ma mı nı  et kileyecek bir  hasara sebebi yet  verebilir.  Öne mli  ol an, 

çatlaklı  bir  yapı nı n i şlet me şartları  altı nda çalışırken güvenli  duru mda  ol up 

ol madı ğı nı n kontrol  altında t ut ul ması  ve ne kadar  bir  süre sonra güvensi z dur uma 

gel eceği ni n belirlenerek,  yapı nı n za manı nda bakı ma alı nması  i çi n gerekli  t edbirleri 

al maktır.  Çatlağı n başlangı ç sebebi,  üreti m sırası nda yapılan hat alardan dol ayı 

ol abileceği  gi bi  işlet me sırası nda meydana gel en aşırı  geril me,  mal ze me yor ul ması 

veya di ğer  i şlet me hat alarında da kaynakl anabilir. Çatlakl arı n büyük öl çülerde hasara 

sebep ol ma ması  i çi n,  çatlağı  güvenli ği  et kileyecek sevi yeden önce t espit  edebil me 

met otları  birçok araştır ma konusu ol muşt ur.  Yapıdaki  çatlak katılı kta değişi me  sebep 

ol ur,  bu da siste mi n doğal  frekansı ndaki  değişi mi yl e il gili dir.  Bu nedenl e titreşi ml eri 

çeşitli  transducerlerle bi lgisayara bağlı  ol arak deva mlı  i zle me  çok yaygı n ol arak 

kullanılan bir yönt e mdir. 

 

Çatlakları  bul mak i çi n kullanılan titreşi me bağlı  met otlar  gel eneksel  met otlardan 

farklı  ol arak bazı  avantajlar  sağl a makt adır.  Bu met otlar  ile bir  veya birden fazl a 

nokt adan alı nmı ş  titreşi m dat al arı ndan çatlağın yeri  ve boyutları  sapt anabilir. 

Yapı daki  çatlak büyüdükçe,  katılıkta azal ma sönü ml e mede art ma  gibi  titreşi m 

para metreleri nde değişi kliğe sebep ol makt adır.  Ol uşan bu titreşi m para met releri ndeki 

değişi m sayesi nde,  çatlağı n yeri  ve boyutları  belirlenebilir.  Titreşi m para metreleri; 

yapısal  para metreler  (kütle,  esnekli k,  yay,....)  ve modal  para metreler  ( doğal 
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frekansl ar,  modal  sönüml e me  değeri  ve mod şekilleri)  ol abilir.  Çatlağın t espiti nde 

kullanılan met otlar,  çatlakl a il gili  esasları  bul mak i çi n bu para metrelerin bir  veya 

birkaçı nı kullanırlar.  

 

Çatlağı n t espiti  kriteri  olarak doğal  frekansl ardaki  değişi ml eri  kullanan bu t ekni kl er 

önceli kl e di kkat e alı nabilir.  Doğal  frekansl ar  kolaylı kla öl çül ebilir  ve parça i çi nde 

herhangi  bir  konu mdaki  dur umu gözl enebilir.  Herhangi  bir  çatlak dur umu ve çatlağı n 

boyu i çi n doğal  frekansları n sapt anması  kol aylı kla yapılabilir.  Ancak sadece doğal 

frekansl ardaki  bil gilerden çatlak para metreleri nin sapt anması,  t ek ve  eşsi z ol ma 

yönünden zor dur.  Bu zorluklar  aşılırsa,  prati kte daha yararlı  ol mak i çi n daha büyük 

i mkanl ar sunan tahri batsız muayene tekni kl eri içi nde değerlendirilebilir. 

 

Tahri batsız muayene t ekni kl eri,  düşük mali yetli  ol ması  ve uygul a ma kol aylı ğı 

nedeni yl e çok t erci h edilen bir  yönt e mdir.  Titreşi m t ekni kl eri  kullanılarak birkaç 

farklı  t ahri batsız muayene t ekni kl eri  geliştiril mi ştir.  Bunl arı n çoğu,  yapıları n sönü m 

ve doğal frekans öl çüml eri esası na dayanmakt adır. 

 

Daha öncede bahsedil diği  gi bi,  yapılarda çatlak varsa katılıkta azal ma  ve  sönü mde 

art ma gör ül ür.  Katılı ktaki  azal ma,  doğal  frekansl ardaki  azal ma anl a mı na gel mekt edir. 

Bu nedenl e çatlakl arı n t espiti  i çi n doğal  frekans  ölçüml eri ni  kullanmak mü mkündür. 

Doğal  frekans  öl çüm yönt e ml eri  literat ürde Di mar ogonas  [ 1-2],  Ada ms  [ 3], 

Gud mundson [ 4]  ve diğer  yazarlar  t arafı ndan çalışıl mı ş  ve uygul anmı ştır.  Doğal 

frekansl ardaki  değişi ml er,  öl çüm yapılan pozisyonl ardan bağı msı z ol dukl arı  i çi n 

hasarı n yeri  ve boyut unun t espiti nde  t ek başı na yet erli  ol mazl ar.  Güvenilir bir  şekil de 

çatlağı n boyut u ve t espiti  i çi n ek bil gilere gerek vardır.  Ör neği n yapı nın mekani k 

e mpedansı ek bir bilgi olarak kullanılabilir. 

 

Çeşitli  çatlakl ara sahi p yapıları n di na mi k davranışları,  deneysel  ve analiti k ol arak 

incel enebilir.  Bir  dön me yayı  ol arak çatlağı n modellenmesi,  doğal  frekansl ardaki 

değişi m bağl antıları nı  verir,  böyl ece çatlak deri nliği  ve çatlağı n yeri ne göre mekani k 

e mpedans  el de edilebilir.  Verilen çatlağa bağlı  ol arak mekani k empedanst aki 

değişi mi n öne mli  ol duğu göst erilebilir.  Böyl ece çatlağı n yeri  ve t ahri k noktası na bağlı 
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ol arak belli  eğili ml er  ortaya çı kabilir.  Bu sonuçl ar,  basit  kiriş  yapılarında  çatlak 

tespiti  i çi n geliştiril miş  bir  met ot  öner mek i çi n kullanılır.  Met ot  he m doğal frekansl ar 

he m de mekani k e mpedansı n beraberce i ncel enmesi  esası na dayanır  ve çatlağı n yeri 

ve boyut unun tespit edilmesi nde yardı mcı ol ur. 

 

Yapı daki  çatlağı n et kisi  katılı kta azal ma ve  sönümde  art maya  sebep ol makt adır.  Tez 

çalış ma mı z kapsa mı nda sönü m et kileri  i ncel enme mi ştir.  Yapı da gör ül en hasar  ya bir 

çatlak i çi nde yada nu mune kütlesi  boyunca dağıl mı ş  bir  şekil de ol abilir.  Katılı ğı n 

değiş mesi  yerel  veya yayılı  da ol sa,  yapı nı n doğal  frekansı nda değişmeye  neden 

ol acağı ndan doğal  frekansl ar  öl çül erek çatlağı n muht e mel  yeri  ve büyüklüğü t espit 

edili p hasarı n ne mert ebelerde ol duğu hakkı nda fikir sahi bi ol unabilir. 

 

Tez çalış ması nda “L” şekilli,  çubuk yapıları nda ankastre-serbest  ve serbest-serbest 

sı nır  koşulları nda,  özdeğer  frekansl arı nı n değişi mi  ve çatlağı n yeri  arası ndaki  t eori k 

ilişki  i ncel enmi ştir.  Üni for m çubukl ar  i çi n,  kütlesiz bur ul ma yayı  fizi ksel  modeli, 

çatlak nedeni yl e ort aya çı kan yerel  esnekli ği  belirt mek i çi n kullanılır.  Ar adaki  ilişki 

içi n karakt eristi k denkle m t üretil mi ştir.  Tah mi n edilen ve el de edil en çalış ma 

sonuçl arı  uygun bul unmuşt ur.  Türetilen ilişki de iki  öne mli  kabul  yapıl mı ştır.  Biri ncisi 

yapı nı n li neer  davrandı ğı kabul ü,  di ğeri  i se yapısal  el e manı n el asti kli k özelli kl eri ni n 

za mana bağlı ol madı ğı dır. 

 

1. 2  Literat ürde Yapıl an ÇalıĢ mal ar 

 

Yapıl ardaki  çatlakl arı  za manı nda t espit  et me t ekni kl eri  ile il gili  ol arak gelişen 

teknol oji  ile birli kte ol dukça yoğun çalış mal ar  yapıl makt adır.  Bu çalış malar  sırası nda 

Sonl u El e manl ar  Met odu „ da sı kça kullanıl maktadır.  Yapılan bir  çok çalış mada bir 

model  ol uşt urul ur  ve onun doğr ul a ması  yapılır.  Kar maşı k siste m üzerine  yapıl an 

çalış mal ar çok azdır. 

 

Kı rıl ma mekani ği  met otları  ile bul unan bir  yerel  esnekli k ol arak çatlaklı  böl geni n 

modellenmesi yl e çatlaklı Eul er- Bernoulli  kirişlerini n di na mi k cevapl arı nı n hesabı  i çi n 



 4 

analiti k met otlar  önceleri  t artışıl mı ş  ve özellikle çatlaklı  t ürbi n kanatl arı na 

uygul anmı ştır.  Tür bi n rot orları  ve di ğer  uygul amal ar  1976 yıllı nda yayı nl andı  ve 

birkaç i ncel eyi ci tarafı ndan ayrı bir böl üm ol arak tartışıl dı. 

 

Çatlaklı  Eul er- Bernoulli  kiriş  titreşi m t eorisi  ve yüzey kırı klı  nokt asal  kütleli  ve basit 

sürekli  kirişleri n titreşim met otları  ve doğal  frekansl arı  üzeri ne geniş analiti k ve 

deneysel  sonuçl ar  1970‟leri n ortaları nda Chandros  ve Di mar ogonas  [ 5] t arafı ndan 

sunul du.  Bu araştır macılar  yerel  esnekli k kavramı nı  ve hesapl a mal ar  i çi n kırıl ma 

mekani ği yakl aşı mı nı kullandılar. 

 

Ada ms  [ 3]  l okal  ol arak zarar  gör müş  serbest-serbest  çubuk üzeri nde çalış mı ştır. 

Kusurl u böl ge çubuğu i ki  böl geye ayıran sonsuz küçük uzunl ukt a bir  lineer  yayl a 

modellendi.  Boyuna titreşi ml eri n doğal  frekansları  deneysel  ve analiti k ol arak 

modellendi.  Gud mundson [ 6],  mer kezde eni ne çatlaklı  serbest  uçl u bi r  çubuğa 

pent urbasyon met odu kullanarak doğal  frekanslardaki  değişi ml er  i çi n bir  denkl e m 

geliştirdi.  Sonuçl ar,  küçük çatlakl ar  i çi n sonl u el emanl ar  met odu ve deneylerden el de 

edilen değerler  il e karşılaştırıldı.  Dentsoras  ve Di moar ogonas  [ 7-10]  ucu t espit 

edil mi ş  bir  çatlaklı  çubuğu analiz ettiler.  Serbest uçt a boyuna bir  har moni k kuvvet 

uygul andı.  Çatlak bir  li neer  yay ol arak modellendi.  Ayrı ca,  yayılan çatlağı n et kisi ni n 

davranışı, geçiş di na mi k cevabı ile ilgili ydi. 

 

Spri nger   [ 11]  ve di ğerleri,  serbest  uçl u bir  çubuğun serbest  boyuna titreşi ml eri ni 

incel edi  ve mer keze i ki  tane çatlağı  si metri k ol arak yerleştirdi.  Çat aklar  iki  şekil de 

modellendi.  Biri  li neer yay kullanı yordu,  di ğeri  i se kesit  al anı ndaki azal mayı 

kullanı yordu.  Doğal  frekansl ardaki  değişi ml er deneyl erden el de edilenl ere çok 

yakı ndı.  Spri nger  ve diğerleri  keyfi  bir  yerde serbest-serbest  bir  çatlaklı  kirişi 

çalış mak i çi n al an azalması nı  kullandılar.  İl k üç doğal  frekansl ardaki değişi ml er 

deney sonuçl arı ile karşılaştırıl dı. 

 

Ki rişleri n eni ne titreşiml eri  üzeri ne,  st ati k yükl eri n de et kileri  Kr a wczuk ve 

Ost achowi cz [12-13] tarafından i ncel endi. 
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Sil vi a ve Go mez [ 14-16],  düz kirişlerde çatlak deri nli ği  yeri ni n t ah mi ni  i çi n 

geliş mel er  altı nda t eorideki  t ekni kl eri,  kirişlere uygul ayarak deneysel  di na mi k 

analizleri ni  geniş  bir  şekil de gerçekl eştirdi.  Onl ar  deneysel  t ekni kl eri  sundul ar  ve 

çatlak deri nli ği  ve yeri  içi n el de edilen sonuçl arı ver diler.  Aynı  za manda çatlakl arı n 

ve yi vl eri n farklı  davranışları  i çi n öne mli  esasları  da  sundul ar.  Bu çalışmaya  göre 

küçük deri nli kli  çatlakları n aynı  deri nli kt e yivl ere göre doğal  frekansl arı ndaki 

değişi ml er  i ki  kat  daha fazl adır.  Bu deri nli klerde doğal  frekansl ardaki  değişi m,  çatlak 

ve yarı k içi n yakl aşı k aynı dır. 

 

Spektral  bir  yakl aşı m da modal  para metreleri ni n et kileri  i çi n birçok yazar t arafı ndan 

incel enmi ştir. 

 

Çatlaklı  ko mpozit  kirişlerin titreşi ml eri  de Ni kpur,  Di mar ogonas  [ 17]  t arafı ndan ve 

di ğer yasarlar tarafı ndan incel enmi ştir. 

 

Bi o mekani k üzeri ne çatlaklı  kiriş  t eorisi  uygul a mal arı  da Ni kifori dis  [ 18-19], 

Di mar ogonas [20], Si nha [21] ve di ğerleri tarafı ndan araştırıldı. 

 

Mer mert aş  ve Er ol  [22]  ,  ankastre – serbest   çatlaklı  bir  kirişi n üzeri ne kütl e 

konul arak, kütleni n yeri ni değiştirerek il k üç doğal frekansa et kisi ni incel emi ştir. 

 

1971‟ den günü müze kadar  çatlaklı  yapılar  hakkı nda 500‟ den fazla makal e 

yayı nl anmı ştır.  Şu an analiti k,  sayısal  ve deneysel  çalış mal ar  ol dukça fazladır.  Fakat 

hal a cevapl ana ma mı ş bir çok soru mevcutt ur.  

 

Bunl ar ; 

 

 Kapalı çatlakl arı n et kileri, 

 Titreşi m yapan çatlakl ara ter mal et kileri n sonucu,  

 Dönen çatlaklı şaftlar, 

 Çatlak tespiti nde sönü m değişi mi ni n analitik for mül asyonunu kullanmak,  

 Hassas çatlaklı çubukl arın titreşi m teorisi ni n geliştiril mesi,  
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2. ÇATLAK SEBEBĠ YLE OLUġAN HASARI N ANALĠ ZĠ VE KI RI LMA  

 

 

 

2. 1 Hasar Analizi ni n Öne mi ve Uygul a mal arı  

 

 

2. 1. 1 Tanı ml ar 

 

Bu böl üm kapsa mı nda,  çatlak sebebi yl e malze me yapısı nda meydana gel en 

değişi ml er  il e il gili  bil giler  sunul muşt ur.  Böl üm i çerisi nde kullanılan t anıml ar  [ 26]  ve 

[29] numaralı kaynakl ardan alınmı ştır. 

 

Bi r  yapı nı n veya ci hazı n kendisi nden bekl enen görevi  yapa maz hal e gel mesi  “ Hasar” 

ol arak t anı ml anır.  Bir  ele manda hasar,  aşırı  zorlanma  sonucu meydana gelir.  Aşırı 

zorlanmanı n ol uşumu ise,  el e mana karşılayabileceği  zorlanmadan daha fazl a 

zorlanma uygul anması  dur umunda meydana gelir.  Bunun sebebi  i se t asarı m veya 

işlet me  koşulları  sırasında ol uşan hat al ardır.  Aşırı  zorlanmı ş  el e manda hasar  i ki 

şekil de ortaya çı kar. 

 

 El e manı  karşılayabileceği nden fazl a mi kt arda yüke t abi  t ut mak (işl etme 

hat al arı – örneği n aşırı yükl e me) 

 

 El e manı n karşıla ması  gereken yüke göre daha az dayanı ma  sahi p olması 

(tasarı m hat aları –örneğin yanlış mal ze me seçi mi) 

 

Hasar  analizi ni n a macı  ise yapılan hat ayı  ortaya çı kar maktır.  Hasar  analizine i ki  ayrı 

sebept en dol ayı i htiyaç duyul ur. 

 

 Tasarı m sırası nda hat anın hangi  aşa mada yapıl dığı nı n t espit  edilerek,  daha 

sonraki  ür ünl erde aynı  hat anı n t ekrarı nı  engelleyerek ür ün kalitesi nde artış 

sağl a mak,  

 

 Me ydana gel en hasar  sonrası  ol uşan yasal  sorunl arı n soruml u t arafı ndan 

tespiti  i çi n yapılan i ncele medir.  ( Can kaybı na ve maddi  kayba neden olan 
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soruml uyu ort aya çı kararak cezal andır mak veya zararı  t az mi n etmek, 

teknol oji k hat anı n si gorta kapsa mı na giri p gir mediği ni n kontrol ü) 

 

Bu açı kl a mal ar  sonunda hasar  analizi ni  daha geniş  ol arak t anı ml a mak i stersek ; 

hasara sebep ol an hat anın ci nsi ni  ve hasarı n soruml usunu ort aya çı kar mak ve hasarı n 

benzer  yapılarda t ekrarını  önl eyici  t edbirleri  öner mek a macı yl a gerçekl eştirilen 

faali yetleri n t ümüne verilen addır.  Ancak hasar  analizi ni n konusunda uzmanl aş mı ş 

ki şiler tarafı ndan yapıl ması çok öne mli bir fakt ördür.  

 

Hasar  yapı nı n t asarı m,  i mal at,  mont aj  ve i şlet me safhal arı nı n biri nde yapıl an 

teknol oji k hat a nedeni yle ort aya çı kar.  Tasarı m sırası nda yapılan hat al ar,  t asarı mcı 

hat al arı  ve yanlış mal zeme  seçi mi nden kaynakl anan hat aları  kapsar.  Bu hat al ardan 

tasarı mcı  soruml udur.  İmal at  safhası nda rastlanan t eknol oji k hat al ar  ise,  i mal at 

hat al arı nı  ve mal ze me yapısı ndaki  hat al arı  kapsar. Bu hat alardan i mal at çı  sor uml udur. 

Si ste mi n mont ajı  sırasında yapılan hat alar  mont aj  hat aları  ol arak adlandırılır  ve 

bundan mont ajı  yapan soruml udur.  İşlet me sırası nda yapılan hat al ar  ise,  aşırı  yükl e me 

ve bakı m hataları ol up bundan işlet meci soruml udur.  

 

 

2. 1. 2 Hasar Analizi ile Ġlgili Esasl ar 

 

 

2. 1. 2. 1 Hasar Analiz Uzmanı  

  

Hasar  analiz uz manı nın değişi k di si pli nlerden ( örneği n mukave met ,  el astisite, 

pl astisite,  konstrüksi yon,  maki ne el e manl arı, mal ze me bili mi,  i mal  usulleri, 

met al ografi,  kırıl ma mekani ği.. vb)  t eori k ve pratik bil gilere sahi p,  uz man ve hasar 

analizi  konusunda çeşitli  deneyi ml erden geç miş ol ması  gerekir.  Bu özelli kler, 

analizi n doğr u bi çi mde,  kı sa za manda,  basit  ve düşük mali yetli  şekil de 

gerçekl eş mesi ni  sağl ar.  Di ğer  t araftan analiz i çin çoğu kez deney gerekti ği nden, 

ki şi ni n yet erli şekil de donan mı ş laborat uar desteğine ihti yacı vardır.  
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2. 1. 2. 2 Teknol oji k Hat alar 

 

Teknol oji k hat alar,  hasarın kor ozyon ve  aşı nma gi bi  hasarlarla,  el asti k veya pl asti k 

di st orsi yon ve kırıl ma da dahil  ol mak üzere muht elif  hasar  ti pl eri nden biri yl e veya 

birkaçı yl a meydana gel mesi sonucunu doğur urlar. Teknol oji k hat alar şunl ardır ; 

 

a.  Tasarı m sırası nda yapılan hat al ar  ;  Bu gr uba,  t asarlanan parça geo metrisinde 

çok şi ddetli  geril me yı ğıl mal arı na neden ol an süreksi zlikleri n mevcut  ol ması, 

kar maşı k parçal arda rasyonel  geril me hesapl arını n mü mkün ol mayı şı  veya 

yet ersiz geril me analizi ol uş ması,  muht e mel  hasar  ti pi ni n her  biri  içi n 

mal ze meni n bu hasara karşı  direnci ni n bir  ölçüsü ol an,  et ki n mal ze me 

para metreleri ni  kullanmak yeri ne daha başka özelli kler  göz önüne alarak 

tasarı m yap mak ( örneğin t ekrarı  yükl e me koşulları nda st ati k özelli kl eri göz 

önüne al arak t asarı m yapmak),  çalış ma şartları na veya öngör ülen i mal  usulüne 

uygun ol mayan mal ze me seç mek gi bi hat alar girer. 

 

b.  Mal ze me  i çi ndeki  hatal ar  ;   Met alsel  ol mayan kalı ntılar  ve yapı yı 

gevrekl eştirici  fazl ar  ol uşan ki myasal  bileşi m il e mal ze meni n yarı  ma mul  hal e 

getiril me safhası ndaki  dökü m ve pl asti k şekil  ver me  sırası nda ol uşan 

segregasyon,  gözeneklilik,  kendi ni  çekme  boşl uk ve çatlakl arı,  kat merler, 

ho moj en ol mayan i çyapı,  artı k geril mel er,  aşırı  yerel  pl asti k defor masyonlar 

bu sı nıfa girer. 

 

c.  İ mal at  sırası nda yapılan hat alar  ;   Mal ze meye t asarı mda öngör ül en son 

şekli ni n veril mesi  sırasında kullanılan i mal  usulleri ni n ( örneği n,  t alaşlı  şekil 

ver me,  dökü m,  kaynak,  pl asti k şekil  ver me,  toz met al urjisi)  uygul anması 

sırası nda ort aya çı kan hatalarla ı sıl  i şle m ve yüzey i şl e ml eri  sırası nda ort aya 

çı kan hat aları  kapsar.  Bunl ara ör nek ol arak ;  t alaşlı  i mal at  sırası nda ortaya 

çı kan yırtıl mal ar  ve çatla mal ar,  kaynak sırası nda ort aya çı kan gözeneklili k, 

yan ma  ol ukl arı,  eri me ağzı,  çatlakl ar,  artı k geril mel er,  ı sı  et kisi  altı ndaki  böl ge 

ısıl  i şle m sırası nda ort aya çı kan yan ma,  çatla ma,  di st orsi yon,  t ane büyümesi 
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tanel er  arası  gevrek faz ol uşumu;  yüzey i şle ml eri  nedeni yl e ort aya çıkan 

hi droj en gevrekl eş mesi verilebilir. 

 

d.  Mont aj  hat al arı  ;  İ mal atçı  ve alıcı nı n muayenesi sırası nda t espit  edile memi ş 

mont aj  hat al arı,  yapı nın başl angı çtaki  çalış ması nı  gör ünür  bir  bi çimde 

engelle mese de daha sonra yapı da hasara neden ol ur.  Mont aj  hat aları, 

tasarı mda göz önüne alın ma mı ş  il ave geril mel er  ve değişi k yükl e me şekilleri 

ol uşt urarak aşı nma,  yorul ma ö mr ünün azal ması,  dist orsi yon ve benzeri 

hasarlara neden ol ur.    

 

e.  Uygun ol mayan çalış ma şartları  ;  Yapı nı n t asarı mda öngör ül en çalış ma 

şartları ndan farklı  şartlarda çalış ma  sonucu da hasar  meydana gelir.  Bunlara 

ör nek ol arak aşırı  yükl e me,  çalış ma  ve orta m koşulları ndaki  ani  ve 

bekl enmedi k değiş mel er ( kaza ve doğal  afetler), uygun ol mayan i şl et me ve 

bakı m koşulları, kasıtlı hareket verilebilir. 

 

 

2. 2 Kı rıl ma 

 

Bi r  cis mi n i çi nde mevcut  ol an veya sonradan oluşan bir  çatlağı n,  cis me uygul anan 

geril mel eri n et kisi  altı nda,  il erleyerek ci s mi  iki  veya çok parçaya ayır ması na 

“kırıl ma” adı  verilir.  Kı rıl ma ol ayl arı  genelli kle çatla manı n başl a ması  ve çatlağı n 

ilerle mesi  ol arak i ki  safhada i ncel enir.  Çatlak il erle mesi  kararlı  veya kararsız ol abilir. 

Kararlı  çatlak il erle mesi nde,  çatlağı n boyunu belirli  bir  mi kt ar  arttırabil mek i çi n yükü 

de belirli  bir  mi kt ar  artırmak gerekir.  Kararsız çatlak il erle mesi nde yükl eme  si st e mi 

öyl edir  ki,  çatlak yükün artırıl ması na gerek kalmaksı zı n hı zl a il erler.  Kararlı  ol arak 

ilerleyen çatlak belirli  bir  uzunl uğu ul aştı ktan sonra kararsız hal e gel ebilir.  Kararsı z 

çatlak il erle mesi  daha sonra belirtilecek  ol an,  ayrıl ma t ane sı nırları ndan çatla ma  ve 

yırtıl ma mi kro mekani zmal arı ndan biri yl e ol uşabilir.  Kırıl ma gevrek ve sünek kırıl ma 

ol mak üzere i ki ye ayrılır.  Çatlağı n bul unduğu kesiti n t a ma mı  plasti k şekil 
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değiştirdi kt en sonra kararsız çatlak il erle mesi  oluşuyorsa,  bu ti p kırıl maya “sünek 

kırıl ma” adı verilir.  Aksi takdirde “gevrek kırıl ma” ol ur.  

 

 

2. 2. 1 Çatl ak Ġlerl e mesi ni n Mi kro mekani z mal arı 

 

Çatlak ilerle mesi, 3 değişi m mekani z ması ile gerçekl eşir. Bunl ar ; 

 

2. 2. 1. 1 Mi kroboĢl uk Bi rleĢ mesi yl e Çatl ak Ġlerlemesi  

 

Bu kırıl ma ti pi  “liflik kırıl ma” veya yırtıl ma” olarak da adl andırılır.  Bu ti p çatlak 

ilerle mesi nde,  maksi mum kay ma  geril mesi  düzl e ml eri ndeki  pl asti k def or masyon 

sonucunda,  met alsel  ol mayan kalı ntılarla met al  arası ndaki  bağl ar  koparak bural arda 

çukurcukl ar  ( mi kroboşlukl ar)  ol uşur.  Daha sonra,  bu boşl ukl ar  yine pl asti k 

defor masyonl a birleşerek çatlağı n il erle mesi ni  sağlar.  ( Şekil  2. 1)  Bu şekil de kırıl mı ş 

parçal arı n yüzeyi ne el ektron mi kroskobu ile bakıl dı ğı nda ay yüzeyine benzer 

çukurcukl arı n etrafı nda yerel  pl asti k defor masyon ol duğundan,  kırıl ma yüzeyi  ı şı ğı 

çeşitli yönl erde yansıtır ve bu nedenl e mat (lifli) bir görünt ü verir. 
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Şekil 2. 1 Mi kroboşl uk birleş mesi yl e çatlak ilerlemesi  

 

 

2. 2. 1. 2 Ayrıl ma ( Cl eavage) ile Çatl ak Ġlerle mesi  

 

Haci m mer kezli  kübi k yapı ya sahi p met allerde,  özelli kle çeli kl erde ortaya çı kar. 

Çatlak t ane i çi nde düşük Mi ller  i ndisli  düzl eml eri  t aki p ederek ilerler.  Ayrıl ma 

kırıl ması nı n başl a ması  içi n yerel  pl asti k deformasyon gerekirse de t ane i çi nde 

ilerle mesi  sırası nda pl astik defor masyon ol uş maz.  Bu nedenl e ayrıl ma yüzeyl eri ne 

gel en ı şı k aynen geri  yansır  ve  yüzeye parlak bir  gör ünt ü verir.  Ayrıl ma yüzeyl eri  her 

bir  t anede farklı  doğr ultuda ol duğundan çatlak t aneden t aneye geçerken her  bir  t ane 

içi nde farklı  doğr ult uda hareket  eder.  Böyl ece,  ayrıl ma yol uyl a kırıl mı ş  bir 

mal ze meni n kırıl ma yüzeyi  ”t aneli” gör ünt ü verir.  Bu yüzeyden mal zemeni n t ane 

büyükl üğü hakkı nda da bir  fi kir  edi nmek mümkün ol ur.  Ayrıl ma yoluyl a çatl ak 

ilerle mesi Şekil 2. 2 „de göst eril mi ştir. 
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Şekil 2. 2 Ayrıl ma yol uyla çatlak ilerle mesi  

 

 

2. 2. 1. 3 Tanel er Arası Çatl ak Ġlerle mesi  

 

Genel de t ane sı nırları,  tane i çi nden daha yüksek dayanı ma  sahi ptir.  Bu yüzden 

çoğunl ukl a t ane i çi  çatlak il erle mesi  (yırtıl ma veya ayrıl ma)  ol uşur.  Ancak t ane 

sı nırları nda,  sı nırları  gevrekl eştirici  bir  faz bul unuyorsa veya  mal ze me,  t ane 

sı nırları nı n t ane i çi nden daha zayıf  hal e gel di ği  eş  – kohezyon sı caklı ğı  üzeri nde i se, 

çatla ma tane sı nırları boyunca ol uşur. (Şekil 2. 3)  

 

 

 

Şekil 2. 3 Tanel er arası çatlak ilerle mesi  
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2. 3 Üzeri nde Bi rden Fazl a Çatl ak Bul unan Yapıl arda Çatl ak Orji ni ni n Tespiti 

 

Böyl e bir durumda çatlak orji ni ni n bul unması içi n aşağı daki kurallardan yararlanılır ; 

 

 Bi r  parçada hı zl a il erleyen bir  çatlak kollara ayrılabilir,  ancak hi çbir  zaman 

başka bir çatlakl a birleşerek tek bir çatlak hali nde ilerle mez.  

 

 İlerleyen bir  çatlak önceden mevcut  di ğer  bir  çatlakl a birleşirse,  bu birleşme 

di k açı da ol ur. 

 

 Bi rbirleri ni  kesen çatlakl arı n birbirleri ni  keserek ilerle mesi  i mkansı zdır. 

İlerleyen bir  çatlağı n önceden mevcut  bir  çatlağı  kesi p il erle meye deva m 

et mesi i mkansı zdır. 

 

Bu kurallardan çı kan sonuçl ar şunl ardır ; 

 

 Çatlak il erle me  yönü çatlak dallanması  yönünde,  çatlak orji ni  çatlak 

dallanması na ters yöndedir. (Şekil 2. 4 a) 

 

 Eğer  bir  çatlak di ğeri yle 90  açı da birleş mi şse,  bu çatlak sonradan ol uşmuş 

de mektir.  İl k çatlama  orji ni  bu çatlakl a değil  il k çat lakl a 

aranmalı dır.(Şekil 2. 4b) 

 

Şekil 2. 4 a Çatlakl arla ilgili kurallar 
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Şekil 2. 4 b Çatlakl arla ilgili kurallar 

 

 

2. 4 Çatl ak Ti pl eri 

 

Tü m t anel er  arası  kırıl mal ar  makr oskopi k ol arak gevrek,  buna karşılı k t üm t ane i çi 

kırıl mal ar  makr oskopi k ol arak sünek kırıl maya neden ol ur.  Sün mede i ki ti p t anel er 

arası çatlak ol uşur. 

 

 Kar ma  şekli ndeki  çatlaklar  ( w-ti pi  çatlakl ar)  :  Ma ksi mu m kay ma  gerilmesi 

doğr ult usunda t ane sı nırları nda kay ma  sonucu,  çekme  doğr ult usuna di k ol an 

tane sı nırları nda,  ni spet en yüksek geril me değerlerinde ve düşük sı caklı kl arda 

ol uşur. (Şekil 2. 5) 

 

 Yuvarlak veya eli pti k çatlakl ar  (r-ti pi  çatlakl ar) :  Çek me  ekseni ne di k ol an 

tane sı nırları nda ol uşur.  (Şekil  2. 6)  Geril meni n değeri  veya şekil  deği ştirme 

hı zı azal dı kça veya sıcaklık arttıkça r-ti pi çatlak oluşum eğili mi artar. 
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Şekil 2. 5 w ve r tipi çatlakl arı n görünümü 

 

 

2. 5 Çatl aklı Bi r Yapı da Defor masyon Modl arı  

 

Çatlakl arı n yeri ni n t espit  edil mesi  ve onarıl ması ol dukça çaba ve za man gerektirir. 

Çatlakl ar  za man geçti kçe il erle mekt e yapı da büyük kırıl mal ara sebep ol makt a ve 

hatta i nsan hayatı na bile zarar  verebil mekt edirler.  Çatlakl ar  yok edil medi ği  i çi n, 

yapılanl ar  çatlağı n büyükl üğünü t ayi n et me ve çatlaklı  yapı nı n davranışları nı 

izle medir.  Si ste mati k bili msel  kurallar,  çatlağı  ve et kileri ni  karakt erize etmek ser vis 

koşulları  altı nda çalışırken bu çatlağı  ne za man güvensi z bir  dur uma gel eceği ni 

tahmi n et me  yol unda ol malı dır.  Bu bili me “Kı rıl ma Mekani ği ” denir.  Biri nci 

karakt eristi k ve tahmi n para metresi geril me yoğunluğu fakt örüdür.  
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Li neer  el asti k kırıl ma mekani ği nde t e mel  konu ol an çatlağı n davranışı  ( büyüyüp 

büyü medi ği,  büyüyorsa ne kadar  hı zlı  büyüdüğü)  geril me yoğunl uğu  f akt örü değeri 

tarafı ndan belirlenir.  Çatlaklı  yapı da defor masyonun üç t e mel  modu var dır.  Bu 

modl ar  çatlakl arı n üst  ve alt  yüzeyl eri ni n birbirlerine göre hareketleri yle karakt eri ze 

edilir. Modl ar Şekil 2. 6‟da göst eril mi ştir.  

 

1.  Açıl ma Modu : Burada çatlak yüzeyl eri birbirinden ayrıl makt adır.  

 

2.  Kay ma  Modu veya Kesme  Modu :  Burada çatlak yüzeyl eri,  çatlak çi zgisi 

boyunca birbirleri üzeri nde kaymakt adır. (x yönünde) 

 

3.  Yı rtıl ma Modu :  Burada çatlak yüzeyl eri  çatlak çi zgisi ne di k ol arak birbiri 

üzeri nde kaymakt adırlar. (z yönünde) 

 

 

Şekil 2. 6 Def or masyon temel modl arı 
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3. ELASTĠ K ÇUBUKLARI N EĞĠ LME TĠ TREġĠ MLERĠ  

 

 

3. 1 Diferansi yel Denkl emi n El de Edil mesi  

 

Mühendisli k uygul a mal arında doğr u eksenli  çubukl arı n eğil me,  bur ul ma ve  boyuna 

titreşi ml eri ne rastlanır.  Bu böl ümde bu titreşi ml er i ncel enecektir.  Böl üm i çerisi ndeki 

tanı ml ar yapılırken [23], [28] ve [29] numaralı kaynakl ardan faydal anıl mı ştır.   

 

Titreşi m hesapl arı nda,  çubuğun kendi  el asti kli ği sebebi yl e ol uşan denge konu mu 

sebebi yl e çubuğun kendi  ağırlı ğı  i hmal  edilebilir.   Esasen yer  değiştir mel er  doğr u 

eksen yeri ne,  ekseni n ağırlık t esiri ndeki  denge konu mundan iti baren öl çül ürse aynı 

sonuca varılır. 

 

Kesitleri  di kdört gen,  daire,  çift  T gi bi  si metriye,  başka keli mel erle iki  si metri 

düzl e mi ne sahi p çubukl ar  i ncel enecektir.  Böyl ece kuvvetler  düzl e mi  bu düzl e ml erden 

biri yle üst  üst e düşt üğü takdirde,  eğil me titreşi mleri  de aynı  düzl e m i çi nde kalır  ve 

dol ayısı yl a bir  düzl e mdeki  titreşi ml eri  i ncel e mek i mkanı  doğar.  U pr ofili  ve köşe 

pr ofili  gi bi  basit  si metri ye sahi p veya si metri k olmayan kesitli  çubukl ar  genel  ol arak 

bir  düzl e mde kal an titreşi ml er  yap mazl ar.  Bu gi bi  çubukl arda  kay ma  merkezleri  il e 

ağırlı k mer kezleri  üst üst e düş medi kl eri nden eğil me ve bur ul ma titreşi ml eri 

birbirleri ne bağl antılı  olur,  birbiri nden et kileşir.  Tür bi n kanatları nda ol duğu gi bi  ön 

bur ul malı çubukl ar da incel e meni n dışı nda t ut ul acaktır. 

 

Çubukl arı n eğil me titreşiml eri incel enirken,  

 

a.  Eğil me sırası nda meydana gel en dön meden dol ayı  ort aya çı kan atal et 

kuvvetleri ni n ihmal edilmesi veya kısaca dönme at aleti ni n i hmal edil mesi,  

 

b.  Kay ma şekil değiştir mesini n i hmal edil mesi, 

 

Sureti yle yapılan t eori ye ”Tekni k Çubuk Teorisi” veya “  Basit  çubuk Teorisi” adı 

verilir ve böyl e çubukl ara “Bernoulli – Eul er çubuğu” denir. 
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Bu i ncel e mel erde dön me at al eti  il k defa Rayl eigh,  kayma  şekil  değiştir mesi  de 

Ti moschenko t arafı ndan göz önüne alı ndı ğı ndan,  her  i ki  t esiri nde i hmal  edil mesi 

hali nde  “ Rayl ei gh- Ti moschenko Çubuğu” veya yal nı zca “Ti moschenko Çubuğundan 

söz edilir. 

 

Burada pr obl e m esas  itibari yle t ekni k çubuk t eorisi  çerçevesi nde i ncelenecektir. 

Rayl ei gh- Ti moschenko çubuğu i çi n mevcut  kaynakl ara başvurulabilir.  Çubuğun boyu 

l  el asti klik modül ü E = E( x),  yoğunl uğu  =  (x),  kesit  al anı  A = A ( x),  t arafsız 

eksene göre kesit  at alet  mo menti   I  = I(x),  ana titreşi m düzl e mi ndeki  yayılı  kuvveti n 

yoğunl uğu f  ( x,t)   ol arak veril mi ştir.  Çubuğun eğilme  titreşi ml eri ni  i ncel e mek de mek, 

çubuk ekseni ni n ( kesit  ağırlı k mer kezleri nin)  eksene di k i sti kamett e yer 

değiştir mel eri ni  göst eren v = v( x,t)  fonksi yonunun t ayi ni  ve i ncel enmesi  demektir.  Bu 

maksatla önce hareket e ait diferansi yel denkl e mi tayi n et mek gerekir.  

 

Çubukt a x ve x + dx  kesitleri yle sı nırlanmı ş  elemanı  al alı m.  Bu el e man ve kesit 

tesirleri  ile yer  değiştirmel er  Şekil  3. 1 „ de gösteril mi ştir.  Bu şekil den gerek x ve  v 

içi n,  gerekse kesit  t esirleri  ve f  ( x,t)  yayılı  kuvveti  i çi n seçilen pozitif  yönl eri 

anl aşıl makt adır. 

 

Önceden de belirtildi ği  gibi  probl e m t ekni k çubuk t eorisi  çerçevesi nde i ncelenecektir. 

Ancak harekete ait  diferansi yel  denkl e mi  çı karırken,  t esir  mert ebesi  ve şartları 

hakkı nda bil gi  sahi bi  olmak bakı mı ndan dön me  at aleti ni n önce göz önüne alı p daha 

sonra ihmal et mek yol una gi dilecektir. 

 

dx el e manı nı n kütlesi için dm = (x) . A( x) . dx     (3. 1) 

 

ve ağırlı k mer kezi nden geçen kesit  t arafsız eksenine nazaran kütlesel  at al et  mo menti 

içi n ; 

 

( x) . I(x)  yazılabilir.         (3. 2) 

 



 19 

El e man,  yapılan kabuller çerçevesi nde,  titreşi m sı rası nda eksene di k bir  v öt el e mesi 

ve bir xv  / dön mesi yapan rijit bir cisi m gi bi düşünül ebilir. 

 

 

Şekil 3. 1 Eğil me titreşi mleri 

 

Şekil de el e mana t esir eden kuvvet  ve momentler  de göst eril mi ştir.  Kes me 

kuvvetleri ni n düşey i zdüşüml eri ni n kendileri ne yakl aşı k ol arak eşit  olduğu kabul 

edilirse, ele man eksene dik doğrult uda,  

 

dxtxfdx
x

Q
),(




         (3. 3) 
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kuvveti ve ağırlı k mer kezi nden geçen tarafsız eksene nazaran , 

 

Qdxdx
x

M





          (3. 4) 

 

dön me mo menti ni n tesirine mar uzdur.  

O hal de ağırlı k mer kezi teore mi ne göre ; 

 

dxtxfdx
x

Q
dx

t

v
A ),(

2

2










        (3. 5) 

 

dx el e manı nı n ağırlı k merkezi  t akri ben x + dx/ 2 „de bul unur.  Bu yüzden v ol arak v( x 

+ dx/ 2) alı nmalı dır.  

 

......
2

.)()
2

( 





dx

x

v
xv

dx
xv        (3. 6) 

 

bul unur.  Bunun dx ile çarpı mı  sonucunda v( x)  dı şı ndaki  büt ün t eri ml er dx‟e göre 

iki nci  dereceden küçük olur.  Bu sebepl e v( x + dx/2)  yeri ne v( x)  alı nabilir.  Mo mentl er 

ve mo mentle il gili teoremde de benzer düşünceler geçerli dir. 

 

veya kısaca,  

 

),( txfQvA           (3. 7) 

 

hareket mi ktarı teore mi ne göre,    

 

  Qdxdx
x

M

x

v

t
Idx 













)(

2

2

        (3. 8) 
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veya kısaca,  

 

QMvI           (3. 9) 

 

bul unur. 

 

(3. 9) un her i ki tarafı nı x‟e göre t üreterek,  

 

QMvI )(                      (3. 10) 

 

ve buradan (2. 7) nol u eşitlikten faydal anarak,  

 

),()( txfvAMvI                         (3. 11) 

 

bul unur. Di ğer taraftan,  

 

vEIM                     (3. 12) 

 

ol duğundan (3. 11) denkle mi  

 

),()()( txfvAvIvEI                         (3. 13) 

 

şekli ne gelir.  Böyl ece harekete ait  diferansi yel  denkl e m x „e göre dör düncü,  t  „ ye göre 

iki nci mertebeden kıs mi türevli bir diferansi yel denkl e m el de edil mi ş ol ur.  

 

Dön me at aleti göz önüne alınmasaydı, 

 

0
2

2



















x

v

t
I                      (3. 14) 
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alı nacak, dolayısı yla (3. 9) denkl e mi,  

 

0 QM                      (3. 15) 

 

şekli ni, bunun sonucu ol arak da (3. 13) denkl e mi basit çubuk teorisi nde kullanılan,  

 

  ),( txfvAvEI 

                   (3. 16) 

 

şekli ni alacaktır. 

 

O hal de dön meden kaynakl anan at alet  kuvvetleri ni n i hmal  edil mesi  ( 3. 13) 

denkl e mi ndeki   vI   t eri mini n di ğerler  yanı nda i hmal  edil mesi  anla mı na 

gel mekt edir. 

 

Teri ml er  arası nda büyükl ük mukayesesi  yapabil mek i çi n ho moj en sabit  kesitli k 

çubukl arı göz önüne al alım.  Bu hal de E, , A ve I nı n sabit ol duğu di kkat e alı narak ve 

 

2c
E



,    2i

A

I
                  (3. 17) 

 

kı salt mal arı yla (3. 13) diferansi yel denkl e mi yeri ne 

 

),(
1142 txf
I

v
i

vvc


                    (3. 18) 

 

veya,  

 

),(
1142 txf
Ii

v

i
vvc











                  (3. 19) 
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el de edilir.  V il e i  nin aynı  mert ebeden ol dukl arı nı  kabul  edersek,  yani  yer 

değiştir mel eri n kesit  ölçül eri  ile mukayese edilebilir  ol dukl arı nı  kabul  edersek, 

parant ez i çi ndeki  t eri ml erin sıra il e eğrili k yarıçapı nı n t ersi  ve kesit  at alet  yarı çapı nı n 

tersi mert ebesi nde ol dukları görül ür. Te mel titreşiml er ve il k birkaç har moni k içi n 

 

iv    

 

ol duğundan, ilk teri m i kincisi yanı nda i hmal edilebilir ve (3. 16) ya tekabül eden,  

 

),(
11

2

42 txf
I

v
i

vc


           veya        ),( txfvAEIv IV               (3. 20) 

 

diferansi yel  denkl e mi  elde edilir.  Üst  har moni kleri n art an mert ebesi  il e v„‟  büyür  ve 

bu husus  çözü mü güçl eştiren bir  pr obl e m t eşkil  eder.  Kı saca ( 3. 16)  diferansi yel 

denkl e mi daha zi yade alt har moni kler içi n geçerli bir yakl aşı mdır. 

 

Pr obl e mi n mat e mati k f or mül asyonu i çi n diferansi yel  denkl e mi n başl angıç ve sı nır 

şartları yla ta ma ml anması gerekir. 

 

Çubuğun başlangı çt aki konu mu ve hı z durumu,  

 

  )(0, xfxv      ve   )()0,( xgxv                  (3. 21) 

 

veril mi ş  ol malı dır.   Burada f(x)  ve g( x)  f onksi yonl arı  sı nır  şartları  ile bağdaş mak ve 

sürekli  ol mak şartı  ile ta ma men keyfi  seçilebilir.   Sı nır  şartları  i se çubuk uçl arı nı n 

(sı nırları nı n) tespit durumuna bağlı dır. Her sı nır içi n i ki sınır şartı söz konusu ol ur. 

 

Bunl arı n bazısı  geometrik ( ki ne mati k),  bazısı  di na mi k (t abii)  sı nır  şartlarıdır.   Mesel a  

x = 0 da bul unan ;  

 

Ankastre mesnet içi n       0),0( tv ,   0),0(  tv           (3. 22a) 
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Adi mesnet içi n                0),0( tv ,   0),0(  tv           (3. 22b) 

 

Ser best uç içi n         0),0(  tv ,   0)( 0 
xvEI          (3. 22c) 

 

şekli ndedir.  Bunl ardan ilk üçü geo metri k sı nır  şartları dır,  sı nırda yer  değiştir meni n 

sıfır  ve biri nde de eğimi n sıfır  ol duğu göz önüne alı nmı ştır.  Di ğer  üç sı nır  şartı 

di na mi k sı nır  şartı dır.  0),0(  tv  şekli ndeki  şartlarda sı nırda kesit  eğil me mo menti 

sıfır  ol duğundan m = EI v‟‟ = 0  bağı ntısı na göre yazıl mı ştır.  Serbest  uçt a kesit  kes me 

kuvveti Q = 0 ol duğundan,  

 

Q = - M‟ = - ( EI V‟‟)‟                (3. 23) 

 

Bağı ntısı na göre sonuncu sınır şartı yazıl mı ştır. E ve I sabit olsaydı bu şart, 

 

V‟‟‟(0,t) = 0                (3. 22d) 

 

şekli ne gelirdi.  Dön me  at aleti  i hmal  edil meseydi  yal nı z sonuncu sı nır  şartı  değişir, 

di ğerleri aynı kalırdı. Artık Q = - M değil 

 

vIQM                      (3. 24) 

 

ol duğundan,  

 

  vIvEI 

                   (3. 25a) 

 

e buradan da EI ve I nı n sabit ol ması hali nde 

 

),0(),0( tvtv
E

 


               (3. 25b) 
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şekli ndeki sı nır şartları elde edilir. 

 

 

3. 2 Serbest TitreĢi ml er ( Diferansi yel Denkl e m)  

 

Bu başlı k altı nda ho moj en ve sabit  kesitli  çubukl arın sönü msüz titreşi ml eri göz  önüne 

alı nacaktır.  Ayrı ca pr oble m “ Basit  Çubuk Teorisi” çerçevesi nde i ncel enecek,  başka 

keli mel erle “Ber noulli Çubuğu”na ait  diferansi yel  denkl e m ve sı nır 

şartları ndanhareket edilecektir. 

 

Sönü msüz serbest titreşiml eri n i ncel e mesi nde,  

 

0 vAEIv IV                    (3. 26) 

 

ho moj en diferansi yel  denkl e mi nden hareket  edeceği z ve ho moj en sı nır  şartları  göz 

önüne alacağı z.  (3. 26) diferansi yel denkl e mi içi n,  

 

v( x,t) = y(x) T(t)                  (3. 27) 

 

çözü münü yapalı m. Bunu (3. 26) denkl e mi nde yerine koyarsak 

 

0 TAyTEIy IV                    (3. 28) 

 

el de edilir. Buradan da ; 

 

T

T

y

y

A

EI IV 



                   (3. 29) 
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el de edilir.  Bu son eşitliği n biri nci  t arafı  yal nı z x‟e,  i ki nci  t arafı  i se yal nız t‟ye bağlı 

büyükl ükl eri  i hti va ettiği nden eşit  ol abil mel eri ancak i kisi ni n de sabit  ol ması yl a 

mü mkündür. Bu sabit değeri 
2
 ile göst erirsek (3.29) dan,  

 

 y
EI

A
y IV 2


0                 (3. 30a) 

 

ve 

 

02  TT                    (3. 30b) 

 

diferansi yel denkl e ml erini el de ederiz. (3. 30b)ni n çözümünü,  

 

T = cos( t -  )                  (3. 31) 

 

şekli nde yazarız.  Esas  çözü m v = y( x). T(t)  olduğundan ( 2. 31)  da cos( t -  )  un 

katsayısı nı n “1” alı nması sakı nca doğur maz.  Burada  ,  değeri ni  henüz bil medi ği mi z 

bir sabiti göst er mekt edir. (3. 30a) denkl e mi ni n çözü müne geli nce, bu denkle mi  

 

2
4

4 .



EI

AI
                   (3. 32) 

 

ol mak üzere 

 

0.
4

4

 y
I

y IV 
                 (3. 33) 

 

şekli nde yazalı m ve  

 

pxCey                             (3. 34) 
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çözü mü yapalı m.  

 

0
4

4
4 

I
p


                   (3. 35) 

 

karakt eristi k denkl e mi ni bul uruz. Bu karakteristi k denkl e mi n kökl eri 

 

l
ip


1 , 
l

ip


2 , 
l

p


3 , 
l

p


4  

ol duğundan (3. 30a)nı n genel çözümü 

 






































l

x
D

l

x
C

l

x
B

l

x
Axy  sinhcoshsincos)(             (3. 36) 

 

ol arak bul unur.  Buna göre (3. 36) denkl e mi ni n çözümü 

 

V( x,t) = [ 



































l

x
D

l

x
C

l

x
B

l

x
A  sinhcoshsincos ]cos(t - )       (3. 37) 

 

ol ur. Probl e mi n sı nır şartları ise  özdeğerleri ni n tayi ni ne i mkan verir.  
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4. ANALĠ Z YAPI LI RKEN KULLANI LAN YÖNTE M 

 

 

4. 1  Sonl u El e manl ar Metodu 

 

Bu böl üm kapsa mı nda SE M i l e il gili  t anı ml ar  yapıl mı ş  ve SEM aşa mal arı  hakkı nda 

bil gi  veril mi ştir.  Tanıml ar  yapılırken [ 23] ve  [ 28]  nu maralı  kaynakl ardan 

yararlanıl mı ştır.  

 

Sonl u el e manl ar  yönt e mi,  mühendisli kte ol dukça geniş  bir  uygul a ma al anı  ol an ve 

pr obl e ml eri n çözü müne kol aylı k getiren bir  sayısal  analiz t ekni ği dir.  Probl e m kaç 

boyutl u ol ursa ol sun,  probl e mdeki  al an değişkeni ni n ( örneği n sı caklı k,  bası nç,  yer 

değiştir me... vb)  orta m i çi nde sonsuz sayı da değeri  vardır.  Çünkü al an değişkeni, 

çözü m ort a mı nı n i çerdi ği  nokt aları n sürekli  bir  fonksi yonudur.  Dol ayısı yla pr obl e m 

sonsuz bili nmeyenli dir.  

 

Sonl u el e manl ar  met odunda,  çözüm el e manl ara ayrılır.  Her  bir  el e man i çi ndeki 

bili nmeyen al an değişkeni  yakl aşı k f onksi yonlarla t anı ml anır.  Böyl ece pr obl e m 

sonsuz sayı daki  bili nmeyenden sonl u sayı da bilin meyene i ndirgenmi ş  olur.  Yakl aşı k 

fonksi yonl ar,  al an değişkenl eri ni n çözü m böl gesi ndeki  düğü m nokt aları  denil en 

nokt alarda t aşı dı kl arı  değerler  ci nsi nden ifade edilir.  Düğü m nokt aları genelli kl e 

sonl u el e manl arı n sı nırları  üzeri nde ve ko mşu ele manl arla birleştirilecek nokt al arda 

seçilir.  Al an değişkeni nin düğü m nokt al arı nda al dı ğı  değerler  ve i nter pol asyon 

fonksi yonl arı  al an değişkeni ni n el e man i çi ndeki davranışı nı  t a ma men t anı ml ar.  Bi r 

pr obl e mi n sonl u el e manlarla çözü münde al an değişkeni ni n düğü m noktal arı ndaki 

değerleri  probl e mdeki  yeni  bili nmeyenl eri  ol uşt urur.  Bu bili nmeyenler  bir  kez 

bul undukt an sonra,  i nt erpolasyon f onksi yonl arı yar dı mı yl a al an değişkeni  büt ün 

çözü m nokt aları nda hesapl anabilir. 
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Bu yönt e mde el e manl arın özelli kleri  değişi k yollarla f or mül e edilebilir.  Genel  ol arak 

4 farklı yaklaşı mdan bahsedilir.  

 

Bunl ar ; 

1.  Di rekt yakl aşı m 

2.  Var yasyonel yakl aşı m,  

3.  Ağırlı klı artı klar yakl aşımı ,  

4.  Enerjini n dengel enmesi yakl aşı mı dır. 

 

Di rekt  yakl aşı m basit  probl e ml er  i çi n kullanılır. Bu yakl aşı mda sonl u elemanl arı n 

denkl e ml eri  matrislerle i fade edilir.  Direkt  yakl aşı mda el de edilen el e man özelli kleri 

daha geliş mi ş  ve il eri düzeydeki  varyasyonel  yakl aşı ml a da sapt anabilir.  Bu 

yönt e mde pr obl e m i çi n geçerli  bir  fonksi yonun kritik değeri  varyasyonel  prensi pl erle 

ifade edilir. varyasyonel  yakl aşı mda direkt  met otla el de edile meyen kar maşı k şekilli 

el e manl arı n özelli kleri de el de edilebilir. 

 

Ağırlı klı  artı klar  yakl aşımı nda pr obl e mi n geçerli diferansi yel  denkl e ml eri  kullanılır. 

Her hangi bir fonksi yon veya varyasyonel ilke kullanmaya gerek yokt ur.  

 

Son ol arak,  enerji ni n dengel enmesi  yakl aşı mı nda i se siste mi n ı sıl  ve /  veya mekani k 

enerjisi dengelenir. 

 

Kull anılan yakl aşı m ne  ol ursa ol sun,  sürekli  orta m pr obl e ml eri ni n sonl u el e manl ar 

met oduyl a çözü mündeki  işle ml er  düzenli  bir sıra i zler.  Bu sıralar  aşağı da 

açı kl anmı ştır. 

 

1.  Ort a mı n el e manl ara ayrıl ması  ;   İl k ol arak orta m veya çözü m böl gesi 

el e manl ara ayrılır. 

 

2.  İnterpol asyon f onksi yonları nı n seçi mi  ;  Bu adı mda her  el e man i çi n düğü m 

nokt aları  sapt anır,  al an değişkeni ni n el e man i çindeki  değişi mi ni  t anı ml ayan 

interpol asyon f onksi yonları nı  seçeriz.  Al an değişkeni  bir  skal ar,  bir  vekt ör 

veya yüksek mert ebeli  bir  t ansör  ol abilir.  Her  za man ol ma makl a beraber, 

genelli kle al an değişkeni  i çi n poli noml ar  i nt erpol asyon f onksi yonu ol arak 
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seçilir.  Seçilen poli nomun derecesi  el e manı n düğü m nokt ası  sayısı na,  her 

düğü m nokt ası ndaki  bilin meyenl eri n sayısı na ve el e manı n sı nırları na,  düğü m 

nokt aları na konul muş ol an süreklili k şartları na  bağlı dır. 

 

3.  El e manı n özelli kleri ni n bul unması  ;   Bi r  kez sonlu el e manl ar  modeli  kurul du 

mu,  yani  el e manl ar  ve i nt erpol asyon f onksi yonl arı  seçil di  mi,  sıra her 

el e manı n özelli kleri ni  veren matris denkl e ml eri ni  kur maya gelir.  Bu i şl e m i çi n 

yukarı da belirtilen 4 yakl aşı mdan biri ni  kullanmak mü mkündür.  Çoğu kez 

varyasyonel yakl aşı m en uygun yakl aşı mdır.  

 

4.  El e man özelli kleri ni n birleştirilerek denkl e ml erini n el de edil mesi  ;  Tü m 

siste mi n küçük el e manlardan ol uşan modeli ni kur mak i çi n,  el e manları n 

özelli kleri ni  t ek t ek bi rleştir mek gerekir.  Di ğer  bir  deyişle,  el e manları n 

özelli kleri ni  i çeren matris denkl e ml eri  el de edilir.  El e manl arı n birleştiril me 

işle mi  gerçekl eştirilirken,  al an değişkeni ni n birçok el e manı n bi rleşti ği  düğü m 

nokt aları nda her ele man içi n aynı değeri taşı dı ğı dikkat e alı nır. 

 

5.  Si ste m denkl e ml eri ni n çözü mü ;  Bir  önceki  adı mda el de edil en si ste m 

denkl e ml eri,  bu adı mda kl asi k sayısal  analiz t ekni kl eri  kullanılarak çözülür. 

Bu i şle m sonunda al an değişkeni ni n düğü m nokt al arı ndaki  bili nmeyen 

değerleri  bul unur.  Denkle ml er  li neer  i se sonuç standart  çözüm t ekni kl eriyl e 

kol ayca sağl anır.  Li neer  ol mayan denkl e ml er  i çi n çoğu kez adı m adı m çözü m 

yönt e ml eri veya iterasyon met otları denenmeli dir. 

 

6.  İstenen başka değerleri n hesapl anması  ;  Bazen bir önceki  adı mda el de edilmi ş 

al an değişkeni ni n,  düğüm nokt al arı ndaki  değerlerini  kullanarak,  probl e ml erl e 

ilgili  başka öne mli  paramet rel eri  de hesapl a mamı z i stenebilir.  Ör neği n,  bi r 

kuvvet  siste mi,  et kisi ndeki  el asti k cis mi n,  uğradı ğı  şekil  değiştir mel eri 

hesapl adı kt an sonra,  bu değerleri  kullanarak ci smi n   i çi ndeki  geril meleri n 

düğü m nokt aları ndaki şi ddetleri ni hesapl ayabiliriz. 
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4. 1. 1 Teori k Esasl ar  

 

Şekil  4. 1 „ de gör ülen ankastre çubuğun serbest titreşi ml er  yaptı ğı nı  kabul  ederek, 

rezonans frekansl arı nı sonl u ele manl ar met oduyl a hesapl ayalı m.  

 

1.   Çubuğu i ki ele mana ayıralı m ( Şekil 4. 1) 

2.  Her  el e man i çi ndeki  al an değişkeni  ol arak el e manı n z ekseni yönündeki 

sapmal arı nı” w ”, ve y ekseni etrafı ndaki rot asyonları nı “ w‟ ” seçeli m ( Şekil 4. 2) 

 

 

Şekil 4. 1 Ankastre i nce çubuk 
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Şekil 4. 2 İnce çubuk sonlu el e manı ve alan değişkeni  

 

El e manı n düğü m nokt aları  her  i ki  ucunda seçilen nokt al ar  ol sun.  Inter pol asyon 

fonksi yonu ol arak seçilecek ( 4. 1)  nol u poli nomun derecesi,  el e manı n serbestli k 

derecesi  4 ol duğu i çi n dört  bili nmeyen katsayısı  ol an 3.  derece bir  poli nomdur. 

El e man her  i ki  uçt a t oplam  2 çök me  ve  2 dönme  hareketi ne sahi p ol duğu i çi n 4 

serbestli k dereceli dir. 

 

w = o + 1 x  + 2 x
2
 + 3 x

3
        (4. 1) 

 

w‟ = 1 + 22 x  + 33 x
3 

       (4. 2) 

  

3.  Bu adı m i çi n varyasyonel  yakl aşı m kullanalım.  El e man özelli kleri ni  bul mak i çi n 

önce ele manı n ki neti k ve potansi yel enerjileri ni yazalı m.  

 

T = 
l

T dxwwA
0

2

1
          (4. 3) 

 



 33 

U =  











l

y dx
x

w
EI

0

2

2

2

2

1
        (4. 4) 

 

(4. 1)  ve ( 4. 2)  nol u denkl e ml erle verilen ki netik ve pot ansi yel  enerji  denkl e ml eri 

mat rislerle ifade edilirse ; 

 

w = [1  x   x
2 

 x
3 

] {}         (4. 5) 

 

w‟ = [0  1   2x
 
 3x

2 
] {}         (4. 6) 

 

 

{} = 

























4

3

2

1









          (4. 7) 

 

 

El e manı n düğü m nokt alarında ; 

 

x = 0 ;    w = w1   , w‟ = w‟ 1    ve  x = l  ;     w = w2    ,  w‟  = w‟2    ol duğuna 

göre ; 

 

 





































































4

3

2

1

2

32

2

2

1

1

3210

1

0010

0001

'

'

'









ll

lll

w

w

w

w

        (4. 8) 

 

(4. 8) nol u denkl e mden { } katsayılar vekt örünü bul abiliriz. 
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{ } = [ C]
- 1

 {q}           (4. 9) 

 

burada ; 

 

[ C] = 



















2

32

3210

1

0010

0001

ll

lll
   ve    {q} =

























2

2

1

1

'

'

'

w

w

w

w

 olarak tanı ml anır. 

 

[ C]
- 1

 = 






















2323

22

/1/2/1/2

/1/3/2/3

0010

0001

llll

llll
                (4. 10) 

 

 

Sonuçt a ; 

 

w = [1   x   x
2
   x

3
 ] [ C]

- 1
 {q}                  (4. 11) 

 

w = [0   1   2x   3x
2
 ] [ C]

- 1
 {q}                 (4. 12) 

 

 

(4. 11)  nol u denkl e mi n za mana göre t ürevi ni  al arak ki neti k enerji  ifadesinde yeri ne 

koyarsak ; 

 

w  [1   x   x
2
   x

3
 ] [ C]

- 1
 {q}                (4. 13) 
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Gerekli sadel eştir mel er yapıl dı kt an sonra ; 

 

T = ½ {q}
T
[ m] {q} el de edilir.                  (4. 14) 

 

Buradaki [ m] ifadesi aşağı daki değerdir ve “ele man kütle matrisi” di ye adlandırılır. 

 

 

[ m] = 



























3

2

323

22

4

22156.

3134

135422156

420

l

llSim

lll

llll

A
               (4. 15) 

 

Aynı işle ml eri potansi yel enerji denkl e mi içi n de  uygul arsak ; 

 

U = ½ {q}
T
[k] {q} el de edilir.                  (4. 16) 

 

Buradaki [k] ifadesi aşağıdaki değerdir ve “ele man katılık matrisi” di ye adlandırılır. 

 

[k] = 



























2

23

3

4

612.

264

612612

l

lSim

lll

ll

l

EI y
                (4. 17) 

 

 

 

El e manı n ki neti k enerjisi ve  pot ansi yel  enerjisi ni  mat ris denkl e ml eri yl e ifade etti kt en 

sonra el e manı n hareket  denkl e mi ni  el de et mek i çi n varyasyonel  bir  yaklaşı m ol an 

Lagrange denkl e mi ni  kineti k ve pot ansi yel  enerjileri n f onksi yonu ol arak bir  el e man 

içi n yazarsak : 
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     
 Q

q

U

q

T

q

T

dt

d

















                 (4. 18) 

 

bu denkl e mi n {q} genelleştiril mi ş  koor di natları dır.  Yukarı da yazıl mı ş  ol an ( 4. 14)  ve 

(4. 16) enerji denkl e ml eri ile Lagrange denkl e mi şu şekli alır. 

 

   }{}]{[ Qqkqm   

 

{Q } düğü m nokt aları na et kiyen genelleştiril mi ş kuvvetlerdir. 

 

4.  El de edilen sonuçl arın daha hassas  ol ması  isteni yorsa,  çubuğu ifade etti ği mi z 

el e man sayısı  çoğaltılabilir.  Si ste m denkl e ml eri ni  kurabil mek i çi n,  her  eleman i çi n 

Lagrange denkl e ml eri ni kur up,  sı nır  şartları na uygun ol arak bu denkl e ml eri 

birleştir mek gerekir.  El e manl ar  birleştirilirken düğü m nokt aları na et ki yen 

genelleştiril mi ş kuvvetler, siste mi n iç kuvvetleri olarak kal dı ğı ndan yok ol urlar.  

 

Ser best  titreşi m pr obl e minde dış  kuvvetler  ol madığı  i çi n siste m hareket  denkl e mi  şu 

şekli alır. 

 

   }0{}]{[  qKqM                    (4. 19) 

 

5.  Yukarı da siste m denkl e mi ni  çözebil mek i çin serbestli k derecel eri ni i çeren{q} 

büyükl ükl eri ni n har monik hareket yaptı ğı nı varsayalı m :  

 

    tqq sin  eşitliği  (3. 19)eşitliği nde yeri ne konul ursa ; 

 

     qMqK 2                    (4. 20) 

denkl e mi  el de edilir.  Bu denkl e m genel  bir  özdeğer  pr obl e mi dir.  Kl asi k sayısal  analiz 

yönt e ml eri yle çözül ebilir.  Sonuçt a ort aya çı kan özdeğerler  doğal  frekansl arı, 

özvekt örler ise titreşi m biçi ml eri ni gösterir. 
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6.    Ayrı ca i stenilen başka değerler  varsa,  ör neği n rezonans  anı ndaki  şekil  değişi ml eri 

kullanılarak di na mi k geril me büyükl ükl eri nin hesapl anması  gi bi  hesapl a mak 

mü mkündür. 

 

4. 1. 2. Boyuna Uza manı n Et kisi 

 

Yukarı da bul unan “el e man katılı k matrisi” ve “ele man kütle matrisi” çubuğun boyuna 

uza mal arı nı n ol madı ğı  dur uml ar  i çi n geçerli dir.  Çubuğun boyuna uza maları nı n et kisi 

de katıl dı ğı nda ol uşacak mat risler 4 x 4 değil 6 x 6 hali ne dönüşür.  

 

 






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
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


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
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







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


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
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L
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L
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L
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L

EI

L

EI
L
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L
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L

EI

L

EI
L

EI

Sim
L

EA

m

46
0

26
0

12
0

612
0

00

46
0

12
0

.

22

323

2

3

             (4. 21) 
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 
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9
0
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1
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1
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L
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Sim

ALk                (4. 22) 
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5.   “L” ġEKĠ LLĠ, ÇEġĠ TLĠ ÇATLAKLI VE YAY EKLĠ KĠ RĠ ġLERDE   

TĠ TREġĠ M ANALĠ ZĠ 

 

 

5. 1 Anali z Yapıl an Çubuk 

 

Tez konusu kapsa mı nda Şekil  5. 1‟  de gör ül en L boyunda b ve t  kesit  öl çüleri ne sahi p 

çeşitli şekillerde bağl anmış “L” şekilli çubukl ar i ncel enmi ştir.  

 

 

Şekil 5. 1 “L” çubuğun şekli ve boyutları 

 

Bu çubuk,  yay üst ünde serbest-serbest  ve yi ne yay üst ünde ankastre-serbest  şekli nde 

çeşitli  sı nır  şartları nda bağl anılarak titreşi m analizi  yapıl mı ştır.  ( Şekil  5. 2)  Çubuğun 

sı nır  şartları nda kullanılan yayl ar  çeşitli  yay katsayıları na sahi ptir  ve bu katsayılar 

çözü m sırası nda kullanılan progra ml arda ayrı ayrı belirtil mi ştir.  

 

 

 

 

 

 

L 
b 

t 
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Yay üst ünde serbest-serbest                                    Yay üst ünde ankastre - serbest 

       

Şekil 5. 2 “L” çubuğun bağl antı biçi ml eri 

 

Çubuğun çatlaklı  ve çatlaksız dur uml arı ndaki  analizi  yapıl mı ştır.  Model 

ol uşt urul urken,  çatlağı n yapı da yerel  bir  esnekliğe sebep ol duğundan yola çı karak, 

çatlağı n modeli  ol arak bur ul ma yayı  modeli  kullanıl mı ştır.  ( Şekil  5. 3)  „ de çubuğun 

eğil me dur umunda çatlak et kisi ni  veren bur ul ma yayı  modeli  göst eril mi ştir.  Çubuğun 

boyuna uza ması nda çatlak et kisi ni  göst er mek içi n de,  boyuna uza ma yönünde 

bur ul ma yayı modeli uygul anarak analiz yapıl mı ştır. 

 

 

 

Şekil 5. 3 Çatlağı n modellenmesi nde kullanılan burul ma yayı modeli  

 

Çubuğun x, y ve z koordinat ekseni nde 2 ayrı titreşi m bi çi mi i ncel enmi ştir. 

F1  

F2  
F2  

F1  

F1  

F2  
F2  

F1  
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5. 2 Düzl e m Ġçi TitreĢi ml eri  

 

Şekil  (5. 4)‟de gör ül en x ve  y eksenl eri nden ol uşan düzl e m i çi nde çubuğun yaptı ğı 

titreşi ml er  i ncel enmi ştir. Çubuk bu düzl e m i çi nde eğil me,  dön me  ve  boyuna uza ma 

hareketleri ni  yapacaktır.  Sonl u el e manl ar  met odunda “L” çubuğun sonl u el e manl ara 

böl ünmesi  dur umu uygulanırken,  çubuğun i ki  ana parçadan ol uşt uğu düşünül müşt ür. 

Çubuğun x ekseni ne paral el  kol u 10 parçaya bölün müşt ür  ve her  el e manın eğil me, 

dön me  ve  boyuna uzama  serbestli kleri ne sahip ol duğu göz önüne al ınmı ştır  ve 

interpol asyon f onksi yonları  buna göre seçil mi ştir.  Çubuğun di ğer  parçası  i se y 

ekseni ne paral el  ol an diğer  kol udur.  Bu kol da 10 eşit  parçaya böl ünerek analiz 

yapıl mı ştır.  Bu i ki  parçanın birleşi m nokt ası nda,  yat ay kol un eğil me hareketini n di key 

kol un boyuna uza masına karşılı k gel di ği  ve yi ne yat ay kol un boyuna uza ma 

hareketi ni n di key kol un eğil mesi ne karşılı k geldi ği  göz önüne alı narak düğü m 

nokt aları nı n birleştiril me ona göre yapıl mı ştır.  

 

Yapı daki  çatlak modellenirken de çatlağı n yat ay kol un t a m ort ası nda ol duğu dur u m 

göz önüne alı nmı ştır.  Fakat  çatlak deri nli ği ni n f arklı  boyutlarda ol ması  dur umu 

incel enmi ştir.   Çatlağı n çubuğun eğil me hareketi  sırası nda yaptı ğı  yerel  esnekli k 

et kisi,  çatlak yeri ne bur ul ma yayı  modeli  kullanılarak göz önüne alı nmı ştır.  Bur ul ma 

yayı  modeli ni n çubuğun eğil me dur umundaki  et kisi  ve aynı  za manda çubuğun 

boyuna uza ması sırası ndaki et kisi göz önüne alı narak ayrı ayrı analiz edil miştir. 

 

Yapıl an analizde,  “L” şekilli  çubuğun serbest-serbest  ve ankastre-serbest  sabitle me 

sı nır  koşulları nda özdeğer  frekansl arı nı n değişimi ,  genli k ve çatlak yeri  arası ndaki 

teori k ilişki  i ncel enmi ştir.  Daha önce de belirtildiği  gi bi  çatlak nedeni yl e ortaya çı kan 

yerel  esnekli ği  belirt mek a macı yl a kütlesiz burul ma yayı  modeli  uygul anmı ştır. 

Türetilen ilişki de i ki  öne mli  kabul  yapıl mı ştır. Bunl arda biri ncisi  yapını n li neer 

davrandı ğı  kabul  edil mi ştir.  İki ncisi  i se yapısal  ele manı n el asti k özelli klerini n za mana 

bağlı  ol madı ğı dır.  Bugüne kadar  yayı nl anan birçok çalış mada kullanıl an çatlak 

modeli budur.  
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Şekil 5. 4 Düzl e m i çi titreşi ml er 

 

5. 3 Düzl e m Dı Ģı TitreĢi ml eri  

 

Şekil  (5. 5)  „de gör ülen çubuğun y ekseni  etrafındaki  titreşi ml eri ni n de  ( bur ul ma 

titreşi ml eri)  analiz edil mesi dir.  

 

 

 

Şekil 5. 5 Düzl e m dışı titreşi ml er 

 

 

 

x 

y z 

F1  

F2  

F1  

F2  
F2  

F1  

x 

y 
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5. 4 Çatl aklı Çubukl arı n Frekansl arı nı n Bul unmasında Kull anıl an Program 

 

Bu çalış mada çatlaklı  ve çatlaksız çubukl arı n frekansl arı  hesapl anırken kull anılan 

pr ogra m Fortran 90‟ da yazıl mı ş  bir  sonl u el e manl ar  pr ogra mı dır.  Bu pr ogra mda 

kullanılan sayısal  yönt em,  ul usl ar  arası  st andartlara uygun ol arak House- hol der  ve 

QR (  ort hogonal  col umns  and upper-triangul ar  matris)  ort ogonal  kol on ve üst  üçgen 

mat risi met odunun kombine kullanı mı dır. 

 

Fortran 90 pr ogra mı nda kullanılan model  şöyl edir.  “L” şekilli  çubuk 10 ( yat ay kol)  + 

10 ( di key kol)  el e mana böl ünmüşt ür.  Yat ay kolun t a m ort ası na bir  burul ma  yayı 

konul muşt ur.  Bur ul ma yayı nı n yay katsayısı ( 5. 1)  f or mül üyl e hesapl anmı ştır. 

Pr ogra m çatlak deri nli ği  küçük kirişler  i çi n özfrekans  hesabı nda ol dukça i yi  sonuçl ar 

ver mekt edir.   

 

“L” şekilli  çubuğun analizi  yapılırken kullanılan progra mı n dökü mü Ekl er  böl ümünde 

Ek A. olarak veril mi ştir.  

 

 

5. 5 Sayısal Çözüml eri n KarĢıl aĢtırıl ması  

 

Modellenen kiriş aşağı daki özelli klere sahi ptir ; 

El astisite modül ü ( E) = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
] 

Kay ma Modül ü ( G) = 7,65 x 10
8
 [Pa] 

Poi sson Oranı () = 0, 28 

Yoğunl uk () = 7. 850 [kg/ m
2
] 
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Çatlak içi n yerel eğil me C şu şekil de hesapl anır. 

 

C = 








h

a
I

EI

h
..

.346,5
                     (5. 1) 
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
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
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I +172

8

. 
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



h
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I -143, 97

9

. 








h

a
I +66, 56

10

. 








h

a
I                (5. 2)

 

 

burada a = çatlak deri nliği,  h = kiriş  yüksekli ği  ve I  (a/ h)  = boyutsuz yerel  eğil me 

fonksi yonu.   Böyl ece verilen a deri nli kli  çatlak içi n bur ul ma rijitliği  K = Kr / EI  il e 

hesapl anır. Burada Kr  = 1/ c „dir  

 

Titreşi m analizi  sırası nda,  “L” şekilli  çubuğun yat ay ve di key kolları nı n uza ma  ve 

bur ul ma et kileri  i çi n de yi ne bur ul ma  yayı  modeli  kullanıl mı ştır.  Burada kull anılan 

yay katsayıları ; 

 

Uza ma içi n kullanılan yay katsayısı   
ç

u
l

EA
k

.
     (5. 3) 

Bur ul ma içi n kullanılan yay katsayısı  
ç

T

b
l

IG
k

.
     (5. 4) 

 

denkl e ml eri  kullanılarak belirlenmi ştir.  Bu katsayıları n büyükl ükl eri kull anılan 

pr ogra mda görül mekt edir. 

 

Anali z sırası nda kullanılan pr ogra m il e he m çatlaksı z çubukl arı n he m de farklı  çatlak 

özelli kleri ne sahi p çubukları n titreşi m sonuçl arı  elde edil mi ştir.  El de edil en bu SE M 

verileri,  3.  Böl ümde elde edilen analitik denklem ( 3. 37)  kullanılarak belirlenen 
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analiti k değerler,  literat ürden alı nan deneysel  değerler  [28]  ve yi ne literat ürden alı nan 

I-deas progra mı [28] verileri ile karşılaştırıl mı ştır.  

 

Lit erat ürde deneysel  analizi  yapıl mı ş,  boyutları  ve özelli kleri  belirli  çubukl arı n 

titreşi m analizi  bu t ez kapsa mı nda i ncel enmi ştir. Dol ayısı yl a daha önce el de edil en 

deneysel ve nümeri k değerler karşılaştır mal arda kullanıl mı ştır.  

 

Kull anılan pr ogra m sonucu el de edilen bil giler  ve karşılaştır mal ar  Tabl o ( 5.1)  – Tabl o 

(5. 9)  arası nda yapıl mı ştır.  Bu t abl ol arda,  çeşitli  boyutlarda çatlağa sahi p ve çatlaksı z 

çubukl arı n titreşi m analizi  sonucunda el de edilen doğal  frekans  değerleri  veril mi ştir. 

Doğal  frekansl ar  i ncel endi ği nde,  çatlaklı  çubuğun doğal  frekansl arı ndaki  azal ma 

belirgi n bir  şekil de gör ül mekt edir.  Çatlağı n boyut u değişti ği nde,  doğal  frekanst aki 

değişi mde yi ne belirgi n şekil de gör ül mekt edir.  Dol ayısı yl a,  doğal  frekanslardaki  bu 

farklı  değişi ml er  sonucunda,  çatlağı n yeri  ve boyut u hakkı nda bil gi  sahi bi 

ol unabileceği görül mekt edir.   

 

Tabl o ( 5. 1 b)‟de “L” şekilli  ankastre – serbest  bağlı  çubukl arı n çatlaksız ve çeşitli 

boyutlarda çatlağa sahi p dur uml arı ndaki düzle m içi titreşi ml eri ni n analizi veril mi ştir. 

 

Tabl o ( 5. 1 c)‟de çatlağın boyuna uza maya yaptığı  yerel  esnekli k et kisi  de  bur ul ma 

yayı  il e modellendi ği nde,  0, 5 mm deri nli kteki  çatlak i çi n el de edilen frekanslarda ( 1b 

, 2b , 3b , 4b , 5b ) çok değiş me ol madı ğı görül müşt ür.  

 

Tabl o ( 5. 2)‟de “L” şekilli  ankastre – serbest  bağlı  çubukl arı n çeşitli boyutl arda 

çatlağa sahi p dur uml arında ve yat ay ve di key çubukl ara uygul anan F1  ve  F2 

kuvvetleri ni n et kisi altı nda, çubuğun düzle m i çi titreşi ml eri ni n analizi verilmi ştir. 

 

Tabl o ( 5. 3)‟de “L” şekilli  ankastre – serbest  bağlı  çubukl arı n çeşitli boyutl arda 

çatlağa sahi p dur uml arı nda ve sadece yat ay çubuğa uygul anan F1  kuvvetini n et kisi 

altı nda, çubuğun düzle m içi titreşi ml eri ni n analizi veril mi ştir. 

 

Tabl o ( 5. 4)‟de “L” şekilli  ankastre – serbest  bağlı  çubukl arı n çeşitli boyutl arda 

çatlağa sahi p dur uml arı nda ve sadece di key çubuğa uygul anan F2  kuvvetini n et kisi 

altı nda, çubuğun düzle m içi titreşi ml eri ni n analizi veril mi ştir. 
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Tabl o ( 5. 5)‟de “L” şekilli  serbest – serbest  bağlı  çubukl arı n çatlaksı z ve  çeşitli 

boyutlarda çatlağa sahi p dur uml arı ndaki düzle m içi titreşi ml eri ni n analizi veril mi ştir. 

 

Tabl o ( 5. 6)‟da  “L” şekilli  ankastre – serbest  bağlı  çubukl arı n çatlaksız ve  çeşitli 

boyutlarda çatlağa sahi p dur uml arı ndaki  düzl e m dı şı  titreşi ml erini n analizi 

veril mi ştir. 

 

Tabl o ( 5. 7)‟de “L” şekilli  ankastre – serbest  bağlı  çubukl arı n çeşitli boyutl arda 

çatlağa sahi p dur uml arında ve yat ay ve di key çubukl ara uygul anan F1  ve  F2 

kuvvetleri ni n et kisi altı nda, çubuğun düzle m dışı titreşi ml eri ni n analizi veril mi ştir. 

 

Tabl o ( 5. 8)‟de “L” şekilli  ankastre – serbest  bağlı  çubukl arı n çeşitli boyutl arda 

çatlağa sahi p dur uml arı nda ve sadece yat ay çubuğa uygul anan F1  kuvvetini n et kisi 

altı nda, çubuğun düzle m dışı titreşi ml eri ni n analizi veril mi ştir. 

 

Tabl o ( 5. 9)‟da i se“L” şekilli  ankastre – serbest bağlı  çubukl arı n çeşitli boyutl arda 

çatlağa sahi p dur uml arı nda ve sadece di key çubuğa uygul anan F2  kuvvetini n et kisi 

altı nda, çubuğun düzle m dışı titreşi ml eri ni n analizi veril mi ştir. 
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Tabl o 5. 1 a Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Analiti k 

Değerl er 

Deneysel 

Veriler [28] 

I-deas Progra mı 

Verileri [28] 

S. E. M.  

1  689, 7248249 587, 27 795, 25 688, 827383 

2  1. 882030708  1. 852, 37 1. 869, 59339 

3    2. 225, 77 9. 018, 76086 

4    9. 064, 46 12. 789, 2168 

5    9. 774, 58 20. 050, 2700 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  668, 128835 597, 780505 416, 561241 

2  1. 868, 80874 1. 866, 39451 1. 861, 72984 

3  8. 872, 57834 8. 354, 23731 7. 311, 22561 

4  12. 404, 3510 11. 607, 5740 10. 956, 5528 

5  20. 042, 5384 20. 026, 4821 20. 010, 6158 
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Tabl o 5. 1 b Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 140 [ mm]       b = 13, 5 [ mm]       t = 1 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Analiti k 

Değerl er 

Deneysel 

Veriler [28] 

I-deas Progra mı 

Verileri [28] 

S. E. M 

1  14, 2166114 13, 11 13, 48 14, 2067252 

2  38, 79242599  26, 43 38, 6866450 

3    36, 80 191, 002766 

4    181, 12 279, 939350 

5    266, 37 610, 934558 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 140 [ mm]       b = 13, 5 [ mm]       t = 1 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  14, 1847535 14, 0935316 13, 6383257 

2  38, 6857600 38, 682107 38, 6643959 

3  190, 807651 189, 994868 185, 902748 

4  279, 475874 277, 616549 269, 722412 

5  610, 818790 610, 351525 608, 303804 
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Tabl o 5. 1 c Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Analiti k Değerl er 

 

S. E. M 

1  172, 4312062 172, 285383 

2  470, 507677 468, 772600 

3   2. 303, 50810 

4   3. 356, 16754 

5   7. 199, 92286 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  

1 b  

169, 636130 159, 695182 

159, 69492 

126, 099032 

2  

2 b  

468, 667990 468, 296371 

468, 290777 

467, 260469 

3  

3 b  

2. 280, 94962 2. 195, 22495 

2. 195, 09496 

1. 946, 73870 

4  

4 b  

3. 303, 32743 3. 155, 97181 

3. 155, 3184 

2. 947, 58406 

5  

5 b  

7. 189, 17509 7. 157, 23609 7. 100, 42954 
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Tabl o 5. 1 d Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 13, 5 [ mm]       t = 1 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Analiti k Değerl er S. E. M.  

1  81, 14409705 81, 0871052 

2  221, 4153774 220, 801805 

3   1. 089, 91329 

4   1. 597, 01590 

5   3. 484, 46483 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 13, 5 [ mm]       t = 1 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  80, 7884528 79, 5684193 73, 9158557 

2  220, 789799 220, 741434 220, 531135 

3  1. 087, 26420 1. 076, 36885 1. 02597701 

4  1. 590, 77295 1. 567, 23109 1. 489, 72796 

5  3. 482, 90521 3. 476, 93704 3. 455, 77830 
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Tabl o 5. 1 e Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 234, 4 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Analiti k Değerl er S. E. M.  

1  43, 10780156 43, 0762518 

2  117, 6269193 117, 278761 

3   578, 392557 

4   846, 587959 

5   1. 844, 65286 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 234, 4 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  42, 7411834 41, 4134215 359866687 

2  117, 265357 117, 213755 117, 026313 

3  575, 441965 563, 626735 517, 808264 

4  839, 701419 816, 497487 763, 980914 

5  1. 842, 94472 1. 837, 00740 1. 821, 54656 
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Tabl o 5. 2  Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksı z çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]      F1 = F2 = 7. 000 [ N] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  652, 914657 580, 336439 389, 574679 

2  1. 862, 32111 1. 859, 98395 1. 855, 46287 

3  8. 861, 53714 8. 343, 34169 7. 299, 15108 

4  12. 397, 9384 11. 599, 5283 10. 946, 6756 

5  20. 038, 7020 20. 022, 7008 20. 006, 8846 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]      F1 = F2 = 7. 000 [ N] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  153, 979727 142, 743177 102, 733306 

2  462, 079903 461, 755735 460, 848831 

3  2. 269, 55290 2. 184, 12395 1. 935, 21877 

4  3. 295, 65973 3. 147, 21931 2. 936, 71135 

5  7. 180, 08918 7. 148, 00264 7. 090, 89478 
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Tabl o 5. 3  Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksı z çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]      F1 = 7. 000 [ N]   F2 = 0 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  665, 217655 594, 313916 410, 535637 

2  1. 867, 62344 1. 865, 18288 1. 860, 46032 

3  8. 870, 68611 8. 350, 69919 7. 304, 12015 

4  12. 401, 3756 11. 604, 7384 10. 954, 3364 

5  20. 042, 4843 20. 026, 4213 20. 010, 5434 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]      F1 = 7. 000 [ N]   F2 = 0 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  166, 757026 156, 534025 121, 476098 

2  467, 484586 467, 097299 466, 012727 

3  2. 278, 9374 2. 192, 30681 1. 940, 83898 

4  3. 300, 44548 3. 153, 13582 2. 495, 14807 

5  7. 187, 53973 7. 155, 52643 7. 098, 52466 
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Tabl o 5. 4  Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksı z çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]      F1 = 0    F2 = 7. 000 [ N] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  655, 850748 583, 854362 395, 877994 

2  1. 863, 51956 1. 861, 20803 1. 856, 74315 

3  8. 863, 42458 8. 346, 87129 7. 306, 24774 

4  12. 400, 9193 11. 602, 3733 10. 948, 9023 

5  20. 038, 7558 20. 022, 7613 20. 006, 9567 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]      F1 = 0    F2 = 7. 000 [ N] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  156, 966588 146, 070769 107, 997790 

2  463, 317189 463, 007064 462, 143392 

3  2. 271, 54516 2. 187, 01396 1. 941, 08422 

4  3. 298, 56344 3. 150, 08569 2. 939, 18594 

5  7. 181, 71757 7. 149, 70554 7. 092, 79328 
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Tabl o 5. 5 a Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

SERBEST – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z VE ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 140 [ mm]       b = 13, 5 [ mm]       t = 1 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl aksı z Çatl ak  

 = 0, 25 mm 

Çatl ak 

 = 0, 50 mm 

Çatl ak 

 = 0, 75 mm  

1  0 0 0 0 

2  0 61, 4268864 60, 9913669 58, 8052358 

3  0 170, 566067 170, 566060 170, 565968 

4  95, 5309006 183, 431502 181, 877532 174, 900478 

5  187, 528158 546, 103987 545, 827149 544, 555959 

 

 

Tabl o 5. 5 b Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

SERBEST – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z VE ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl aksı z Çatl ak  

 = 0, 25 mm 

Çatl ak 

 = 0, 50 mm 

Çatl ak 

 = 0, 75 mm  

1  0 0 0 0 

2  0 2. 066, 53087 2. 047, 09400 1. 673, 40717 

3  0 3. 051, 01245 2. 695, 79142 2. 173, 51312 

4  4. 629, 59561 7. 969, 53853 7. 771, 58096 7. 203, 29210 

5  9. 056, 50308 9. 314, 31372 8. 774, 50664 8. 424, 13230 
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Tabl o 5. 5 c Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

SERBEST – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z VE ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl aksı z Çatl ak  

 = 0, 25 mm 

Çatl ak 

 = 0, 50 mm 

Çatl ak 

 = 0, 75 mm  

1  0 0 0 0 

2  0 734, 833774 687, 990098 527, 771642 

3  0 1. 612, 69378 1. 573, 75648 1. 472, 58623 

4  1. 158, 36539 2. 115, 75048 2. 081, 00421 2. 013, 46009 

5  2. 272, 02332 2. 786, 73516 2. 717, 59439 2. 614, 42606 

 

 

 

Tabl o 5. 5 d Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

SERBEST – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z VE ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 13, 5 [ mm]       t = 1 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl aksı z Çatl ak  

 = 0, 25 mm 

Çatl ak 

 = 0, 50 mm 

Çatl ak 

 = 0, 75 mm  

1  0 0 0 0 

2  0 349, 695782 343, 861119 316, 573679 

3  0 972, 912206 972, 912190 949, 231959 

4  545, 254518 1. 043, 57493 1. 023, 53943 972, 912367 

5  1. 070, 30054 1. 610, 16838 1. 610, 16655 1. 610, 16058 
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Tabl o 5. 5 e Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksız çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

SERBEST – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z VE ÇATLAKLI ÇUBUK DÜZLE M Ġ ÇĠ TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 234, 4 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl aksı z Çatl ak  

 = 0, 25 mm 

Çatl ak 

 = 0, 50 mm 

Çatl ak 

 = 0, 75 mm  

1  0 0 0 0 

2  0 187, 809464 181, 288997 154, 456818 

3  0 519, 913138 515, 042192 468, 754154 

4  289, 651024 547, 348934 532, 634556 524, 476096 

5  568, 476431 1. 530, 57120 1. 530, 34143 1. 529, 62363 
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Tabl o 5. 6  Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksı z çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M DIġI TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  1. 122, 99568 1. 111, 36140 1. 041, 43365 

2  2. 711, 71448 2. 576, 53048 2. 037, 99526 

3  5. 698, 63295 5. 389, 31870 4. 277, 19284 

4  8. 058, 22046 7. 088, 41599 6. 293, 08918 

5  10. 561, 6168 9. 323, 80743 8. 953, 73971 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M DIġI TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  296, 667893 294, 831607 284, 902146 

2  1. 359, 92077 1. 312, 41031 1. 020, 66805 

3  2. 677, 10361 2. 296, 36650 1. 710, 00130 

4  3. 221, 71406 2. 949, 33976 2. 885, 71890 

5  4. 272, 09192 4. 262, 67729 4. 257, 79239 
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Tabl o 5. 7  Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksı z çubukl arı n karşılaştırıl ması 

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M DIġI TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]       F1 = F2 = 7. 000 [ N] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  1. 112, 17301 1. 100, 87516 1. 032, 79473 

2  2. 711, 67371 2. 576, 20228 2. 033, 97389 

3  5. 698, 54662 5. 388, 81713 4. 273, 96414 

4  8. 057, 88727 7. 086, 28172 6. 291, 43351 

5  10. 560, 7315 9. 322, 64228 8. 953, 14560 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M DIġI TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]     F1 = F2 = 7. 000 [ N] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  285, 008704 283, 379160 274, 477095 

2  1. 359, 85418 1. 312, 03176 1. 015, 81146 

3  2. 676, 57837 2. 293, 65213 1. 707, 10852 

4  3. 219, 74602 2. 948, 48534 2. 885, 35864 

5  4. 271, 95550 4. 262, 58341 4. 257, 71758 
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Tabl o 5. 8  Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksı z çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M DIġI TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]       F1 = 7.000 [ N]   F2 = 0 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  1. 122, 99432 1. 111, 35085 1. 041, 19891 

2  2. 711, 70226 2. 576, 42156 2. 036, 82501 

3  5. 698, 60370 5. 388, 98995 4. 275, 75802 

4  8. 058, 12310 7. 087, 78316 6. 292, 71364 

5  10. 561, 2928 9. 323, 39746 8. 953, 52318 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M DIġI TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]     F1 = 7. 000 [ N]   F2 = 0 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  296, 666755 294, 826805 284, 833329 

2  1. 359, 90156 1. 312, 28767 1. 019, 00975 

3  2. 676, 89478 2. 295, 42376 1. 708, 94617 

4  3. 221, 19550 2. 949, 13621 2. 885, 64425 

5  4. 272, 05201 4. 262, 64884 4. 257, 76895 
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Tabl o 5. 9  Çeşitli sı nır koşulları nda çatlaklı ve çatlaksı z çubukl arı n karşılaştırıl ması  

 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M DIġI TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 58, 6 [ mm]       b = 80, 2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]       F1 = 0    F2 = 7. 000 [ N]    

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  1. 112, 17436 1. 100, 88539 1. 033, 02241 

2  2. 711, 68594 2. 576, 31142 2. 035, 15378 

3  5. 698, 57584 5. 389, 14628 4. 275, 40006 

4  8. 057, 98475 7. 086, 91696 6. 291, 80830 

5  10. 561, 0558 9. 323, 05195 8. 953, 36190 

 

ANKASTRE – SERBEST BAĞLI  

“L” ġEKĠ LLĠ ÇATLAKSI Z ÇUBUK DÜZLE M DIġI TĠ TREġĠ MLERĠ  

Boyutlar ; 

L = 117, 2 [ mm]       b = 80,2 [ mm]       t = 8, 5 [ mm]  

E = 2, 1 x 10
11

 [ N/ m
2
]      = 7. 850 [kg/ m

2
]     F1 = 0    F2 = 7. 000 [ N] 

Doğal Frekans 

[ Hz] 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 25 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 50 mm i çi n 

Çatl ak deri nliği 

 = 0, 75 mm i çi n 

1  285, 009743 283, 383405 274, 538245 

2  1. 359, 87345 1. 312, 15516 1. 017, 48944 

3  2. 676, 78814 2. 294, 59709 1. 708, 15883 

4  3. 220, 26422 2. 948, 68768 2. 885, 43288 

5  4. 271, 99531 4. 262, 61180 4. 257, 74098 
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5. 6 Ti treĢi m Modl arı nı n DeğiĢi mi  

 

Titreşi m modl arı ndaki  değişi klik i çi n,  sayısal  çözüml eri n karşılaştırıl ması  sırası nda 

incel enen bir  çubuğun analizi  yapıl mı ştır.  L=58, 6 mm,  b=80, 2 mm ve t =8, 5 mm 

boyutları na sahi p çatlaksız çubuğun literat ürden [28]  alı nan titreşi m modl arı  Şekil  5. 6 

-  Şekil  5. 10 arası nda veril mi ştir.  Literat ürden alı nan titreşi m modl arı  I-deas  pr ogra mı 

ile analiz yapılarak el de edil mi ş  verilerdir.  Çatlaksız dur umdaki  ve çatlaklı  dur umdaki 

titreşi m frekansl arı  ( Tablo 5. 1a)  ve yer  değiştir meleri   ( Ek B ve  Ek C)  i ncelendi ği nde  

%25 çatlak dur umunda doğal  frekanst a %3 oranı nda azal ma,  %50 çatlak dur umunda 

doğal  frekanst a %13, 2 oranı nda azal ma ve %75 çatlak dur umunda da doğal  frekanst a 

yi ne %39, 5 oranı nda azal ma  gör ül mekt edir.  Dolayısı yl a,  çatlaklı  yapı nın titreşi m 

modu i ncel endi ği nde doğal  frekansl ardaki  değişi m oranl arı ndan çatlağı n yeri  ve 

büyükl üğü hakkı nda fikir sahi bi ol una bili neceği anl aşıl makt adır. 

 

      

Şekil 5. 6 Mod 1 [ Ref. 28] 
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Şekil 5. 7 Mod 2 [ Ref. 28] 

 

Şekil 5. 8 Mod 3 [ Ref. 28] 
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Şekil 5. 9 Mod 4 [ Ref. 28] 

 

Şekil 5. 10 Mod 5 [ Ref. 28] 



 65 

6.   SONUÇLAR VE ÖNERĠ LER 

 

 

Gelişen t eknol oji  il e birli kte,  titreşi m analizi  yap mak ve  titreşi m probl e ml eri ni 

çöz mek üzeri nde daha çok çalışıl ması  gereken konul ardandır.  Yapı daki  çatlağı n yeri 

ve büyükl üğü t espit  edilerek,  sonuçt a hasara ve maddi  manevi  kayıpl ara sebep 

ol madan gerekli  t edbirleri  al mak i çi n mekani k t itreşi ml er  konusunda daha det aylı 

çalış mal ar yapıl malı dır.   

 

Bu çalış mada i ncel enen yapılar  güncel  hayatta birebir  karşılı ğı  ol an yapılardır. 

İncel enen siste ml er  “L” şekilli  ankastre -  serbest  veya serbest  -  serbest  bağlı 

dur uml arı ndaki  çubukl arın analizi dir.  Ankastre - serbest  bağlı  “L” şekilli  çubukl ara 

ör nek ol arak,  fabri kal arda su ve hava t esisatı nın t aşı nması nda kullanılan bağl antı 

pr ofilleri,  kapılardaki  köşe pr ofiller,  çeşitli  raf siste ml eri nde kullanılan bağl antı 

el e manl arı,  araba kapılarındaki  ment eşe siste ml eri  ve daha birçok yer de kull anılan 

bağl antı parçal arı verilebilir.  

 

Titreşi m analizi nde en çok kullanılan ve t at mi n edi ci  sonuçl ar  el de edil mesi ni 

sağlayan sonl u el e manl ar  met odudur.  Bu met odun ana fi kri,  yapı  mat emati k model 

ol arak t asarlanır  ve  belirli  sayı da sonl u el e manl ara böl ünür  ve matris f or muyl a 

yazılır.  Aynı  za manda model  gerçek yapı nı n st atik ve di na mi k özelli kleri ni  de i çerir. 

Sonl u el e manl ar  met odunda daha hassas  sonuçlar  i stendi ği  za man el e man sayısı nı 

artır mak gerekir.   Burada kullanılan Fortran 90 progra mı nda yazılan sonlu el e manl ar 

pr ogra mı nda,  kiriş genellikle 10 el e mana böl ünmüşt ür.  5.  el e manda çat lak ol duğu 

düşünül erek kütlesiz burul ma  yayı  modeli  kullanıl mı ştır.   El de edilen sonuçl ar  belirli 

hassasi yettedir.  Daha hassas  sonuçl ar  el de edil mek i steni yorsa el eman sayısı 

artırıl malı dır.  
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Çalış mada kullanılan model  literat ürde yaygın ol arak kullanılan Lineer  Yay 

Modeli‟dir.  Yapı daki  hasarı  t espit  ederken çatlağın yeri  ve büyükl üğü hakkı nda daha 

e mi n bil gilere sahi p ol mak i çi n o kadar  hassas  bir  model  i ncel enmeli dir. Ör neği n ; 

çatlaklı  bir  “L” pr ofili n titreşi ml eri ni  i ncel erken,  eğil mede her  i ki  yöne harekette 

farklı  modeller  kullanmak mantı klı dır.  Çünkü profili n aşağı  ve yukarı  hareketi nde 

çatlakt an dol ayı  farklı  davranışlar  göst erecektir.  Fakat  bu çalış mada li neer  yay modeli 

kullanıl dı ğı ndan her  i ki  yöndeki  harekette yay katsayısı  aynı  alı nmı ştır.  Daha  hassas 

sonuçl ar  i çi n,  i ki  yönde de  farklı  yay katsayısı  kullanılan bir  model  geliştirilebilir. 

Di ğer  farklı  bir  model  ise;  yapı daki  çatlağı kirişte kesit  azal ması şekli nde 

modelle mektir.  Bu t ezde kull anılan model  he m kullanışlı  he m de i yi  sonuç 

verdi ği nden çatlak modellemede kullanılabilecek iyi modeller arası ndadır.  

 

Bu t eori  katı  yapılara uygul ana maz.  Katı yapılar  ( bet on... vs)  öne mli  yapı 

değişi ml eri ne eğili mli dir.  Dol ayısı yl a öl çül en frekans  değişi mi,  çatlak tarafı ndan 

ol uşan hasarı  doğr u yansıt maz.  Bet onar me  ve ön geril meli  bet onl arı n i çi nde 

kullanılan bet on çeli ği, yapıları n titreşi m karakt erleri ni  karıştır maya eğili mli dir.  

Böyl eli kl e,  kütlesiz bur ul ma yayı nı n mekani k modeli  bu yapılara uygul ana maz.  Bu 

teori ni n uygul anması  i çin en uygun yapılar  çeli k yapılardır.  Çeli k yapılar  daha belirli 

sı nır  koşulları na sahi ptir ve  çeli k yapı  el e manl arını n el asti k özelli kleri  zamana  göre 

sabittir. 

 

Titreşi m yönt e ml eri ni  hasar  analizi nde kullanmak yapı ya zarar  ver mediği  i çi n de 

kullanışlı  bir  met ott ur.  Yapı da çatlak varsa,  yapı nı n doğal  frekansı nda bir  azal ma, 

sönü mde ise art ma görülür. Bu çalış mada sönü m et kileri incel enme mi ştir. 

 

Bu çalış mada çatlaksız ve farklı  boyutlarda çatlağa sahi p,  çeşitli  sı nır  koşulları na 

sahi p ”L” şekilli  çubukl arın titreşi m karakt eristi kleri  i ncel enmi ştir.  El de edil en SE M 

değerleri,  t eori k ve literat ürden alı nan deneysel  değerlerle karşılaştırıldı.  Çatlaklı 

hallerde t ek ve çift  t araflı  çatlakl ar  halleri nde Kr  bur ul ma yayı  il e t e msil edil ebilen 

çubuğun esnekli ği ni n değişti ği,  bunun sonucunda da  doğal  frekansl arda  azal ma 
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meydana gel di ği,  titreşim bi çi ml eri ni n ( modl arını n)  farklılaştı ğı  Sonl u El e manl ar 

Met odu il e t espit  edildi.  Tah mi n edilen ve el de edilen değerler  t at mi n edi ci 

bul unmuşt ur.  Bu çalış manı n sonucu ol arak doğal  frekansl ardaki  ve modl ardaki  bu 

değişi ml er  esas  alı narak çatlağı n konu mu ve  büyükl üğü t espit  edili p hasar  analizi 

yapılabileceği anl aşıl mı ştır. 
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EK A. TĠ TREġĠ M ANALĠ ZĠ YAPI LI RKEN KULLANI LAN PROGRAM 

 

 

Progra mı n Dökümü 

 

“L” şekilli,  Ankastre- Serbest  ve Ser best-Serbest  sı nır  şartları na sahi p çeşitli  çatlaklı 

ve yay ekli  çubukl arı n düzl e m i çi  ve düzl e m dışı  titreşi m analizi  FORTRAN 90 

pr ogra mı  vasıtası yla sonlu el e manl ar  met oduyl a incel enmi ştir.  Değişi k sınır  şartları 

ve çubuğun çatlaksız veya çeşitli  çatlak deri nlikleri ne sahi p ol ması  dur umunda 

pr ogra mda her  analizi sırası nda küçük değişi kli kler  düzenl enmi ştir. Aş ağı daki 

pr ogra m t a m ortası ndan çatlaklı Ankastre – Serbest bağlı çubuk içi ndir. 

 
C     PROGRAM ADI : engi nsuzent catlak122.for 

C     SONUC DOSYASI : enginsuzen* 

C     10 El e manli , ank. -free cubuk, L tipi catlakcubuk 

c     5+5+10 el. ile catlak 5. el.da  

      i mplicit doubl e precisi on (a-h, o-z) 

      di mensi on ak(66, 66), a m( 66, 66), eval(66), wks1(66), wks2(66), ncode(6) 

      di mensi on evec(66, 66), ek(6, 6), e m( 6, 6) 

c real *8 ck(66, 66),incv(66, 66), cm( 66, 66) 

c     read(*, *) nmax, ro, al, e, eb,et, ak1, ak2, ef 

c  201 for mat(i 5, 8F15. 0) 

      open(6,file=' engi nsuzen.t xt' ) 

c     write(6, 500) 

c 500 for mat(7x,' Ele ment No' ,9x,' Ncode No2,/) 

      nmax=10 

c n=10 

 ro=7850. 0 

 e=210000000000. 0 

 al =1. 12 

 et =0. 03 

 eb=0. 05 

 ef =0. 1 

c kb=31632876. 43 

c ef =52800. 0 

c      ef=0. 1000 

 ak1=13440000000. 0 

 ak2=196000000. 0 

      write(6, 290) nmax, ro, al, e,eb, et, ak1, ak2, ef 

  290 for mat(5x,' nmax=' ,i 5,' ro=' , d10. 3,' al =' , d10. 3,' e=' , d10. 3,    

     *' eb=' , d10. 3,' et =' , d10. 3,/, 

     *' ak1=' , d10. 3,' ak2=' , d10. 3,/, 

     *' ef=' , d16. 9//) 

      do 250 n=n max, nmax 

      do 99 i =1, 66 

      do 99 j =1, 66 

      ak(i,j)=0. 0 

      am(i,j)=0. 0 

   99 conti nue 

      el =al/fl oat(n) 

 n3=20 

      ndf =3*n3+1 
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      ai =eb*et **3/ 12. 0  

 aa=0. 015 

 at =aa/ et 

 a1t =1. 8624*(at)**2-3. 95*(at)**3+16. 375*(at)**4-37. 226*(at)**5+ 

 176. 81*(at)**6-126. 9*(at)**7+172. 0*(at)**8-143. 97*(at)**9+ 

 266. 56*(at)**10 

 bk=(e*ai)/(et *a1t *5. 346) 

 bk1=(e*ai)/(al *bk) 

c a1t =0. 627*(at)**2-1. 04533*(at)**3+4. 5948*(at)**4-9. 973*(at)**5+ 

c 120. 294*(at)**6-33. 0351*(at)**7+47. 106*(at)**8-40. 7556*(at)**9+ 

c 219. 6*(at)**10 

c bk=(e*ai)/(et *a1t *17. 37179136) 

      call for m1(ek, e m, el, e, ak1,ak2, ef, ai, eb, et,ro) 

      do 13 iii =1, n3  

 if(iii.lt. 10) go t o 103 

c boyuna kuv =0 2. cubuk T de hali 

 ef =0. 1 

      call for m1(ek, e m, el, e, ak1,ak2, ef, ai, eb, et,ro)  

c if(iii. ne. 1) go t o 15 

c 103 if(iii. gt. 10) go t o 8 

c if(iii. gt. 10) go t o 8 

 103 if(iii. ne. 1) go t o 104 

  ncode(1) =0 

 ncode(2) =0 

 ncode(3) =0 

 ncode(4) =1 

 ncode(5) =2 

 ncode(6) =3 

 go t o 113 

 104 do 11 i q=1, 6 

c ncode(1) =0 

c ncode(2) =1 

c ncode(3) =2 

c ncode(4) =3 

c go t o 12 

c 15   do 11 i q=1, 4 

      ncode(i q) =3*iii +i q-6 

c if(iii. gt. 5) ncode(i q) =2*iii +i q-2 

c if(iii. eq. 6) ncode(1) =10 

c if(iii. eq. 10) ncode(3) =0 

c if(iii. eq. 10) ncode(4) =ndf 

 if(iii. gt. 5) ncode(i q) =3*iii +i q-5 

 if(iii. eq. 6) ncode(1) =13 

 if(iii. eq. 6) ncode(2) =14 

  11  conti nue 

c go t o 113 

c  8 do 111 i q=1, 6 

c ncode(i q) =3*iii +i q 

c111 conti nue 

c if(iii.lt. 16) go t o 117 

c do 119 i q=1, 6 

c ncode(i q) =3*iii +i q-3 

c 119 conti nue 

c117 if(iii. ne. 15) go t o 112 
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c ncode(4) =3*n+2 

c ncode(5) =3*n+1 

c ncode(6) =3*n+3 

c do 118 i =1, 6 

c ek(i, 4) =-ek(i, 4) 

c ek(4,i)=-ek(4,i) 

c e m(i, 4) =-e m(i, 4) 

c e m( 4,i)=-e m( 4,i) 

c118 conti nue 

c112 if(iii. ne. 16) go t o 113 

 if(iii. ne. 11) go t o 113 

 ncode(1) =3*n 

 ncode(2) =3*n-1 

 ncode(3) =3*n+1 

 do 116 i =1, 6 

 ek(i, 1) =-ek(i, 1) 

 ek(1,i)=-ek(1,i) 

 e m(i, 1) =-e m(i, 1) 

 e m( 1,i)=-e m( 1,i) 

116 conti nue 

 113  call asse m1(ek, e m, ncode,ak, a m)  

c      do 16 i q=1, 4 

c     write (6, 295) iii,iq, ncode(iq)  

c 295 for mat(10x,i 2, 12x,i 2, 5x, i2) 

c   16 conti nue 

c      write(6, 505) bk1 

c 505  for mat(' bk1=' , d16. 9) 

   13 conti nue 

      am1=2. 694  

      am2=0. 568 

c ak1=13340000000. 0 

c ak2=196000000. 0 

c      ak(2, 2) =ak(2, 2) +(el *el *el*ak1)/(e*ai)  

      ak(30, 30) =ak(30, 30) +(el *el *el *ak2)/(e*ai)  

c      am( 1, 1) =a m( 1, 1) +(a m1*420. 0)/(ro*eb*et *el) 

c a m( 2, 2) =a m( 2, 2) +(a m1*420. 0)/(ro*eb*et *el)  

      am( 30, 30) =a m( 30, 30) +(am2*420. 0)/(ro*eb*et *el) 

 a m( 29, 29) =a m( 29, 29) +(a m2*420. 0)/(ro*eb*et *el) 

c m1=150000. 00 

c      ak(6, 6) =ak(6, 6)-(el *el *el* m1)/(e*ai) 

c      ak(8, 8) =ak(8, 8) +(el *el *el*m1)/(e*ai) 

      ak(16, 16) =ak(16, 16) +(el *el *el *bk)/(e*ai) 

      ak(15, 15) =ak(15, 15) +(el *el *el *bk)/(e*ai) 

 ak(16, 15) =ak(16, 15)-(el *el *el*bk)/(e*ai) 

      ak(15, 16) =ak(15, 16)-(el *el*el *bk)/(e*ai) 

      write(6, 280) n 

      i =1 

      call ozde78(ak, 66, a m, 66, ndf, eval, evec, 66, wks1, wks2,i) 

      if(i. eq. 0)go t o 100 

      write(6, 200)i 

  200 for mat(1h0,' fail ure,ifail =',i5) 

      stop 

  100 e mk=r o*(eb*et) 

      ai =eb*et **3/ 12. 0 
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      aml =e*ai/(e mk*(al **4)) 

      api =8. 0*dat an(0. 1d+01) 

      nr=ndf/ 2 

      do 30 i =1, nr   

      eval(i)=eval(i)*420. 0*(fl oat(n)**4) 

      omega=eval(i)*a ml  

      if(omega. LT. 0. 0)omega=-o mega  

      omega=dabs(omega) 

      omega=dsqrt(omega)/ api 

      write(6, 210) i, eval(i),i, omega,i,(evec(j,i),j =1, ndf) 

  30  conti nue 

 210  for mat(1h0, 5x,' lamda' ,i 2,' =' , d16. 9, 5x,' omega' ,i 2,' =' , d16. 9, 2x,  

     5' hz' ,//, 5x,' ei genvect or' ,i3,/,(5x, 6d16. 9/)/) 

 

 250  conti nue 

 

c  *************** 

 

c call c mpl y(a m, evec, c m, n) 

c call ci nvs(evec,i ncv, n) 

c call c mpl y(c m,i ncv, a m, n) 

c 

c call c mpl y(ak, evec, ck, n) 

c call c mpl y(ck,i ncv, ak, n) 

c a m11=a m( 1, 1) 

c ak11=ak(1, 1) 

c a m22=a m( 2, 2) 

c ak22=ak(2, 2) 

c F1=i ncv(1, 1) 

c writ e (6, 291) a m11, ak11, a m22, ak22, F1 

c  291 for mat(//,' am11=' , d15. 9, 5x,' ak11=' , d15. 9,//,' am22=' , d15. 9, 5x,    

c     *' ak22=' , d15. 9,//,' F1=' , d15. 9,//) 

      

c      **************** 

 

 280  for mat(5x,' number of element s=' ,i 2,/) 

      stop 

      end 

      subrouti ne for m1(ek, e m, el,e, ak1, ak2, ef, ai, eb, et,ro) 

      i mplicit doubl e precisi on(a-h, o-z) 

      di mensi on ek(6, 6), e m( 6, 6) 

      do 50 i =1, 6 

      do 50 j =1, 6 

      ek(i,j)=0. 0 

      em(i,j)=0. 0 

   50 conti nue 

      akg=(ef*el *el)/(e*ai)  

c boyunauza ma ve egil me 

 ek(1, 1) =el *el *12. 0/(et *et) 

 ek(1, 4) =-el *el *12. 0/(et *et)  

      ek(2, 2) =12. 0-akg*1. 2 

      ek(2, 3) =6. 0*el-akg*el *0. 1 

      ek(2, 5) =-12. 0+akg*1. 2 

      ek(2, 6) =6. 0*el-akg*el *0. 1 
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      ek(3, 3) =4*el *el-(akg*el *el)/7. 5 

      ek(3, 5) =-6. 0*el +akg*el *0.1 

      ek(3, 6) =2. 0*el *el +(akg*el*el)/ 30. 0 

 ek(4, 4) =el *el *12. 0/(et *et) 

      ek(5, 5) =12. 0-akg*1. 2 

      ek(5, 6) =-6. 0*el +akg*el *0.1 

      ek(6, 6) =4. 0*el *el-(akg*el*el)/ 7. 5 

 e m( 1, 1) =140. 0 

 e m( 1, 4) =70. 0 

      em( 2, 2) =156. 0 

      em( 2, 3) =22. 0*el 

      em( 2, 5) =54. 0 

      em( 2, 6) =-13. 0*el 

      em( 3, 3) =4. 0*el *el 

      em( 3, 5) =13. 0*el 

      em( 3, 6) =-3. 0*el *el 

 e m( 4, 4) =140. 0 

      em( 5, 5) =156. 0 

      em( 5, 6) =-22. 0*el 

      em( 6, 6) =4. 0*el *el 

      do 6 i =1, 6 

      do 6 j =1, 6 

      ek(j,i)=ek(i,j) 

      em(j,i)=e m(i,j) 

    6 conti nue 

      ret urn 

      end 

c 

      subrouti ne asse m1(ek, e m, ncode, ak, a m)  

      i mplicit doubl e precisi on(a-h, o-z) 

      di mensi on ncode(6), ak(66,66), a m( 66, 66), ek(6, 6), e m( 6, 6) 

      do 30 i =1, 6 

      ii =ncode(i) 

      if(ii. eq. 0) go t o 30 

      do 20 j =1, 6 

      jj =ncode(j) 

      if(jj. eq. 0) go t o 20 

      ak(ii,jj)=ak(ii,jj)+ek(i,j) 

      am(ii,jj)=a m(ii,jj)+e m(i,j) 

      if(ii. eq.jj. and. ak(ii,jj).lt. 0. 0) go t o 22 

      go t o 26 

   22 write(6, 23) ak(ii,jj),ii,jj 

   23 for mat(/, 5x,' ak(ii,jj)=' , d15. 6, 3x,' ii =' ,i3, 3x,' jj =' ,i3) 

   26 conti nue 

      if(ii. eq.jj. and. a m(ii,jj).lt. 0.0) go t o 24 

      go t o 20 

   24 write(6, 25) a m(ii,jj),ii,jj 

   25 for mat(/, 5x,' am(ii,jj)=' , d15. 6, 3x,' ii =' ,i3, 3x,' jj =' ,i3) 

   20 conti nue 

   30 conti nue 

      ret urn 

      end 

c 
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EK B.  L=58, 6 mm,  b=80, 2 mm,  t =8, 5 mm EBATLARI NDAKĠ  ÇATLAKSI Z 

ÇUBUĞUN TĠ TREġĠM ANALĠ Z SONUÇLARI  
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EK C.  L=58, 6 mm,  b=80, 2 mm,  t =8, 5 mm EBATLARI NDAKĠ  ÇATLAKLI 

ÇUBUĞUN TĠ TREġĠM ANALĠ Z SONUÇLARI  
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