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: Enine egilme.

: Eksenel uzunluk, m

: Zaman, S

: Kesit alani, m’

: Uzunluk, m

: Kesit alaninin alan atalet momenti, m*
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: Kaymadan kaynaklanan donme agisi, rad.
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: Siirtiinme katsayisi

: Uyarim frekansi, 1/s

: Boyutsuz enine egilme
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: Boyutsuz zaman

: Boyutsuz birim uzunluktaki dinamik yiik
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: Boyutsuz uyarim frekansi
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LEIPHOLZ PROBLEMI iCiN FARKLI KiRiS MODELLERININ ANALIZi
VE KARSILASTIRILMASI

OZET

Bu caligmada farkhi kiris teorileri kullanilarak Leipholz kolon-model yiiklemesi
altindaki bir kiris analiz edilmistir. Uniform, yayili ve eksenel bir kuvvetin etkisi
altinda enine titresen kirisler icin Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear ve Timoshenko
kiris teorileri karsilastirilmis; kiris modellerine ait hareket denklemleri ve cesitli sinir
kosullari, Hamilton varyasyonel prensibi kullanilarak elde edilmistir. Bu denklemler
Leipholz problemi igin ifade edilmistir. Cizgiler metodu ve buna bagli olarak sonlu
fark yontemi anlatilmistir. Birinci, ikinci, iiciincii ve dordiinci tiirevler cesitli
mertebelerden yaklagim yapilarak bulunmus ve ileri sonlu fark, geri sonlu fark ve
merkezi sonlu fark tablolar1 olusturulmustur. Elde edilen hareket denklemleri cizgiler
metodu kullanilarak ayriklastirilmis ve hatlar boyunca sadece zamana bagh adi
diferansiyel denklem haline getirilmistir. Bu denklemler sayisal olarak ¢oziilmiistiir.
Farkli sinir kogullarinin etkisini incelemek icin her iki ucu da sabit ve bir ucu sabit
diger ucu serbest sinir kosulunda olan kirisin deplasman-zaman grafikleri elde
edilmistir. Donme ataleti ve kayma deformasyonunun etkileri arastirilmis ve Kkirig
teorileri kullanilarak karsilastirilmistir.  Yine kiriglerin  dinamik davranigini
inceleyebilmek i¢in belirtilen sinir kosullarinda Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear ve
Timoshenko kiris modellerine ait faz diyagramlart ¢izdirilmistir. Leipholz kolon-
model yiiklemesi altindaki kirisin titresimi hakkinda fikir sahibi olabilmek i¢in her
iki ucu da ankastre ve bir ucu ankastre diger ucu serbest sinir kosulu icin Poincaré
diyagramlan elde edilmistir.
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A COMPARISON AND AN ANALYSIS OF BEAM MODELS FOR
LEIPHOLZ PROBLEM

SUMMARY

In this study, transversely vibrating beam subjected to the Leipholz column-model
loading condition is analyzed by using different beam theories. Euler-Bernoulli,
Rayleigh, Shear and Timoshenko beam models are compared for the transversely
vibrating beams subjected to the uniform, distributed and axial load. The boundary
conditions and the equations of motion of the beam models are obtained by Hamilton
variational principle. These expressions are denoted for the Leipholz problem.
Method of Lines and correspondingly the finite difference approach are presented.
First, second, third and fourth order derivatives are obtained by using finite
difference approach in order to derive the forward difference, the backward
difference and the centre difference tables. The equations of motion of the beam
models are discretized by the method of lines. Thus, the ordinary differential
equations with time as the independent variables are obtained at the grid points.
These differential equations are solved numerically. To analyze the effect of the
boundary conditions, the displacement-time plots for clamped-clamped and clamped-
free boundary conditions are figured. The effect of rotary inertia and shear
deformation are investigated and are compared for different beam models. Also
phase diagrams are plotted for Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear and Timoshenko
beam models to analyze the dynamic behaviours of the transversely vibrating beams
under the stated boundary conditions. The Poincaré maps of transversely vibrating
beams subjected to the Leipholz column-model loading condition for the clamped-
clamped and clamped-free boundary conditions are plotted to determine the vibration
is whether periodic or not.
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1. GIiRiS

Leipholz kolonu, iiniform, yayili ve eksenel bir kuvvetin etkisi altinda ¢alisan bir
yapiy1 ifade eder. Kang ve Tan [1] disk-fren kararsizligini incelemek igin, cesitli
kabuller altinda disk fren balatasinda aldiklar1 bir serit elemana etkiyen kuvvetlerin
Leipholz kolonunun yiikleme kosuluyla ayni1 oldugundan yola cikarak, serit elemant
Leipholz kolon-model yiiklemesi altinda bir kiris olarak modellemislerdir. Serit
elemana etkiyen yiikleri tiniform ve periyodik olarak kabul etmislerdir. Bu ¢alismada
kullanilan modelde, disk-fren sisteminin kararsizligini inceleyebilmek igin cesitli
kabuller altinda fren balatasinda secilen bir elemana etkiyen yiikler tespit edilmistir.
Euler-Bernoulli kiris teorisi yoluyla enine titresimin hareket denklemleri elde ederek
cesitli sinir kosullar altinda kararlilik diyagramlarini elde etmislerdir. Yine Kang ve
Tan [2] bir bagka ¢aligmalarinda aym kosullardan yola ¢ikarak, yayili, eksenel bir
sirtinme kuvvetinin yiikkleme etkisi altindaki Leipholz Kkirisinin parametrik
kararsizlig1 tizerinde durmuslar, sinir kogullarinin, siirtiinme katsayisinin, mesnetlerin

kararsizlik tizerindeki etkisini arastirmiglardir.

Kiris teorilerinin gelistirilmesi ile ugrasan ilk arastirmacilarina gore egilme, enine
titresen kirisler icin tek ve en Onemli etken idi. Euler-Bernoulli kiris modeli,
egilmeye bagli olarak gerinme enerjisini ve yanal deplasmanlara bagli olarak da
kinetik enerjiyi dikkate aliyordu. Jacob Bernoulli elastik bir kirisin herhangi bir
noktadaki egilmesinin o noktadaki egilme momentiyle orantili oldugunu sodyliiyordu.
Yegeni Daniel Bernoulli ise ilk defa titresen bir kirisin hareket denklemlerini
diferansiyel denklem olarak ifade etmistir. Daha sonralar1 Jacob Bernoulli’nin
teorisini kabul eden Leonard Euler, elastik kirislerin ¢esitli yiikleme kosullar
altindaki sekilleriyle ilgili arastirmalar yapmistir. Ve bu model Euler-Bernoulli kiris
teorisi admm almistir. Literatiirde klasik kiris teorisi, Euler kiris teorisi ya da
Bernoulli kiris teorisi olarak da gecebilmektedir. Euler-Bernoulli kirig teorisi en basit
kiris modelidir. Bu sebeple yapilan calismalarda en fazla kullanilan kiris modelidir.

Basit olmasina karsin cogu kosulda giivenilir sonuclar vermektedir. Ancak yiiksek
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modlarin dogal frekanslarini hatali hesaplar. Ancak genelde ince kirisler i¢in tutarli
sonuclar saglar. Rayleigh kiris teorisi Euler-Bernoulli kiris teorisine ek olarak kesitin
donmesini de goz Oniinde bulundurur. Kesitin dénme ataletini hesaba katmasi
sebebiyle Rayleigh kiris teorisi, Euler-Bernoulli’nin sonuglarinda bir miktar
diizeltme yapar. Shear (kayma) kiris modeli ise Euler-Bernoulli’ye kayma etkisini de
ekler. Ancak en biiyiik gelisme Timoshenko kiris teorisiyle ortaya c¢ikar. Bu kirig
modelinde Euler-Bernoulli kirig teorisine ek olarak hem kesitin donme ataleti hem de
kayma deformasyonu bir arada degerlendirilir. Boylece Timoshenko kiris teorisinde
egilme momentinin etkisi, yanal deplasmalarin etkisi, donme ataletinin etkisi ve
kayma deformasyonlarinin etkisi ayn1 anda goz oniinde bulundurulur. Ortaya ¢ikan
model sadece ince kirigler i¢in degil, ince olmayan kirisler i¢cin de tutarli sonuglar

verir. Dort kiris teorisinin 6zeti Tablo 1.1°de verilmistir. [3]

Tablo 1.1: Kiris Teorileri

Egilme Yanal Donme Kayma
Momenti Deplasman Ataleti Deformasyonu
Euler \ V
Rayleigh \ \ V
Shear \ V \/
Timoshenko \ V \/ \/

Han, Benaroya ve Wei [3] kirisler hakkinda kapsamli bir ¢alisma yapmislardir. Kiris
modellerine ait hareket denklemleri ve smir kosullarint Hamilton varyasyonel
prensbini kullanarak tiiretmisler, frekans denklemlerini elde etmislerdir. Her kiris
modeli icin Ozfonksiyonlarin ve mod sekillerinin ortogonalite kosullarini

tiiretmislerdir.

Traill-Nash ve Collar [4], kayma deformasyonu ve donme ataleti hesaba katildigi

zaman iiniform bir kirisin yanal titresim problemini teorik olarak ele almistir.




Cveticanin ve Atanackovic, Leipholz kolonu i¢in donme ataletinin, kaymanin ve

eksen uzatilabilirliginin kararlilik sinirlarim analiz etmislerdir. [5]

Kirislerde kayma deformasyonunun ve donme ataletinin etkisi bircok c¢alismada
arastirmalara konu olmustur. [6-8] Kiris teorileri arasinda karsilastirmali ¢alismalar
da yapilmistir. [9-10] Ayrica bu calismalarin teorik altyapisini edinebilmek icin de
pek cok onemli kaynak [11-13] ve sonuglara ulagabilmek i¢in ¢oziim yontemleri

hakkinda yapilmis ¢aligmalar mevcuttur. [14]



2. BIR DiSK-FREN SiSTEMININ LEIPHOLZ KOLON-MODEL
YUKLEMESi ALTINDAKI BiR KiRiS OLARAK iFADE EDIiLMESIi

Bu calismada incelenen disk-fren sistemi [1]’den alinmistir. Cok cesitli araclarda
kullanmilan disk-fren sistemlerinde, frenleme aninda balatalar vasitasi ile donen diske

bir kuvvet uygulanir. Sekil 2.1°de gosterilen disk-fren sisteminde, disk €, hiziyla

donmektedir.

Balata

Sekil 2.1: Disk-Fren Sistemi

Bu disk-fren sisteminde, balata tizerinde diskin merkezinden R kadar uzaklikta bir
serit eleman alindiinda, bu serit elemana etkiyen yayili kuvvet donmenin etkisiyle
bir siirtiinme kuvveti olusturur. Sekil 2.1’de siyaha boyali bir bigcimde gosterilen bu

eleman, Sekil 2.2’de ayrica gosterilmistir. Olusan temas kuvveti (P.) ile siirtiinme
katsayisinin (4 ) ¢arpimu, siirtiinme kuvvetini ifade eder (4P, ). Bu siirtiinme kuvveti

diskin donme agisal hizina (Q,), diskin titresim frekansina (£,) ve daha baska

parametrelere baglidir. Ancak diskin donme frekansi, diskin titregsim frekansinin

4



yaninda ¢ok kiiciik bir degerde oldugu ve de 1’den cok kiigiik bir degere karsilik
geldigi i¢in ihmal edilir. Diskin titresim frekansi goézoniinde bulundurulur. Bu
noktada donen bir disk iizerindeki fren disk sisteminin hareket denklemleri ile
periyodik yiikleme altindaki bir Leipholz kolonunun hareket denklemlerinin ayni

oldgu kabul edilir. [1]

Eger Sekil 2.1°de gosterilen serit elemanimn egriligi ihmal edilirse, Sekil 2.2°de
gosterildigi gibi yayil ve takip eden kuvvetlerin yiiklemesi altindaki bir kiris olarak

modellenebilir.

#R
—> S > —>—>—>—>
—— Balata

—_— 0 TP .
Pc AN
— N

Sekil 2.2: Disk-Fren Sisteminin Bir Kirig Olarak Modellenmesi

Serit elemani kiris olarak modelleyebilmek i¢in cesitli kabuller yapilir.

1) Fren diski ile balatalar arasindaki temas, elastik konformel temas (elastic
conformal contact) olarak kabul edilir.[1] Elastik cisimler arasindaki deformasyon,

uygulanan kuvvet ile orantilidir.

2) Fren diski ile balatalar arasindaki temas yiizeyinin hi¢cbir noktasinda temas

kaybolmaz.[1]

3) Malzeme 6zelliklerinde hi¢bir degisim olmaz. [1]



4) Kaliper piston ve disk-fren sistemine ait tiim diger pargalar rijit olarak kabul edilir.

[1]

Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear ve Timoshenko kiris modellerine ait hareket
denklemlerini elde etmek i¢in Hamilton Varyasyonel Prensibi kullanilmistir.Yine
sinir  kosullarim1  ifade edebilmek icin de bu yontem kullamlmistir. Hareket

denklemleri elde edildikten sonra boyutsuzlastirma yoluna gidilmistir.

Potansiyel ve kinetik enerji ifadelerini boyutsuz hale cevirerek, direkt olarak

boyutsuz hareket denklemlerinin elde edildigi calismalar da mevcuttur. [3]

2.1 Hareket Denklemlerinin Hamilton Prensibi ile Elde Edilmesi

2.1.1 Euler-Bernoulli Kiris Modeli

Sekil 2.3: Egilme Acisinin GOsterimi

Euler-Bernoulli kirig egilme momenti ve yanal deplasmanlar hesaba katan bir kiris

teorisidir. Sekil 2.3’de egilme acis1 gosterilmistir.

Lineer-elastik malzeme kabuliine gore gerilme ve gerinme arasinda lineer bir

baglant1 vardir. Sekil 2.4’de bu durum gosterilmistir.



Sekil 2.4: Gerilme ile Gerinme Arasindaki Iliski

Potansiyel enerjinin egilmeye bagh olarak ifadesi asagidaki gibidir.

1 16
P, =—[Eeav =—] ( | EexxszjdX
2 \4 2 0\A
Burada E elastisite modiiliinii ifade ederken, £ ise gerinmeyi belirtir.

_ _ 2
g =m0 y_ AW
re r dX

(2.1)

2.2)



Sekil 2.5: Egrilik Yarigapinin Gosterimi

Sekil 2.5’te de gosterildigi gibi r egrilik yaricapi, W ise enine egilme (transverse
deflection) fonksiyonudur. X konum boyutunu belirtir. & ifadesini yerine

koyarsak, potansiyel enerji asagidaki gibi ifade edilmis olunur. [15]

L 2 2
P, = % [ { | EyZ[gX“;j dAJdX 2.3)

15 (owY
P =—] E( 8X2j (y2dA)dx (2.4)

Yukaridaki denklemdeki y°dA ifadesi alan atalet momentine karsilik gelir. Alan

atalet momenti / sembolii ile goterilir. L kiris boyuna karsilik gelir.

Lo(owY
| EI[ axzj dx (2.5)



Kinetik enerjinin ifade edilis bicimi ise asagida verilmistir. p kirisin yogunlugu, A

kirigin kesit alan1t ve 7" zamandir.

15 (owY
K,.=—|pAl — | dX 2.6
. 2{1)(8,[} (2.6)

Lagrangian denklemi, potansiyel enerjinin, kinetik enerjiden c¢ikartilmasini ifade

eder.
L=K,-P, 2.7)
L 2 2 2
=1 pA(a_W) _ El(a “:J X (2.8)
2317 or X

Virtiiel is ifade edilirse;

W, = [ f(X,T)6W (X, T)dX (2.9)

nc

TéLdT+TéW dT =0 (2.10)
T, I

1

Burada, Hamilton Varyasyonel Prensibi uygulanirsa, (2.8) denklemi (2.11)

denklemine doniisiir.

1% 5 faw ) aw Y nL
—[s pA(—j —EI(—J XdT + [ [ £(x,t)oW (X, T)dXdT =0 @2.11)
211 ![ oT ox* H

Terimler ortak integraller i¢inde ifade edilirse;

Bel oW oW o'W\ [ 0*W
(] {pA(yjé‘(ﬁJ— EI( 7 Jo’( e J+ féW}dXdT =0 (2.12)

T, 0

9



(2.12) denkleminin ilk kisminin agilim1 (2.13)’te verilmistir.

Koo Jofp e e

(2.12) denkleminin ikinci kismi (2.14) denkleminde ifade edilmistir.

IW W, W LW 219
—EI O—Ib— éWIL oWdX
| [ax2 ax " ax I ox* }
(2.13) ve (2.14) denklemleri birlikte yazilirsa;
e oW, a
A oWdXdT A—éWIT dx
rflﬂp ot -/ +J Par
(2.15)

2 T, 3
—EI jawaaW%dT jaWaW|ng =0
). GE’). ¢ 70X’

(2.15) denkleminde hareket denklemi ve sinir kosullarinin ifadeleri yer almaktadir.

Buna gore Euler-Bernoulli kiris modelinin hareket denklemi (2.16)’da verilmistir.

o*wW o'W
——+El—
oT )¢

PA = f(X,T) (2.16)

(2.15) denkleminde sinir sartlarini ifade eden terimler (2,17-2.21)’de yazilmistir.

P T,
J?)XVZ 58_W LT = I W Ik dT =0 (2.17a,b)
T T
O*'W(L,T) oW (L,T
a)((2 )5( a(x )):0 (2.18)

10



W (0,T) {oW(0,T)

ox? oX

3
P) W(L3,T) 5
15).¢

’W(0,7)
X’

Buna gore serbest u¢ sinir kosulu;

Kayan mesnet;

3
w_y 2w,
0X 0X

Ankastre;

a—VV=0, W =0
ox

seklinde elde edilir.

L
ijd—WéW - dax
Y ar T

W(L,T))=0

SW(,T))=0

(2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22a,b)

(2.23a, b)

(2.24a, b)

(2.25a,b)

(2.26)

11



(2.26) denkleminin terimleri agilirsa (2.27) ve (2.28) denklemleri elde edilir.

pA%é(W(Tz, X))=0 (2.27)
pAW&(W(ﬂ,X))z 0 (2.28)

2.1.2 Rayleigh Kiris Modeli

»
>

Sekil 2.6: Donme Ataleti

Rayleigh kiris modelinde, Euler-Bernoulli’den farkli olarak kinetik enerji ifadesine

donme ataleti terimi de eklenir. Sekil 2.6’da donme ataleti gosterilmistir.

dm(yé) (2.29)

N | —

jl.
—-h

L
KEdﬁn = J
0

12



'__.-ﬁ"

~ &= dwldx

Sekil 2.7: Bir Kiris Eleman1 Uzerinde Dénme Ataletinin Gosterilmesi

Sekil 2.7°de dx kalinligindaki cok kiiciik bir kiris elemanin boyutlart verilmistir. Bu

elemanin kiitlesi hesaplanmak isternirse;

zdx
dm = d 2.30
m o y (2.30)
m
dm = dxdyb 231
"= o Y (2.31)
dm =—"— dxdyb (2.32)
2m '

seklinde bulunur. Kirigin hacmi v ve yogunlugu p yazilirsa;

v=2nlb, p=" (2.33a, b)
1%

(2.32) ve (2.33a, b) kullanilirsa alinan kiris elemanin kiitlesi (2.34)’teki gibi

hesaplanir.

13



dm = pbdxdy (2.34)

(2.34) denklemi (2.29) denkleminde yerine konulur.

1 L h .
Kpion =7 | [ pby*6dxdy (2.35)
0 —h
1 L . h
Kein=> j pe{ j byzddex (2.36)
0 —h

h
(2.36) denklemi i¢inde yer alan I by’dy ifadesi alan atalet momenti 7 ’ya karsilik

—h

gelir.

h

[bydy = jA VdA=1 2.37)
—h

(2.37), (2.36)’da yerine konulur.

I
Keio =7 [ p162ax (2.38)
0

Donme agisinin zamana gore tiirevi agisal hizi verir.

2
g dW 4, _O'W

_AW 5 (2.39a, b)
dX '~ 9XaT

(2.39b) denklemi (2.38)’de yerine konulursa, (2.29) denklemi (2.40) denklemine

doniisiir.

L 2 2
K,y :% | p]( oW j dx (2.40)
0

14



Donme ataletini temsil eden K, terimi, Euler-Bernoulli kirisine ait (2.6) denklemi

ile toplanirsa, Rayleigh kirisininin toplan kinetik enerjisi (2.41)’de ifade edilir.

15 (awY o 1k (ow Y
K,=—|pA = |ax+=[pl dx 2.41
: 2;['0(8TJ +2lp[aXaTj 4D

Rayleigh kirisinin potansiyel enerji denklemine Euler-Bernoulli kiriginin potansiyel
enerji denkleminde farkli herhangi bir terim gelmez. (2.7)’de belirtilen Lagrangian
denklemi geregi Rayleigh kirisinin kinetik entji denklemi (2.41)’den (2.5) denklemi
cikartilir.

1 (awY ow Y (aw)
— (1 pA] == | +pr —EI dX 2.42
2![’)(%) i (aXaTj (axzj (242

(2.10)’da belirtilen Hamilton Prensibi, (2.40)’ta bulunan K

5o t€TIMine uygulanir.

K _p_lﬁfs oW dedT (2.43)
Edon — 2 0 aXaT .
T, L
= dxdT 2.44
Ko I l 0XoT (BXBTJ 24
=pl dx - dxdr 2.45
Kran =P I 0XoT ( j I I 0XoT*> ( j (245)

FAEY) T, 3 ]
| oW 5(8—Wj i ax - | J W2 SW)IL dx
Joxor "\ ox )" " oxor

Edon pI T, L (246)
+| j OV swaxar

X “0T

T, 0

(2.46)’da elde edilen donme ataletini ifade eden terimler (2.15) denklemine eklenir.

15



W aW o'W
il

- — f |dXdT
ar s P axoar f}

L 2
IpA—éW— oW awj - ax (2.47)
! IXoT "\ oX
T, 2 3 3
W s oW o'W
El — El —— W —pl ——— W || dT =0
ﬂ Tox T P ot }“

Rayleigh kiris modelinin hareket denklemi asagidaki gibi elde edilir.

o°W o'W o'W
PA v +EI e -pl X7 = f(X.T) (2.48)

(2.49) ve (2.50) denklemleri Rayleigh kiris modelinin sinir sartlarini ifade eder.

o’'W o’W
{EI Pl oxar JéW ;=0 (2.49)
O'W oW

2.1.3 Shear Kiris Modeli

ilk durum kesitin donmesi donme + kayma

Sekil 2.8: Kayma Deformasyonunun Kesite Etkisi

Shear kiris modelinde Euler-Bernoulli kiris modelinden farkli olarak kayma

deformasyonlari1 da hesaba katilir. Sekil 2.8’de egilmenin yarattigi donme agisina ek

16



olarak kayma deformasyonunun da yarattigi aci gosterilmistir. Tiim ac1 ikisinin

toplami olarak ifade edilir. (2.51) denkleminde bu ifade edilmistir.

a+ y:?)—‘;(v (2.51)

Gerinme egilmeye bagli donme agis1 cinsinden ifade edilir.

g =92, 2:52)
: ox

(2.52) denklemi (2.1) denkleminde yerine konulursa, potansiyel enerji donme acisi

ile ifade edilir.

1§ da Y
PEegilme - 5'([_[4 E(_ & yj dAdX (253)
15 (9 (¢
PEegilme - E ?‘). E(gj (J.A y dA)jX (2.54)
1§ (9aY
. =—|Ell — | dX 2.55
Eegilme 2?‘). (axj ( )

Kayma deformasyonu, potansiyel enerjinin bir terimi olarak ifade edilir.

P

Ekayma

L
= % j K'GAy*dX (2.56)
0

Burada k° kayma faktoriinii ve G kayma modiiliinii belirti. Kayma

deformasyonundan kaynaklanan a¢1 ( ), tiim agidan egilmeden kaynaklanan dénme

acisinin (& ) cikartilmasiyla elde edilir.

17



y=W_g (2.57)

oX

(2.57) denklemi (2.58)’de yerine konulur.

16, (ow Y
Prrgme =~ ! k GA(Q—QJ dx (2.58)

(2.55), (2.58) ve (2.6) denklemleri (2.7) denkleminde yerine konularak Larangian

denklemi ifade edilir.

o o) - 3 - S -a v 2%

(2.59) denklemine Hamilton Prensibi uygulanir.

B (ow dar aw ¥ r
P }[ ! {pA( aTj El(axj —kGA(ﬁ—aj }dXdT +[ fowdr =0 (2.60)

1
2 I

(2.60) denklemini olusturan terimler (2.61), (2.62) ve (2.63) denlemlerinde agilarak
yazilir ve (2.64) denklemi elde edilir.

£x ow Sl oW

j j ( j ( TdX = j {pA( - j w=[pAs SWAT \dX (2.61)
(I ANE), da da, “d’a

—EI||| =10 XdT =—El || — 6 —— It +| = dcdX |d 2.62
J:;[(E)XJ (ax}d j[ ox ° 8X2 } (262)
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T, L T, L
j j k’GA(a—W - aj&(a—w - ajdXdT - j j k’GA(a—W - ajé'(a—wjdXdT
13 0X ox 11 0X ox
o L
n j j k’GA(a—W - ajé‘adXdT
X oX
T,
=-| k’GA(a—W - ajéW L dT (2.63)
] oX
T.
+]
T,
T.

E

k’GA(a—W - 0!)50(dXdT
ox

2 2
(0] s 0= v

L

! d 0X* o0X
T, 2

+[[| Er oa, k’GA(a—W— aj SoudXdT (2.64)
R e oxX

o o [ OW

(2.64) denkleminden Shear kiris modeline ait hareket denklemleri asagidaki gibi

yazilir.
awY . (oW da

Al —/— | —k'GAl - = 2.65

p(aTj [&)X2 axj ! (2:69)
dqa ., (oW

EI kGAl ——-a |=0 2.
8X2+ (BX aj (2.66)

Shear kirig modeline ait sinir sartlar1 ise asagida elde edilen denklemlerden tiiretilir.

g—;‘éa k=0, @—Z—ajaw =0 (2.67a, b)

Sinir sartlari; serbest ug i¢in;
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o ow
92 o [V _4l=0 2.68a, b
X (ax “J (2682, b)

mentese ile tutturulmus ug igin;

da
—=0,W=0 2.69a, b
X ( )
ankastre ug icin;

a=0,W=0 (2.70a, b)

kayici (sliding) ug icin;
ow

a=0,|—-a|=0 2.71a, b
%-2) @71a.b)

seklinde ifade edilir.

2.1.4 Timoshenko Kiris Modeli

Timoshenko kiris modeli, kinetik enerji denkleminde Shear modelinden farkli olarak

K., terimini, potansiyel enerji denkleminde ise Rayleigh kiris modelinden farkli

olarak P

kayma LETIININI iGETIT.

Sekil 2.9°da kayma deformasyonlarim1 ve donme ataletini de hesaba katan bir

Timoshenko eleman1 verilmistir.[12]

20



Sekil 2.9: Timoshenko Kirig Elemani

Edon

L
= % j pld’dX (2.72)
0

Sadece bu terimin varyasyonu hesaplanirsa

) oo
K, J j plé’dXdT = j j = 15(a dXdT (2.73)
| foa » Lo
K,, =pl 8—5 ol dX — %[ { 7 SouXdT (2.74)

seklinde olur.

Bu terim, Shear modelindeki kinetik enerji denklemlerine eklendiginde, Timoshenko

kiris modeline ait hareket denklemleri asagidaki gibi elde edilir.

wY . [0W da
Al — | —k'GA -—|= 2.75
p(aTJ (ax2 axj / @73
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2 2
pl gTOj —EI SX‘Z - k’GA(g—‘;V - aj =0 (2.76)

Timoshenko kirig modeline ait sinir sartlar1 Shear kiris modeline ait sinir kosullari

ile aynidir.

2.2 Hareket Denklemlerinin Serbest Cisim Diyagranm Kullanilarak Elde

Edilmesi

Sekil 2.10: Disk-Fren Sistemine Ait Serbest Cisim Diyagrami

2.2.1 Euler-Bernoulli Kirisi

Disk-Fren sistemine ait serbest cisim diyagrami Sekil 2.10’da verilmistir. Serbest

cisim diyagramindan kuvvet dengesini yazarsak;

1% ow 9°wW
V-(V+—dX)+PdX + uP. —dX — pA =0 2.77
oV oW o'W
——+P +UuUP. ——pA =0 2.78
aX c ll'l( aX p aT2 ( )

Moment Dengesini yazarsak;
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M-(M+——dX)- V——(V —dX)—— X 2

oM dX o) (J-X PdXJaW dX
X X Lc

oW dX aW dX @79
X
([ e |22 ([ o Y
L X 2 2
_M % —vax - ( [ ﬂE,dX)a—WdX 0 (2.80)
X L X
oM ow
-——V- PdX | —=0 2.81
oV a5y 28D
Burada kesme kuvveti V ’yi yalniz birakirsak;
oM X ow
V=c—-- PdX |— 2.82
ox UL a j ox (282
oM L ow
V=c——+ PdX | — 2.83
ox Ux” C ) ox (289
az
M =—-EI e kabulii dogrultusunda (2.83) denklemi asagidaki hale gelir.
0 o*wW ow
V= UP.dX ) 2.84
X ( X’ J U X (2.54)

Kesme kuvvetinin X ‘e gore tiirevini alirsak;

oV o'W 9 [( L ow
—=FI PdX |— 2.85
0X oxX* ox mxﬂ ‘ j 0X } (285)

(2.85) denklemini (2.78) denkleminde yerine koyarsak Leipholz yiikleme kosulu i¢in
Euler-Bernoulli kirigine ait hareket denklemi elde edilmis olur.

—EI

4 2 2
W _ e a—W—UL Pch)a Woup Y ip oV

: =0 2.86
ox* X X * X ¢ oT* (2.86)

(2.86) denklemi diizenlenirse asagidaki hale gelir.

9*W o'W L o°'W
A P dX =P 2.87
% oT? ox* UX” ¢ jax2 ¢ 287)
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2.2.2 Rayleigh Kirisi

Rayleigh kiriginin kuvvet dengesi Euler-Bernoulli kirisi ile aymidir. Moment

dengesinde ise donme ataleti de hesaba katilir.

oM X oW ’a
- V- PdX |— — pl — =0 2.88
oX UL”” jax % oT? (2.88)

Burada egilmeden kaynaklanan dénme acis1 & i¢in & = 3—‘}/(11 esitligi yazlir ve kesme

kuvveti V 'nin X ’e gore tiirevi alindiginda asagidaki ifade elde edilir.

1% o'W 9 [(r ow o'W
—=EI — PdX |— |- pl —— 2.89
0X aX4+aX[UXﬂC )ax} P 0X 0T (2.89)

(2.89) denklemi (2.78) denkleminde yerine konulursa;

o'W oW L 4 oW
—EI —uP —— P dX +uP ——
ox* ﬂ‘aX UX”‘ )ax2 ﬂCaX

oW OW
axar? P ar

(2.90)

+ pl +P =0

(2.90) denklemi diizenlendiginde Rayleigh kiris modeline ait harekt denklemi

Leipholz yiikleme kosulu i¢in ifade edilmis olur.

2 4 4 2
AW g O W U: gdxjawzp 2.91)

+ - +
oT* ox* p8X26T2 ox* ¢
2.2.3 Shear Kirisi

Kesme kuvveti V , moment M ve kaymadan kaynaklanan donme agis1 ¥ asagidaki

gibi ifade edilir.

, ow oa
V=kGAy, y=a¢———, M =—El — 2.92a,b,c
a4 " X ( )
Yukaridaki doniisiimler uygulanarak (2.78) ve (2.81) denklemleri yeniden yazilarak

diizenlendiginde Shear kiris modeline ait hareket denklemleri elde edilmis olur.

ow ., (W OJa oW
_ el == 2.
PAar kGA(aX2 BXJ i ox (9%
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2
2 Oj + k’GA(a—W - aj = —( j i ,uPCdX)a—W (2.94)
15).4 0X X 0X

2.2.4 Timoshenko Kirisi

(2.92) denklemindeki doniisiimleri kullanarak ve Shear kiris modeline ek olarak
donme ataletini de hesaba katarak Leipholz yiikleme kosulu i¢in Timoshenko Kkiris

modeline ait hareket denklemleri asagidaki gibi elde edilir.

IW (W da ow
A———k'GA| ———— |=P. + uP. — 2.95
ar (ax2 axj X (299
o ’a dqa . (oW L ow
) —EI ~k'GA| —-a |= PdX |— 2.96
Paxe X’ (ax aj Uxﬂ JaX (2.36)

2.3 Boyutsuzlastirma

Hareket denklemlerini boyutsuzlastirmak i¢in cesitli parametreler kullanilmistir. Bu
parametreler (2.97) denkleminde ifade edilmistir. Burada x boyutsuz uzunlugu, ¢

boyutsuz zamani, w boyutsuz enine egilme fonksiyonunu (transverse deflection)

belirtir.

A
X=aL, T=1> |22 w=wr.=2 |FL p_ptl p_, H (2.97)
EI L\ pA L L

P ve P, leipholz yiiklemesinden kaynaklanan birim alandaki dinamik ve statik
yiiklerdir. Q uyarim frekansim ifade eder. [1] Bu boyutlu biiyiikliiklerin boyutsuz

ifadeleri takip eden denklemlerde sirastyla p, p, ve @ olarak verilmistir.

2.3.1 Euler Bernoulli Kirisi

Denklem (2.16)’da Euler-Bernoulli kirisine ait hareket denklemi ifade edilmisti.

Leipholz problemi i¢in terimleri yerlerine koyarsak (2.98) denklemi elde edilir. [1]
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% o'W d*w

A + EI + ((P,+ PcosQT)(L—-X =0 2.98
P oT2 X H(F, X )dX2 ( )
(2.97)’deki boyutsuzlagtirma parametreleri uygulanir.

PALEI 0°w EIL 0*w EI *w
+ +— + pcosax)(1—x =0 2.99
IpA o [ o L (Po+p =950 259

Denklem % ile boliindiigiinde Euler-bernoulli kiris modeline ait boyutsuz hareket

denklemi elde edilmis olur.

a2w+a4w+ (p, + cosat)(l—x)82W:
ot oxt HPoTP o

0 (2.100)

2.3.2 Rayleigh Kirisi

Daha once (2.48) denkleminde elde edilmis olan Rayleigh kiris modeline ait hareket
denkleminde Leipholz yiikleme kosulundan kaynaklanan terimler yazildiginda

(2.101) denklemine ulagilir.

9*'W o'W o'W d*w
A +EI —pl + U(P, + PcosQT)(L—-X =
PAaT? ax* Poxtor: H(E, + PeosQT)( )dX2

0 (2.101)

(2.97) denkleminde belirtilen boyutsuzlastirma parametreleri yardimiyla elde edilen
denklem % terimi ile boliindiigiinde, Rayleigh kiris modeline ait boyutsuz hareket

denklemi elde edilmis olur..

Pw 0w L 0w py+ peosani-x Y =
o axt AL oo APoTE o

0 (2.102)
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2.3.3 Shear Kirisi

(2.65) ve (2.66) denklemleri, Leipholz kirisi uyarinca yeniden yazildiginda (2.103)
ve (2.104) denklemleri elde edilir.

o'W, W o dwW
A —k'GA +k'GA—/—+ P,+P Qr)—=0 2.103
% oT? ) oX M cos2T) dX ( )
EI o’ +kGAa—W—kGAa (P, + Pcos Q1) (L— X)—— (2.104)
0x? )4 Hifo ’

(2.97)’deki boyutsuz parametreler yardimiyla denklemler asagidaki hale gelir.

PALEI 9°w  k'GAL 9°w kGAaa EI

PAL' o [ ox’ Y D ﬂ(Po+pcoswt)—= (2.105)
El °a  k'GAL ow _EI I

i + a)(l-x)—=0 2.106

o> L ox 72 Hpo F peosan=x) = (2.106)

Elazw k'GA 9w kGAaa EI
+ + pcosax —= 2.107
L or’ L ox’ L ox L} Mot p ) ox ( )

EI 82a+ k'GAL ow
12 ox? L ox

Ef u(p, + peosar)(l— x)g—w =0 (2.108)
X

(2.107) denklemini % terimi ile ve (2.108) denklemini de % terimi ile bolersek

(2.109) ve (2.110) denklemleri elde edilir.

0’ wo K'GAL 90*w k'GAL da ow
+ + a)—=0 2.109
o  EIL ox* EIL ox T H(pqF peosar) ox ( )
2
Ef oa kGA(a—W—aj ,u(p0+pcosa)t)(l—x)a—w=0 (2.110)
ox> ox ox
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Denklemler diizenlendiginde Shear kiris modeline ait boyutsuz hareket denklemleri

elde edilmis olur.

o’w k'GAL*(9d*w d«a
ox>  ox

ow
Y ——j+,u(p0+pcosa)t)—x=0 (2.111)

2’ N k'GAL? (aw

P
R b j—,u(po—kpcosa)t)(l—x)a—::O (2.112)

2.3.4 Timoshenko Kirisi

(2.75) ve (2.76) denklemleri, Leipholz kirisi uyarinca yeniden yazildiginda (2.113)
ve (2.114) denklemleri elde edilir.

a’W ., W o dw
A —k'GA +k'GA—+ u(P, + PcosQT)— =0 2.113
P Y e X H( cos QT) X ( )
2 2
o1 S g0 16aY | GAG— u(P, + Peos QL - X)d—?(lzo 2.114)

oT? ox? oX

(2.97y’deki boyutsuz degisken ve parametreler kullanilarak, boyutlu olan hareket
denklemleri boyutsuz hale getirilir. (2.113) denklemi (2.103) denkleminin aynisidir.
Dolayisiyla (2.94) denklemi boyutsuzlastirilir.

PIEI 0’ El 9’ ow _EI ow
- k'GA— +k'GA« + ar)(1-x)—=0 (2.115
AL o [ o ox 7 APt peosand-n5 =0 2.115)

I EI 9’ EI 9*’a k'GAL ow

AL 12 o I* ox? L ox 2.116)
+k'GAa—E—21,u(p0 + pcos at)(l—x)a—w =0
L ox
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(2.116) denklemi % terimine boliiniirse (2.118) denklemi ile Timoshenko kiris

modelinin hareket denklemlerinden teki elde edilir. Diger hareket denklemi (2.117)

Shear kirig modelinin hareket denklemi (2.111) ile aynidir.

azw_k'GAL2 ’w Jda
ox®  ox

d
= o ——J+,u(p0 +pcosa)r)a—j::0 (2.117)

[ '« B o’a ~ K'GAL? (@_

ow
— + ax)(1-x)— =0 2.118
AL* or*  ox’ El \ox aj Hpy + peosan(l=x) ox ( )
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3. CIZGILER METODU

Cizgiler Metodu (Method Of Lines), zamana ve konuma bagl bir kismi diferansiyel
denklemin konuma bagli boyutlarini sonlu fark yontemi ile ayriklastirarak, denklemi
her ¢+ adiminda adi diferansiyel denkleme doniistiiren bir sayisal ¢oziim yontemidir.
[14] Bu yontem ile hatlar boyunca sadece zamana bagli bir adi diferansiyel denklem
elde edilir. inceledigimiz problemde deplasman fonksiyonu (W), zaman (T ) ve bir
konum boyutu ( X ) olmak iizere iki boyuta sahiptir. Yani deplasman fonksiyonu iki
boyutludur. (W (X,T)) Problemde ¢izgiler metodu kullanilarak konum boyutuna tek

boyutlu sonlu fark yaklasimi uygulanir.

3.1 Esit Arahkh Boliinmiis Sonlu Fark Yontemi
Sonlu Fark Yontemi, ileri fark, geri fark ve merkezi fark olmak iizere iice ayrilir.

3.1.1 ileri Sonlu Fark Yontemi

fists Jisas Jiss» Jfiwa V€ fis  terimlerinin Taylor Serisi kullamilarak agilimi

asafndaki gibidir.

Fon = fo+ () f+ (Az), fi+ (A; fr+ (A4), £ (3.1)
fon = fo + QA + (23)2 £+ ng £+ (23)4 £ (3.2)
fon = fo + G, + (3;)2 £+ (33)3 fox (33)4 £ (3.3)
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fk+4 = fk + (4A)fk/ (4A) fk (4A) fkm+ (44A') szv (3'4)
Fus = fu + GAVf + (SA) e <5§) g (3.5)

3.1.1.1 O(A) Mertebesinden ileri Sonlu Fark Yontemi

f.,, teriminin acilimini yeniden diizenlersek ;

’ fk+l fk _ é 4
fe = A 7 fe (3.6)
f]: f‘k-#lA fk O(A) (37)

(3.1) denklemi -2 ve (3.2) denklemi 1 katsayisi ile carpilip toplanirsa f| terimleri
birbirini gotiirlir ve toplama sonucunda O(A) mertebesinden ikinci tiirev

f. asagidaki gibi ifade edilir.

fk/r: fk _2f£+2-1 +fk+2 +0(A) (38)

f.” terimini bulmak i¢in (3.1) denklemi 3, (3.2) denklemi -3 ve (3.3) denklemi 1 ile

carpilarak toplanir. Toplama iglemi sonucunda f, terimleri birbirini gotiiriir.

fkw: - fk + 3fk+lA_33fk+2 + fk+3 +O(A) (3.9)

(3.1) denklemi -4, (3.2) denklemi 6, (3.3) denklemi -4, ve (3.4) denklemi 1 ile

carpilarak toplanir ise f,” asagidaki gibi bulunur.
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fkw = fk _4fk+1 +6f;2 _4f1<+3 + fk+4 (3.10)

Tablo 3.1°de birinci, ikinci, ii¢iincii ve dordiincii tiirevlerin O(A) mertebesinden

karsiliklar1 toplanmastir.

Tablo 3.1: O(A) Mertebesinden ileri Fark

fk fk+1 fk+2 fk+3 fk+4

A

NP1 2]

Nrrlal 3 ] 3 |1

NP1 4 6| 41

3.1.1.2 O(A)* Mertebesinden Ileri Sonlu Fark Yontemi

(3.1) denklemi 4 ile ¢arpilir ve ondan (3.2) denklemi cikartildiginda O(A)?

mertebesinden f, su sekilde ifade edilir.

f/:_3fk +4fk+l_fk+2
¢ 2A

+0(A)? 3.11)

(3.1) denklemi -5, (3.2) denklemi 4 ve (3.3) denklemi -1 ile carpilip toplandiginda

f,, terimlerinin katsaysi 0 olur.

fk”: 2fk _ka+1 Zz4fk+2 B fk+3 + O(A)2 (312)

(3.1) denklemi 18, (3.2) denklemi -24, (3.3) denklemi 14 ve (3.4) denklemi -3 ile

carpilarak toplandiginda, f; ve f, terimleri birbirlerini gotiiriirler.
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fk///: _ka +18fk+l _242‘];1:-2 +14fk+3 _3fk+4 + O(A)Z (3'13)

(3.1) denklemi -14, (3.2) denklemi 26, (3.3) denklemi -24, (3.4) denklemi 11 ve

(3.5) denklemi -2 ile ¢arpilarak toplandiginda, f,, f. ve f,” terimlerinin katsayisi

0 olur. f,” ise asagidaki gibi bulunur.

szv _ 3fk — 14'fk+1 + 26fk+2 _A424fk+3 +1 1fk+4 — 2fk+5 + 0(A)2 (3.14)

Tablo 3.2°de O(A)* mertebesinden birinci, ikinci, iiclincii ve dordiincii tiirevlerin

yukarida bulunan ifadeleri verilmistir.

Tablo 3.2: O(A)*> Mertebesinden fleri Fark

fk fk+1 fk+2 fk+3 fk+4 fk+5

28, | 3| 4 | -1

N2 5 4 | a1

ANfT 5 18 | 24 | 14 | -3

AFY 3 o4 26 | 24| 11 | 2

3.1.2 Geri Sonlu Fark Yontemi

, N, (A L, N L

fia= 5= O+ S =S S, (3.15)
, (A ., A ., 2N .,

fia = oA+ B - e B g, (3.16)
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fis=fo—GAV + m) fl- 6?,) I (32,) £ (3.17)

foi=fo— @AY+ (4A) £~ (4A) £+ (4A) £ (3.18)
A ” .

fos=fo— A+ (5 ) fr (SA) e (SA) £ (3.19)

3.1.2.1 O(A) Mertebesinden Geri Sonlu Fark Yontemi

(3.15) denklemini yeniden diizenlersek, O(A) mertebesinden birinci tiirev f,

asagidaki gibi ifade edilir.
fl= % +0(A) (3.20)

f, terimini elde etmek i¢in (3.15) denklemi -2 carpilarak (3.16) denklemi ile

toplanir.

fk”: fk _zfgzl +fk—2 +0(A) (321)

(3.17) denklemi -1, (3.16) denklemi 3 ve (3.15) denklemi -3 ile carpilarak
birbirleriyle toplanirsa, f,” asagidaki gibi bulunur.

fk”’z _fk73 +3ka23_3fkl +f/< +O(A) (322)

(3.18) denklemi 1, (3.17) denklemi -4, (3.16) denklemi 6, ve (3.15) denklemi -4 ile
carpilip, belirtilen katsayilarla carpilmis denklemler birbirleriyle toplandiginda

. asagidaki gibi ifade edilir.
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fia=4fis 6 A4S+ /i +O(A) (3.23)

szv — A4

Tablo 3.3’de O(A)mertebesinden birinci, ikinci, iiciincii ve dordiincii tiirevler

verilmistir.

Tablo 3.3: O(A) Mertebesinden Geri Sonlu Fark

fk—4 fk—3 fk—2 fk—l fk

Af; 11
Nf 1| 2 |1
Nfr a0 3 | 311

NP1 | 4] 6| 4|1

3.1.2.2 O(A)* Mertebesinden Geri Sonlu Fark Yontemi

(3.15) denklemi -4 ile carpilarak (3.16) denklemi ile toplamrsa, toplamdaki f;

teriminin katsayis1 O olur.

fi=2h et e oy (3.24)

(3.15) denklemi -5, (3.16) denklemi 4 ve (3.17) denklemi -1 ile carpilarak

toplandiginda O(A)* mertebesinden f; terimi asagidaki gibi ifade edilir.

= 21 =51 Zz4fk—2 —fes +0(A)? (3.25)
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Aym sekilde, (3.15), (3.16), (3.17), (3.18) ve (3.19) denklemleri sirasiyla -18, 24, -
14, 3, 0 katsayilari ile ¢arpilarak toplandiginda f,” ve bu denklemler yine sirasiyla -

14, 26, -24, 11, -2 ile ¢arpilarak toplandiginda f,” asagidaki gibi ifade edilir.

”_ ka _lgfk—l + 24fk—2 _14fk—3 +3fk—4
Je= 2N

+0(A)? (3.26)

w 3f.-14f,_ +26f _,=24f +11f _,=2f._
£ = fe = fk2A4 Jis Jiea=2fis (3.27)

O(A)* mertebesinden geri sonlu fark yontemi ile birinci, ikinci, iigiincii ve dordiincii

terimler Tablo 3.4’te bir arada verilmistir.

Tablo 3.4: O(A)> Mertebesinden Geri Sonlu Fark

fk—S fk—4 fk—S fk—z fk—l fk

2Af] 1 | 4|3
Nf! A 4 | 512
2N 17 3 | <14 | 24 | -18 | 5

AR 2 11 | 241 26 | -14] 3

3.1.3 Merkezi Sonlu Fark Yontemi

3.1.3.1 O(A)* Mertebesinden Merkezi Fark
(3.1) denkleminden (3.15) denklemi cikartilirsa;
, A ", A
fin—fia =fi + Q) f + fk ( ) (4)'

) (A) » (A
—fit QS - o fi+ 3 2

£
(3.28)

f
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Jinn —fia = Z(A)fk, (A)

S = fia _ (A)sz”’
2A 6

fk,z

’ fk+1 fk 1 2
Je= A —-0(4)

(3.1) denklemi ile (3.15) denklemi toplanirsa;

fk+l+fk—1=fk+(A)fk/ fk (A) ”’"‘ (i? fkw

7 A ” A V4 A4 w

+fk—<A>fk+(2§ fk—(3? i+,
ot s =20+ (O f+ (A) @)

Jin =2fi + fia _ (A)Z
N 12

fk/': fklv

fk”: fk+1 _ZJ} +fk—1 +O(A)2

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

f. ve f. terimlerinin elde edilmesine benzer olarak, f,” terimini elde etmek igin

(3.16), (3.15), (3.1) ve (3.2) denklemleri sirastyla -1, 2, -2, 1 katsayilartyla, f"

terimi i¢in ise 1, -4, -4, 6 katsayilariyla carpilarak birbirleriyle toplanir.

_fk—Z +2fk—21'A_32fk+l +fk+2 +0(A)2

/ k,”:

fk—2 _4f1<—1 +6fk _4fk+l +6f1<+2

e +0(A)?

fw _
v =
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Tablo 3.5°de O(A)* mertebesinden merkezi sonlu farklar bir arada verilmistir.

Tablo 3.5: O(A)* Mertebesinden Merkezi Fark

fk—z fk—l fk fk+1 fk+2

20f) a0 1

N f! 1 2] 1

N a1 2 o] 2] 1

Al 1 | 4alel] 4] 6

3.1.3.2 O(A)* Mertebesinden Merkezi Fark

(3.16), (3.15), (3.2), (3.1) denklemleri sirasiyla 1, -8, 8, -1 katsayilan ile ¢arpilarak
toplanirsa 7, ve -1,16, 16, -1 katsayilari ile carpilarak toplamirsa f,” asagidaki gibi

elde edilir.

fk—z _ka—l +8fk+1 _fk+2
12A

fi= +0(A)* (3.38)

f”: _fk-z +16fk—l _3Ofk +16fk+l _fk+2
¢ 12A

+0(A)! (3.39)

(3.17), (3.16), (3.15), (3.1), (3.2), (3.3) denklemleri sirasiyla 1, -8, 13, -13, 8, -1 ile
carpilarak toplandiginda ise f,” elde edilir. Aym denklemler yine sirasiyla -1, 12, -

39, -39, 12, -1 ile carpilarak toplanirsa f;" elde edilir.

”_ fk—3 _8fk—2 +13fk—1 _13fk+l +8fk+2 _fk+3
Je= A’

+O0(A)* (3.40)

P fiat12f,, =391 +56f, =39f,., +12f,.,
g 6A*

~ s +0(A)* (3.41)
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Tablo 3.6’da O(A)* mertebesinden tiirevler toplu halde verilmistir.

Tablo 3.6: O(A)* Mertebesinden Merkezi Fark

Jis | Joca | Fooi | Jo | Jowi | Jrsa | Jiss
12Af] 1 | 810 8 | -1
12A° £/ 1|16 |-30] 16 | -1
SN 1 | 8 |13 0 |-13] 8 | -1
6A'f" | .1 | 12 | 39|56 -39 | 12 | -1

3.2 Kiris Modellerine Ait Hareket Denklemlerinin Ayriklastiriimasi

Her kiris modeline ait hareket denklemlerini ifade eden kismi diferansiyel

denklemler sonlu fark yaklasimi kullanilarak hatlar boyunca her ¢ adiminda birer

adi diferansiyel denkleme doniistiiriiliirler.

Euler-Bernoulli Kiris Modeli harekete denklemi;

Wi ) —4w,, () +6w, (1) —4w,_, (1) +w,_, (1)

w, (1) = A

et (D =2w, (1) +w,_, (1)

— (1= (1=K)A)(p, + pcos ar) o

Rayleigh Kiris Modeli hareket denklemi;

W, @) =4w, () +6w, () —4w,_, ) +w,_, (1)

w, ()=~ A
W, @) =2w, (&) +w,_ (@)
—(1=(k=DA)(p, + pcosax)— A’; kel
I' w,, @O=2w, O+w,_, @
A¢L¢2 AZ

39
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Shear Kiris Modeli hareket denklemleri;

L KGAL? [wkﬂ O —=2w, () +w,_, (@) &, O-a,, (I)J
w, ()= -

E'T A 2A
Wiy @) —w,, (7)
2A

(3.44)
—(p, + pcosat)(

PR
0 KG AL (w,m () —w,, (1) —%J+(“"“ ) -2, () +a,_, (r)J

E'l 2A A (3.45)

—(p, + pcosar)(1—(k —l)A)(

Wi (1) =Wy (t)J
2A

Timoshenko Kiris Modeli hareket denklemleri;

7 KGTAL (W () =2w, (1) Fw (1) ()=t ()
W O=""pp A - 2A

(3.46)
Wi () =W, (I)J

— + pcosax
(po+p )( oA

* ” pok gk %2 _
f Sa ()= kG ?*L (Wﬂl(t) Wk_l(f)_ak
L El 20

A2

(3.47)

~(py+ poos wt)(l—(k—l)A)(wj

2A

Ayriklastirilan hareket denklemleri MATHEMATICA yardimiyla sayisal olarak
coziilir. Coziim yapilirken bellegi daha iyi kullanabilmek i¢in adim adim ¢6ziim
yaptrilir. Sekil 3.1°de gosterildigi gibi, ilk once x; noktasina kadar ¢oziim yapilir.
Program bunu bir yere kaydeder. Daha sonra x, ve x, arasini ¢ozer, x,’e kadar olan

¢Oziimle ilgilenmez. Bu yontem sayesinde tekrar tekrar ayn1 yerler ¢6zdiiriilmez.
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fix) f(x)
rF.

e b - — - —
-

Sekil 3.1: Adim Adim Coziim YOntemi
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4. SONUCLAR

Kiris teorilerinin kayma deformasyonunu ve dénme ataletini géz oniinde bulundurup
bulundurmadiklarina bagh olarak ayrildigr ve farkli isimler aldigi daha 6nceden
belirtilmisti. Bu kisimda kayma deformasyonu ve donme ataletinin Kirigin titresim
davranisina olan etkileri arastirilmistir. Bu noktada enine titresen Kirislerin
deplasman-zaman grafiklerinin, faz ve Poincaré diyagramlarinin elde edilebilmesi
icin kirisin mekanik ve malzeme 6zelliklerinin tanimlanmasi gerekmektedir.Celikten
yapilmis bir kirisin 6zellikleri Tablo 4.1: Kiris Ozellikleri’de verilmistir. Bu

ozellikler [3]’ten alinmustir.

Tablo 4.1: Kiris Ozellikleri

Elastisite Modilii, E 200 GPa

Kayma Modiili, G 77.5 GPa
Yogunluk, p 7830 kg/ m’
Kesit Alani, A 0.0097389 m?

Alan Atalet Momenti, / | 0.0001171 m*

Kirigin Uzunlugu, L 1m

Kayma Sabiti, k’ 0.53066

Tablo 4.1’de verilen degerlere gore elde edilen boyutsuz katsayillar asagida

verilmistir.
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’ 2
kGAL =17.1018, I _ 0.0120239 (4.1a,b)
El A

L

Tablo 4.1 ve 2. kisimda bulunan kiris modellerine ait boyutsuz hareket denklemleri

kullanilarak cizdirilen deplasman-zaman grafikleri Sekil 4.1 ve Sekil 4.2°de yer

almaktadir.

w(li2, 5}

0.1 rF

Euler
Rayleigh
Shear
Timoshenko

bl

Sekil 4.1: Iki Ucu da Sabit olan Kirisin Orta Noktasinin Deplasman-Zaman
Grafigi
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wiLiZ, )

Euler

Rayleigh
Zhear

g

Timoshenka

Sekil 4.2: Bir Ucu Sabit Diger Ucu Serbest Kirigin Serbest Ucunun

Deplasman-Zaman Grafigi

4.1 Donme Ataleti ve Kayma Deformasyonunun EtkKisi

4.1.1 Kayma Deformasyonunun Etkisi

Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 incelendiginde, gerek her iki ucu da sabit olan kiris igin
gerekse bir ucu sabit diger ucu serbest olan kiris i¢in, Euler-Bernoulli ve Rayleigh
kiris modellerinin titresim davraniglariin yakin oldugu gozlenir. Aym benzer
davramig Shear ve Timoshenko kirisleri icin de vardir. Fakat Euler Bernoulli-
Rayleigh ikilisinin Shear ve Timoshenko kirislerinden farkli davrandigi goriiliir.
Aradaki fark Shear ve Timoshenko kirislerinin kayma deformasyonunu hesaba
katmasindan kaynaklanir. (2.91), (2.92), (2.97) ve (2.98) denklemleri hatirlandiginda
buradaki G degeri Sekil 4.1’de Tablo 1’de verilen 77.5 GPa alinmisti. Kayma

deformasyonu, kesitlerin birbiri iizerinden kaymasini ifade eder.

Yukarida belirtilen denklemlerde GA degeri sonsuz bilyiik alndiginda, yani

GA — oo durumu gerceklestiginde kayma deformasyonu etkisi ortadan kalkacak ve
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kiris ¢ok fazla rijit olacaktir. [11] Bu noktada kesitler birbiri iizerinden

kayamayacaktir.

Sekil 4.3’te G degeri 200 GPa ve Sekil 4.4’te ise 500 Gpa alinmistir. Sekil 4.1, Sekil
4.3 ve Sekil 4.4 kiyaslandiginda G degeri arttirildiginda Shear-Tmoshenko Kkiris
modellerinin  davramisinin  Euler-Rayleigh Kkirislerinin davranigina benzedigi

goriilmektedir.

wiLi2,t)

Euler

Rayleigh
Shear
Timoshenko

betoe

Sekil 4.3: Kayma Modiiliiniin Etkisi G =200 GPa
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wiL 2. &)

Euler
Rayleigh
Shear
T imoshenly

R

A

-h.0g

Sekil 4.4: Kayma Modiiliiniin Etkisi G =500 GPa

4.1.2 Donme Ataletinin Etkisi

Rayleigh kirisinin Euler-Bernoulli kirisinden ve Timoshenko kiriginin Shear

kirisinden farki donme ataletini hesaba katmasidir.

Euler-Bernoulli kirisinin hareket denklemi (2.80) ile Rayleigh kirisinin hareket

4

denklemi (2.82) arasindaki fark Lzz—wz terimidir. Burada i terimi donme
AL ox’ot A

ataletinin ifadesidir.
— terimi sifira giderse, yani sonsuz kiiciik alinirsa, donme ataletinin etkisi ortadan

kalkar. [10] Sekil 4.5, Sekil 4.1°deki Euler-Bernoulli ve Rayleigh kirislerinin birlikte
cizdirilmis halidir. 7/ degerini Sekil 4.5’tekinin onda biri kadar bir deger ile
cizdirilirse Sekil 4.6 ortaya cikar.
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Sekil 4.5: Donme Ataletinin Etkisi, Euler-Bernoulli-Rayleigh, 7 =0.0001171

wiLfE. &)
0.04
*‘
%
0.0z b

+
aT

0.0z r

-0.0g

+ Y » T
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T
* T
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. L L !
1 1 z 243
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Euler

Rayleigh

Sekil 4.6: Donme Ataletinin Etkisi, Euler-Bernoulli-Rayleigh, 7 =0.00001171
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Sekil 4.7, Sekil 4.1’deki Shear ve Timoshenko kirislerinin birlikte ¢izdirlmis halidir.
I daha ufak bir degerde alindiginda Sekil 4.8 ortaya ¢ikmaktadir. Sekil 4.8’de Shear

ve Timoshenko kirislerinin davraniglarinin birbirlerine ¢ok benzedigi goriilmektedir.

Kullanilan malzeme ¢ok hassas degilse, kiris cok ince ise veya yiiksek modlarin
dogal frekanslar1 arastinlmiyorsa donme ataleti ve kayma deformasyonu etskisi
ihmal edilebilir. Bu etkiler ihmal edildiginde geriye egilme momenti ve yanal
deplasmanlar1 igceren terimler kalir. Bu terimleri iceren kiris modelinin ise Euler-

Bernoulli oldugu yukarida belirtilmisti.

w(LiZ, %)

0.1 r

—+— Chear

L L 1 L
0.8 1 1.5 E.5 —»— Timoshank
=008 -

Sekil 4.7: Dénme Ataletinin Etkisi, Shear- Timoshenko, 7 =0.0001171
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WL/, )

0.0 F

—— Ghear

s N L e 2‘5 —r— Timoshenk

Sekil 4.8: Donme Ataletinin Etkisi, Shear-Timoshenko, 7 = 0.00001171

4.2 Faz Diyagramlan

Leipholz yiikleme kosullar1 altinda enine titresen kirislerin her iki ucu da anakstre
sinir kosulu ve bir ucu ankastre diger ucu serbest olan simir kosulu i¢in faz

diyagramlan kisim 4.2.1 ve 4.2.2°de verilmistir.

4.2.1 Her iki Ucu da Sabit Stmir Kosulu icin Faz Diyagramlar

Sekil 4.9-12°de iki ucu da sabit (clamped-clamped) sinir kosulu i¢in Euler-Bernoulli,
Rayleigh, Shear ve Timoshenko kiris modellerinin faz diyagramlan verilmistir. Faz
diyagramlarinda yatay eksen enine egilme fonksiyonunu, yani deplasmani, dikey
eksen ise belirtilen fonksiyonun tiirevini yani hizim ifade etmektedir. Verilen
baslangic kosullarinda, belirtilen sekillerde deplasman-hiz grafikleri cizdirilmistir.
Tiim kiris modellerinde 0 deplasmandan ve 1 birimlik baglangi¢c hizindan baglayarak

kiris modellerinin davranig1 gosterilmektedir.
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Sekil 4.9: Euler-Bernoulli Sabit-Sabit Faz Diyagrami

Sekil 4.10: Rayleigh Sabit-Sabit Faz Diyagrami
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Sekil 4.11: Shear Sabit-Sabit Faz Diyagrami

Sekil 4.12: Timoshenko Sabit-Sabit Faz Diyagrami
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4.2.2 Bir Ucu Sabit Diger Ucu Serbest Sinir Kosulu icin Faz Diyagramlar:

Sekil 4.13-16’da bir ucu sabit ve diger ucu serbest olan sinir kosulu icin sirasiyla
Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear ve Timoshenko kiris modellerinin Leipholz
yikkleme kosullar1 etkisi altindaki faz diyagramlan verilmistir. Yatay eksenler
deplasmani ve dikey eksenler hiz1 ifade etmektedir. Burada da sekilllerde baslangic
kosulu olarak tiim kirisler O deplasmandan ve 1 birim hizdan baslamakta ve titresim

siiresi boyunca hareketlerine devam etmektedirler.

Sekil 4.13: Euler-Bernoulli Sabit-Serbest Faz Diyagrami
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Sekil 4.15: Shear Sabit-Serbest Faz Diyagram

53



Sekil 4.16: Timoshenko Sabit-Serbest Faz Diyagrami

4.3 Poincaré Diyagramlari

Kisim 4.3.1 ve 4.3.2 iki siir kosulu i¢in Poincaré diyagramlar (Poincaré map)
verilmistir. Alman bir faz uzayinda bir diizlem secildiginde kirisin titresimi
deplasmana ve hiza bagl olarak bir noktay: ifade ederek. Zaman her defasinda
kirisin frekans1 kadar arttinldiginda olusan noktalar Poincaré diyagramlarini

olusturur.

4.3.1 Her Iki Ucu da Sabit Simir Kosulu icin Poincaré Diyagramlar

Sekil 4.17-20’de Leipholz yiikleme kosulunda her iki ucu da ankastre sinir sart1 igin
Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear ve Timoshenko kiris modellerinin Poincaré
diyagramlan verilmistir. Yatay eksenler deplasmana karsilik gelirken dikey eksenler

hiz1 ifade etmektedir.
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Sekil 4.17: Euler-Bernoulli Sabit-Sabit Poincaré Diyagrami
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Sekil 4.19: Shear Sabit-Sabit Poincaré Diyagrami
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Sekil 4.20: Timoshenko Sabit-Sabit Poincaré Diyagrami

4.3.2 Bir Ucu Sabit Diger Ucu Serbest Simir Kosulu icin Poincaré Diyagramlari

Sekil 4.21-25’te Leipholz yiikleme kosulunda bir ucu sabit diger ucu serbest sinir
sart1 icin sirasiyla Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear ve Timoshenko kiris
modellerinin Poincaré diyagramlart verilmistir. Yatay eksenler deplasmana, dikey

eksenler hiza karsilik gelmektedir.
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Sekil 4.22: Rayleigh Sabit-Serbest Poincaré Diyagrami
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Sekil 4.24: Timoshenko Sabit-Serbest Poincaré Diyagrami
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Poincaré diyagramlan (Poincaré Map) Leipholz kolon-modeli seklinde yiiklenmig
kirisin dinamik 6zelliklerini belirtebilmek igin kullamilmistir. Sabit-Sabit siir
kosuluna sahip kirislerin Poincaré diyagramlarinda kirisin titresimin periyodik
olmadig1 gozlenmekte. Bununla birlikte bu sinir sartina ait Poincaré diyagramlarda
kaotik c¢ekici (chaotic attractor) gozlenmektedir. Sabit-Serbest sinir kosulu igin
Poincaré diyagramlarina bakildiginda ise kirisin titresiminin periyodik olmadigi ve
kaotik bir 6zellige sahip oldugu gozlenmektedir. Yine burada da ¢ok ufak da olsa

kaotik cekiciler gbzlemlenmektedir.
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