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1.SUNUMUN İÇERİĞİ

Konu üç alt başlıkta derlenmiştir:

1. Karmaşalı Dinamik: Kaos [1, 2, 3]

2. Düzenli Dinamik: Solitonlar [1, 4]

3. Helisde büyük yerdeḡiştirmeler: statik ve dinamik. [5]

2.KARMAŞALI DİNAMİK: KAOS

Kaos kelimesi Eski Yunanca’dan ve mitolojiden geliyor. Mitolojiye göre, evrenin bir
karmaşayla başlamış. Bu karmaşık başlangıca Kaos diyorlar. ”Gaz” kelimesi de yine
aynı kelimenin başka ortamda kullanılması. Ege’nin iki taraındaki, Anodolu ve Atika
yarımadasındaki bilim insanları, sezgisel de olarak bir gazın içinde, bugün de varlıḡını
bildiḡimiz atom ve moleküllerin karmaşık dinamiḡini saptamışlar.

Burada kaosun kuramına girmeksizin, konuyla ilgileri olmayan veya çok az olanları da
hedefleyip, örneklerle tanıtacaḡız. Kaos özünde doḡrusal olmayan bir olay. Doḡrusal
yaklaşımlara, yaklaşık olarak da olsa, tanıtılamaz. Ancak, doḡrusal dinamikteki bazıtemel
araçlar bu alanda da kullanılıyor.

2.1. Doḡrusal dinamikten genel hatırlatmalar.

Kaaosa geçmeden önce, doḡrusal ve düzenli dinamikten öḡrendiklerimizi anımsayalım.
Parabul sınırları içinde sürtünmesiz yuvarlanan bir bilyanın, bir kütleye baḡlı yayın ve bir
sarkaçın küçük genlikli salınımlarıyla başlayalım.
Her üç düzendeki dinamiḡin de, bunları tanımlayan denklemlerin ve çözümünü biliyoruz.
Boyutsuzlaştırılmış büyüklüklerle denklem:

ẍ+ x = 0 x(0) = A ẋ(0) = B →
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x = A cos t+B sin t p ≡ ẋ(t) = B cos t− A sin t

Bu salınımlarda potansiyel, kinetik ve toplam enerjilerin sırasıyla

V =
1

2
x2 KE =

1

2
p2 E = V +KE

Bulunan çözümü iki türlü gösterebiliriz: x = x(t) veya t yi x ile p arasında yok ederek
x2 + p2 = 2E E = 1

2
(A2 +B2).

Bir adım daha ileri giderek, örneḡin a, b, c sabit sayılarıyla tanımlanan ax + bp =
c, çizgisine sarkacın her geldiḡi zamanda bir nokta koyalım. Sistem her salınımında
bu çizginin hep aynı noktasından geçer. Bu gösterimde salınımları bir tek noktayla
özetliyoruz. Bu yaklaşımla elde edilen gösterime ”Poincaré gösterimi” denir. Bu prob-
lemde gelenek olarak bu gösterilim kullanılmaz, çünkü problem düzlemde bir çizgiyle tam
olarak gösterilebiliyor, Poncaré gösterimi de aşırı basite indirger, pek bir anlamı kalmaz.

2.2. İki kütleli doḡrusal olmayan yay takımı. Bu düzenekte, Hénon - Heiles potan-
siyeli olarak adlandırılan potansiyel enerjiyi ve bundan elde edilen denklemleri inceleyelim:

V =
1

2
(x2 + y2) + xy2 − 1

3
x3 → ẍ = −x− y2 + x2 ÿ = −y − 2xy

Bu problemin çözümünü {x, y, p ≡ ẋ, q ≡ ẏ} den oluşan dört boyutlu faz uzayında be-
lirleyebiliriz. Tek serbestlik dereceli durumdaki gibi bu durumu çizmemiz olanaksızdır.
Ancak, bu düzenekte enerjinin korunduḡunu kullanarak, serbest deḡişkenlerin sayısınıüçe
indirebiliriz. Bu üç boyutlu uzaydaki yörüngeyi çizebiliriz. Ancak bu çok karışık bir
işlemdir ve sonuçların yorumu da basit deḡildir.

Bir önceki alt böümde olduḡu gibi tüm yörüngeden vazgeçerek, yörüngenin üç boyutlu faz
uzayındaki bir düzlemi kesme noktalarını kullanarak iki boyutlu uzayda, yani düzlemde
yörüngelerin niteliḡini belirleyen bilgiyi derleyebiliriz. Bu gösterime ”Poincaré gösterimi”
(Poincaré map) denir.

Hénon - Heiles denkleminde, deḡişik enerji deḡerlerinde Poincaré gösterimleri aşaḡıda
görülmektedir. Bu gösterimlerdeki noktalar düzleme rasgele bir sırada gelirler.

Şekillerden düşük enerji deḡerlerinde, Poincaré gösterimlerinin düzenli olup, uzayın hep-
sini örtmemekte, enerji arttıkça noktalar tüm düzlemi örtme eḡilimini sürdürmektedir. Bu
duruma toplam enerjinin1/6 deḡerinde ulaşılır ve bu durum tam kaos olarak adlandırılır.

3.DÜZENLİ DİNAMİK ÖRNEĞİ: SOLİTONLAR

Düz türevliye dönüştürerek çözülebilen kısmi türevli denklemlerden aşaḡıdaki beşini in-
celeyeceḡiz:

Korteweg de Vries (KdV)
∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂
+
∂3u

∂x3
= 0
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Figure 1: a. Parabolik kuyu içinde yuvarlanan bilya; b. Kütle - yay takımı; b. Sarkaç

p

qA

B

Figure 2: Çözümün a. Düzlemde yörünge ile gösterimi; b. Poincaré gösterimiyle
düzlemde iki noktaya indirgenmesi.

y(t)
x(t)

Figure 3: a. Kütle - yay takımı ; b. Hénon - Heiles potansiyeli
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Poincaré Çiziti

Figure 4: Poincaré gösterimiyle dinamiḡin basite indirgenmiş yapısı

Figure 5: Hénon - Heiles denkleminde artan enerjilerle yörüngelerin Poincaré gösterimleri
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Dönüşmüş Korteweg de Vries (KdV)
∂u

∂t
+ 6u2

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0

Boussinesq
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− ∂2

∂x2

[1

2
u2 +

∂2u

∂x2

]
= 0

Sine - Gordon
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− sinu = 0

Doḡru olmayan Schrödinger (NS) i
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
− |u|2u = 0 i ≡

√
−1

Bu dönklemlerin hepsi de ξ = x − ct cinsinden düz türevli denkleme indirgenir. Burada
hesaplamaların ayrıntısıKdV denklemi için vereceḡiz. Diḡer denklemler de aynı yoldan
sonuca varılır.

3.1. KdV denkleminin düz türevli denkleme indirgenmesi.

u = u(x− ct) türünden ötelenen dalga çözümünü, ξ = x− c tanımyla KdV denkleminde
yerleştirelim:

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂
+
∂3u

∂x3
= 0 → −cdu

dξ
+ 6u

du

dξ
+
d3u

dξ3
= 0

Bu denklemi du
dξ
≡ u′ ile çarpıp inetegralleri hesaplayınca:

u′u′′ − cu′u+ 3u′u2 = 0 →
(1

2
u′2− 1

2
cu2 + u3

)′
= 0 →

1

2
u′2− 1

2
cu2 + u3 = E → V = −1

2
cu2 + u3

Burada E matematik gözüyle bir entegral sabiti, fizik gözüyle de toplam enerji, V de
potansiyel enerjidir. ξ = x − c deḡişkeni de Newton mekaniḡi kapsamında zaman görevi
yapıyor.

Son denklemden u′ = du
dξ

yazılımını kullanarak, çözüme ulaşılır:

1

2
u′2 − 1

2
cu2 + u3 = E → du√

2E + cu2 − 2u3
= dξ → u =

c

cosh(1
2

√
cξ)

3.2. Solitonları veren entegraller. Sayfa 4 deki denklemlerin ortak yapısı:

u′ =
√
−2V (u) → du√

−V (u)
= dξ →

∫ u

u=u0

du√
−V (u)

= ξ

(i) Korteveg-de Vries (KdV) solitonu için:∫ u

u=u0

du

u
√
c− u

= ξ u0 = c
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KdV

u KdV solitonları

0

1

2

1

c=2 c=1 c=1/2

Figure 6: KdV denkleminde a. Eşdeḡer potansiyel; b. Seçilen c deḡerlerine göre elde
edilen solitonlar.

Figure 7: KdV denkleminde İki solitonun etkileşimi / çarpışması
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KdV ve benzer denklemler birden fazla solitonun da var olduḡu çözümler de verirler.
Bu solitonlarda da genlik ve dalga hızı birbirine baḡlıdır. Yine doḡrusal olmayan terim
ve yüksek mertebe türevinin bir birini dengelemesi sonucunda, bir ortamda birden fazla
soliton bulunduḡunda da solitonlar bir birleriyle etkileşimde olsalar da ayrıldıklarında
kimliklerini korurlar.
İlk konumda, solitonlardan a arkada, B önde bulunuyor. arkadaki genliḡi daha büyük
olan a solitonu B den daha büyük hızla ilerler. Dolayısıyla, a solitonu öndeki B solito-
nunu yakalar. Bu olay iki parçacıḡın çarpışmasını anımsatıyor. İkinci şekil bu çarpışma
döneminde birbiri içine girmiş solitonları gösteriyor. Üçüncü şekildeyse, daha hızlı olan a
solitonunun öne geçmiş olduḡu konum görülüyor.

Özellikle iki solitonlu çarpışmada, çarpışma bittikten sonra her iki solitonun da başlangıçtaki
biçimlerine kavuşup ilerlediḡi solitonların en önemli özelliklerindendir. Bu mükemmel
kararlılık solitonların içerdikleri bir bilgiyi bozulmadan taşıyabilmesini gösteriyor.

Bu nedenle solitonlar iletişim teknolojilerinde bir devrim sayılacak kadar önem kazanmıştır.

3.3. Soliter dalga - Soliton karşılaştırılması.

Genliḡi bir dar bölgede yoḡunlaşmış ve sabit bir hızla yerdeḡiştiren dalga paketine ”Soliter
dalga” diyoruz. Bu tanımla KdV denklemine bulunan ve soliton dediḡimiz çözüm bir
soliter dalgadır. Ancak her soliter dalga soliton deḡildir.

Doḡrusal Dalga denklemi: utt−c2uxx = 0 nin çözümünün herhangi f ve g fonksiyonlarıyla,
u = f(x − ct) + g(x + ct) olduḡunu biliyoruz. ξ = x − ct ve g = 0 ile, örneḡin A ve B
herhangi iki deḡer olarak, u = A/ cosh2(Bx) doḡrusal dalga denkleminin bir çözümüdür.
Bu çözüm KdV denklemine bulduḡumuz çözüm yapısında. Ancak bu dalga denkleminin
sonsuz sayıdaki çözümünden bir tanesi.

KdV denklemi soliton çözümü: u = c/ cosh2(
√
c(x − ct/2)) ise teGenlik ve genişlik: bir-

birine baḡlı.

(i) Dalga paketlerinin genliḡi a, genişlik ölçüsü B ve dalganın ilerleme hızı c birbirinden
baḡımsızdır. Doḡrusal dalga denkleminde tüm çözümler denklemdeki c ile ilerler.

(ii) KdV denkleminin çözümünün, çok temel bir farkı var: dalganın genliḡi a = c ve
genişliḡi B = 1

2

√
c olarak dalga hızına baḡlıdır. Dolayısıyla KdV denkleminde, doḡrusal

olmayan terim ve yüksek mertebe türevi dalga paketinin yapısında hıza baḡlı kısıtlamalar
getirmiştir.

(iii) Farklı genlik ve genişlikteki solitonlar farklı hızlarla ilerler.

Bu özellik tüm soliton çözümlerinde vardır. Bu özelliḡi izleyerek solitonların biçimleri
fevkalade stabildir ve fiziksel olarak da biçimlerini enerji kayıpları, sürtünmeye karşı ko-
rurlar.

3.4. Soliton çözümleri: Ortak Yapı : u = a/ coshn(B(x− ct))
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Adı Denklem n a B

KdV ∂u
∂t

+ 6 u ∂u
∂x

+ ∂3u
∂x3

= 0 2
√
c 1

2

√
c

MKdV ∂u
∂t

+ 6u2 ∂u
∂x

+ ∂3u
∂x3

= 0 1
√
c

√
c

Boussinesq ∂2u
∂t2
− ∂2u

∂x2
= ∂2

∂x2

[
1
2
u2 + ∂2u

∂x2

]
2 1− c2 1

2

√
1− c2

Sine-Gordon türevi: u’ ∂2u
∂t2
− ∂2u

∂x2
= sinu 1 1/

√
1− c2 1/4

√
1− c2

NLS i∂v
∂t

= − 1
2
∂2v
∂x2

+ |v|2v 1
√

1− c2
√

1− c2

Çözümlerin hep aynı u = a sechp(B(x−ct)) yapısında çıkması bir raslantı olmadıḡı açıktır.
Çünkü, denklemlerin hepsinde doḡrusal olmayan terimler ikinci veya üçüncü derecedir.

4.HELİSTE BÜYÜK YER DEĞİŞTİRMELER

Helis denklemi: x = a cos θ y = a sin θ z = bθ c =
√
a2 + b2 →

Eḡrilik: κ =
a

c2
Burulma: τ =

b

c2

4.1. Eḡrisel kiriş denklemleri.

Yakın komşular arasında üç türdeki etkileşme:

Gerilme: ||xi+1 − xi|| = l0

Eḡilme: (xi−1 − xi).(xi+1 − xi) = l20 cos θi

Burulma: [(xi−1 − xi)× (xi+1 − xi)].(xi+2 − xi+1) = l30 cosφi

Yukarıdaki kinematik deḡişkenlerde, l0 ı deḡişmez varsayımıyla, yerdeḡiştirmeleri tanımlayıp
seriye açınca, helise ait eḡrilik ve burulma deḡerlerine ulaşılır. Serinin ilk terimleriyle
sürekli ortam denklemleri elde edilir. [6]

Bu kinematik büyüklüklerden tanımlanan başlangıçtaki ve şekil deḡiştirmiş helisin eḡriliḡi
K ve κ ile burulması T ve τ cinsinden potansiyel enerji yoḡunluḡu elde edilir:

V =
1

2

[
ke(κ−K)2 + kb(τ − T )2

]

4.2. Statik Durumda Sonuçlar.
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Figure 8: Doḡadan Sadeleştirilmiş Helis Örnekleri: a. Protein; b. DNA.
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Figure 9: Bir helisi oluşturan komşu noktalarında kinematik büyüklükler: a. İki yakın
komşu uzaklıḡı; Üç yakın komşu arasında eḡilme açısı; Dört yakın komşu arasında burulma
açısı.

h (cm)
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Figure 10: Helisin boyunun uzamasıyla kuvvet - boy ilişkisi: a. Uzama 0 - 120 cm; b.
Uzama 0 - 60 cm de ilişkinin ayrıntısı; c. Deney - kuramsal hesaplama karşılaştırması.
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Figure 11: Helisin verilen başlangıç koşullarıyla zaman içinde aldıḡı yapılar: a. Düz
eksenli helis ; b. İki ucu daireye getirilip baḡlanmış heliste merkezdeki eḡri.

Şekildeki ”Theory - 1” olarak belirtilen sonuç taşıma matrisi yöntemiyle adım adım inşa
edilen büyük şekil deḡiştirmeleri, ”Theory - 12” de doḡrudan eḡilme ve burulmayla elde
edilen sonucu göstermektedir.

4.3. Dinamik Sonuçlar.

Yukarıdaki türden potansiyel enerji ve bunu izleyen dinamik denklemlerini kullanarak elde
edilen iki takım hesaplama örneḡi aşaḡıda veriliyor. [7, 8]
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