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1.SUNUMUN ICERIGI

Konu ¢ alt baglikta derlenmigtir:
1. Karmagali Dinamik: Kaos [1, 2, 3]
2. Diizenli Dinamik: Solitonlar [1, 4]

3. Helisde biiyiik yerdegistirmeler: statik ve dinamik. [5]

2. KARMASALI DINAMIK: KAOS

Kaos kelimesi Eski Yunanca’dan ve mitolojiden geliyor. Mitolojiye gore, evrenin bir
karmagayla baglamig. Bu karmagik baslangica Kaos diyorlar. ”Gaz” kelimesi de yine
ayni kelimenin bagka ortamda kullanilmasi. Ege’nin iki taraindaki, Anodolu ve Atika
yarimadasindaki bilim insanlari, sezgisel de olarak bir gazin i¢inde, bugiin de varligini
bildigimiz atom ve molekiillerin karmagik dinamigini saptamiglar.

Burada kaosun kuramina girmeksizin, konuyla ilgileri olmayan veya ¢ok az olanlar1 da
hedefleyip, orneklerle tanitacagiz. Kaos oziinde dogrusal olmayan bir olay. Dogrusal
yaklagimlara, yaklasik olarak da olsa, tanitilamaz. Ancak, dogrusal dinamikteki bazitemel
araglar bu alanda da kullaniliyor.

2.1. Dogrusal dinamikten genel hatirlatmalar.

Kaaosa ge¢cmeden once, dogrusal ve diizenli dinamikten 6grendiklerimizi anmimsayalim.
Parabul sinirlari iginde stirtiinmesiz yuvarlanan bir bilyanin, bir kiitleye bagh yayin ve bir
sarkacin kiiciik genlikli salinimlariyla baglayalim.

Her ii¢ diizendeki dinamigin de, bunlar1 tanimlayan denklemlerin ve ¢oziimiinii biliyoruz.
Boyutsuzlastirilmig biiytikliiklerle denklem:

P+z=0 2(0)=A #0)=B -
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x = Acost+ Bsint p=i(t) = Bcost — Asint
Bu salimimlarda potansiyel, kinetik ve toplam enerjilerin sirasiyla

1 1
V:§x2 KE=§p2 E=V +KEFE
Bulunan ¢oziimii iki tiirlii gosterebiliriz: x = x(t) veya ¢ yi z ile p arasinda yok ederek
?+p?=2E  E=3(A*+ B?).

Bir adim daha ileri giderek, 6rnegin a, b, ¢ sabit sayilariyla tamimlanan ax + bp =
¢, cizgisine sarkacin her geldigi zamanda bir nokta koyalim. Sistem her salimmminda
bu cizginin hep ayni noktasindan gecer. Bu gosterimde salimimlari bir tek noktayla
ozetliyoruz. Bu yaklagimla elde edilen gosterime ”Poincaré gosterimi” denir. Bu prob-
lemde gelenek olarak bu gosterilim kullanilmaz, ¢iinkii problem diizlemde bir ¢izgiyle tam
olarak gosterilebiliyor, Poncaré gosterimi de asir1 basite indirger, pek bir anlami kalmaz.

2.2. 1ki kiitleli dogrusal olmayan yay takimi. Bu diizenekte, Hénon - Heiles potan-
siyeli olarak adlandirilan potansiyel enerjiyi ve bundan elde edilen denklemleri inceleyelim:

V:%(x2+y2)+xy2—%x3 — FP=—x—y*+a? ij=—y—2zy
Bu problemin ¢6ztimiini {z,y,p = &,q = y} den olugan dort boyutlu faz uzaymda be-
lirleyebiliriz. Tek serbestlik dereceli durumdaki gibi bu durumu c¢izmemiz olanaksizdir.
Ancak, bu diizenekte enerjinin korundugunu kullanarak, serbest degiskenlerin sayisiniiige
indirebiliriz. Bu ti¢ boyutlu uzaydaki yortingeyi cizebiliriz. Ancak bu cok karisik bir
islemdir ve sonuglarin yorumu da basit degildir.

Bir onceki alt béiimde oldugu gibi tiim yoriingeden vazgegerek, yortingenin ti¢ boyutlu faz
uzayindaki bir diizlemi kesme noktalarimi kullanarak iki boyutlu uzayda, yani diizlemde
yoriingelerin niteligini belirleyen bilgiyi derleyebiliriz. Bu gosterime ” Poincaré gosterimi”
(Poincaré map) denir.

Hénon - Heiles denkleminde, degisik enerji degerlerinde Poincaré gosterimleri agagida
goriilmektedir. Bu gosterimlerdeki noktalar diizleme rasgele bir sirada gelirler.

Sekillerden diigiik enerji degerlerinde, Poincaré gosterimlerinin diizenli olup, uzaym hep-
sini ortmemekte, enerji arttikca noktalar tiim diizlemi 6rtme egilimini stirdiirmektedir. Bu
duruma toplam enerjininl/6 degerinde ulagilir ve bu durum tam kaos olarak adlandirilir.

3.DUZENLI DINAMIK ORNEGI: SOLITONLAR

Diiz tiirevliye donitistiirerek ¢oziilebilen kismi tiirevli denklemlerden agagidaki begini in-
celeyecegiz:

3
Korteweg de Vries (KdV) % + GU%U + % =0
x
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Figure 2: (oziimiin a. Diizlemde yoriinge ile gosterimi; b. Poincaré gosterimiyle
diizlemde iki noktaya indirgenmesi.
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Figure 3: a. Kiitle - yay takimi ; b. Hénon - Heiles potansiyeli
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Figure 4: Poincaré gosterimiyle dinamigin basite indirgenmis yapisi
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Figure 5: Hénon - Heiles denkleminde artan enerjilerle yoriingelerin Poincaré gosterimleri
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3
Doniigmiis Korteweg de Vries (KdV) ? + 6u 2% + % =0
, Pu  Pu 0?1l , u
Boussinesq o2 912 02 [§u * @] =0
2 2
Sine - Gordon % — % —sinu =
2
Dogru olmayan Schrédinger (NS) z% — % — Ju*u =0 i=v-—1
x

Bu donklemlerin hepsi de & = x — ¢t cinsinden diiz tiirevli denkleme indirgenir. Burada
hesaplamalarin ayrintisiKdV denklemi igin verecegiz. Diger denklemler de ayni yoldan
sonuca varilir.

3.1. KdV denkleminin diiz tiirevli denkleme indirgenmesi.

u = u(z — ct) tiriinden Gtelenen dalga ¢oziimiinii, £ = x — ¢ tammyla KdV denkleminde
yerlestirelim:

ou 46 8u+83u 0 - du+6 du  d*u 0
U— + — = —c— u— — =
ot 0 ox3 d& g dg3
Bu denklemi ‘f;g = ' ile ¢arpip inetegralleri hesaplayinca:
/i / /2 1 / 1 2 3 !
uu —cuu—+3uu® =0 — <§u2—§cu +u> =0 —
1 1 1
§u’2 — §cu2 +u =E — V= _§CUQ +u?

Burada E matematik goziiyle bir entegral sabiti, fizik goziiyle de toplam enerji, V' de
potansiyel enerjidir. £ = x — ¢ degigkeni de Newton mekanigi kapsaminda zaman gorevi

yaplyor.

Son denklemden v’ = Z—Z yazilimini kullanarak, ¢oziime ulagilir:

1, 1 5 3 du c
U= = +u=FE — =d =
U cu U ¢ o3 ( \/_5)

2 2 V2FE + cu? — 2u?
3.2. Solitonlar1 veren entegraller. Sayfa 4 deki denklemlerin ortak yapisi:

d
W =2V - e —ge

—V(u) /:uo \/—d—‘l/bi(u)

(i) Korteveg-de Vries (KdV) solitonu igin:

=&

Ug = C

/ \/m
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KdV solitonlari

Kdv /
v%cu?y V

Figure 6: KdV denkleminde a. Esdeger potansiyel; b. Secilen ¢ degerlerine gore elde
edilen solitonlar.

Figure 7: KdV denkleminde Iki solitonun etkilesimi / garpigmasi
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KdV ve benzer denklemler birden fazla solitonun da var oldugu coziimler de verirler.
Bu solitonlarda da genlik ve dalga hizi birbirine baghdir. Yine dogrusal olmayan terim
ve yiiksek mertebe tiirevinin bir birini dengelemesi sonucunda, bir ortamda birden fazla
soliton bulundugunda da solitonlar bir birleriyle etkilesimde olsalar da ayrildiklarinda
kimliklerini korurlar.

Ik konumda, solitonlardan a arkada, B énde bulunuyor. arkadaki genligi daha biiyiik
olan a solitonu B den daha biiylik hizla ilerler. Dolayisiyla, a solitonu 6ndeki B solito-
nunu yakalar. Bu olay iki parcacigin ¢arpigmasini animsatiyor. Tkinci sekil bu carpigma
dbéneminde birbiri icine girmis solitonlar1 gosteriyor. Uciincii sekildeyse, daha izl olan a
solitonunun 6ne ge¢mis oldugu konum goriiliiyor.

Ozellikle iki solitonlu ¢arpismada, carpisma bittikten sonra her iki solitonun da baslangictaki
bigimlerine kavusup ilerledigi solitonlarin en 6nemli Ozelliklerindendir. Bu miikemmel
kararhlik solitonlarin igerdikleri bir bilgiyi bozulmadan tagiyabilmesini gosteriyor.

Bu nedenle solitonlar iletigim teknolojilerinde bir devrim sayilacak kadar onem kazanmigtir.

3.3. Soliter dalga - Soliton karsilastirilmasa.

Genligi bir dar bolgede yogunlagmig ve sabit bir hizla yerdegistiren dalga paketine ” Soliter
dalga” diyoruz. Bu tanimla KdV denklemine bulunan ve soliton dedigimiz ¢oztim bir
soliter dalgadir. Ancak her soliter dalga soliton degildir.

Dogrusal Dalga denklemi: w;; —c?u,, = 0 nin ¢oziimiiniin herhangi f ve g fonksiyonlariyla,
u = f(z — ct) + g(x + ct) oldugunu biliyoruz. & = x — ct ve g = 0 ile, drnegin A ve B
herhangi iki deger olarak, u = A/ cosh?(Bx) dogrusal dalga denkleminin bir ¢éziimiidiir.
Bu ¢6ztim KdV denklemine buldugumuz ¢oziim yapisinda. Ancak bu dalga denkleminin
sonsuz sayidaki ¢oziimiinden bir tanesi.

KdV denklemi soliton ¢oziimii: u = ¢/ cosh®(y/c(z — ct/2)) ise teGenlik ve genislik: bir-
birine bagl.

(i) Dalga paketlerinin genligi a, geniglik 6lglisii B ve dalganin ilerleme hiz1 ¢ birbirinden
bagimsizdir. Dogrusal dalga denkleminde tiim ¢oziimler denklemdeki c ile ilerler.

(ii)) KdV denkleminin ¢dziimiiniin, ok temel bir farki var: dalganmn genligi a = ¢ ve
genigligi B = % c olarak dalga hizina baghdir. Dolayisiyla KdV denkleminde, dogrusal
olmayan terim ve yiliksek mertebe tiirevi dalga paketinin yapisinda hiza bagh kisitlamalar
getirmistir.

(iii) Farkli genlik ve genislikteki solitonlar farkli hizlarla ilerler.

Bu ozellik tim soliton ¢ozimlerinde vardir. Bu ozelligi izleyerek solitonlarin bigimleri
fevkalade stabildir ve fiziksel olarak da bigimlerini enerji kayiplari, siirtiinmeye karsi ko-
rurlar.

3.4. Soliton ¢6ziimleri: Ortak Yap:i : v = a/ cosh”(B(x — ct))
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Adi Denklem a B
KdV upgu et Tu=0 NG NG
MKV QutGu? et e =0 Ve Ve
Boussinesq % = % = aa_; [% u? + 2272‘] 1—¢c? IVi=-¢
Sine-Gordon tiirevi: u’ % - % = sinu 1/V1—c2|1/4/1—¢2
NLS i% =-1 % + |v|?v V1i—¢2 V1—2¢2

Coztimlerin hep aym u = a sech?(B(x—ct)) yapisinda ¢ikmasi bir raslant1 olmadigi agiktir.
Clnkii, denklemlerin hepsinde dogrusal olmayan terimler ikinci veya iigiincii derecedir.

4. HELISTE BUYUK YER DEGISTIRMELER

Helis denklemi: 2 = acosf y = asinf 2= bl c=Va*t+b —
_ a b
Egrilik: = — Burulma: 7= —
& c

4.1. Egrisel kirig denklemleri.
Yakin komsular arasinda ii¢ tiirdeki etkilegme:
Gerilme: ||x;11 — x;|| = b
Egilme: (x;_1 — X;).(Xi41 — X;) = [ cos 0;
Burulma: [(x;_1 — %;) X (Xip1 — X:)]-(Xig2 — Xip1) = b cos &

Yukaridaki kinematik degiskenlerde, 1 degismez varsayimiyla, yerdegistirmeleri tanimlayip
seriye acinca, helise ait egrilik ve burulma degerlerine ulagilir. Serinin ilk terimleriyle
stirekli ortam denklemleri elde edilir. [6]

Bu kinematik biiytikliikklerden tanimlanan baglangigtaki ve sekil degistirmis helisin egriligi
K ve k ile burulmas1 T" ve 7 cinsinden potansiyel enerji yogunlugu elde edilir:

V= % [ke(/i — K)? 4+ ky(r —T)*

4.2. Statik Durumda Sonuglar.
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Figure 8: Dogadan Sadelestirilmis Helis Ornekleri: a. Protein; b. DNA.

Figure 9: Bir helisi olugturan komsu noktalarinda kinematik biiyiikliikler: a. Iki yakmn

komsu uzakhgr; Ug yakin komsu arasinda egilme acisy; Dort yakin komsu arasinda burulma
agisl.
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Figure 10: Helisin boyunun uzamasiyla kuvvet - boy iligkisi: a. Uzama 0 - 120 cm; b
Uzama 0 - 60 cm de iligkinin ayrintisi; c. Deney - kuramsal hesaplama kargilagtirmasi
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Figure 11: Helisin verilen baslangi¢ kosullariyla zaman i¢inde aldigr yapilar: a. Diiz
eksenli helis ; b. Iki ucu daireye getirilip baglanmig heliste merkezdeki egri.

Sekildeki " Theory - 17 olarak belirtilen sonu¢ tagima matrisi yontemiyle adim adim inga
edilen biyiik sekil degigtirmeleri, " Theory - 12”7 de dogrudan egilme ve burulmayla elde
edilen sonucu gostermektedir.

4.3. Dinamik Sonuglar.

Yukaridaki tiirden potansiyel enerji ve bunu izleyen dinamik denklemlerini kullanarak elde
edilen iki takim hesaplama 6rnegi asagida veriliyor. [7, 8]
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