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OZET
Bu calismada, viskoelastik dielektrik hasarli malzemelerin biinye denklemlerine ait genel
ifadeler siirekli ortam hasar mekaniginin temel yasalarindan tiiretilmistir. Bu matematiksel
model, mekanik bir yiikiin etkisi altinda kalan ve mikro bosluklar i¢eren viskoelastik dielektrik
ortamlar i¢in gelistirilmistir. Malzeme normalde izotrop bir ortam olup sirf mikro-bosluk
dagilimi nedeniyle giiclii bir anizotropi gostermektedir. Bu baglamda cisim davranig olarak
kendisini elastik gerilme, dissipatif gerilme, elektriksel polarizasyon ve gerinme-enerjisi
yogunlugunun degisim hizi tarzinda ifade edecektir.

ABSTRACT

The general expressions of constitutive equations for isotropic viscoelastic dielectric
damaged materials were derived from the basic laws of continuum damage mechanics. This
mathematical model represents an viscoelastic dielectric media which has micro-voids and
subjected to a mechanical loading. Due to micro-void distribution, overall structure attains a
strong anisotropy, despite the fact that the material is otherwise isotropic. In this context the
body will respond by means of elastic stress, dissipative stress, electric polarization and
strain-energy density release rate.

1.GIRiS

Hasar mekanigi; atomik Slgekte, mikro dlgekte, mezo Olgekte ve makro dlgekte oldukeca farkl
arastirma alanlarina konu olmustur. Bu farkli yaklagimlardan ortaya ¢ikan ortak goriis
sudur: Hasar, malzemenin momentum iletme 6zelliginde bir gerilemeye neden olmaktadir.
Hasar tansorleri kavrami hasar mekaniginin temelini olusturmaktadir. Hasar degiskenini
tanimlamak i¢in literatiirde degisik mertebeden tansorler kullanilmustir[1-7]. Biz bu
calismamizda kanaatimizce daha gergekei bir fiziksel yoruma imkan vermesi nedeniyle hasar
tansoriinii ikincin mertbeden se¢mis bulunuyoruz.
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2. HASARIN MEKANIK TEMSILIi

Malzeme igerisinde yer alan mikro bosluklarin disaridan uygulanan ¢ekme kuvvetine karsi
herhangi bir direng gostermedigi dolayisi ile yiik tagimadig: diisiiniiliirse, efektif olarak yiik
tastyan ylizeyin dik kesit alanindan mikro bosluklarin alanini ¢ikararak elde edilen yiizey (S-

Sp) olur. Dolayisiyla da efektif gerilme : &= S Fs
—*D

seklinde yazilabilir. Hasar parametresi

mikro bosluklarin toplam alaninin toplam kesit alanina orami DES?D olarak

tanimlanabilir[8-11]. Bu durumda efektif gerilme ve hasarin tanimini dikkate alarak,

G= Fs =;:/ES):IUD yazilabilir. Yukarida verilen ifadeleri géz oOniline alarak asagidaki
5[1— Dj I

s
sinirlamalar1 yazilabilir; 0<D<1, D=0 (baslangigtaki hasarsiz durum), D=1 (malzemenin
kopma veya kirilma durumu)

a) b

Sekil 1. Tek eksenli cekme altindaki Sekil 2. a) K sayida mikro g¢atlak iceren temsili hacim
bir gubilkta hasar parametresinin tanim elemaninin diizlemsel goriintiisii (27), b) Bir mikro
catlagin agik ve kapali ylizeyleri.

Efektif gerilme bagmtisini kullanarak, hasarli ve hasarsiz bir malzemenin elastisite modiilleri
arasindaki iligki asagidaki gibi verilebilir: g:%:ﬁ:% — E=E(1-D). Burada, (DE) hasar
nedeniyle elastisite modiilinde meydana gelen azalmayi, E ise hasarli malzemenin elastisite
modiliinii gostermektedir. Hasar degiskenlerini belirleyebilmek i¢in K sayida mikro ¢atlak
iceren bir temsili hacim elemani (THE) gbz Oniine alinmistir. Herhangi bir k-inc1 mikro
catlagin acik veya aktif kismi A® ile, bu mikro catlagin kapali veya pasif yiizeyi de A® jle
gosterilmigtir. Weitsman bunlari esdeger diizlemsel yiizeyler olarak diisiinerek A®=A%n® ve
A" =A®p®yektorleri ile temsil etmistir, (k = 1, ... K). Burada n®, bir mikro catlak
diizlemine ait birim normal vektorii gdstermektedir [12,13]. Egrilik yaricaplar1 ¢ok biiyiik
olan farkl infinitesimal ¢atlak yiizeyleri topolojik ve mekanik agidan es deger kabul edilebilir.
Bu durumda catlak yiizeyinin topolojik temsili ¢atlak yiizeyinin yoniinden bagimsiz olarak
ifade edilebilir. Matematiksel olarak bu temsili, iki vektoriin diyadik ¢arpimi ile olusturulan
bir simetrik tansor kullanarak gosterebiliriz. Bu durumda, her bir mikro ¢atlagi asagidaki
gibi simetrik diyadlarla tanimlayabiliriz.

H(k) = A(k)® A(k) ve H*(k) = A*(k)® A*(k) , Hi“j{) = A(k) Agk) (1)



A ye A'® yiizeylerinin 6l¢iisii ve yeri hakkinda detayli bilgiler ancak istatistiksel olarak
mikro 6l¢ekte mevcut oldugundan, Siirekli-Ortamlar Mekaniginin kullanildigr mezo Slgekte
(1) ifadesi ile verilen tansorel ifadelerin birlesik etkilerini asagidaki diyadik carpimlarin
toplamlar1 ile gosterebiliriz. Bu islem, mikro Olgekten mezo Olcege gecerken yapilan
homojenlestirme seklinde de yorumlanabilir.

Hzi AY® AN ve H*:i AV AT (2)

k=1 k=1

Hasarin etkisi, ikinci dereceden simetrik tansorel karakter tagiyan iki adet i¢ durum degiskeni
ile ifade edilmektedir. Bu ¢alismada, biinye degiskeni olarak, sadece acik mikro yiizeylerin
etkisini dikkate alan bir tek hasar tansorii goz Oniine alinmistir. Ag¢ik mikro-catlak
yiizeylerinin temsili hacim elemani igerisindeki ortalama degerlerini A(X,t) vektori ile, bu

vektoriin zamanla degisimini A(X,t) ile gosterebiliriz. Malzeme mikro-gatlak yiizeylerinin
pozitif ve negatif taraflarin1 fark edemeyecegi icin, matematiksel olarak A(X,t) ve A(X,t)

vektorlerine  olan  bagimlihigi, (2);  ifadesini de  goz  Oniine  alarak,
H=A®A = H=A®A+A®A formundaki tansorel ¢carpimlarla ifade edebiliriz.

3. TERMODINAMIK KISITLAR

Enerji denklemi ile entropi esitsizligi uygun sekilde birlestirilir ve serbest enerji ig¢in
asagidaki sekilde bir Legendre transformasyonu kullanarak,

wEe-0n-E-M=s-0n-p 'E;P (3)
Entropi esitsizligi maddesel formda asagidaki gibi elde edilir.
—(2+P0U9)+%-FMNCMN —% Om Qu —Iy EM 20 (4)

elde edilmis olur. Mekanik bir yiiklemeye maruz, mikro-catlaklar iceren ve bu catlaklarin
zamanla sekillerinin degistigi diisliniilen viskoelastik bir ortamin gerilme potansiyeli £’ nin
arglimanlari; Stirekli-Ortamlar Mekaniginin biinye aksiyomlarina gore
(CM v Cuns Huns Huns Ews 9) olarak belirlenmistir [14-15]. Bu durumda gerilme

potansiyelini,
Z(Xat):Z[CMNaCMNaHMNaHMNa EM5'9] (5)
seklinde bir fonksiyon olarak yazabiliriz. Bu fonksiyonun zamana gore maddesel tiirevi (31)

esitsizliginde yerine yazilir, ortak terimlerin parantezleri alinirsa asagidaki esitsizlige
ulasiriz.

1 = 0L | 0% 0L 0L
—(Tyy =2 Cun —— - ——=Hyy -
2( MN GCMN) MN aCMN MN 5HMN MN aHMN MN
or | - 1 0 ., 1
Oy +—)Ey - t——)0 — Oy 20 6
(My + 2 ) B —a(n4—=20) 0 =5 Qu O (©)

(6) esitsizliginin keyfi her bagimsiz termodinamik proseste saglanabilmesi icin gerilme
potansiyelinin arglimanlari i¢inde bulunmayan C,, , Hyn, Ew, 6, V€ 6, terimlerin

katsayilarinin sifira esit olmas1 gerekir. ¢, ve H,,, £ nin arglimanlar1 igerisinde yer
aldigindan bu esitsizlikteki ¢,,, ve H,, nin katsayilari sifira esitlenemez [14-15]. C,, nin

ve H, , ninkatsayilarina asagida verilen atamalar yapilmstir.

— — o0 = 0%
DTMNETMN_zaCMN P YMNE_@HMN (7)

759



Burada, ,T,, ve Yy, sirasiyla dissipatif gerilme ve gerinme-enerjisi yogunlugunun degisim
hizi olarak adlandirilmustir. Ayrica pozitif bir biylklikle ugrasmak icin; Y, =Yy

tanimlamas1 kullanilarak, gerinme enerjisi yogunlugunun degisim hizi asagidaki gibi ifade
edilebilir.

0x
Yyn = 8
M N oH ( )

(6) esitsizligindeki C,,\,Hwny Ew, 6, Ve 6., nin katsayilar1 sifira esitlenerek asagidaki

ifadeler elde edilir:
oz ox ox 1oz . Q, 0. )

0Cun T oH,y MR, T, 0

(8) ve (9) tanimlarim1 dikkate alarak, (6) esitsizligi asagidaki gibi yazilabilir:

2 oTun Cun = Y Fiay 20 (10)
Dissipatif gerilmenin hangi argiimanlara bagl oldugu asagidaki gibi ifade edilebilir:
D-FMN:D-FMNCMN7CMN’HMN’HMN’EM70 (11)

Yukarida verilen (9) ve (10) ifadelerinde, baslangicta belirttigimiz gibi ortamda 1s1 iletiminin
olmadig1 ve serbest enerji yogunlugunun da c,,ve H,, tansorlerine bagli olmadigi

goriilmektedir. O halde = 'nin bagl oldugu argiimanlar asagidaki gibi yazilabilir.
s=3[Cyy-Hun: En.0) (12)
(7) ifadesinden goriildiigli gibi, malzeme i¢inde olusan T,,, simetrik gerilme tansori, iki

gerilme tansoriinden meydana gelmektedir (T, =2 - (6:2
MN

gerilme tansorleri elastik gerilme ve disspatif gerilme olarak adlandirilir. Buna gore T,,,

+ 5Ty )- Her biri simetrik olan bu

gerilme tansorini Ty, = :Tyy + oTun Seklinde yazabiliriz. Bu ifadedeki .T,,, elastik gerilme

tansoric Ty, =2 - iz seklinde ifade edilmektedir.
M N

Asimetrik formda ortaya cikan toplam gerilmenin maddesel koordinatlardaki ifadesi siirekli
ortamlar mekaniginin rutin hesaplamalari ile asagidaki gibi bulunmustur[6]:

TPR:-FPR_HPXM,nXR,nEM :-FPR_HP EM CI\;IR (13)
Burada, ¢y =Xy . X\, Piola sekil degistirme tansorii olarak bilinir.
Bu calismada ortam sikigmaz kabul edilmistir (J = detC=111=1). Bu durumda elastik gerilme
icin biinye denklemi maddesel koordinatlarda asagidaki gibi elde edilir [15].

— _ o0x
ETMN:_pCM1N+2aCMN (14)

Burada p , Lagrange ¢arpani olup alan denklemleri ve sinir sartlari ile belirlenir.
Elde edilen biinye denklemlerinden, e¢Twn, I, ve Y,, nin islemler i¢inde tanimlanan bir

termodinamik potansiyelden tiiretildigi, pTwmn nin ise kendi argiimanlarina bagh tansorel bir
fonksiyon olarak ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir. O halde yapilacak ilk is ¥’ nin ve pTwmn nin agik
formlarin1 ortaya koymak olacaktir.

4. HASARLI ELASTIK DIELEKTRIK ORTAMLAR ICIN BUNYE DENKLEMLERI

Ortamin anizotropisi sadece mikro-bosluklardan kaynaklandigi i¢in ¥ gerilme potansiyelinin
formu maddesel koordinat sisteminin ful-ortogonal transformasyon grubu altinda invaryant
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kalmalidir[14-15]. Matematiksel olarak ifade edilecek olursa, ¥ asagidaki kisitlamay1
saglamalidir:

z(C,H,E,e)=2(MCMT,MHMT,ME,9) (15)
Burada M, maddesel koordinat sistemlerinin ful ortogonal transformasyonlarini
gdsterdiginden ortogonal bir matris olup, M ~'=M"sartin1 saglamaktadir. C, H simetrik
matrisleri ile E vektoriiniin birbirinden bagimsiz 11 adet miisterek invaryantlar1 asagidaki
gibi belirlenmistir:

=Cuns b=CymCuns 5=CymCuniCrns ly=Hyn, Is=EyEyn, I4=EyCyuEn

l;=EnCym CmiLELs ls=ExHym Ems lo=Ey Cyi Him Ens lio=Cnm Huns i=Cym Cue Hins (16)
Bu durumda serbest enerji fonksiyonumuz yukarida verilen argiimanlarin fonksiyonu olarak
asagidaki sekilde yazilabilir:

2=3(1,, 15, l50e 1) (17)
Ikinci dereceden bir tansor olan Green deformasyon tansdriiniin asal invaryantlar1 dikkate
alinarak (17) ifadesindeki (I;, I, I3) invaryantlar1 yerine, asal invaryantlar kullanilabilir.
Ortam sikismaz kabul edildiginden III=1 olur. Bu durumda £ nin bagli oldugu invaryantlar,
asagidaki gibi verilebilir.

=3 (L1 1 0 ios 1) (18)
(18) ifadesinin Cy,y,Hyy Ve Hyy € gore tirevlerini alip (14), (9); ve (8) denklemlerinde

yerine yazacak olursak, modellenen ortamdaki elastik gerilme, polarizasyon ve gerinme-
enerjisi-yogunlugu degisim hizina ait nonlineer biinye denklemleri elde edilmis olur.

ETPR__pCPQ+2[ (5PR) Sﬁ (CNN Opr— CPR) (fjlz (E E )+§_IZ(CPN EyErR+CryENVE )
’ (19)
SE(E ENHNR) éalf (HPR) ;Ii (CPNHNR+HPNCNR)]
HR:—[ZSIZ ER*'ZSIZ (CRLEL) 82 (CRM CuLEL ) ZSIZ (HRLEL)+§_IZ(CRLHLM En +En CMLHLR)] (20)
5 8 9
Yeor= 8I (5PR) 8I (E ER)+ (E CnpE R) oY (CPR) Y (CPNCNR) (21)
8 10 11

¥, (16)’ da verilen invaryantlarin analitik bir fonksiyonu ise bir polinomla temsil edilebilir.
»’ nm kaciecr mertebeden bir polinomla temsil edilecegi deformasyon biiyiikliiklerinin
olaydaki etkilesim paylarina kisacas1 nonlineerlik mertebelerine baghdir [14,15]. I¢ enerji
pozitif tanimli oldugundan bu polinomun pozitif tanimli olmasi gerekir. Ayrica invaryantlarin
strasinin ¥’ y1 etkilememesi i¢in bu polinomun simetrik katsayili olmasi, yani kuadratik bir
form seklinde olmasi1 gerekir. Serbest enerji yogunlugu fonksiyonu i¢in mevcut invaryantlar
cinsinden bir polinom segilebilir:

T= Za” s a=ay @i,j=1,2,4,567.89,10,11) (22)

(22) ifadesinin ihtiva ettigi invaryantlara gére =’ nin kismi tiirevleri alinarak (19), (20) ve
(21) denkleminde yerine yazildiktan sonra deformasyon tansorii C ve hasar tansoérii H* 1n
birinci dereceden, elektrik alan vektorii E nin ikinci dereceye kadar olan terimleri dikkate
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alinarak yeniden diizenlenmistir[14,15]. Ayrica deformasyon tansorii C ve genleme tansorii E
arasindaki c,,, =6,y +2Ey, bagintiy1 dikkate alarak asagidaki denklemleri yazabiliriz.

eTpr =" pCF;(l'\) +agOprt+a Eyy Opr+a, ENEy Gpr+ a3 ENEy Eqq dpr+ a0y ENEy B Spr+as Hyy Spp +

asHyn Eqqdpr+a:Ey Hy B dpr+ag By Hy B Bqgdpr+ @9 By Hin Spr+a g By By HinEw Spr +

oy Eprta; EyEy EpptasHyy Epr+ agEyHy B Epr+ @ EpEg +a3 Eyy Ep B +ar g Hyy Ep Bg +

a;sEn Hin EpEr+ 16 (EpEq Eqr +Epg Eq Er) + a7 Hyn (Ep Eq Eqr +Epq Eq Er) + a5 Ep Hrg Eq +

19 Enn Ep Hrg Eq +ap Hpr +ay Eyny Hpr +apy Ey Ey Hpr +ap3 Ey Ey B Hpg +

@54 (Epg Hor +Erg Hop )+ @25 En En (Epg Hor +Erq Hap) (23)
Hp=—[B Ep+B, EynEp+B3+Ep  EL + By Hyn Ep + Bs Hp B + B Hyy Ep EL
BrEnn HpL EL+BsEn  Hin Ep + B9 (Ep Hiy Ey +Hp By Ey )] (24)

Ypr=700pr+ V1 ExnOpr+ 72 Hun Opr+73 En En Spr+74 Ey ENLEL Opr+75s Ey Hy LE pr
+76 EntHinOpr+ 77 En Ene Him By Spr+75 Epr+76Hyun Epr+79 Ey En Epg +
710EnHyL ELEpr+711 Ep Er+71, Exn Ep Er+7sHyun Ep Er+ 710 EnL Hin Ep Er+
715 BEpn En BEr+77 Hoo Epn En Er (25)
denklemleri bulunur. Baglangigta gerilmesiz ve yiiksiiz durumda (23) ve (25) denklemindeki
a,0pg terimi sifir olur. Yukarida verilen (23), (24) ve (25) denklemindeki katsayilari

asagidaki gibi tanimlanmustir.
a,=12(a,, +5a, +4a,,) ,a,=8(a;, +9a, +11a,,),a, =4(a;5 +4a,; +4a,, +4a,,+4a,,) ,

a3 =8(8y5 +8y5 + 8y7) , Ay =8(8y5 + 4855 +28);+88y,) , a5 =4(ay, +4ay, +a; 9 +48y0+8; 1 +43, 1),

06 =8(ay +ay 10 +8,1) A7 =4@yg +48y5 +yg +4859) , 25 =8(By5 +859)

ay=8(ay g +4a, g t4a +4ay +14a, ), a)=8(ay +7a,9) , @ =24(8), +3,,) »

a1y =12(8)5 +8y5 +287+28,7) , &3 =8(85 +28y5 +28;+48,57) , 1y =4(Aye +28y7 +860+287 9 +86,1+287,1)
a5 =8(8610 +285 19 +285 1 +485 1)) , A1 =24(8); +8,7) 5 a7 =8(8y7 T80+ 8711) » A3 = 6(289 +8y9)

a9 =419 +28y9) , a0y =6(28) gty g +4a; T4, 0 +48y ) &y =8(8y 19 +28, 0 +248;+48, 1),

Ay =45 19 +85 1 tAg 0T84 11 +8710T8711) 5 X3 =8(8g 10 611 +287 19 +48711) 5 Xag =24(a1 1+ 1),

05 =8(as ) +ag +87,), B1=12(8+8y7 + 855 +8,7) 5 B, =8(ay5+a); +28,5 +28y5) ,

B3=24(ag+ay; +28,,+28,7) , By=4(a5+845 +847 +85 10+ 10 +87, 10 +8s ) TA6 1 +R711)

Bs=12(a5+a,9 +28y5 +2859) , f=8(845+8g10+2847 +87 0+ 8611 T8711) 5 f7=8(Q5+a)9 + 2855 +28))
Bs=8(as 106+ 86,10 T8710+285 11+ 2841 +287,1) 5 Fo=12(a19 +859) 7 =6(215+854 +8) 10+ 8y 19+ 1 +85 1)
i=4(a+28,,+8 0+ 28, 0+ +28y 1) 5 72 =2(84 +284 19 +28, 5, + &0 10+ 28101+ 1) »
73=2(ay5+2a,5+284; +85,9+285 1, +310 +6,11 +3750 T27,11)

V4=4(846 +284; +85 )9 +86 1 T287 59 +285 1), Vs=2(8y5+849 +85 19 +8g5 1 T80 10 T89 1)

V6=4(ay10 +28y 1 +85010 +38 11 28y, 11) 5 ¥7=4(y9 +3g 10 +39 1) 5 Vg=12(ay 19 +28, 1 +35 0 +285 1))
Vo=4(as519 +285 1 +8g19 +286 41 +a710 285 11) 5 ¥10=4(8g 10 t285 11 T8010 +289 1),

y1=6(ag+ag taxg+859), 71 =2(85+819 2855 +2859), ¥13=12(8y9 +a) (26)

5. DISSIPATIF GERILMENIN TAYINI
Dissipatif gerilme, ortam izotrop oldugundan, Di simetrik matrisi C, g , H ve H simetrik

matrisleri ile E polar vektoriinlin izotrop bir fonksiyonudur. V keyfi bir vektor olmak iizere,
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Df tansorii 'V vektoril ile sagdan ve soldan skaler ¢arpilir ve bu ¢arpim asagidaki gibi bir

% skaler fonksiyonu ile tanimlanir [15].
WC.C.H.HLE V)=V Tlc.CH. H EV (27)

(27) ifadesinin Vx ve Vi ye gore kismi tiirevleri alinirsa,
1 *w(c.C.H.HEV]

2 oV 0V,

yazilir. Bu ifadenin sol tarafi V vektoriinden bagimsiz oldugu i¢in (28) esitligi V=0 i¢in de

T (C.C.H.HLE)

(28)

gecerli olmalidir. Bu durumda pT kL izotrop tansor fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir.

o (C.C 0. H E)-2 a2 20 ) (29)
Vy =0

Once R skaler fonksiyonunun argiimanlarindan keyfi V vektoriinii c¢ikarip argiimanlari

C.C,H.H, veE olan bir skaler fonksiyon tanimlayallm ve bunu Zzz(g, giig)

seklinde gdsterelim. Izotrop bir fonksiyon olan z nin ortogonal koordinat déniisiimleri altinda
invaryant kalmasi i¢in, argiimanlarinin sonlu sayida invaryantlarina bagli olmasi gerekir. Dort
simetrik tansér C,C,H,H ile polar vektér olan E nin birbirinden bagimsiz 53 adet

invaryant1 asagidaki listede ifade edilmistir[15].

I, =Cyns 1,=CyiCrlys 15=Cy CyCuns |4ECNN9 ISECNLCLNJ IGECNLCLMCMNJ I;=Hyno
|8:HNN’ Iy ECNLCLN9 lio =CniHin,s IIIECNLHLNﬂ I, ECNLHLN’ i ECNLHLN5|14EHNLHLN5

s ECNLCLMCMN>|16 =CnCim Hunos iy ECNLCLMHMNalls ECNLCLMCMNﬂll() ECNLCLMHMNa

I ECNLCLMHMNJIZI ECNLCLMHMN7|22 ECNLCLMHMNJIZZ» =CyLHim HMN9|24 ECNLHLM HMN:

I ECKLCLMCMNHNK9|26 =Cy Cim CMNHNK7|27 =Cy Crm HMNHNKalzx ECKLCLM Cwn Hyks

I ECKLCLM CMNHNK,I3O ECKLCLM HMNHNK’|3IECKLCLMCMNCNK5I32 ECKLCLMHMNHNK’

I3 =EyEy, 15 =EyCy LB, 155 =EyCy Cy EM9|36EENCNLEL7I37EENCNLCLM Ev sl =EnHyLEL,
|39EENHNLEL9I4OEENCNLCLM Evsla =EyCyiHim EM5I4ZEENCNLHLM Em 9|4SEENCNLHLM Ev >
|44EENCNLHLM EM’I4SEEKHKLHLM EM7I4GEEKCKLCLM HMNEN’I47EEKCKLCLM HMNENa

lig =Ex Cx L Hiw HMNEN9I49EEKCKLCLM CMNHNSE59ISOEEKCKLCLM Hun Cus Es s

Isi =B« Cx CLm CMNHNSES’ ISZEEKCKLCLM HMNHNSE89 |53EEKCKLCLM HMNHNSES (30)

Ancak asil bulunmasi gereken fonksiyon R skaler izotrop fonksiyonunun argiimanlari
c. g H i ,E,Vv seklindedir. R skaleri, V vektoriiniin bi — lineer bir fonksiyonu oldugundan

(30) deki invaryantlara ilaveten asagida verilen invaryantlara da baghdir.

Ki=VyEy, K=V Gy B, K=Yy CNLEL9K4EVN Hyo B, Ks=Vy HNLELB Ke=Vn Cum CmiLEL»

K;=Vy CNM CMLELa Ks=Vn CNLCLM Ev s Ko=VyCy L Him En s Kig=Vy CNLHLM Enm > Ky =Vy CNL Him Ewm >
Ky =Vy CNLHLM Env, Kz =Vy HNLHLM Em » Kig =Vi CKLCLM Hun En s Kis =Vi CKLCLM HMN En,

Kis =Vk CkL Him HMN En s Ky =V G Cum CMN Hys Es, Kig =Vi CKLCLM Hun Cns Es s

Kig =Vk Ck L CLm CMN HNS Es, Ky =Vk CKLCLM Huwn HNS Es, Ky =Vk CKLCLM Hun HNS Es, Ky =V Vi,
Kas =V Hy Vi, Ky =Vy HNLVL7 Ky =V CyLCrim Vi » Kog =Vy CNLCLMVM » Kyg =Vy CNLCLMVM >

K3 =V CnLHiw Vi 5 Ky =Vy CNLHLMVM » Kap =Vy CNLHLMVM » Kaz =Vy CNLHLMVM >

Kss =Vi CKLCLM Hun Vi s Kig =Vi CKLCLM HMNVN » K37 =V Gy L Him HMNVN >
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Kis =Vk Ck L CLm CMN Hys Vs, Ky =V CKLCLM Hun Cns Vs, Ky =V Cc . Cuy CMN HNSVS D
K =Vk CKLCLM Hun HNSVS > Ky =V CKLCLM Hun HNSVS (31)

Bu durumda (27) ifadesiyle tanimlanan R  skaler fonksiyonu, (31) ifadesindeki K; ( i =

1,2,...,21) invaryantlar1 cinsinden bi-lineer ve K; ( i = 21, 16, ...,42) invaryantlar cinsinden

lineer olmalidir. O halde R fonksiyonu i¢in asagidaki gibi yazilir.

ﬁR(g’g’A’E’\i):i %ﬂ‘aﬂ Ka Kﬂ"'% 422:24 KI (32)
- a=1 p=1 i=0 1=22

(32) denklemindeki 4, 4.4, ... 4, V€ 4,, (a,p=123..21) katsayilari, (30) denklemi ile
verilen invaryantlarin birer skaler fonksiyonudur. Ayrica 1,, katsayilar igin, 1,,=2 ,,
simetri sartt gecerlidir. (29) iliskisi kullanilip bu c¢alismada etkilesimler ilgili yapilan
kabullerden dolayr C, C, H ve H tansorlerinin birinci mertebeden, E vektoriiniin ikinci
mertebeye kadar olan terimleri dikkate alindiginda dissipatif gerilme asagidaki gibi elde
edilmistir.

oTPR=20 g +4,Cpp + 4, Cpg +A3Hpg + 4, Hpg +2,EpEg + A1, (Ep ELC g +Cpy Ey Eg )+

A (EP ELCLR+CPN En Er )"' /114(EP E . Hi g + Hpy En Eg ) + 445 (EP = HLR + HPN Ey ER) (33)

(33) denklemindeki katsayilar, mekanik etkilesimler lineer kabul edildiginden (30)
ifadesindeki C, C, H ve H tansorlerinin karesel ya da daha yiiksek mertebeden terimleriyle
ve birlikte etkilesimlerini icermeyen invaryantlarin birer skaler fonksiyonudur. O halde bu
katsayilarin bagli olduklari invaryantlar E,, ve E,, cinsinden asagidaki gibi yazilmustir.

Jy=3+2Eyn, ‘]2:2ENN, Jy=Hyy, Js = Hggk,s Js=EyEy, g

6

=EyvEy + 2EVENLEL,
‘]7:2ENENLELa‘]S:ENHNLELﬂ‘]‘):ENHNLEL (34}

(33) denklemindeki katsayilar (34) deki invaryantlarin skaler fonksiyonu olarak,

Ay :ﬂ0+élﬂi J ,0<a<l7.

Eger:(a=0=p=a, a=1=p=b, a=2=p=c, a=3=p=d, a=4=p=1, a=11=p=g,
a=12=pf=h,a=13=p=k, a=l4=p=l,a=15=L=m) (35)
seklinde tanimlanabilir. (35) ifadeleri (33) denkleminde kullanilip C,, veC,, tansorleri, E,, ve
E, tansorleri cinsinden ifade edilip, etkilesimlerle ilgili yapilan kabuller goz oniinde
alindiginda asagida ifade elde edilmistir.

D-FPR =0 0pr +[, Eyn Spr+ I ENN Spr +Iy Hyn Opr +15 HN Spr+ IgEN EnOpr + I7 ENENLEL Fpr +

Ty Ey Ey E\ Spp +Ty EyHy B Spr +Ty0 Ex Hy EL Spr+ Ty Epg +T1, ENEy Epg +T13 Epg + Ty, Ey Ey Epg +
IsHpg +16 ENEn Hpr + T HPR +Ig ENEy HPR +T9 Ep Eg+ Iy Eyy Ep Eg +17 ENN Ep Er+I Hyn Ep Eg+

Ty Hyn Ep Eg+ Ty (Ep Eo Eor + Epo Eq Ex ) + Tus (Ep Eg Egr + Epg Eq Ex )+

Ty (Ep Eq Hor + Hpo Eq Er) + Ty (Ep Eq Hor + Hpg Eq Ex) (36)
pTke = oTke( E.0.H.0, 9):2 ifadesi (36) denklemindeki katsayilara bir kisitlama getirir ve,
0=T,6pgr +I5 Enn Spr+ Ty Hyn Opr+ T En En Opr + T7 Ey By EL Spr+To EyHy L E| Spgr +

I Epgp +17; Ey Ex Epp +T s Hpg + 16 Ey Ey Hpr + g Ep Ep + 150 Enny Ep Eg +15 Hyy Ep Eg +

Ty (Ep Eq Eqr + Epg Eq Er) + Iyg (Ep Eq Hor + Hpo Eq Eg) (37)

764



ifadesi yazilir. (37) ifadesine gore s6z konusu olanlar keyfi oldugundan, bu denklemin
gerceklesmesi igin gerek ve yeter sart, T,=0,=T0,=[=0[,= T,=0,,=0,=0;5=0=0,=
T,y =y, =T, =y =0 katsayilarinin sifir olmasidir. Bu durumda dissipatif gerilmenin maddesel
formunu veren ifade asagidaki gibi elde edilir.

pTeR =T Eyy Opg +T5 Hyy Spr + Ty Ey Eni EL Spr +T30 Ey Hy B Opg + T3 Epg+ 114 Ey Ey Epg+ Ty Hpg +
Ty Hpg +T g Ey Ey Hpg +T5 Eyy Ep Eg+ Ty Hyy Ep Eg + FZS(EP =) EQR + EPQ Eq ER)+
Tar (Ep Eq Hor +Hipg Eq Ex) (38)

(38) denklemindeki I; (i =3,5,8,10,13,14,17,18,21,23,25,27) katsayilar1 asagida tanimlanmustir.

1"352(a2+b2), = (a4+b4), FSEZ(a7+b7)J FIOE(a9+b9)7 F]352(C0+3C1), 1"1452(05-0-06),
r17E(fo+3f1)’ r185(f5+f6)5 l“2152(92*'2hz)’ r235(94+h4)a F2552(k0+3k1), Iy =(m, +3m1) (39)

6. SONUCLAR

Simetrik gerilme, elastik gerilme (23) ile dissipatif gerilme (38) toplanarak asagidaki gibi
elde edilmistir.

T_F’R:—pcv;clg +a,0pr+a Eyy Spr+ay ENEy Spr++ a3 ENEy Eqq dpr+ @y ENEy B Spr+asHyy Spr+
asHynEqodprt+ a7 EyHy B Gpr+ag EyHy B Eqqdpr+ a9 Ey HiyOpr+ a0 EyEy HiMEy Spr+
anBprt+a; EyEy EpptagHyy Epr+ ag EyHy B Epr+ @y EpEg +a 3 Eyy Ep Ep vy Hyy Ep Eg +

a;sEy  HnEpEr+ @14 (EpEq Eqr +Epg Eq Er) + @7 Hyn (Ep Eq Eqr +Epg Eq Er) + 13 Ep Hrg Eq +

a9 Enn Ep Hrg Eq @y Hpr+an Eyy Hpr + @y, Ey Ey Hpr+ay Ey By Ef Hpg +

54 (EpgHor +ErqHgp)+a,s Ey Ey (Epg Hor +Erq Hop) + F3ENN5PR +F5HNN5PR+

Ty Ey EniELSpr +T10 En Hy EL Spg + T3 Epp+Ty Ey Ey Epg+ Tiy Hpg +Tig Ey Ey Hpg +Ty Eyy Ep Eg +

Ty Hyn Ep Eg+ Tos (Ep Eg Eqr + Epq Eq Er )+ Ty (Ep Eq For + Hpg Eq Er) (40)

(13) denklemi dikkate alindig1 zaman, T.,=T.;-II, E, C,/x asimetrik toplam gerilme tansorii
de asagidaki gibi ifade edilebilir.

Ter=— pCFle +a0pr+a Eyy Opr+a, ENEy Gpp + a3 ENEy Eqq Opr+ a4 ENEyLE| dpp+as Hyy Opr +
agHynEqodprt+ar, ENHyE SprtagEyHy B Eqqdpr+ @9 Ey Hindpr+ 1o Ey EntHMENM Spr+

o, Eprta; EyEy EpptasHyy Epr+ agEyHy B Epr+ a1 EpEg +a 3 Eyy Ep Eg +ar g Hyy Ep Eg +

asEy  Hiny EpBg + @16 (Ep Eq Eqr +Epq Eq Er )+ @17 Hyn (Ep Eq Eqr +Epg Eq Er) +@ 5 EpHr g Eq +

a9 Enyn Ep Hro Eq +aryg Hpr+a, Eyy Hpg + a0, Ey Ey Hpg a3 Ey Ey EL Hpr + @54 (Epg Hor +Erg Hop )+
s Ey En (Epg Hor +Erg Hop) + I3 ENN§PR +F5HNN5PR+ I Ey ENLELé‘PR +00 Ex HNLELéPR+ I EPR+
T14En En Epp+ Ty Hpg +Tig Ey Ey Hpg + T Eyy Ep Eg+ Ty Hyy Ep Eg + FZS(EP Eq EQR + EPQ Eq ER)+
F27(EP Eo HQR + HPQ Eq ER)+ (B Ep+B,EnnEp+ B3 +Ep B + BiH N Ep+fsHp B + B Hyn Ep L EL+
B Enn HpL EL+ By Eni Hiy Ep + 89 (Ep Hiw Ey +Hp ELy Ey )1Ey Cug
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(41) denklemine dikkat ettigimizde; birinci terim hidrostatik basincin gerilmeye olan katkisini,
ikinci terim baglangigta bir 6n yiikkleme olmasi halinde gerilmeye olan katkiy1 gostermektedir.
Diger terimler sirasiyla deformasyonun, ikinci mertebeden elektrostatik katkiyi, non-lineer
elektrik alani ile deformasyon alaninin etkilesiminin katkisini, hasarin gerilmeye olan etkisini,
hasar ile deformasyon alaninin etkilesiminden dogan katkiyi, non-lineer elektrik alani ile
hasarin etkilesiminden gelen katkiy1, elektrik alani, deformasyon ve hasarin {gli
etkilesiminden dogan katkilar1 gostermektedir. Ayrica, gerinme ve hasar tansorlerinin
zamanla degisimlerinin gerilmeye olan katkilar1 ve bunlarin elektrik alanla ayr1 ayr1 ve {iglii
etkilesiminden dogan katkilar goriilmektedir. Gerilmenin asimetrik olmasina sebep olan
elektrik alaninin kendisinin deformasyonla, hasar tansort ile ve tiglii etkilesim halinde ortaya
c¢ikan katkilar1 da gézlenmektedir.
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