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ABSTRACT

The predator prey problem involves a model for the relationship between populations of
different species that share the same environment in which some of the species prey on the
others. The prey is assumed to exhibit linear growth given by a positive parameter. Predator
species consume preys with a nonlinear interaction given by another set of parameters that
determine the rate of competition between predators. The natural death rate of the predator is
assumed to be linear and given by a negative parameter. The qualitative structure and
attractors of the system as parameters are varied lead to bifurcation and its analysis has great
importance in understanding the nature of the system. A form including a cubic interaction
that is shown to introduce additional stability in a simple way suggested by Nutku is studied.
The numerical analysis™ of bifurcation and stability is examined using the MatLab package
MATCONT !,

OZET

Avct av problemi ayni ortami paylagan ve bir tiiriin digerini avladigi farkl: tiiclerin niifuslar:
arasindaki iligkiyi ifade eden bir model sunar. Avin pozitif bir parametre ile lineer biiyiime
sagladift varsayilmistir. Avct tiirler ise bir diger parametre kiimesi ile avcilar arasindaki
rekabet oranini simgeleyen bir lineer olmayan etkilesim ile avlar tiiketirler. Ayrica avcilarin
dogal 6liim orant negatif bir parametre ile verilmigtir. Parametreler degistirildiginde sistemin
niteliksel yapisinda ve gekicilerinde degisiklikler oluyor ise bu degisikliklere dallanma denir
ve analizleri dinamik sistemi anlamada Snemli yer tutmaktadir. Nutku tarafindan 6nerilmis
olan ek kararhlk igin daha kolay bir yol olan kiibik etkilesme incelenmistir. Dallanma ve
kararlihgin niimerik analizi® MatLab paketi MATCONT! kullamlarak yapilmigtir,
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1. GiRiS

Son yillarda lineer olmayan sistemlerde kararlilik analizi igin yogun olarak incelenen bir
problem sinifi ayni ortami paylagan iki yada daha gok canlinin etkilesmesini modelleyen, avci
av sistemi denilen modellerdir. Canlilardan bazilari digerlerini avlar, ayrica canlilarin dogum
ve 6liim oranlari da parametrelerle verilir. Bu sekilde ilk ortaya atilan model Lotka Volterra
modelidir. Bu model daha karmasik modellerin baglangi¢c noktasi olarak 6nemli ise de
kararlilik problemleri® nedeniyle gergekgi bir fiziksel model degildir. Kararliligin
kaybolmasi, sistemin kaotik davranisa gegisi ve yapisal kararlilik gdsteren limit ¢evrimlerinin
incelenmesi bu nedenle 6nemlidir ve bu inceleme de dallanma analizi ile gergeklestirilir.

2. LOTKA VOLTERRA MODELI

Avci av sistemlerini modelleyen ilk denklem sistemi 1925°te Amerikal: biyofizik¢i Alfred
Lotka (1880 — 1949) tarafindan kimyasal bilesiklerin salinimsal davrams gosterdigi kimyasal
tepkimeleri ifade etmek; 1926°da bagimsiz olarak Italyan matematikgi Vito Volterra (1860 —
1940) tarafindan I. Diinya Savasi sirasinda Adriyatik Denizindeki aver baliklar ile avci
baliklar tarafindan yenilen av baliklarinin niifusundaki gevrimsel degigiklikleri incelemek igin
gelistirilmigtir. Avusturya ve Italya arasindaki savas, ticari avlanmay:r duraksamaya
ugrattigindan savagtan 6nceki yillara oranla avci bahklarin niifusu artmig, av baliklarin niifusu
da azalarak savag avci baliklara fayda saglamigtir. Savastan sonraki niifuslar1 da ifade eden
klasik Lotka Volterra modeli su diferansiyel denklem sistemi ile verilmistir:

dx
—=ax~bx
dt Y
dy
—=—cy+dx
p” Y+ axy

Bu denklemlerin denge noktas: civarindaki lineerlestirilmesi sonucunda elde edilen 6zdeger
semasi agagidadir.

Denge noktast  Ozdegerler

(0,0) {a,-c} Kararsiz eyer noktasi
(c/d,alb) {-ivac,iac}  Odak noktas:

[k denge noktasi olan orijindeki 6zdegerler {a,-c} rezonans kosulunu saglamaz ve bu nokta
kararsiz bir eyer noktasidir. ikinci denge noktas: ise sanal kklere sahip olup rezonans kosulu
saglandifindan sistem rezonans igeren bir normal forma agilabilir. Ikinci denge noktasim
orijine tteleyerek elde edilmis sistem:

ax__be —bx
dt a’ "
Q:£x+dxy
a b
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ve bu sistemin kompleks doniisiim yapilarak elde edilmis yeni sistem asagidaki gibidir:

. u? et vt ibyev?
7 *l\/;JZu—b EJE +T+

2 2 2 =3
ﬂ:ﬂ__tbx/zu +i\/;v_11+:wa
d 2 2Ja 2 2Ja

Hopf ¢atallanmast doguran sistemin 6zdegerleri normal form agilisinda liglincli mertebeden
itibaren her tek mertebede sistemi rezonant yaparlar. {kinci mertebede normal form agagidaki
gibidir:

du
/4

25la

di .
—=iu
dt

a
— =i
dt

Ugiincii mertebede normal form ise su sekildedir:

di . ib? .
— = ——u’v
dt

v bt L,
— ==V +—uv
3

dt

Bu denklemlerden &V = sabit ilk entegrali bulunur ve her iki parametrenin de salinimsal bir
goziimii oldugu, bu ¢éziimiin tiim rezonans mertebelerine genellestirilebilecegi gisterilebilir,
Lotka Volterra modeli aver av niifuslarimin bir gevrimini sunmasi® nedeni ile popiiler bir
modeldir. Bununla birlikte kararl bir denge noktasina sahip olmamasi gibi g6z ardi edilemez
bir probleme sahiptir. Niifus degerleri ssnmeden sonsuz bir ¢evrime girerler. Gergek hayattaki
avel av sistemleri ise n6tr kararli déngiilerinin siirekli bir ailesinin aksine bir veya sonlu
sayida kapali yoriingeye sahiptir. Bu sebepten dolayi Lotka Volterra modeli kararli hale
ulagan gergekgi aver av iligkilerini gostermekte bagarili olamaz ve daha gergekegi modelleri
gostermek igin ek bilgiye ve baz1 genellestirmelere ihtiyag duyar.

3. KUADRATIK KENDI KENDINE ETKILESIMLi LOTKA VOLTERRA MODELI

En basit polinom genellestirmesi!'! ¥ ile sistem

dx 2
== - —b
» a(x—x“)—bxy

dy 2
—=—c(y+ + dx
. (y+y°) +dxy

haline gelir,

Kuadratik kendi kendine etkilesimli bu genellestirme ile iki yeni denge noktas: ortaya ¢ikar.
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Denge noktas! Ozdegerler
(0,0) {a,-c} Eyer noktas
(1,0) {-a,-c+d} ¢>d >Kararlt denge noktasi

a‘e+ abe—ac* + acd
A—ac—hd)
atb+d=c 2 0dak noktasi
(0,-1) {at+b,c} Kararsiz denge noktasi

(a+b)e a(—c+d) Kompleks <0 >Kararl denge noktasi

‘ac +bd " ac+ bd eslenik ift

Genellemeyi kaybetmeksizin y=-y , a=-1, b=-2, c=-1 d=-2 alinabilir.
dx

—=—x+x" +2x
dt 7
dy 2
Yoyt
ot Y-y 34

Bu denklemlerin denge noktasi civarindaki lineerlegtirilmesi sonucunda elde edilen zdeger
semas! agagidaki gibidir.

Denge noktas! Ozdeperler
(0,0) {-1,1} Eyer noktasi
(0,1) {-1,1} Eyer noktasi
(1/3,1/3) {ﬁ,%} Odak noktasi
(1,0) {-1,1} Eyer noktasi

ilk iki ve son denge noktalarina karsilik gelen 6zdegerler {-1,1} oldugundan bu denge
noktalari eyer noktasi ve kararsizdirlar. Ugiincii denge noktasi ise sanal koklere sahiptir ve
rezonans kosulu saglandigindan sistem rezonans igeren bir normal forma agilabilir. Ugiincii
denge noktasini orijine Steleyerek, ardindan da 6zvektérleri olusturan kompleks degiskenler

kullanilarak elde ediimis sistem su sekildedir:

du i =,
L N )

&5 i3y
ﬂziﬁuz_ﬂ

dt J3

fkinci mertebede rezonans yoktur:

i _ i
dt 3
& i
a3

Ugiincii mertebede ise
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du  iu
_:_~2J§~2~
a g Y

normal form agtlimlari elde edilir. Besinci mertebede normal form agihminda iigiincii mertebe
. . oodd Ly, AV, . - . -
terimlerin iizerine ~, e TRTES i #2° terimleri ilave olmaktadir. Dikkat edilirse,
t t

katsay1 degerlerindeki degisiklik diginda bu normal form da bir &nceki ile aynidir.
Bu durum igin yapilan ¢atallanma analizi agagidaki grafiklerde goriildiigii gibidir,

b serbest parametre segildiginde:

Nokta Parametre degeri Nokta tilrii {Ik Lyapunov katsayisi
(0.333333,0.333333) 2 Hopf noktast 2.602085¢-003
0,1) | Dallanma noktasi

Catallanma analizinde ¢ serbest parametre olarak segilip diger parametreler sabit tutularak
analiz yapildiginda bir yeni Hopf noktasi ortaya gikar. Bu Hopf noktasinin pozitif Lyapunov

tsseli verdigi goriiliir.

Nokta Parametre degeri Nokta tiirii {lk Lyapunov katsayis;
(0.333333,0.333333) 1 Hopf noktast -3.469444e-003
(1,0) 2 Dallanma noktasi
(0,0.5) 0 Hopf noktast 2.777778
: 1 ’

R
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_d serbest parametre segildiginde:

Nokta Parametre degeri Nokta tiirii flk Lyapunov katsayisi
(0.333333,0.333333) ] Hopf noktas: 1.734723e-003
(1,0 | Dallanma noktasi
s‘ -
|
BP :ii i
B :‘ n *E{
|

X i -
=3 # i 7 R V 3 : M T

c=1 parametre degerindeki Hopf noktasindan kararli limit gevrimleri ailesi gatallanmasi
asagidaki sekilde verilmistir. Limit noktasi cevrim degerleri su sekildedir:

Periyot Parametre degeri Normal form katsayist
1.088290e+001 1 4.770582e-007
1.088309e+001 1 -1.714848e-007
1.088386€+001 1 -1.422681e-007
1.096150e+001 1 2.714851e-009
1.505690e+001 1 -2.128190€-009

FIEG

4. KUBIK KENDi KENDINE ETKILESIMLI LOTKA VOLTERRA MODELI

Nutku, kuadratik etkilesim yerine kiibik etkilesimi igeren yeni bir genellestirme sunmustur.
Bu daha &nce islenmemis bir etkilesimdir. Bu sistemin ilging yan: hem av hem de avcinin
etkilesim terimi kaldinldiginda sistemin kritik gatallanma yerine periyot giftleme
gatallanmasna gitmesidir.

dx 3
Zoaltx—xH-b
’ a(x—x")—bxy

dy 3
—=—c(y+ + dx
” +y)+dey
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Denge noktas Ozdeserler

(0,0) {a,-c} Eyer noktasi

0,-) {a+bi2c} Kararsiz denge noktasi
0,) {a-bi,2c} Kararsiz denge noktasi
(1,0) {-2a, -c-d} Kararli denge noktasi
(-1, 0) {-2a, -ctd} d<c > Kararli denge noktasi

Bu denge noktalari incelendiginde, kararli denge noktalari dolayinda parametrelerin
pozitif deferleri igin rezonans igeren bir normal form olusmayacagi, ayrica baskin terimler
alininca sistemin

I R

=-ax’, -
dt dt 7

durumuna geldigi, V(x,y):%(x2+y2) seklinde bir Lyapunov fonksiyonu kullantlarak,

av . .
Tjt—=~(ax4+cy4)sonucu nedeniyle a>0 ve ¢>0 igin kararli ve yapisal kararli oldugu

goriilebilir.

SONUCLAR

Bu galismada kuadratik kendi kendine ctkilegimli iki boyutlu Lotka Volterra sistemlerinin
kalitsal kararhhk gostermedigi islenmistit. Nutku tarafindan Onerildigi tizere kararhlig
artirmanin bir yolu kendi kendine etkilesimi kuadratikten kiibige gevirmektir. Bu en azindan
lineerlestirilmis durumda kararliligr arttirir. Bu denge noktalar: etrafinda sistemin davranigini
incelemek igin normal form yéntemi veya niimerik benzetigsim kullanilabilir.

Yazarlar bu problemi 6nerdigi i¢in Profesér Yavuz Nutku’ya tesekkiirii bir borg bilir.
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