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ABSTRACT

In this study, the static behavior of a functionally graded (FG) square plate resting on the
elastic foundation is investigated via Ritz method within the framework of Kirchhoff-Love
plate theory. In order to apply Ritz method, the trial function for the deflection of the plate is
expressed in the polynomial form. Boundary conditions are satisfied by adding an auxiliary
function to the trial function. The effects of various material compositions, boundary
conditions and the parameter of elastic foundation on the deflection and axial normal stress of
the plate are examined.

OZET

Bu ¢alismada, elastik zemine oturan fonksiyonel derecelendirilmis (FD) kare bir plagin statik
davranig1 Ritz yontemi ile Kirchhoff-Love plak teorisi g¢er¢evesinde incelenmistir. Ritz
yonteminin uygulanmasi i¢in plak yer degistirme fonksiyonu kuvvet serisine agilmistir. Sinir
kosullart yer degistirme fonksiyonuna yardimet bir fonksiyon ilave edilmesiyle saglatilmustir.
Calismada, farkli malzeme kompozisyonlar, farkli smir kosullart ve elastik zemin
parametresinin plagin yer degistirmeleri ve eksenel normal gerilmeler iizerindeki etkisi
incelenmistir.
GIRIS

Plak elemanlar insaat miithendisligi, makine miihendisligi, u¢ak miihendisligi gibi alanlarda
yapisal eleman olarak sik¢a kullanilmaktadir. Statik ve dinamik yiikler etkisinde olan bu tip
yap1 elemanlarin davraniginin bilinmesi 6nemli olmaktadir. Bu nedenle, plaklarin statik ve
dinamik analiziyle alakali pek ¢ok calisma yapilmis ve hala yapilmaktadir. Fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeler (FDM) 1984 yilinda Japonya’da bir uzay araci projesi
esnasinda kesfedilmistir. FDM klasik tabakali kompozit malzemelere gore oldukga iistiin
Ozellikler igeren yeni nesil bir kompozit malzemedir. FDM’ de elastisite modiilii, kayma
modiilii, yogunluk gibi malzeme 6zellikleri istenilen bir dogrultuda belli bir fonksiyona bagl
olarak tedricen degismektedir. Bu sayede, klasik tabakali kompozitlerde goriilen tabakalar
aras1 gerilme siireksizlikleri veya tabakalarin birlesim yiizeyinden birbirinden ayrilmas: gibi
olumsuzluklarin 6niine gecilmis olur. FDM’ler siirekli degisen kompozisyonda genellikle iki
farkli malzeme igerirler. FDM’ler sicakligin yiiksek oldugu yiizeyi diisiik yogunluk, yiliksek
mukavemet, katilik ve 1s1l dirence sahip olan seramik ve sicakligin diisiik oldugu yiizeyi
tokluk, elektrik gecirgenligi ve islenebilirlige sahip olan metal olacak ve seramikten metale
dogru kademeli veya devamli derecelendirilmis bir gecise sahip olacak sekilde tasarlanmis
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malzemelerdir. FDM’lerin potansiyel kullanim alanlar1 arasinda uzay tasitlari, endiistriyel
malzemeler, termoelektrik sogutma sistemleri, biyomalzemeler ve 1sil bariyer kaplamalar
sayilabilir. FDM kiris ve plaklarin statik ve dinamik davranisi ¢esitli arastirmacilar tarafindan
incelenmistir [1-11].

Bu c¢alismada, farklt malzeme kompozisyonlar1 i¢in farkli sinir kosullar1 ve elastik zemin
parametresinin plakta olusan yer degistirme ve gerilmeler {lizerindeki etkisi incelenmistir.
Problem enerji yaklagimiyla formiile edilmis ve sayisal olarak incelenmistir. Bunun ig¢in
probleme ait potansiyel enerji ifadesi Kirchhoff-Love plak teorisi i¢in ¢ikarilmistir. Bilindigi
gibi, plak kalinlig1 boyunca elastiklik 6zellikleri orta diizleme gore simetrik degilse, plak orta
diizlemi ile tarafsiz diizlem cakigsmamaktadir. Burada tiim hesaplamalar dnceden tespit edilen
tarafsiz eksenin konumuna gore yapilmistir. Geometrik sinir kosullarini saglamasi i¢in ¢okme
fonksiyonu seriye agilmis ve polinom seklinde ifade edilmistir. Ritz metodu [12-16]
kullanilarak minimum potansiyel enerji ilkesi geregince denge denklemleri cikarilmistir.
Formiilasyonu ¢ikarilan problem icin MATLAB programlama dilinde bir bilgisayar programi
yazilmis ve FDM plaga ait yer degistirmeler grafikler halinde verilmistir.

FONKSIYONEL DERECELENDIRILMIS MALZEMELER

Diizgiin yayili yiik etkisinde elastik zemine oturan FD bir plak Sekil 1’ de gdsterilmistir.
Plagin iist malzemesi seramik ve alt malzemesi ¢elik olarak secilmistir. Plagin elastisite
modiilii (E), kayma modiili (G), kiitle yogunlugu ( p) ve Poisson orani (v) gibi malzeme
ozellikleri istenilen bir dogrultuda belli bir fonksiyona bagli olarak tedricen degismektedir.

y a(x.y)y=q

lr* ¥ 3
Y 1*1‘& |

Seramik

Sekil 1. Diizgiin yayil yiik etkisinde elastik zemine oturan FD bir plak

Klasik karisim kuralina (rule of mixture) gére malzeme 6zelliklerinin degisimini veren ifade
asagidaki gibidir;

P=R\V, +PV, 1)

Burada P sistemin etkili malzeme 6zelligini ifade etmektedir. R, ve P, ise sirasiyla plagin
ist ve alt ylizeylerindeki malzemeye ait malzeme ozellikleridir. V, ise ist ylizeydeki
malzemenin hacim oranini, V, ise alt yilizeydeki malzemenin hacim oranmi gostermektedir.

Bu iki hacim oran1 arasinda asagidaki gibi iliski vardir;

V, +V, =1 )

Fonksiyonel derecelendirilmis (FD) malzemeye sahip plaklarin etkili malzeme 6zelliklerinin
degisimi igin kuvvet serisi seklinde bir ifade segilmistir. Ust malzemenin hacimce oranini
veren ifade asagidaki esitlikte verilmistir;
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z 1Y)
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Burada, k iist malzemeye ait hacim oraninin plak kalinligi boyunca degisimini belirleyen
malzeme degisim katsayisidir. Plak kalinligi boyunca malzeme oranlarimin degisimini
belirleyen en 6nemli faktor k malzeme degisim katsayisidir. (1) denkleminde V, yerine

1-V, yazilirsa;

P=RV, +P,1-V,)=RV, +P,—PV, 4
P(Z) = (Pu - PA)VU + PA (5)

elde edilir. (3) denkleminin dikkate alinmasiyla etkili malzeme 0Ozelliklerinin degisimi
asagidaki gibi elde edilir;

P(z)=(R, - m(ﬁ%) +P, (6)

Burada P(z) etkili malzeme 6zelliklerinin plagin Z ekseni boyunca degisimini veren genel
bir ifadedir. Bu ¢alismada plaga ait malzeme 6zellikleri asagidaki sekilde degismektedir;

E(2)=(E, -a)[ﬁ%}k +E, ™)
G(z):% ®)
0(2)=(ou-0r)[ 22 ) 04 ®
v(2)=(vu-vA)(§+%jk+vA (10)

Burada, k parametresi 0<k <o siirlar1 arasindadir. Ayrica denklem (7)’ den
z=-h/2 ise E(z)=E, ve z=h/2 ise E(z)=E, oldugu agik¢a griilmektedir.
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Sekil 2. Elastisite modiiliiniin kalinlik boyunca degisimi
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Sekil 2’ den acgikga goriilmektedir ki k =1 degerini aldiginda elastisite modiilii dogrusal
olarak degismekte ve k 'nin diger degerlerinde ise elastisite modiilii dogrusal olmayan sekilde
degismektedir.

SEKIiL DEGISTiRME ENERJiSi VE DENGE DENKLEMLERI
Plagin sekil degistirme enerjisi asagidaki gibi yazilabilir;

1

U = E '[ (O-xxgxx +o,&,+ 20Xygxy)dV (11)
v

Burada o gerilme tensoriinii, ¢ sekil degistirme tensoriinii belirtmektedir. Gerilme ve sekil

degistirme arasindaki biinye bagintilar1 asagidaki gibi verilebilir;

0
o, = v 0 £ (12)
Oy 0 o 1=V|l2¢
2

Burada ¢,, ve &, normal sekil degistirmeyi, €, kayma sekil degistirmesini ifade etmektedir.
Homojen olmayan plaklarda elastisite modiilii kalinlik boyunca simetrik olmadigi i¢in tarafsiz
eksen ile plak orta diizlemi ¢akismamaktadir. Bundan dolayr homojen olmayan plaklarda
egilme ve uzama arasinda bir etkilesim meydana gelmektedir. Egilme ve uzama arasindaki bu
etkilesimi dikkate alabilmek icin U VeV dizlem i¢i yerdegistirmelerini hesaplamamiz
gerekir.

]
Tarafsiz eksen = )5

Jz J 8 T
Orta dizlem S S P \

u, =u,
%‘

Sekil 3. Tarafsiz eksenin yerinin belirlenmesi
Ancak Sekil 3’ de goriildiigii gibi tarafsiz eksenin yerini belirleyip, z ekseni buradan
tanimlanirsa, egilme ve uzama arasindaki etkilesimi dikkate alabilmek i¢in U Ve v diizlem igi

yer degistirmelerini dikkate almaya gerek kalmaz. Burada tarafsiz eksenin yeri asagidaki gibi
hesaplanmaktadir;

hj'z E(z)zdz
e=-12 (13)

h/2

j E(z)dz

-h/2

Tarafs1z eksene gore malzeme Ozellikleri asagidaki sekilde degismektedir;

E(z):(EU-EA)(ZTJ"a+%j +E, (14)
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6(z)= 2[15(5()7)] (15)
p(E)Z(pU'pA)ﬁzT-'-e_"%jk"'pA (16)
@)=l ) 2202 o, @)

Burada, Z eksenini tarafsiz eksenden tanimlanirsa Kirchhoff-Love plak teorisine gére plagin
yer degistirme bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir;

ow(x,y) L, w(xy)

™ u, (X y,z)=— Py u,(xy,z)=w(xy) (18)

u (x,y,z)=-z2

Sekil degistirmeler ile yer degistirmeler arasindaki kinematik iliskiler asagidaki gibi
yazilabilir;

2 2 2
g, =29 Y g, =20V g, == 222 (19)
ox’ W oy 2 OXOy

(12), (12) ve (19) denklemleri kullanilarak tarafsiz eksene gore plagin sekil degistirme enerjisi
asagidaki gibi elde edilir;

h/2a 82 12a/2 82 a 1b/ al2 b2 a2
Ui:EjJ [ ) Ebj _W_de 5,;[ ( ]dxdy+ j [axay]d)(dy

-bi2-al2 bi2 bi2-al2

(20)
Burada, D,, ve D, kesit rijitlikleridir ve asagidaki gibi yazilabilir;
h/2—e = h/2—e = =
o = E(Z) 247 D, = —E(Z)V(Z) 7’ dz (21)
—h/2— el V(Z) —h/2—e 1- V(Z)
Elastik zeminden kaynaklanan sekil degistirme enerjisi agagidaki gibi yazilabilir;

U, =2 [ [k, w(x, y)dxay (22)
D1s kuvvetin potansiyel enerjisi agagidaki gibidir;

U ==[J aw(x, y) dxdy (23)
Problemin toplam potansiyel enerjisi asagidaki gibi elde edilir;

[1=U,+U, +U, (24)
w(X,y)¢6kme fonksiyonu, kinematik sir kosullarini saglayacak sekilde asagidaki seriye
acilmastir;

N N

= 2.2 AuGn (% y) XY™ (25)

m=1 n=1
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Burada A, belirlenmesi gereken bilinmeyen katsayilar ve G, (X, y) yardimer fonksiyondur.
G, (X, y)yardimei fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilebilir;

conf o0y

Burada, p,q,r,s smir kosullariyla ilgili tislerdir. Dort kenar1 basit mesnetli kare bir plak i¢in
p,q,r,s =1 ve dort kenar1 ankastre mesnetli kare bir plak i¢in p,q,r,s=2 olmaktadir. Denge
konumunda toplam potansiyel enerjinin minimum olmasi ilkesi geregince asagidaki esitlik

yazilabilir;
oll
OA,,

-0 k,1=12,3,...,N 7)

Bu esitlik kullanilarak problemin denge denklemi asagidaki gibi ¢ikarilir;
[K]{A}={F} -
Burada [K]rijitlik matrisi ve {F} ise yiik vektoriidiir.
SAYISAL SONUCLAR

Bu calismada, elastik zemine oturan fonksiyonel derecelendirilmis kare bir plagin statik
davranis1 Kirchhoff-Love plak teorisi kullanilarak incelenmistir. Malzemenin ist yiizeyi
seramik (E, =390 GPa v, =0.3177) ve alt yiizeyi ¢elik (E, =210 GPa v, =0.3) olacak

sekilde secilmistir. FDM plaga ait yerdegistirme grafikleri dort kenar1 basit mesnetli kare bir
plak ve dort kenar1 ankastre mesnetli kare bir plak icin ¢izdirilmistir. Sayisal sonuglar i¢in
takip eden geometrik degerler kullanilmustir, a=5m,b=5m, h=0.1m. Fonksiyonel

derecelendirilmis kare plak Winkler elastik zeminine oturmaktadir. Yer degistirme
fonksiyonunda N =8 olarak alinmis ve tatmin edici sonuglar elde edilmistir. Bu durumda
seride 64 adet bilinmeyen terim olmaktadir. Daha genel sonuglar elde edebilmek igin
asagidaki boyutsuz biiytikliikler tanimlanmistir:

Boyutsuz zemin parametresi: K, = kya' D —EA—hg (29)
' YD 12(1-v)
. E, h®
Boyutsuz ¢okme: W =10 qa" W (30)
. _ o,h _ o,h
Boyutsuz eksenel normal gerilmeler: Gy :ﬁ, Gy = qyya (31)
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a) BBBB Plak b) AAAA Plak
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malzeme degisim parametresi, k malzeme degisim parametresi, k

Sekil 4. Zemin parametresinin farkli degerleri i¢in boyutsuz ¢6kme dagilimi

Sekil 4’de zemin parametresinin farkli degerleri i¢in (K, =0,10, 50) boyutsuz ¢ékme

dagilimi goriilmektedir. Dort kenar1 basit mesnetli (BBBB plagi) ve dort kenar1 ankastre
mesnetli (AAAA plagi) plaklar i¢in sonug verilmistir. Grafiklerden agik¢a goriilmektedir ki;
zemin parametresi arttitkca boyutsuz c¢Okmeler azalmaktadir. Bunun sebebi zemin
parametresini artirdigimiz da sistemin rijitliginin artmasi dolayistyla ¢cokmelerin azalmasidir.
Ayni zamanda grafiklerden goriilmektedir ki malzeme degisim parametresi arttikga boyutsuz
cokmeler de artmaktadir. Bunun sebebi malzeme degisim parametresi arttifinda sistemin
elastisite modiiliiniin alt malzemenin elastisite modiiline yaklagmasi ve dolayisiyla

......

Sekil 5’de malzeme degisim parametresinin farkli degerleri i¢in (k =0, 0.5, 1, 5) boyutsuz
eksenel normal gerilme dagilimiin kalinlik boyunca degisimi goriilmektedir. Grafiklerden
acikca goriilmektedir ki; malzeme degisim parametresi sifir degerini aldiginda eksenel normal
gerilme dagilimi kalinlik boyunca dogrusal olarak degismekte ve malzeme degisim
parametresinin sifirdan farkli degerleri i¢in ise eksenel normal gerilme dagilimi kalinlik
boyunca dogrusal olmayan sekilde degismektedir.

a) BBBB Plak b) AAAA Plak

—k=0
— 0.5
e o |

k=5

60 -40 -20 0 20 40 =30 -20 -10 0 10 20

Boyutsuz eksenel normal gerilme, o, Boyutsuz eksenel normal gerilme, Oy

Sekil 5. Malzeme degisim parametresinin farkli degerleri i¢in boyutsuz eksenel normal
gerilme dagilimi
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a) BBBB Plak b) AAAA Plak

—KW=0 —KW=0

—KW=10 —KW=10

—_—KW=50 —KW=350

z/h
z/h

0.4
45 10 s o 5 10
boyutsuz eksenel normal gerilme, o,

A
.:1['] -30 =20 -10 0 10 20
Boyutsuz eksenel normal gerilme, S

Sekil 6. Zemin parametresinin farkli degerleri icin boyutsuz eksenel gerilme dagilimi

Sekil 6’da zemin parametresinin farkli degerleri i¢in (K, =0, 10, 50) boyutsuz eksenel
normal gerilme dagiliminin kalinlik boyunca degisimi goriilmektedir. Sinir kosullar1t BBBB
ve AAAA Kkare plak igin secilmistir. Burada malzeme degisim parametresi k =1 olarak sabit
degerde alinmistir. Grafiklerden acikg¢a goriilmektedir ki zemin parametresi arttiginda
boyutsuz eksenel normal gerilmeler kalinlik boyunca artmaktadir.

a) BBBB Plak b) AAAA Plak

Dimensionless deflection
Dimensionless deflection

Sekil 7. Boyutsuz ¢okme dagilimi (plagin sekil degistirmesi)

Sekil 7° de plagin deforme olmus hali gésterilmistir. Burada, zemin yay parametresi K, =0
ve malzeme degisim parametresi k =1 kabul edilmistir. Sinir kosullar1 BBBB ve AAAA kare
plak i¢in secilmistir.
SONUCLAR

Bu caligmada elastik zemine oturan fonksiyonel derecelendirilmis kare bir plagin statik
davranist Kirchhoff-Love plak teorisi kullanilarak incelenmistir. Sayisal analizler sonucunda
zemin yay parametresinin (K, ) ve malzeme degisim parametresinin (k) plagin statik
davranisi iizerinde oldukca etkili oldugu goriilmiistiir.
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